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УДК 519.865 
Маракулин В. М., д.ф.-м.н., доцент, в.н.с. 
ИМ СО РАН, НГУ (Новосибирск, Россия) 

ОБОБЩЁННАЯ ТЕОРЕМА БРАУЭРА–КРАСНОСЕЛЬСКОГО И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЯ К 
ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАВНОВЕСИЯ 

Аннотация. Классическая теорема Брауэра и «коническая» теорема Красносельского о не-
подвижной точке обобщаются на случай выпуклого конечномерного компакта и отображения, 
возможно действующего за пределы компакта. Доказано, что непрерывное отображение, опре-
делённое на этом компакте, обладает неподвижной точкой, если удовлетворяет одному из двух 
граничных условий: «сжатие» или «расширение». Далее этот результат применяется к теории 
пространственного равновесия, где с его помощью доказывается существование иммиграцион-
но-состоятельного деления на страны любой компактной конечномерной области. 

Ключевые слова: теорема Брауэра, коническая теорема Красносельского о неподвижной 
точке, «сжимающее» и «расширяющее» условия, странообразование, иммиграционно-состоя-
тельное деление. 

ВВЕДЕНИЕ 
Классическая теорема Брауэра утверждает, что в конечномерном пространстве любое непрерыв-

ное отображение выпуклого компакта в себя имеет неподвижную точку. Это очень «удобная» теоре-
ма, которая находит свои приложения в множестве задач теоретического и прикладного анализа. В 
течении последнего столетия условия этой теоремы многократно ослаблялись и приспосабливались к 
решению специфических прикладных задач. Например, в известном обобщении Шаудера–Тихонова 
векторное пространство не обязано быть конечномерным, но локально выпуклым. Ослаблялись так-
же требования к самому отображению, которое теперь уже может действовать во все объемлющее 
компакт пространство, но при этом удовлетворяет определённым граничным условиям. Наиболее 
известное из них это так называемое условие Лере–Шаудера, которое (упрощённо) формулируется 
следующим образом. Пусть      конечномерный выпуклый компакт и   int . Условие на ото-

бражение         означает, что для каждого граничного     не существует действительного 
    такого, что        . Альтернатива (теорема) Лере–Шаудера утверждает, что тогда непре-
рывное отображение имеет неподвижную точку на   (напр. см. [1], с. 61, теорема 5.1). Однако суще-
ствуют приложения, в которых результатов типа Лере–Шаудера недостаточно. Теоремы о неподвиж-
ных точках, основанные на альтернативных граничных требованиях, появляются, например, в рабо-
тах Красносельского. 

В современной литературе по неподвижным точкам имеется два типа теорем, основы которых бы-
ли заложены в работах Красносельского. В теоремах первого типа изучается проблема существова-
ния неподвижной точки у оператора, заданного на выпуклом замкнутом множестве и допускающего 
разложение в сумму сжимающего и вполне непрерывного отображения, см. [2] и [3]. В теоремах вто-
рого типа – предложены в [4] – рассматриваются непрерывные операторы, определённые и прини-
мающие значения на выпуклом замкнутом заострённом конусе в банаховом пространстве (подробнее 
см. [5]); теорема утверждает существование в данном коническом отрезке неподвижной точки если 
на границе отрезка выполнены условия сжатия или расширения. Теоремы этого типа (названые «ко-
ническими») находятся в общем ряду значимых классических теорем о неподвижной точке, они рас-
пространяют классический подход на отображения, не обязательно переводящие область определе-
ния в себя, причём условие Лере–Шаудера может нарушаться. 

Известные доказательства теорем второго типа основываются либо на приложении теории тополо-
гического индекса (степени отображения), либо на сведении задачи к ситуации, где применима тео-
рема Брауэра о неподвижной точке. Именно о возможности распространения результатов этого ти-
па – прямое доказательство – и пойдёт речь в настоящей работе. 

В настоящее время известно множество обобщений «конической» теоремы Красносельского, эф-
фективно работающих в приложениях, однако на практике порой приходится сталкиваться с эффек-
тами близкими к содержанию конической теоремы, но формально не укладывающимися в её рамки. 
Например, к такого рода постановкам приводит задача устойчивого деления на страны на двумерной 
области с априорно распределённым населением. Вопрос о существовании такого деления (непре-
рывные границы, заданное число стран, никто не имеет стимула изменять юрисдикцию) можно све-
сти в вопросу о существовании неподвижной точки у непрерывного отображения, принимающего 

значения в стандартном симплексе                     
           , но заданного на его сжатии 

  
     

                               . Требуется найти неподвижную точку в меньшем 
симплексе. Такая точка существует в силу ключевого свойства отображения, состоящего в том, что 
грани симплекса отображаются в соответствующие грани стандартного. Однако автору не были из-
вестны теоремы, которые позволили бы заключить существование неподвижной точки в данной по-
становке. Соответствующая теорема была получена как следствие к новой теореме о неподвижной 
точке, в которой требование принимать значение в области определения      отображения   (тре-
буется       ,   выпуклый компакт) заменяется на одно из более слабых граничных условий. 
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Именно, это так называемые «сжимающее» и «расширяющее» условия (названия по аналогии с кони-
ческой теоремой Красносельского), которые применимы в случае       . Например, расширяющее 
условие означает, что для каждого граничного      и каждого линейного    , опорного к   в 
точке  , т.е. если            , имеет место               . Изменяя знак последнего неравенства, 
мы приходим к сжимающему предположению. Утверждается, что в таком случае непрерывное ото-
бражение, заданное на  , имеет неподвижную точку в  . В работе представлено «прямое» доказа-
тельство (второй подход), в котором вопрос сводится к применению классической теоремы Брауэра. 

В первом разделе работы содержится формулировка основного результата и его доказательство. 
Второй раздел посвящён приложению полученной теоремы к решению задачи деления области на 
страны. 

1. Обобщённая теорема Брауэра–Красносельского 
В данном разделе мы будем предполагать, что      – выпуклый компакт,        и, без огра-

ничения общности, int   . Определим следующее отображение:  

      sup                           (1) 
Если        и луч 

                           
пересекается с int , т.е. при       int   , отображение      определено корректно. Аналогично, 
при       int   , где  

                           
можно рассматривать отображение  

      sup                           (2) 

Лемма 1. Пусть       непрерывно в точке     и       . Тогда, если       int    , то 
отображение      определено в окрестности  , непрерывно в точке x и       . Если       
int   , то      определено, непрерывно в   и       . 
Доказательство леммы 1. Рассмотрим первое заключение (для второго доказательство аналогич-

но). В условиях леммы достаточно доказать непрерывность      в точке  . Пусть     ,    . Ус-

тановим           . Предположим противное. Тогда, без ограничения общности можно считать 

(ибо семейство      ,     ограничено), что        
 

     . Таким образом, 

                                      

и из (1), построения и компактности   следует, что       . Возьмём любой             и, в силу 

               int  найдём попарно непересекающиеся окрестности  ,   и        точек 
 ,   и   такие, что луч  

                              

пересекается с каждой из этих окрестностей (показано на рис. 1). Но тогда из построения следует, что 
для достаточно больших     при любом   , выбранном из условия  

                    

имеет место         . Получили противоречие с определением      , см. (1).                                      

 
Рис. 1. Непрерывность      

Рассмотрим далее два условия на отображение       : для каждого граничного      и каж-
дого линейного    , опорного к   в точке  , т.е. если            , имеет место  
                (3) 
или 
  h        h     (4) 

Далее первое требование мы будем называть «сильно сжимающим» свойством, а второе – «сильно 
расширяющим», см. рис. 2. 
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Лемма 2. Пусть        непрерывное отображение. Тогда, если   имеет сильно сжимающее 
свойство, то      определено, непрерывно на   и            ; если выполнено сильно расши-
ряющее, то      определено, непрерывно и            .   
Доказательство леммы 2. Достаточно рассмотреть первое заключение. Воспользуемся леммой 1 и 

покажем, что     ,       int   , где луч       был определён выше. Предполагая противное 
найдём      такой, что       int   . Применяя далее стандартную теорему отделимости, най-
дём линейный     такой, что                . Так как             , то                
     . Таким образом, найдены точка и функционал, нарушающие сжимающее свойство, что невоз-
можно.                                                                                                                                 

Теорема 1. Пусть      – выпуклый компакт и int   . Тогда каждое непрерывное отобра-
жение       , обладающее сильно сжимающим или расширяющим свойством, имеет неподвиж-
ную точку в  .   
Доказательство теоремы 1. Предположим заключение теоремы ложно и            . Пусть, 

например, выполнено расширяющее свойство. Определим отображение  

                         
где функция      была определена выше в (1). По построению            , а в силу леммы 2 
     непрерывно. Следовательно, в силу классической теоремы Брауэра      имеет неподвижную 
точку     . Имеем  

                                                 
Однако в силу леммы 1 должно быть         – противоречие. Следовательно,      имеет непод-

вижную точку на  .                                                                                                                                   
Одним из основных результатов работы является следующее обобщение теоремы Брауэра. На-

помним, что в линейном пространстве    аффинная оболочка aff    множества     это  

aff       

 

                               

 

       

Аффинная оболочка может быть описана также как aff            , где        –  линей-
ная оболочка       для произвольно выбранного    . 

Теорема 2. Пусть       –  выпуклый компакт и     aff    непрерывное отображение со 
значениями в аффинной оболочке  . Предположим   удовлетворяет одному из условий: 
(i) Сжатие (compressive form) 
                h     h     h        h      (5) 
(ii) Растяжение (expansive form) 
                h     h     h        h      (6) 
Тогда   имеет неподвижную точку в  . 

 
Рис. 2. Расширяющее свойство (4) 

Доказательство теоремы 2. Предположим, без ограничения общности, что   int   . Пусть   
удовлетворяет (5). Для произвольного действительного       рассмотрим вспомогательное ото-
бражение               . Покажем, что      удовлетворяет (3). Действительно, так как   int , 
то для    ,             имеем        . При            в силу (5) имеем               , от-

куда                    . Если           , то условие                      выполнено ав-
томатически. Следовательно, в силу теоремы 1 для каждого     отображение      имеет неподвиж-
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ную точку              . В силу компактности   можно считать, что       при    . Перехо-
дя в равенстве               к пределу по     находим         . Таким образом, для      ус-
тановлено существование неподвижной точки на  . 

В случае, когда   удовлетворяет (6), рассмотрим отображение               . Теперь при 
   ,             имеем                 , откуда следует                    . Это озна-
чает, что      удовлетворяет условию (4). Таким образом, если выполнено (6), то в силу теоремы 1 
отображение      имеет неподвижную точку   . Далее рассуждаем аналогично предыдущему слу-
чаю – конструируем сходящееся при     семейство неподвижных точек и, переходя к пределу в 
равенстве              , устанавливаем существование неподвижной точки у     . Теорема 2 до-
казана.                                                                                                                                                            

Замечание 1. Анализ доказательства также показывает, что утверждение теоремы 2 можно обоб-
щить на случай декартова произведения отображений, первое из которых удовлетворяет условию 
теоремы 2, а второе – условиям теоремы Брауэра или приводимое к ней – например, выполнены ус-
ловия     или     . Кроме того, несложно видеть, что конечномерность пространства не принципиаль-
на и теорему можно обобщить на случай локально выпуклого пространства, с тем, чтобы основать 
доказательство на теореме Шаудера–Тихонова.              

Нижеследующая теорема имеет приложения в теории пространственного равновесия и является 
прямым следствием теоремы 2. 

Пусть      выпуклый ограниченный многогранник и aff    его аффинная оболочка. Пусть 
  ri  некоторая точка из относительной внутренности многогранника  , а   ,         – его 
грани максимальной нетривиальной размерности (на единицу меньше размерности  ). С каждой 
гранью свяжем конус    aff   , с вершиной в точке  : 

                              aff     
         

    

Теорема 3. Пусть     aff    непрерывное отображение, определённое на многограннике   и 
  ri , aff   ,   ,    как определено выше. Пусть выполняется одно из условий: 
(i) Сжатие (compressive form):                   
(ii) Растяжение (expansive form):          ri            
Тогда   имеет неподвижную точку на  . 

Результат теоремы 3 в варианте расширяющего условия представлен на рис 3. Здесь   непрерывно 

отображает меньший симплекс   
     

 на его расширение        и подчиняется условию     . Доказа-
тельство теоремы 3 вытекает из теоремы 2 и характеризации граничных точек многогранника в тер-
минах опорных гиперплоскостей (опущено). 

 
Рис. 3. Исходный и вложенный симплекс   

     
 и отображение      

2. Приложения обобщённой теоремы 
Рассмотрим далее вопрос существования иммиграционно-состоятельного деления на   стран 

(число изначально задано) не только на плоскости, но в любом конечномерном пространстве – это не 
просто возможное обобщение, но и возможность рассматривать в данном контексте более общие за-
дачи, например, деление общества по партийной принадлежности. Ранее такого рода задача эффек-
тивно исследовалась только в одномерной постановке. На самом деле исследуемый вопрос – это про-
блема существования равновесия Тибу [6]. Общая идея этого равновесия состоит в том, что индиви-
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дуумы могут «голосовать ногами», т.е. жители страны или муниципалитета способны перемещаться 
и выбирать то «место жительства», которое их больше устраивает. А возможно и не нужно физически 
перемещаться, – например, при формировании фанов футбольных клубов, – достаточно просто про-
писаться и затем «потреблять» все блага и недостатки этого членства. что весьма важно в контексте 
многих экономических теорий, таких как теория клубов, финансирование локальных общественных 
благ или в политических науках – деление на партии, фракции и т.д. Используемый здесь принцип 
миграционной состоятельности предполагает, что у пограничных жителей отсутствуют выявленные 
мотивы для изменения юрисдикции, т.е. в данной точке размещения населения имеется равенство 
издержек у граждан граничных стран. Требуется, чтобы межстрановая граница была представлена 
непрерывной кривой (поверхностью). Мы докажем существование надлежащего деления на страны 
для измеримой плотности населения и здесь, чтобы реализовать этот подход, применяется доказанная 
выше теорема 3. 

Начальное построение аналогично предложенному в [7]: требуется разделить область      на   
стран,          . Распределение населения на   задано посредством вероятностной меры     . 
Для каждой из стран     определена функция затрат      , которая может зависеть от массы 
         страны и масс других стран, позиции индивида    , но также ещё от дополнительных па-
раметров    . В частности, в качестве   могут использоваться центры стран, а также и другие зна-
чимые в странообразовании параметры. Предполагается, что функции затрат непрерывно зависят от 

         (стандартный симплекс в   ) и  , причём   – область изменения   – выпукла и компактна. 
Возможность рассмотрения функция затрат столь общего вида отличает данную работу от [7], изло-
женный здесь результат более общий и охватывает случай переменных центров и т.д. 

Далее мы предположим, что 
    Распределение населения на   описывается абсолютно непрерывной вероятностной мерой  . 
    Для каждого     затраты       определены и непрерывны на 

                где                      
и удовлетворяют  
(i)                    при любой                         

   , т.е.   
   ; 

(ii) множество безразличных агентов 

                                     

имеет нулевую меру Лебега      и любых фиксированных               . 
Основным модельным представлением функций, удовлетворяющих    , являются 

                   
  

  
                       (7) 

Здесь      это -я юрисдикция, имеющая массу популяции         ,        это расположение её 
центра (фиксированное или переменное),        метрика – с тем, чтобы можно было находить рас-
стояние до центра от расположения индивидуума, заданного координатами    . Скалярная величи-
на      представляет агрегированный платёж (налоги?), который требуется для формирования 
страны     (стоимость правительства) и оплачивается всеми гражданами страны в равных долях. 
Таким образом, индивидуальные затраты делятся на два типа: равный для каждого жителя платёж и 
индивидуализированные затраты, определённые как расстояние от месторасположения жителя до 
центра страны. Отметим, что в случае различных центров предположение     выполняется и        

представляет возможную границу между странами   и  , для евклидовой метрики это пересечение с   
одной из ветвей гиперболы. Модель, основанная на функции издержек вида (7), впервые появляется в 
работе [8], где излагается общая постановка задачи по-странового деления и обосновывается, в одно-
мерной постановке, применение затрат в функциональном виде (7). 

Идея доказательства состоит в том, что набору             из  номинальных параметров можно 
поставить в соответствие аналогичный набор  реальных параметров, рассчитанный для иммиграци-
онного стабильного деления, заданного номинальными переменными. Тем самым определяется ото-
бражение, чья нетривиальная неподвижная точка удовлетворяет всем требованиям по-странового де-
ления. Опишем далее эту конструкцию более подробно. 

В пространстве    рассмотрим стандартный симплекс        и отображения 

                  ,                 и                   , 
заданные по формулам: 

                       min
   

                                     

Имеется также некоторое непрерывное отображение             , что в совокупности при-
водит к итоговому 

                                         
Достаточно найти нетривиальную неподвижную точку       

      
         ,      этого ото-

бражения, т.е. 

                       
       такие что       

      
      

Лемма 3. Пусть     и     выполнены. Тогда для некоторого       
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(i) отображение      непрерывно на   
     

   и 
(ii)      отображает -подсимплекс 

  
     

                          

так, что грани   
     

 отображаются в соответствующие грани исходного симплекса, т.е. 

              
     

                                             
Доказательство леммы 3. С целью установить пункт (i) определим для действительного  

>
 
0 

множества 

  
                         

       
              

  
           

             

Ясно, что   
         

               при       и в силу    ,        , величины 

    
                   при    . Далее отметим, что из     для каждого действительного      

затраты равномерно непрерывны на       
     

. Это влечёт, что для любой фиксированной пары 

     , для каждого     существует действительный     такой, что для каждого       
     

, 
         и каждого     ,          имеем:     ,                              

                              
 

 
                                

 

 
  

  
        

 

 
           

        
 

 
                    

Однако                             

  
                           

   

           
             

Здесь при     левое и правое ограничения стремятся к одному и тому же пределу        , что и 
доказывает непрерывность     . 

Чтобы установить      фиксируем  , положим    
     

   
     

               и найдём такие 

      
     

,            , что 

    
         inf

               
     

           

Без ограничения общности можно считать, что                       при    . Имеем   
    

  
    и в силу        заключаем     

           . В то же время для каждого   такого, что   
    

затраты            ограничены сверху для всех           и малых    . Таким образом, для 

всех достаточно малых     
           inf

       
                                       

                        
что и требовалось доказать.                                                                                                              
Теорема 4. Пусть   компактное подмножество конечномерного линейного пространства и   

мера на  . Если выполнены предположения    ,    , то область   можно разделить на любое за-
данное число иммиграционно состоятельных юрисдикций ненулевого объёма. Это деление также 
можно осуществить так, чтобы выполнялись заданные непрерывные непротиворечивые требова-
ния. 
Доказательство теоремы 4. Непосредственно следует из описанных выше построений, так как в 

условиях леммы 3 применима теорема 3.                                                                                             
Замечание 2. Общая идея и предположение     в представленной выше конструкции были заим-

ствованы из [7]; эти построения были модифицированы и приспособлены к случаю странообразова-
ния с затратами, которые могут зависеть также от дополнительных параметров    . Это обобщение 
имеет важное значение, поскольку позволяет исследовать случай переменных центров стран, в том 
числе в теоретически наиболее интересном случае, когда эти центры выбираются как барицентры 
(центр масс) по-странового расселения жителей. Более того, последний этап в доказательстве теоре-
мы существования из [7] основывался на применении ККМ-леммы (лемма Кнастера–Куратовского–
Мазуркевича, хорошо известна в теории игр) и в известных мне (ранних) версиях [7] это было воз-
можно только в случае фиксированных центров. Таким образом, построение, основанное на приме-
нении теоремы 2 и доказанной с её помощью теоремы 3, более гибкое и позволяет получать более 
общие результаты, имеющие важное значение в экономической теории. Описанные здесь результаты 
частично развивают изложенные в [9], [10]. 
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ОПТИМИЗАЦИИ РЕСУРСОВ 

 НА ВОССТАНОВЛЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЁННЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

ПО КРИТЕРИЮ МАКСИМУМА ПРИБЫЛИ 

Объектом исследования являются технические системы, состоящие из большого количества 

одинаковых элементов (устройств). Работа каждого из них приносит владельцу системы определён-

ный доход, а отказ не приводит к неработоспособности системы в целом, поскольку другие её эле-

менты продолжают работать. Примерами таких систем являются группировка навигационных спут-

ников, комплекс камер фиксации нарушений на автомобильных дорогах и другие. Для эксплуатации 

подобных систем должна существовать служба, которая осуществляет восстановление отказавших 

элементов. Если восстановление осуществляется методом замены, а элементы являются ремонтопри-

годными, то возникает вопрос об оптимальных численностях: курьеров, осуществляющих замену; 

ремонтников и запасных элементов – другими словами – ресурсов на восстановление. Автором ранее 

решена подобная задача, для особо ответственных систем, когда затраты на восстановления несрав-

нимы с потерями от отказов, и, поэтому, целевой функцией является среднее количество исправных 

элементов. Получены формулы для определения минимально достаточных численностей курьеров, 

ремонтников и запасных элементов, при которых среднее число исправных элементов системы дос-

тигает максимума. 

Предметом данного исследования является оптимизация ресурсов на восстановление распреде-

лённых систем по критерию «Максимум прибыли за заданный период эксплуатации» для случая, ко-

гда доход и от работы одного элемента системы и затраты на восстановление сопоставимы. 

В докладе будет показано, как решить эту задачу с помощью моделирования процесса восстанов-

ления по методу динамики средних и последующего решения, полученной системы дифференциаль-

ных уравнений с помощью программного комплекса Mathcad. 
 

Матвеев В. В., к.ф.-м.н., доцент 
Титаренко Д. В., к.э.н., доцент 

Титаренко В. Н., старший преподаватель 
ИЭиУ КФУ (Симферополь, Россия) 

ПРИМЕНЕНИЕ Н-МОДЕЛЕЙ В ЭКОНОМЕТРИЧЕСКОМ И ИМИТАЦИОННОМ 
МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССОВ «ТРУБЧАТОЙ» СТРУКТУРЫ 

Введение 
Моделирование экономических процессов связано с необходимостью установления стохастиче-

ских связей между входными и выходными переменными в условиях неопределенности и воздейст-
вия случайных факторов, что характерно для реальных объектов. 

Эконометрическое и имитационное моделирование строится на основе двух операторов: операто-
ра моделирования исхода и оператора оценки показателя эффективности. Если между входными пе-
ременными процесса существует стохастическая зависимость «трубчатой» структуры, то общеприня-
тые модели [1, 2] для таких процессов не являются адекватными и в этом случае необходимо приме-
нение Н-моделей. 

Постановка задачи. 
Пусть в системе протекает случайный процесс, в котором входные переменные стохастически свя-

заны [3]. Постановка задачи рассматривается на примере объекта имеющего две входные переменные 

u1, u2 и выходную скалярную переменную x, интервал возможных изменений которых [0; 1]. 

Пусть имеется выборка, состоящая из 100 измерений, {u1,u2,xi, i =1…100}. 

График по переменным u1, u2, i =1…100, в случае их стохастической независимости, имеет вид 

(рис. 1). 
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