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Пусть F — конечное поле порядка q и F n — векторное
пространство наборов длины n над F .

Определение

Расстоянием Хэмминга d(x , y) между векторами x , y ∈ F n

называется число координат, в которых векторы x и y
различаются.

Определение

Совершенным кодом в F n называется такое множество C ⊂ F n,
что для любого x ∈ F n найдётся ровно один y ∈ C такой, что
d(x , y) ≤ 1.



Определение

Группой автоморфизмов AUT (C ) кода C ⊂ F n называется
группа изометрий пространства F n, оставляющих код на месте.

Определение

Код C называется транзитивным если для любых векторов
a, b ∈ C существует ϕ ∈ AUT (C ) такой, что ϕ(a) = b.

Определение

Транзитивный код C называется квазилинейным (propelinear),
если AUT (C ) содержит регулярную подгруппу.



Конструкция Васильева — Шёнхейма

Пусть H ⊂ F n — совершенный код и λ : H → F произвольная
функция. Определим C (H, λ) =
{(v0, . . . , vq−1, p) : vi ∈ F n,

∑
i∈F

vi = c ∈ H, p =
∑
i∈F

i |vi |+ λ(c)}

где |vi | — сумма n координат вектора vi . Тогда C (H, λ)
является совершенным кодом длины qn + 1.
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Пусть H ⊆ F n — подпространство. Функция λ : H → F является
квадратичной, если для любого c ∈ H найдутся βc

0 , βc
1 , . . . , βc

n
такие, что λ(x + c) = λ(x) + βc

0 + βc
1x1 + . . . + βc

nxn для всех
x = (x1, . . . , xn) ∈ H.

Теорема

Если H ⊂ F n — линейный совершенный код и функция
λ : H → F является квадратичной, то C (H, λ) транзитивный и
квазилинейный совершенный код.



Следствие

Неэквивалентных транзитивных и квазилинейных совершенных

кодов длины qn + 1 не менее q
n2
2 (1+o(1)).
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Лемма

Пусть f ′(x) = f (x) + βxj при j ∈ [1..n], β ∈ F . Тогда
C (H, f ′) = Πβ

j C (H, f ), где Πβ
j перестановка координат,

переводящая (α + β, j)-ю координату в (α, j)-ю и фиксирующая
остальные координаты.

Доказательство. Пусть x = ((vα)α∈F , p) ∈ C (H, f ). Тогда
p =

∑
α∈F α|vα|+ f (c). После перестановки Πβ

j , получаем

y = Πβ
j x = ((uα)α∈F , p), где координата uα,j равна vα+β,j , а

остальные совпадают.
p =

∑
α∈F α|vα|+f (c) =

∑
α∈F

∑
k 6=j αvα,k+

∑
α∈F αvα,j+f (c) =

=
∑

α∈F
∑

k 6=j αuα,k +
∑

α∈F αuα−β,j + f (c) =
=

∑
α∈F

∑
k 6=j αuα,k +

∑
α∈F (α + β)uα,j + f (c) =

=
∑

α∈F
∑n

k=1 αuα,k + β
∑

α∈F uα,j + f (c) =∑
α∈F α|uα|+ f (c) + βcj ,

c = (c1, . . . , cn) =
∑

vα =
∑

uα и Πβ
j (x) ∈ C (H, f ′).



Утверждение

Для любого w = ((wα)α∈F , p) ∈ C (H, f ) преобразование
Φw (v) = Πc(v) + w , где Πc = Π

βc
1

1 Π
βc

2
2 . . .Π

βc
n

n , c =
∑

α∈F wα,
является автоморфизмом кода C (H, f ), переводящим нуль в w .

Доказательство. Пусть v = ((vα)α∈F , s) ∈ C (H, f ). Тогда
s =

∑
α∈F α|vα|+ f (d), где d =

∑
α vα. Применяя лемму при

j = 1..n, получаем, что Πc(v) = ((uα)α∈F , s), где
s =

∑
α∈F α|uα|+ f (d) + βc

1d1 + . . . + βc
ndn и

d = (d1, . . . , dn) =
∑

α uα. Прибавляя вектор w = ((wα)α∈F , p),
получаем равенство Πc(v) + w = ((uα + wα)α∈F , r),

r =
∑
α∈F

α|uα|+ f (d) + βc
1d1 + . . . + βc

ndn +
∑
α∈F

α|wα|+ f (c)

=
∑
α∈F

α|uα + wα|+ f (d + c)− βc
0 + f (c).

Поскольку f (c) = f (0) + βc
0 , имеем Πc(v) + w ∈ C (H, f ).



Проблема

Для векторного пространства V и группы A линейных
изометрий на V , найти неквадратичную функцию f такую, что
для любого c ∈ V имеется µ ∈ A, удовлетворяющее равенству
f (µ(x) + c) = f (x) + l(x) для некоторого аффинного l .
Например, V = H и A ⊂ AUT (H).


