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Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç q ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî

F n
q , ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ äëèíû n íàçûâàåòñÿ q-è÷íûì

n-ìåðíûì ãèïåðêóáîì.

Îïðåäåëåíèå

Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà d(x , y) ìåæäó âåêòîðàìè x , y ∈ F n
q

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ íàáîðû x è y

ðàçëè÷àþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ãðàíüþ ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî êóáà F n
q ,

ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ ñ îäèíàêîâûìè ôèêñèðîâàííûìè

çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ n − k êîîðäèíàò.



Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f : F n
q → Fq íàçûâàåòñÿ n-àðíîé êâàçèãðóïïîé

ïîîðÿäêà q, åñëè îíà îáðàòèìà ïî êàæäîé ñâîåé ïåðåìåííîé,

ò.å. îòîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç f ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèåé

âñåõ ïåðåìåííûõ êðîìå îäíîé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Óòâåðæäåíèå

Ôóíêöèÿ f : F n
q → Fq ÿâëÿåòñÿ n- àðíîé êâàçèãðóïïîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èç d(x , y) = 1 ñëåäóåò, ÷òî f (x) 6= f (y).

Ïðèìåð

f (x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn( mod q).



Îïðåäåëåíèå

Òàáëèöà çíà÷åíèé n-àðíîé êâàçèãðóïïû íàçûâàåòñÿ ëàòèíñêèì

n-êóáîì, ïðè n = 2 � ëàòèíñêèì êâàäðàòîì.

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

3 2 0 1



Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî C ⊂ F n
q íàçûâàåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì ñ ðàññòîÿíèåì ρ,

åñëè |C ∩ Γ| = 1 äëÿ êàæäîé ãðàíè Γ ðàçìåðíîñòè ρ− 1.

Óòâåðæäåíèå

Ôóíêöèÿ f : F n
q → Fq ÿâëÿåòñÿ n-àðíîé êâàçèãðóïïîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ãðàôèê M[f ] = {(x , f (x)) | x ∈ F n
q }

ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì ñ ðàññòîÿíèåì 2.



Îïðåäåëåíèå

Èçîòîïèåé â F n
q íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç n

ïåðåñòàíîâîê θi : Fq → Fq, i ∈ [n]. Ïóñòü θ̄ = (θ1, . . . , θn)
ÿâëÿåòñÿ èçîòîïèåé è M ⊆ F n

q .

θ̄M , {(θ1x1, . . . , θnxn) | (x1, . . . , xn) ∈ M}.

Îïðåäåëåíèå

Ïàðàñòðîôèåé â F n
q íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò τ ∈ Sn.

Mτ , {(xτ(1), . . . , xτ(n)) | (x1, . . . , xn) ∈ M}.



Èçîòîïèÿ

0 1 2

3 4 5

6 7 8

1 2 0

4 5 3

7 8 6

4 5 3

1 2 0

7 8 6

Ïàðàñòðîôèÿ

0 1 2

3 4 5

6 7 8

0 3 6

1 4 7

2 5 8



Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé q-è÷íûé êóá (F n
q , d) êàê ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà. Åãî ãðóïïà èçîìåòðèé

ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû èçîòîïèé Θnk íà

ãðóïïó ïàðàñòðîôèé Sn.

Aut(F n
q ) = Θnk o Sn

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèàðíûå êâàçèãðóïïû f1, f2 : F n
q → Fq íàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè ÌÄÐ-êîäû M[f1],M[f2] ⊆ F n+1
q

ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà èçîìåòðèåé êóáà

F n+1
q .



Îïðåäåëåíèå

Ðåòðàêòîì ðàçìåðíîñòè n − 1 ÌÄÐ-êîäà M ⊂ F n
q íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî M|xi=a = {x ∈ M | xi = a}, ãäå a ∈ Fq.
Åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ m ïåðåìåííûõ â ÌÄÐ-êîäå

M ⊂ F n
q , òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì

ðàçìåðíîñòè n −m, 1 ≤ m ≤ n − 2.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f1 íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì ìóëüòèàðíîé êâàçèãðóïïû f2,

åñëè M[f1] � ðåòðàêò M[f2].

Óòâåðæäåíèå

Ðåòðàêò ÌÄÐ-êîäà ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì. Ðåòðàêò ìóëüòèàðíîé

êâàçèãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèàðíîé êâàçèãðóïïîé.



Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü èìååòñÿ (n −m + 1)-êâàçèãðóïïà h è m-êâàçèãðóïïà g ,

òîãäà èõ ñóïåðïîçèöèÿ

f (x1, . . . , xn) ≡ h(g(x1, . . . , xm), xm+1, . . . , xn)

ÿâëÿåòñÿ n-êâàçèãðóïïîé.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ êâàçèãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è âçÿòèÿ ïîäôóêöèè.



Ðàçäåëèìîñòü ìóëüòèàðíûõ êâàçèãðóïï

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèàðíàÿ êâàçèãðóïïà f íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìîé

(ïðèâîäèìîé), åñëè èìåþòñÿ öåëîå ÷èñëî m, 2 ≤ m < n,

(n −m + 1)-àðíàÿ êâàçèãðóïïà h, m-àðíàÿ êâàçèãðóïïà g è

ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn òàêèå, ÷òî

f (x1, . . . , xn) ≡ h(g(xσ(1), . . . , xσ(m)), xσ(m+1), . . . , xσ(n)).



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Âíóòðåííÿÿ êâàçèãðóïïà: Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Âíóòðåííÿÿ êâàçèãðóïïà →
Êîìïîçèöèÿ:

Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Âíóòðåííÿÿ êâàçèãðóïïà →
Êîìïîçèöèÿ:

Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Âíóòðåííÿÿ êâàçèãðóïïà →
Êîìïîçèöèÿ:

Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Âíóòðåííÿÿ êâàçèãðóïïà →
Êîìïîçèöèÿ:

Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçäåëèìîñòè

Åñëè n-êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà q ïðè ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè

íåêîòîðîãî íàáîðà èç m ïåðåìåííûõ, 2 ≤ m ≤ n − 1, èìååò

òîëüêî q ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåòðàêòîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàçäåëèìîé.

Êîìïîçèöèÿ: Âíåøíÿÿ êâàçèãðóïïà:



Òåîðåìà

n-Àðíóþ êâàçèãðóïïó f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðîâíî îäíèì èç
äâóõ ñïîñîáîâ

f (x) ≡ q0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m)), (1)

ãäå qj ñóòü nj -àðíûå êâàçèãðóïïû ïðè ëþáîì j , 1 ≤ j ≤ m, q0 åñòü íåðàçäåëèìàÿ
m-àðíàÿ êâàçèãðóïïà íå ýêâèâàëåíòíàÿ ãðóïïå, x̃j � íåêîòîðûå íàáîðû
ïåðåìåííûõ xi , i ∈ Ij , ãäå {Ij}j=1,...,m � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà [n] íà íàáîðû
ìîùíîñòè n1, . . . , nm; ëèáî

f (x̃1, . . . , x̃m) ≡ q1(x̃1) ∗ ... ∗ qm(x̃m), (2)

ãäå ∗ åñòü àññîöèàòèâíàÿ êâàçèãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ, qj ñóòü nj -àðíûå
êâàçèãðóïïû, 1 ≤ j ≤ k, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå qj (x̃j ) = q′(x̃ ′

j
) ∗ q′′(x̃ ′′

j
), x̃j �

íåêîòîðûå íàáîðû ïåðåìåííûõ xi , i ∈ Ij , ãäå {Ij}j=1,...,m � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
[n] íà íàáîðû ìîùíîñòè n1, . . . , nm.
Ïðè÷¼ì â ïðåäñòàâëåíèÿõ (1) è (2) ðàçáèåíèå {Ij}j=1,...,m åäèíñòâåííî, m-àðíàÿ
êâàçèãðóïïà q0 è êâàçèãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ∗ îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè è íàáîð ìóëüòèàðíûõ êâàçèãðóïï
q1, . . . , qm åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè è ïåðåñòàíîâêè
ýëåìåíòîâ.

×åð¼ìóøêèí À. Â. Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå n-àðíûõ êâàçèãðóïï // Ìàòåì.

èññëåäîâàíèÿ. Êèøèí¼â:"Øòèèíöà 1988.



Òåîðåìà

1.Ïóñòü 3 < m + 1 < n è ðàçäåëèìû âñå ðåòðàêòû ðàçìåðíîñòåé

m è m+1 n-àðíîé êâàçèãðóïïû f ïîðÿäêà q, òîãäà f ðàçäåëèìà.

2.Ïóñòü 3 ≤ m < n, q � ïðîñòîå è ðàçäåëèìû âñå ðåòðàêòû

ðàçìåðíîñòè m n-àðíîé êâàçèãðóïïû f ïîðÿäêà q, òîãäà f

ðàçäåëèìà.

Krotov D. S., Potapov V. N. On connection between reducibility on an n-ary
quasigroup and that of its retracts // Discrete Math. 2011.

Krotov D. S. On irreducible n-ary quasigroups with reducible retracts // European J.

Combin. 2008.

Zaslavsky T. Associativity in multary quasigroups: the way of biased expansions: eprint

math.CO/0411268: arXiv.org, 2004.



Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(f ) ìàêñèìàëüíóþ àðíîñòü íåðàçäåëèìîãî

ðåòðàêòà n-àðíîé êâàçèãðóïïû f .

Ëåììà

Ñëó÷àé κ(f ) = 2. Èç ðàçäåëèìîñòè 3- è 4-àðíûõ ðåòðàêòîâ

ñëåäóåò ðàçäåëèìîñòü ìóëüòèàðíîé êâàçèãðóïïû.

Ëåììà

Åñëè κ(f ) ∈ {3, . . . , n − 3}, òî ýòà n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà f

ðàçäåëèìàÿ.

Krotov D. S. On reducibility of n-ary quasigroups // Discrete Math. 2008.

Ëåììà

Ïóñòü n ≥ 4. Äëÿ n-àðíîé êâàçèãðóïïû f êîíå÷íîãî ïðîñòîãî

ïîðÿäêà èç κ(f ) = n − 2 ñëåäóåò, ÷òî f � ðàçäåëèìàÿ.



Îïðåäåëåíèå

n-Àðíàÿ êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ ñóáëèíåéíîé, åñëè

âñå åå áèíàðíûå ðåòðàêòû èçîòîïíû öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Zk .

Òåîðåìà

Âñå ñóáëèíåéíûå n-àðíûå êâàçèãðóïïû ïîðÿäêà 5 ðàçäåëèìû

ïðè n ≥ 4. Âñå ñóáëèíåéíûå n-àðíûå êâàçèãðóïïû ïîðÿäêà 7

ðàçäåëèìû ïðè n ≥ 3.

Ñóùåñòâóåò ïðèìåð íåðàçäåëèìîé ñóáëèíåéíîé 3-êâàçèãðóïïû

ïîðÿäêà 5.



Ïðîáëåìà Áåëîóñîâà

Äëÿ êàêèõ n è q èìåþòñÿ íåðàçäåëèìûå n-àðíûå êâàçèãðóïïû

ïîðÿäêà q?

Îòâåò

Ïðè ëþáûõ n > 2 è q > 3.

Krotov D. S., Potapov V. N., Sokolova P. V. On reconstructing reducible n-ary
quasigroups and switching subquasigroups // Quasigroups and Related Systems 2008.

Áîðèñåíêî Â. Â. Íåïðèâîäèìûå n-êâàçèãðóïïû íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ
ñîñòàâíîãî ïîðÿäêà // Ìàò. Èññëåä. Êâàçèãðóïïû è ëóïû. Êèøèíåâ: Øòèèíöà,
1979.

Ãëóõîâ M. M. Ê âîïðîñó î ïðèâîäèìîñòè ãëàâíûõ ïàðàñòðîôîâ n-êâàçèãðóïï //
Ìàò. Èññëåä. Êâàçèãðóïïû è èõ ñèñòåìû. Êèøèíåâ: Øòèèíöà, 1990.

Akivis M. A., Goldberg V. V. Solution of Belousov's problem // Discuss. Math., Gen.

Algebra Appl. 2001.



Îïðåäåëåíèå

Îïîðíûì áóäåì íàçûâàòü ðåòðàêò, â êîòîðîì âñå

ôèêñèðîâàííûå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0 ∈ Fq.

Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçàíî, ÷òî ðàçäåëèìàÿ n-àðíàÿ

êâàçèãðóïïà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè 3-õ àðíûìè

îïîðíûìè ðåòðàêòàìè.

ëåììà

Ïóñòü q, f : F n
q → Fq � ðàçäåëèìûå n-àðíûå êâàçèãðóïïû,

n ≥ 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî A4 ⊂ F n
q ñîñòîèò èç íàáîðîâ, â êîòîðûõ

íå áîëåå 3-õ ýëåìåíòîâ íå ðàâíû 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ

ā ∈ A4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

q(ā) = f (ā). (3)

Òîãäà q(x̄) = f (x̄) äëÿ âñåõ x̄ ∈ F n
q .



Ïî îïîðíûì äâóìåðíûì ðåòðàêòàì n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Íàïðèìåð, ðàçäåëèìûå

3-êâàçèãðóïïû q(x) ≡ (x1 ∗ x2) ∗ x3 è f (x) ≡ x1 ∗ (x2 ∗ x3), ãäå
îïåðàöèÿ ∗ íå àññîöèàòèâíà.

Îïðåäåëåíèå

{a, b}-Êîìïîíåíòîé n-àðíîé êâàçèãðóïïû f áóäåì íàçûâàòü

òàêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ F n
q , ÷òî f (S) = {a, b} (a 6= b)

è äëÿ ëþáûõ x èç S è i ∈ [n] íàéä¼òñÿ ðîâíî îäèí íàáîð y èç S ,

îòëè÷àþùèéñÿ îò x òîëüêî â i-é êîîðäèíàòå.



Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g ïîëó÷àåòñÿ èç n-àðíîé

êâàçèãðóïïû f ñâèò÷èíãîì {a, b}-êîìïîíåíòû S , åñëè

g(x) =


f (x) ïðè x /∈ S ;
a ïðè x ∈ S , f (x) = b;
b ïðè x ∈ S , f (x) = a.

Èç îïðåäåëåíèÿ {a, b}-êîìïîíåíòû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g

ÿâëÿåòñÿ n-àðíîé êâàçèãðóïïîé.



Äîêàçàòåëüñòâî.

0 1 2 3 4

1 0 4 2 3

2 3 1 4 0

4 2 3 0 1

3 4 0 1 2

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 èìååòñÿ 2-êâàçèãðóïïà f òàêàÿ, ÷òî

f (F 2
2 ) = F 2

2 . Ïóñòü H(x) = f (x1, f (x2, f . . . f (xn−1, xn) . . . ). Òîãäà
H(F n

2 ) = F n
2 . Ðàññìîòðèì

G (x) =

{
H(x) x 6∈ F n

2 ;
H(x)⊕ 1 x ∈ F n

2 .

Åñëè G ðàçäåëèìà, òî H = G .



Êëàññèôèêàöèÿ n-êâàçèãðóïï ïîðÿäêà 4

Îïðåäåëåíèå

Îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÌÄÐ-êîäîâ íàçûâàåòñÿ

2-êðàòíûì ÌÄÐ-êîäîì. 2-Êðàòíûé ÌÄÐ-êîä íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè îí ýêâèâàëåíòåí 2-êðàòíîìó ÌÄÐ-êîäó L ⊂ F n
4

ñ ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

χL(x1, . . . , xn) ≡ χ{0,1}(x1)⊕ · · · ⊕ χ{0,1}(xn).



Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü f � n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà è a, b ∈ F4, a 6= b. Ìíîæåñòâî

Sa,b(f ) = {(x1, . . . , xn) ∈ F n
4 | f (x1, . . . , xn) ∈ {a, b}} ÿâëÿåòñÿ

2-êðàòíûì ÌÄÐ-êîäîì.

Îïðåäåëåíèå

n-Àðíàÿ êâàçèãðóïïà f ïîðÿäêà 4 íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîé,

åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ F4 ìíîæåñòâî Sa,b(f ) ëèíåéíî.

Îïðåäåëåíèå

ÌÄÐ-êîä íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíûì, åñëè îí ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì ëèíåéíîì 2-ÌÄÐ-êîäå.

Óòâåðæäåíèå

n-Àðíàÿ êâàçèãðóïïà ïîëóëèíåéíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

å¼ ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ïîëóëèíåéíûì.





Ýëåìåíòû ãðóïïû (F4,+) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
äâóìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ (µ1, µ2), µi ∈ {0, 1} ñ
åñòåñòâåííûì îòîæäåñòâëåíèåì

0 = (0, 0), 1 = (1, 0), 2 = (1, 1), 3 = (0, 1), ïðè÷¼ì
(µ1, µ2) + (ν1, ν2) = (µ1 ⊕ ν1, µ2 ⊕ ν2). Ïóñòü

S = {((µ11, µ
2
1), . . . , (µ1n, µ

2
n)) :

n⊕
i=1

µ2i = δ},

ãäå δ ∈ {0, 1}. Ëþáîé ïîëóëèíåéíûé ÌÄÐ-êîä M ⊂ S ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

M = {((µ11, µ
2
1), . . . , (µ1n, µ

2
n)) :

n⊕
i=1

µ2i = δ,

n⊕
i=1

µ1i = λM(µ21, . . . , µ
2
n)},

(4)

ãäå λM � íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà

ìíîæåñòâå

En
δ = {(µ21, . . . , µ2n) :

n⊕
i=1

µ2i = δ} áóëåâûõ âåêòîðîâ ÷¼òíîñòè δ.



Òåîðåìà

Êàæäàÿ n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà 4 ðàçäåëèìà èëè

ïîëóëèíåéíà.

Krotov D. S., Potapov V.N. n-Ary quasigroups of order 4// SIAM J. Discrete Math.,

2009.

Ñëåäñòâèå

Q(n, 4) = 3n+122
n+1(1 + o(1)) ïðè n→∞. Q(n, k) � ÷èñëî

n-êâàçèãðóïï ïîðÿäêà k .

Krotov D. S. On decomposability of 4-ary distance 2-MDS codes, double-codes, and
n-quasigroups of order 4 // Discrete Math. 2008.

Ïîòàïîâ Â. Í., Êðîòîâ Ä. Ñ. Àñèìïòîòèêà ÷èñëà n-êâàçèãðóïï ïîðÿäêà 4 // Ñèá.

ìàòåì. æóðí. 2006.

Êðîòîâ Ä. Ñ. Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà m-êâàçèãðóïï ïîðÿäêà 4 è ÷èñëà

ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé Ñåð. 1.

2000.



Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(f ) ìàêñèìàëüíóþ àðíîñòü íåðàçäåëèìîãî

ðåòðàêòà n-àðíîé êâàçèãðóïïû f .

Ïðè 2 ≤ κ(f ) ≤ n − 3 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î

ðàçäåëèìîñòè.

Ëåììà

Ïóñòü n ≥ 5. Åñëè κ(f ) = n − 2, òî f ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìîé èëè

ïîëóëèíåéíîé.

Ëåììà

Ïóñòü n ≥ 4. Åñëè κ(f ) = n − 1, òî f � ðàçäåëèìàÿ èëè

ïîëóëèíåéíàÿ.



Îïðåäåëåíèå

n-Àðíûå êâàçèãðóïïû f è g íàçûâàþò ñâèò÷èíãîâî

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé êîíå÷íûì

÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñâèò÷èíãîâ {a, b}-êîìïîíåíò, ãäå
ïàðû ýëåìåíòîâ a, b ∈ Fq ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçíûõ

ñâèò÷èíãîâ.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âñå n-àðíûå êâàçèãðóïïû ïîðÿäêà 4

c.-ýêâèâàëåíòíû.

Êðîòîâ Ä.Ñ., Ïîòàïîâ Â.Í. Î ñâèò÷èíãîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè n-àðíûõ êâàçèãðóïï

ïîðÿäêà 4 è ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ // Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì. 2010.



×èñëî n-àðíûõ êâàçèãðóïï

Q ′(n, k) = Q(n, k)/k((k − 1)!)n � ÷èñëî n-àðíûõ ëóï ïîðÿäêà k .

n \ k 3 4 5 6

2 1 4 56 9408

3 1 64 40256 95909896152

4 1 7132 31503556 −−−
5 1 201538000 50490811256 −−−

McKay B. D., Wanless I. M. A census of small Latin hypercubes // SIAM J. Discrete

Math. 2008.
Ïîòàïîâ Â.Í., Êðîòîâ Ä.Ñ. Î ÷èñëå n-àðíûõ êâàçèãðóïï êîíå÷íîãî ïîðÿäêà //
Äèñêðåò. ìàòåì. 2012.

Q′(6, 4) = 432345572694417712,
Q′(7, 4) = 3987683987354747642922773353963277968
Q′(8, 4) =678469272874899582559986240285280710364867063489779510427038722229750276832

Q′(9, 4) =

3928068729475370244015827636193118982659970455251677747379949641715360555691

7156893157982070341248647436315473464994454060134943960466816278059876072704



Îïðåäåëåíèå

2-Êâàçèãðóïïà ϕ : Fq → Fq íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, åñëè

ϕ(x , x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ Fq.

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî m ≥ 3 èìååòñÿ èäåìïîòåíòíàÿ 2-êâàçèãðóïïà

ïîðÿäêà m.

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî m ≥ 3 íàéä¼òñÿ 2-êâàçèãðóïïà ψ ïîðÿäêà 2m + 1,

èìåþùàÿ m {2i , 2i + 1}-êîìïîíåíò äëÿ êàæäîãî

i ∈ {0, . . . ,m − 1}, ïðè÷¼ì âñå êðîìå îäíîé

{2i , 2i + 1}-êîìïîíåíòû èìåþò âèä {2j , 2j + 1} × {2l , 2l + 1}.



Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ϕm èäåìïîòåíòíàÿ 2-êâàçèãðóïïà ϕm ïîðÿäêà m. Äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ {0, . . . ,m − 1}, a 6= b, è δ, σ ∈ {0, 1} îïðåäåëèì
ψ(2a + δ, 2b + σ) = 2ϕm(a, b) + (δ + σ mod 2);
ψ(2a + δ, 2a + δ) = 2a + 1− δ;
ψ(2a + δ, 2a + 1− δ) = 2m − 1;
ψ(2m − 1, 2a + δ) = ψ(2a + δ, 2m − 1) = 2a + δ;

ψ(2m − 1, k − 1) = 2m − 1.

ϕ4 :

0 2 3 1

3 1 0 2

1 3 2 0

2 0 1 3

ψ :

8 0 4 5 6 7 2 3 1

1 8 5 4 7 6 3 2 0

6 7 8 2 0 1 4 5 3

7 6 3 8 1 0 5 4 2

2 3 6 7 8 4 0 1 5

3 2 7 6 5 8 1 0 4

4 5 0 1 2 3 8 6 7

5 4 1 0 3 2 7 8 6

0 1 2 3 4 5 6 7 8



Òåîðåìà

Åñëè k ≥ 5 � íå÷¼òíîå è n ≥ 2, òî

Q(n, k) ≥ 2( k−3
2

)b
n−1
2 c( k−1

2
)d

n+1

2 e
> 2( k−3

2
)
n/2

( k−1
2

)
n/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ðåêóððåíòíî n-àðíóþ êâàçèãðóïïó Ψn ðàâåíñòâàìè:
Ψ2 ≡ ψ;
Ψ2m+1(x , y) = ψ(Ψ2m(x), y);
Ψ2m+2(x , y , z) = ψ(Ψ2m(x), ψ(y , z)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç αn � ÷èñëî {2i , 2i + 1}-êîìïîíåíò n-àðíîé êâàçèãðóïïû Ψn, ãäå

i ∈ {0, . . . , k−3
2
}. Èìååì ñîîòíîøåíèÿ α2 = k−1

2
, α2m+1 ≥ α2m k−3

2
,

α2m+2 ≥ α2m k−3
2

k−1
2

. Òîãäà α2m ≥
(
k−3
2

)m−1 (
k−1
2

)m
è

α2m+1 ≥
(
k−3
2

)m (
k−1
2

)m
.

Ïîñêîëüêó {2i , 2i + 1}-êîìïîíåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ i íå ïåðåñåêàþòñÿ, âñåãî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïîíåíò íå ìåíüøå, ÷åì k−1
2
αn.



Äîïîëíÿåìîñòü ÷àñòè÷íûõ n-àðíûõ êâàçèãðóïï

Îïðåäåëåíèå

×àñòè÷íàÿ n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà f äîïîëíÿåìà, åñëè f åñòü

ñóæåíèå íåêîòîðîé n-àðíîé êâàçèãðóïïû g .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âîçìîæíîñòè äîïîëíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ

n-àðíûõ êâàçèãðóïï èëè î äîïîëíåíèè ëàòèíñêîãî ãèïåðêóáîèäà

äî ëàòèíñêîãî êóáà.

→



Èçâåñòíî, ÷òî äîïîëíÿåìîñòü ëàòèíñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà äî

ëàòèíñêîãî êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû

Ê¼íèãà.

Òåîðåìà

Ëþáàÿ n-êâàçèãðóïïà f : F n−1
q × Fq′ → Fq äîïîëíÿåìà ïðè

q′ = 1 èëè q′ = q − 1.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ t è m ïðè m/2 < t < m − 2 ñóùåñòâóåò m ×m × t

ëàòèíñêèé êóáîèä, êîòîðûé íå äîïîëíÿåòñÿ äî ëàòèíñêîãî êóáà.

Kochol M. Relatively narrow latin parallelepipeds that cannot be extended to a latin
cube // Ars Comb., 1995.

Kochol M. Latin (n × n × (n − 2))-parallelepipeds not completing to a latin cube //

Math. Slovaka, 1989.



3 0 4 2 1

0 4 3 1 2

4 2 1 0 3

1 3 2 4 0

2 1 0 3 4

0 4 3 1 2

4 0 1 2 3

2 1 0 3 4

3 2 4 0 1

1 3 2 4 0

4 1 2 0 3

3 2 0 4 1

1 3 4 2 0

2 0 1 3 4

0 4 3 1 2.
ÿâëÿþòñÿ òàáëèöàìè 2-êâàçèãðóïï f0, f1, f2. Ïóñòü
2-êâàçèãðóïïû f3, f4 äîïîëíÿþò ýòîò íàáîð. Òîãäà
{f3(0, 0), f4(0, 0)} = {1, 2}, {f3(0, 1), f4(0, 1)} = {1, 2},
{f3(1, 0), f4(1, 0)} = {3, 2}, {f3(1, 1), f4(1, 1)} = {1, 3}. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî òàêèõ 2-êâàçèãðóïï f3 è f4 íå ñóùåñòâóåò.



Òåîðåìà

1. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 4 ñóùåñòâóåò 2m × 2m ×m ëàòèíñêèé

êóáîèä, êîòîðûé íå äîïîëíÿåòñÿ äî 2m × 2m × 2m ëàòèíñêîãî

êóáà.

2. Äëÿ ëþáûõ ÷¼òíûõ m 6∈ {2, 6} ñóùåñòâóåò
(2m − 1)× (2m − 1)× (m − 1) ëàòèíñêèé êóáîèä, êîòîðûé íå

äîïîëíÿåòñÿ äî (2m − 1)× (2m − 1)×m ëàòèíñêîãî êóáà.

McKay B.D., Wanless I.M. A census of small Latin hypercubes // SIAM J. Discrete

Math., 2008.

Bryant D., Cavenagh N. J., Maenhaut B., Pula K., Wanless I.M. Non-extendible Latin
cuboids. SIAM J. of Discrete Math. 2012.



Òåîðåìà

Ëþáîé ëàòèíñêèé êóáîèä ðàçìåðà 4× 4× · · · × 4× k , ãäå

k = 1, 2, 3, äîïîëíÿåòñÿ äî ëàòèíñêîãî ãèïåðêóáà.

Ïîòàïîâ Â. Í. Î äîïîëíÿåìîñòè ÷àñòè÷íûõ n-êâàçèãðóïï ïîðÿäêà 4//

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû. 2011.



Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè (ïðè n = 4

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðîâåðåíî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà) è

ñîñòîèò èç ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ:

(a) êîãäà n-àðíûå êâàçèãðóïïû f1 è f2 íåðàçäåëèìû;

(b) êîãäà õîòÿ áû îäíà èç n-àðíûõ êâàçèãðóïï f1 è f2
ðàçäåëèìà, ïðè÷¼ì ðàçäåëèìîñòü íå ñèíõðîííà;

(ñ) êîãäà n-àðíûå êâàçèãðóïïû f1 è f2 íå ïîëíîñòüþ ñèíõðîííî

ðàçäåëèìû;

(d) êîãäà îäíà èç îäíà èç n-àðíûõ êâàçèãðóïï f1 è f2 ðàçäåëèìà

ïîëíîñòüþ, à äðóãàÿ íåò;

(e) êîãäà n-àðíûå êâàçèãðóïïû f1 è f2 ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìû.



Òðàíçèòèâíûå ìóëüòèàðíûå êâàçèãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ïîäãðóïïà ãðóïïû èçîìåòðèé ãèïåðêóáà, ïåðåâîäÿùàÿ

ìíîæåñòâî A ⊆ F n
q â ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðèé

ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aut(A).

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî A ⊆ F n
q íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

äâóõ âåðøèí x , y èç A íàéäóòñÿ ïàðàñòðîôèÿ ε ∈ Prs(F n
q ) è

èçîòîïèÿ τ ∈ Ist(F n
q ) òàêèå, ÷òî τy = xε è τA = Aε, ò. å. ãðóïïà

èçîìåòðèé Aut(A) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà A.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî A ⊆ F n
q íàçûâàåòñÿ èçîòîïíî òðàíçèòèâíûì, åñëè

ãðóïïà Ist(A) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà A.



Îïðåäåëåíèå

n-Àðíóþ êâàçèãðóïïó áóäåì íàçûâàòü òðàíçèòèâíîé (èçîòîïíî

òðàíçèòèâíîé), åñëè å¼ ãðàôèê (ÌÄÐ-êîä) ÿâëÿåòñÿ

òðàíçèòèâíûì (èçîòîïíî òðàíçèòèâíûì).

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ◦ � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íà Fq, òî n-àðíàÿ êâàçèãðóïïà

f (x1, . . . , xn) = x1 ◦ · · · ◦ xn íàçûâàåòñÿ èòåðèðîâàííîé ãðóïïîé.

Óòâåðæäåíèå

Èòåðèðîâàííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ èçîòîïíî òðàíçèòèâíîé

ìóëüòèàðíîé êâàçèãðóïïîé.



Òåîðåìà

Ïðè q = 2p ÷èñëî ïîïàðíî íå ýêâèâàëåíòíûõ èçîòîïíî

òðàíçèòèâíûõ n-àðíûõ êâàçèãðóïï ïîðÿäêà q ðàñò¼ò ïî÷òè
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