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Êîãäà-òî êóðñ èñòîðèè ìàòåìàòèêè ÷èòàëñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ áîëü-
øèíñòâà ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Â íàøè äíè äàëåêî íå âñÿêèé ìîëîäîé ìàòå-
ìàòèê çíàåò, íàïðèìåð, î òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
âîçíèêëà áëàãîäàðÿ ãåîìåòðèè.
Ñåãîäíÿ ÿ ðàññêàæó îá èñòîðèè òàê íàçûâàåìîãî ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà. Ýòî

èñòîðèÿ ðàñòÿíóëàñü âî âðåìåíè íà áîëåå ÷åì äâå òûñÿ÷è ëåò è íàñ÷èòûâàåò íåñêîëü-
êî ñîòåí èìåí ìàòåìàòèêîâ ðàçíûõ ñòîëåòèé. Ïî íåîáõîäèìîñòè ìîé ðàññêàç áóäåò
î÷åíü êðàòêèì è áóäåò ñêîíöåíòðèðîâàí âîêðóã ïÿòè èìåí:
Åâêëèä � Ãàóññ, Ëîáà÷åâñêèé, Áîëüÿè � Ãèëüáåðò.

Ãåîìåòðè÷åñêèå çíàíèÿ ïîÿâèëèñü ó ëþäåé î÷åíü ðàíî. Íàïðèìåð, òåîðåìà Ïèôà-
ãîðà áûëà èçâåñòíà âî âñåé åå îáùíîñòè â äðåâíåì Âàâèëîíå è Åãèïòå íå ïîçäíåå Õ
âåêà äî íîâîé ýðû. Íî ãåîìåòðèÿ â åå ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè, ò. å. êàê äèñöèïëèíà,
âêëþ÷àþùàÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïîÿâèëàñü ëèøü â äðåâíåé Ãðåöèè.
Äðåâíåãðå÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ âîçíèêëà êàê ÷àñòü ôèëîñîôèè. Èçâåñòíî ìíîãî èìåí

äðåâíåãðå÷åñêèõ ôèëîñîôîâ, êîòîðûì ïðèïèñûâàþòñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû. Ñàìûìè èçâåñòíûìè èç òàêèõ �ôèëîñîôîâ � ãåîìåòðîâ� ÿâëÿþòñÿ Ïèôàãîð è
Ïëàòîí. Íàïîìíþ, ÷òî Ïëàòîí ñ÷èòàåòñÿ ðîäîíà÷àëüíèêîì �èäåàëèçìà� â ôèëîñî-
ôèè. Â òî æå âðåìÿ Ïëàòîíó ïðèïèñûâàåòñÿ îòêðûòèå ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ,
èçâåñòíûõ òàêæå ïîä íàçâàíèåì ïÿòü ïëàòîíîâûõ òåë. Ïîñòåïåííî äðåâíåãðå÷å-
ñêàÿ ãåîìåòðèÿ îáîñîáëÿåòñÿ îò ôèëîñîôèè. Íåñîìíåííî, ÷òî Åâêëèä (îêîëî 300-ãî
ãîäà äî íîâîé ýðû) è Àðõèìåä (287�212 äî í.ý.) áûëè óæå ïðîôåññèîíàëüíûìè ìàòå-
ìàòèêàìè. (Àðõèìåä çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî è îáñòîÿòåëüíîãî ðàññêàçà. Îí óæå â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîðâàë ñ òðàäèöèÿìè äðåâíåãðå÷åñêîé íàóêè, íà÷àâ èíòåðåñî-
âàòüñÿ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè. Àðõèìåä ôàêòè÷åñêè çàëîæèë îñíîâû èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ, ïðàâäà, â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Àðõèìåäà ïî ïðàâó ñ÷èòàþò îñíîâî-
ïîëîæíèêîì �íàóêè ýïîõè âîçðîæäåíèÿ�, õîòÿ æèë îí äî íîâîé ýðû.)

Çíàìåíèòàÿ êíèãà �Íà÷àëà� Åâêëèäà ïî êîëè÷åñòâó èçäàíèé çàíèìàåò âòîðîå ìåñòî
ïîñëå Áèáëèè. Äàæå òå, êòî íå îòêðûâàë ýòó êíèãó, èìåþò î íåé íåêîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ïîñêîëüêó á�îëüøàÿ ÷àñòü øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåñêà-
çîì, àäàïòèðîâàííûì ê äåòñêîìó âîñïðèÿòèþ, ïåðâûõ øåñòè êíèã �Íà÷àë� (âñåãî
�Íà÷àëà� ñîäåðæàò 13 êíèã, âïðî÷åì êàæäàÿ èç ýòèõ �êíèã� íåáîëüøîãî îáúåìà).
Íå âïîëíå ÿñíû ïðè÷èíû, ïîáóäèâøèå Åâêëèäà íàïèñàòü ýòó êíèãó. Íåêîòîðûå

ìàòåìàòèêè ñ÷èòàþò, ÷òî Åâêëèä ðåøèë ïîäâåñòè èòîã ðàçâèòèþ ìàòåìàòèêè ê åãî
âðåìåíè. Ýòî íå âïîëíå âåðíî. Òàê, Åâêëèä íå âêëþ÷èë â �Íà÷àëà� òåîðèþ êîíè-
÷åñêèõ ñå÷åíèé (êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà), äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàçâèòóþ ê òîìó
âðåìåíè. Ïåðâûå 4 êíèãè �Íà÷àë� ïîñâÿùåíû ïëàíèìåòðèè; â ïÿòîé êíèãå èçëàãàåò-
ñÿ â ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå åâäîêñîâà òåîðèÿ íåñîèçìåðèìûõ âåëè÷èí (ñåé÷àñ
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ýòî íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè); â 6-é êíèãå ýòà òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïî-
äîáíûì òðåóãîëüíèêàì; êíèãè 7 � 10 ïîñâÿùåíû âîïðîñàì, êîòîðûå ñåé÷àñ ïðèíÿòî
îòíîñèòü ê àðèôìåòèêå è òåîðèè ÷èñåë; ïîñëåäíèå 3 êíèãè ïîñâÿùåíû ñòåðåîìåòðèè.
Èçëîæåíèå Åâêëèäà ïîñòðîåíî â âèäå ñòðîãî ëîãè÷åñêèõ âûâîäîâ òåîðåì èç ñè-

ñòåìû îïðåäåëåíèé, ïîñòóëàòîâ è àêñèîì. Íå âïîëíå ïîíÿòåí ïðèíöèï, ïî êîòîðîìó
Åâêëèä äåëèò óòâåðæäåíèÿ, ïðèíèìàåìûå áåç äîêàçàòåëüñòâà, íà �àêñèîìû� è �ïî-
ñòóëàòû�. Ïîýòîìó ñåé÷àñ ýòî ðàçäåëåíèå íå èñïîëüçóåòñÿ è âñå ïðèíèìàåìûå áåç
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè.
Âñåãî ó Åâêëèäà 14 àêñèîì (òî÷íåå, 9 àêñèîì è 5 ïîñòóëàòîâ). Åñòü òàêæå íåêî-

òîðîå êîëè÷åñòâî �îïðåäåëåíèé�. Íî åâêëèäîâñêèå îïðåäåëåíèÿ íå ñëåäóåò ïîíèìàòü
â ñîâðåìåííîì çíà÷åíèè ýòîãî òåðìèíà. Íàïðèìåð, îäíî èç íèõ ãëàñèò: �Ëèíèÿ åñòü
äëèíà áåç øèðèíû�. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå ïðèâû÷íûì íàì îáðàçîì,
íàäî ïðåäâàðèòåëüíî äàòü îïðåäåëåíèÿ �äëèíû� è �øèðèíû�; ýòè ïîíÿòèÿ ãîðàçäî
ñëîæíåå, ÷åì �ëèíèÿ�. Åâêëèä ôàêòè÷åñêè íå ïîëüçóåòñÿ ñâîèìè îïðåäåëåíèÿìè. Îíè
ïðèâåäåíû â íà÷àëå êíèãè ñêîðåå âñåãî äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ÷èòàòåëÿ ñëîæèëèñü çðè-
òåëüíûå îáðàçû ëèíèé, òî÷åê, ïðÿìûõ è ò. ä.
Ñðàçó õî÷ó ïðåäóïðåäèòü âàñ ïðîòèâ ðàñïðîñòðàíåííîãî çàáëóæäåíèÿ: äàëåêèå

îò ìàòåìàòèêè ëþäè íà âîïðîñ �÷òî òàêîå àêñèîìà?� îáû÷íî îòâå÷àþò: �àêñèîìà �
ýòî èñòèíà, íå òðåáóþùàÿ äîêàçàòåëüñòâà�. Íå õî÷ó òðàòèòü âðåìÿ íà êðèòèêó âñåõ
íåäîñòàòêîâ ýòîé ôðàçû. Îòìå÷ó ëèøü, ÷òî ìàòåìàòèêè îòíîñÿòñÿ ê òåðìèíó �èñòè-
íà� ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ: óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èñòèííûì â îäíîé òåîðèè,
ìîæåò îêàçàòüñÿ ëîæíûì â äðóãîé, è íàîáîðîò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðèâåñòè
ïðèìåð: Óòâåðæäåíèå 5 èç ïåðâîé êíèãè �Íà÷àë� ãëàñèò: �Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû�. Åâêëèä ïðèâîäèò ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, õîòÿ îíî íå ìåíåå î÷åâèäíî, ÷åì ìíîãèå èç àêñèîì. Òàê ÷òî ïðàâèëüíûé
îòâåò íà íà âîïðîñ �÷òî òàêîå àêñèîìà?� çâó÷èò ãîðàçäî ïðîçàè÷íåé: �àêñèîìà � ýòî
óòâåðæäåíèå, ïðèíèìàåìîå áåç äîêàçàòåëüñòâà â äàííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè�.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ îòäåëüíî âçÿòàÿ àêñèîìà áîëüøîãî ñìûñ-
ëà íå èìååò; âàæíà ñîâîêóïíîñòü âñåõ àêñèîì äàííîé òåîðèè. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå,
ïðåäúÿâëÿåìîå ê ýòîé ñîâîêóïíîñòè: íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.
Äîâîëüíî áûñòðî âûÿñíèëîñü, ÷òî àêñèîìàòèêà Åâêëèäà äàëåêà îò ïîëíîòû, ò. å.

îí, ñàì òîãî íå çàìå÷àÿ, èñïîëüçóåò óòâåðæäåíèÿ, íå âûòåêàþùèå èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ àêñèîì. Àðõèìåä îäíèì èç ïåðâûõ óêàçàë íà íåïîëíîòó àêñèîìàòèêè Åâêëèäà.
Â ÷àñòíîñòè, îí äîïîëíèë åâêëèäîâó àêñèîìàòèêó ñëåäóþùåé àêñèîìîé Àðõèìåäà:
�Äëÿ ëþáûõ äâóõ a è b, 0 < a < b, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n, ÷òî na > b�. Ìû îáû÷íî
òðàêòóåì a è b êàê äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, õîòÿ Àðõèìåä òðàêòîâàë èõ êàê îòðåçêè.
ßñíî, ÷òî àêñèîìà Àðõèìåäà âàæíà äëÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè; îòêàçàâøèñü îò ýòîé
àêñèîìû, ìû ïîïàäàåì â õîðîøî ñåé÷àñ èçâåñòíóþ íåàðõèìåäîâó ãåîìåòðèþ.
Åùå îäèí ñóùåñòâåííûé ïðîáåë â àêñèîìàòèêå Åâêëèäà òàêæå áûë çàìå÷åí åãî

ñîâðåìåííèêàìè. Ãîâîðÿ î òðåõ òî÷êàõ A,B,C, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, Åâêëèä
÷àñòî èñïîëüçóåò âûðàæåíèå: òî÷êà B ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è C è øèðîêî
ïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâàìè ïîðÿäêà òî÷åê íà ïðÿìîé, êîòîðûå âïîëíå íàãëÿäíû, íî íèêàê
íå âûòåêàþò èç àêñèîì. Ïîëíûé àíàëèç ýòîãî âîïðîñà áûë ïðîäåëàí ëèøü â XIX âåêå
Ïàøåì, êîòîðûé âêëþ÷èë òåðìèí òî÷êà B ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è C â ÷èñëî
îñíîâíûõ (íåîïðåäåëÿåìûõ) ïîíÿòèé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è äîïîëíèë åâêëèäîâó
àêñèîìàòèêó íåñêîëüêèìè àêñèîìàìè ïîðÿäêà. Ïðèâåäó ëèøü îäíó èç íèõ, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé Ïàøà: �Åñëè ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó èç âåðøèí
òðåóãîëüíèêà, íî ïåðåñåêàåò îäíó èç åãî ñòîðîí, òî ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò åùå îäíó
èç äâóõ îñòàâøèõñÿ ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà� (ñì. ðèñóíîê).
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Ðèñ. 1. Àêñèîìà Ïàøà

Ìíîãèå äðóãèå äîïîëíåíèÿ àêñèîìàòèêè Åâêëèäà áûëè ñäåëàíû â ýïîõó âîçðîæäå-
íèÿ, íà÷èíàÿ ñ XVII âåêà è ïîçæå, êîãäà ó åâðîïåéöåâ ïðîáóäèëñÿ èíòåðåñ êî âñåìó
àíòè÷íîìó íàñëåäñòâó, è â ÷àñòíîñòè ê äðåâíåãðå÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íåëèøíå îòìå-
òèòü, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü àíòè÷íîãî íàñëåäñòâà äîñòàëàñü íàì ÷åðåç àðàáîâ. Â
÷àñòíîñòè, �Íà÷àëà� áûëè ïåðåâåäåíû íà ñîâðåìåííûå åâðîïåéñêèå ÿçûêè ñ àðàá-
ñêîãî. Â îòëè÷èå îò Åâðîïû, ïåðåæèâøåé �ýïîõó ìðà÷íîãî ñðåäíåâåêîâüÿ�, íàóêà è
êóëüòóðà àðàáñêîãî âîñòîêà ðàçâèâàëèñü áîëåå ðàâíîìåðíî.

Ïîñëå ýòîãî ïðåäèñëîâèÿ ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ V ïîñòóëàòà Åâêëèäà. ×òîáû íå
äåëàòü ìíîãî÷èñëåííûõ îãîâîðîê, óñëîâèìñÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì ìû ãîâîðèì ëèøü î
ïëàíèìåòðèè, ò. å. ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè. Ïÿòûé ïîñòóëàò ãëàñèò:
�È âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðÿìàÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ äâóìÿ äðóãèìè ïðÿìûìè îáðàçóåò

ñ íèìè âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû, ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ, ýòè
ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé ýòà ñóììà ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.�
Ïðèâîäèìûé íèæå ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò ïÿòûé ïîñòóëàò.

Ðèñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ ê ïÿòîìó ïîñòóëàòó Åâêëèäà

Â ñîâðåìåííûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ âìåñòî ïÿòîãî ïîñòóëàòà îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ
ýêâèâàëåíòíàÿ åìó àêñèîìà ïàðàëëåëüíîñòè:
�Åñëè òî÷êà p íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé L, òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç p è íå ïåðåñåêàþùåé L.�
Ïîä÷åðêíó, ÷òî â ýòîé àêñèîìå ðå÷ü íå èäåò î ñóùåñòâîâàíèè ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïàðàëåëüíîé äàííîé ïðÿìîé. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïðÿìîé
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ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ àêñèîìû ïàðàëëåëüíîñòè. Ýòà àêñèîìà óòâåð-
æäàåò ëèøü ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ òàêîé ïðÿìîé.
Ðàçóìååòñÿ, Åâêëèä ïðåêðàñíî ïîíèìàë, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå

î÷åâèäíîé èç åãî àêñèîì. Îá ýòîì ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò ïðèâîäèòñÿ â
�Íà÷àëàõ� ïîñëåäíèì, ïðè÷åì ïîñëå òîãî, êàê óæå äîêàçàíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî
òåîðåì.
Íåëüçÿ ëè èñêëþ÷èòü ïÿòûé ïîñòóëàò èç ñïèñêà àêñèîì, ò. å. äîêàçàòü åãî, èñõîäÿ

èç îñòàëüíûõ àêñèîì Åâêëèäà? Ýòîò âîïðîñ çàäàâàëè ñåáå íåêîòîðûå ñîâðåìåííè-
êè Åâêëèäà, à íà÷èíàÿ ñ êîíöà XVII âåêà âïëîòü äî 1829 ãîäà (ãîä îïóáëèêîâàíèÿ
ñòàòüè �Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè� Ëîáà÷åâñêîãî) îí îñòàâàëñÿ ãëàâíûì âîïðîñîì ãåîìåò-
ðèè. Ìíîãèå ïðîôåññèíàëüíûå ìàòåìàòèêè (íå ñ÷èòàÿ áåññ÷åòíîãî ÷èñëà ëþáèòåëåé)
èñêðåííå ñ÷èòàëè, ÷òî ñóìåëè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò. Êàê îáû÷íî â òðóäíûõ ñëó-
÷àÿõ, ìàòåìàòèêè äîêàçûâàëè îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðóþ
òî÷êó ïðîõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, íå ïåðåñåêàþùèå äàííóþ ïðÿìóþ; è ïîïû-
òàåìñÿ ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Ïðîâåäÿ íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ, ïîðîé äîâîëüíî
äëèííûå, ìíîãèå ïðèõîäèëè ê î÷åíü íåîáû÷àéíûì âûâîäàì, êîòîðûå ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Äåëî â òîì, ÷òî, êðîìå óïîìÿíóòîé âûøå àêñèîìû ïàðàë-
ëåëüíîñòè, ïÿòûé ïîñòóëàò ýêâèâàëåíòåí ìíîãèì äðóãèì óòâåðæäåíèÿì. Âîò ñàìûé
êðàòêèé ñïèñîê óòâåðæäåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ ïÿòîìó ïîñòóëàòó:
Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà äâóì ïðÿìûì (= π).
×åðåç ëþáûå òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæ-

íîñòü.
Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïëîùàäè.
Ñóùåñòâóþò äâà ïîäîáíûõ, íî íå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà.
Ïðèìåðíî ê 1820 ãîäó â óìàõ òðåõ ìàòåìàòèêîâ ïîñòåïåííî (ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì

ñîìíåíèé) ñôîðìèðîâàëàñü ìûñëü: ïðèíÿâ â êà÷åñòâå àêñèîìû ïðîòèâîïîëîæíîå ïÿ-
òîìó ïîñòóëàòó óòâåðæäåíèå (ñóùåñòâóåò òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò äâå ðàçëè÷-
íûå ïðÿìûå, íå ïåðåñåêàþùèå äàííóþ ïðÿìóþ) è îñòàâèâ íåèçìåííûìè îñòàëüíûå
àêñèîìû Åâêëèäà, ìû ïðèäåì ê íåêîòîðîé íîâîé íåïðîòèâîðå÷èâîé àêñèîìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè. Âîò èìåíà ýòèõ ìàòåìàòèêîâ: Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ â Ãåðìàíèè, Íè-
êîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé â Ðîññèè è ßíîø Áîëüÿè â Âåíãðèè (èñïîëüçóþòñÿ è
äðóãèå íàïèñàíèÿ åãî ôàìèëèè: Áîéÿè èëè Áîÿè). Ïðèäÿ ê ýòîé ìûñëè, äàëüíåéøàÿ
ðàáîòà íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà: íàäî ïåðåñìîòðåòü âñå ïðåäøåñòâóþùèå ïî-
ïûòêè äîêàçàòåëüñòâà ïÿòîãî ïîñòóëàòà íå êàê ïîèñêè ïðîòèâîðå÷èÿ, à êàê òåîðåìû
íîâîé òåîðèè. Íåêîòîðûå òàêèå ïîïûòêè áûëè îïóáëèêîâàíû (Ñàêêåðè, Ëàìáåðò, Ëå-
æàíäð), äðóãèå áûëè èçâåñòíû â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîëüêëîðà. Ïîñëå ýòîé
ñèñòåìàòèçàöèîííîé ðàáîòû, ïðèâûêíóâ ê íåîáû÷íîñòè íîâîé ãåîìåòðèè, ñëåäîâàëî
ïðîäîëæàòü åå ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå.
Ïåðâûé ïóáëè÷íûé äîêëàä î íîâîé òåîðèè Ëîáà÷åâñêèé ñäåëàë â 1826 ãîäó, à 1829

ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà åãî ñòàòüÿ �Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè�. Ðàáîòà ßíîøà Áîëüÿè
áûëà îïóáëêîâàíà â 1832 ãîäó â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ê ó÷åáíèêó ïî ãåîìåòðèè,
íàïèñàííîìó åãî îòöîì Ôàðêàøåì Áîëüÿè. Ëîáà÷åâñêèé ýòó òåîðèþ íàçûâàë âîîá-
ðàæàåìîé ãåîìåòðèåé. Ãàóññ èñïîëüçîâàë òåðìèí íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Ñåé÷àñ â
Ðîññèè ïðèíÿòî íàçâàíèå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, à íà Çàïàäå � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ.
Äàæå ïî ðîññèéñêèì ìåðêàì Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé áûë ïðîâèíöèàëü-

íûì ìàòåìàòèêîì. Á�îëüøóþ ÷àñòü ñâîåé æèçíè îí ïðîæèë â Êàçàíè, çàêîí÷èë Êà-
çàíñêèé óíèâåðñèòåò, äîëãîå âðåìÿ áûë ðåêòîðîì ýòîãî óíèâåðñèòåòà, ñäåëàâ ìíîãîå
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äëÿ åãî ðàçâèòèÿ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îòêðûòèå Ëîáà÷åâñêîãî íå âñòðåòèëî ïîíèìà-
íèÿ ñîâðåìåííèêîâ. Âåäóùèå ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè îáîøëè åãî ïåðâûå ïóáëèêàöèè
ìîë÷àíèåì, à ïîçæå äàæå ñòàëè ïîçâîëÿòü ñåáå íàñìåøêè íàä íîâîé ãåîìåòðèåé. Ïî-
ëîæåíèå Ëîáà÷åâñêîãî áûëî íåïðîñòûì, îäíàêî îí ïðîäîëæàë ðàçâèòèå âîîáðàæàå-
ìîé ãåîìåòðèè è îïóáëèêîâàë íåñêîëüêî íîâûõ ñòàòåé è áîëåå ðàçâåðíóòûõ èçëîæå-
íèé íîâîé òåîðèè â �Âåñòíèêå Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà�. Ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óëó÷-
øèëàñü â 1840 ãîäó, êîãäà ïî ðåêîìåíäàöèè Ãàóññà Ëîáà÷åâñêèé áûë èçáðàí ïî÷åò-
íûì ÷ëåíîì Ãåòòèíãåíãñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Ïðè÷åì â ðåêîìåíäàöèè Ãàóññà
áûëî íåäâóñìûñëåííî ñêàçàíî: çà ñîçäàíèå íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ñ Ãàóññîì íå
ïîñïîðèøü, îí óæå ïðè æèçíè íîñèë ïîóîôèöèàëüíûé òèòóë �êîðîëÿ ìàòåìàòèêîâ�.
ßíîø Áîëüÿè áûë ìàòåìàòèêîì-ëþáèòåëåì, ïî ïðîôåññèè îí áûë âîåííûì èí-

æåíåðîì. Íî ìàòåìàòèêó îí çíàë î÷åíü õîðîøî áëàãîäàðÿ ñâîåìó îòöó, ó÷èòåëþ
ìàòåìàòèêè â ïðîâèíöèàëüíîì âåíãåðñêîì ãîðîäå. Åãî îòåö Ôàðêàø Áîëüÿè ó÷èëñÿ
â Ãåòòèíãåíñêîì óíèâåðñèòåòå â òå æå ãîäû, ÷òî è Ãàóññ. Îí è Ãàóññ èçðåäêà îá-
ìåíèâàëèñü ïèñüìàìè. Íå äîæäàâøèñü íèêàêèõ îôèöèàëüíûõ îòçûâîâ íà ïåðâóþ
ïóáëèêàöèþ ßíîøà ïî íîâîé òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ, îòåö è ñûí ïîñëàëè ðóêîïèñü
Ãàóññó. Â îòâåòíîì ïèñüìå Ôàðêàøó Ãàóññ íàïèñàë: �Âàø ñûí � âåëèêèé ìàòåìàòèê.
Îí ïîëó÷èë ÷àñòü ìîèõ ðåçóëüòàòîâ.� Îòåö ñ÷åë ýòîò îòçûâ êîìïëèìåíòîì, à ñûí �
îñêîðáëåíèåì. Ïîñëå ýòîãî ßíîø îïóáëèêîâàë ëèøü îäíó íåáîëüøóþ ñòàòüþ íà ýòó
òåìó, à çàòåì ïðåêðàòèë çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé.
Â ýòîé èñòîðèè ñàìîé çàãàäî÷íîé âûãëÿäèò ïîçèöèÿ Ãàóññà, êîòîðûé ïðè æèçíè

íå îïóáëèêîâàë íè îäíîé ðàáîòû ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à òàêæå èçáåãàë ïóá-
ëè÷íûõ âûñêàçûâàíèé î ðàáîòàõ Ëîáà÷åâñêîãî è Áîëüÿè. Ëèøü ïîñëå ñìåðòè Ãàóññà
â åãî àðõèâå áûëè íàéäåíû ðóêîïèñè, èç êîòîðûõ ÿñíî, ÷òî îí îâëàäåë íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèåé íå ïîçäíåå 1816 ãîäà (íà 10 ëåò ðàíüøå Ëîáà÷åâñêîãî) è ïðîäîëæàë åå ñè-
ñòåìàòè÷åñêè ðàçâèâàòü âïëîòü äî ñâîåé ñìåðòè â 1855 ãîäó. Âî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ
ýòîé íîâîé ãåîìåòðèè Ãàóññ ïðîäâèíóëñÿ ãîðàçäî äàëüøå Ëîáà÷åâñêîãî.
Ïî÷åìó æå Ãàóññ íå ïóáëèêîâàë ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè?

Åãî ñòðàííàÿ ñäåðæàííîñòü îáû÷íî îáúÿñíÿåòñÿ îïàñåíèÿìè âñòðåòèòü íåïîíèìàíèå
ñîâðåìåííèêîâ. Íî åñòü è äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ. Ãàóññ, êàê è áîëüøèíñòâî îáðàçîâàí-
íûõ åâðîïåéöåâ òîãî âðåìåíè, ðàçäåëÿë ôèëîñîôñêîå ìèðîâîççðåíèå Êàíòà, ñîãëàñíî
êîòîðîìó ïîíÿòèå î ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ âðîæäåííûìè êà÷åñòâàìè ÷å-
ëîâåêà. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü äâóõ ðàçíûõ ãåîìåòðèé. Ïîýòîìó, ñ îäíîé
ñòîðîíû, Ãàóññ äîëãîå âðåìÿ ñîìíåâàëñÿ â ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ, íåîä-
íîêðàòíî âîçâðàùàÿñü ê ïðîâåðêå áåçóïðå÷íîñòè äîêàçàòåëüñòâ. À ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Ãàóññ ñòàë ïîíåìíîãó ìåíÿòü ñâîå ôèëîñîôñêîå ìèðîâîççðåíèå, ÷òî äëÿ íåìîëîäîãî
÷åëîâåêà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äðàìîé. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî Ãàóññ ó÷àñòâî-
âàë â ãåîäåçè÷åñêèõ ýêñïåäèöèÿõ, èçìåðÿÿ óãëû áîëüøèõ òðåóãîëüíèêîâ. Îí òàêæå
ñòàâèë ïåðåä àñòðîíîìàìè çàäà÷ó èçìåðåíèÿ óãëîâ òðåóãîëüíêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ
îáðàçîâàíû òðåìÿ êîñìè÷åñêèìè òåëàìè (òðóäíîñòè òàêèõ èçìåðåíèé íå ïðåîäîëåíû
è ñåé÷àñ).
Ãàóññ îáëàäàë èçóìèòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ñîâìåùàòü ïðèêëàäíóþ íàïðàâëåííîñòü

ìíîãèõ èç ðàññìàòðèìàåìûõ èì çàäà÷ ñ ãëóáîêèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èäåÿìè, âîçíè-
êàþùèìè ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷. Â 1827 ãîäó Ãàóññ îïóáëèêîâàë ñâîè çíàìåíèòûå
�Îáùèå èññëåäîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî êðèâûõ ïîâåðõíîñòåé� (Ñåé÷àñ ýòî íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòåé è ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå íà-
øåãî êóðñà). Ïî ñëîâàì Ãàóññà, ýòî èññëåäîâàíèå âîçíèêëî èç åãî ðàçìûøëåíèé î
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ãåîäåçèè, êîòîðûå îí õîðîøî çíàë. Íî íåñîìíåííî, áûëà è
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äðóãàÿ ïðè÷èíà, î êîòîðîé Ãàóññ óìàë÷èâàåò, ïîáóäèâøàÿ åãî íà÷àòü ýòè èññëåäî-
âàíèÿ (ýòî � íå òîëüêî ìîå ìíåíèå, áîëüøèíñòâî ãåîìåòðîâ åãî ðàçäåëÿþò). Ýòîé
ïðè÷èíîé áûë èíòåðåñ Ãàóññà ê íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïî-
äðîáíåå.
Êîíå÷íî, Ãàóññ ïðåêðàñíî çíàë ñôåðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. (Ýòà äèñöèïëèíà èçó÷à-

åò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíàìè ñòîðîí è óãëàìè òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ íà
ñôåðå äóãàìè ãåîäåçè÷åñêèõ. Âûðàæàÿñü ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ åñòü âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ñôåðû. Ëþáîå óòâåðæäåíèå ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó óòâåðæäåíèþ åâêëèäîâîé ñòåðåîìåòðèè î ïëîñêèõ è äâó-
ãðàííûõ óãëàõ ìíîãîãðàííûõ óãëîâ.) Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ
ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà âñåãäà áîëüøå π. Òî÷íåå, åñëè α, β, γ -âíóòðåííèå óãëû
ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, òî

α + β + γ − π =
S

R2
, (1)

ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà è R � ðàäèóñ ñôåðû. Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì òðåóãîëüíèêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçâèâàÿ ñîçäàí-
íóþ èì íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ, Ãàóññ îáíàðóæèë, ÷òî â ýòîé ãåîìåòðèè âûïîëíÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíîå ðàâåíñòâî

α + β + γ − π = − S

R2
, (2)

ãäå R � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòî � âàæíîå íà-
áëþäåíèå Ãàóññà, êîòîðîãî íå çàìåòèë Ëîáà÷åâñêèé (õîòÿ îí ïðåêðàñíî çíàë ÷òî â
åãî âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèè ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà âñåãäà ìåíüøå
π). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòè äâå ôîðìóëû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ôîðìàëü-
íîé çàìåíå R → iR. Ýòà àíàëîãèÿ ìåæäó ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è ãåîìåòðèåé
Ëîáà÷åâñêîãî ïðîñëåæèâàåòñÿ è â äðóãèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóëàõ. Ïîýòîìó
ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ÷àñòî íàçûâàþò ãåîìåòðèåé íà ñôåðå ìíèìîãî ðàäèóñà. Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëà (2) âëå÷åò íåðàâåíñòâî S < πR2, ò. å. ïëîùàäè âñåõ òðå-
óãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé óíèâåðñàëüíîé
ïîñòîÿííîé; îá ýòîì óæå óïîìèíàëîñü âûøå.
Íàïîìíþ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, ëåæàùåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåíû ãëàâíûå êðèâèçíû k1 è k2. Èõ ïðîèçâåäåíèåK = k1k2 Ãàóññ
íàçûâàåò ïîëíîé êðèâèçíîé (ñåé÷àñ ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå ãàóññîâà êðèâèçíà
äëÿK). Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì �Èññëåäîâàíèé� Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå: �Ïîëíàÿ
êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè, ò. å. âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû�. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîèçâåë ñèëüíîå
âïå÷àòëåíèå íà ñîâðåìåííèêîâ Ãàóññà (äà è ñåé÷àñ íå îñòàâëÿåò ðàâíîäóøíûì). Ñàì
Ãàóññ íàçâàë ýòî óòâåðæäåíèå çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìîé (Theorema Egrigium ïî ëà-
òûíè; â òî âðåìÿ Ãàóññ åùå ïèñàë ñâîè îñíîâíûå ðàáîòû íà ëàòèíñêîì, õîòÿ ìíîãèå
åãî ñîâðåìåííèêè óæå ïåðåøëè íà íàöèîíàëüíûå ÿçûêè).
Äóìàåòñÿ, Ãàóññ íåìíîãî ëóêàâèë ïðè ýòîì. ×òî-òî ïîäîáíîå îí èìåë ââèäó, åùå

íå íà÷èíàÿ ñâîèõ �Èññëåäîâàíèé�. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

α + β + γ − π = KS, (3)

ãäå K = 1/R2 � ãàóññîâà êðèâèçíà ñôåðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îáîçíà÷èòü
K = −1/R2, òî ôîðìóëà (2) òîæå ñîâïàäåò ñ (3). Ýòî ïðèâîäèò ê ìûñëè: íååâêëèäî-
âà ãåîìåòðèÿ èìååò ìíîãî îáùåãî ñ âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ïî ìíåíèþ áîëüøèíñòâà ãåîìåòðîâ, èìåííî ýòî
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ñîîáðàæåíèå áûëî îñíîâíîé ïðè÷èíîé, ïîáóäèâøåé Ãàóññà íà÷àòü �Îáùèå èññëåäî-
âàíèÿ îòíîñèòåëüíî êðèâûõ ïîâåðõíîñòåé�.
Òàêèì îáðàçîì, Ãàóññ âïëîòíóþ ïîäîøåë ê òîìó, ÷òî ìû ñåé÷àñ íàçûâàåì ìîäåëüþ

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Òàêîé ìîäå-
ëüþ, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíîé, äîëæíà ñëóæèòü ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû. Êàê ìû çíàåì, ïðîñòåéøåé èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïñåâ-
äîñôåðà, ïîëó÷åííàÿ âðàùåíèåì òðàêòðèñû âîêðóã åå àñèìïòîòû (ñì. ðèñóíîê íèæå).
Ñåé÷àñ èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ðèñ. 3. Ïñåâäîñôåðà

Íåèçâåñòíî, ïûòàëñÿ ëè Ãàóññ íàéòè ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé ãàóñ-
ñîâîé êðèâèçíû; â åãî àðõèâàõ íå íàéäåíî ñëåäîâ òàêèõ ïîïûòîê. Âîçìîæíî, Ãàóññ íå
îáðàòèë âíèìàíèÿ íà ìàëåíüêóþ çàìåòêó Ìèíäèíãà, îïóáëèêîâàííóþ â 1840 ãîäó, â
êîòîðîé áûë ïðèâåäåí ïåðâûé ïðèìåð òàêîé ïîâåðõíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íàäî
ñêàçàòü, ÷òî èíòåðåñû Ãàóññà ê òîìó âðåìåíè ñèëüíî èçìåíèëèñü. Íà÷èíàÿ ïðèáëè-
çèòåëüíî ñ 1835 ãîäà, Ãàóññ ïðåèìóùåñòâåííî çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè (âñïîìíèì ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî) è ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè.
Ïðîãðàììà Ãàóññà áûëà â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè çàâåðøåíà Áåëüòðàìè, îïóáëèêî-

âàâøåì â 1868 ãîäó áîëüøóþ ñòàòüþ �Îïûò èíòåðïðåòàöèè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè�,
â êîòîðîé îí ÿâíî ôîðìóëèðóåò è äîêàçûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ìàëûé êóñîê ëþáîé
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû èçîìåòðè÷åí íåêîòîðîé
îáëàñòè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî (ÿ ïîçâîëèë ñåáå ñôîðìóëèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå
â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ, Áåëüòðàìè ïîëüçóåòñÿ äðóãîé òåðìèíîëîãèåé). Íî èñòîðèÿ
ïÿòîãî ïîñòóëàòà íà ýòîì íå çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïñåâäîñôåðà äàåò ëèøü ëîêàëüíóþ ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî. Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ïñåâäîñôåðû è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñèëüíî ðàçëè÷à-
þòñÿ. Íàïðèìåð, íà ïñåâäîñôåðå åñòü çàìêíóòûå êðèâûå, êîòîðûå íåëüçÿ ñòÿíóòü â
òî÷êó, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ïñåâäîñôåðû (âûðàæàÿñü ñîâðåìåííûì ÿçûêîì: ïñåâ-
äîñôåðà íå îäíîñâÿçíà), íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òàêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íåò. Â
ýòîì ñìûñëå ïñåâäîñôåðà òàê æå îòíîñèòñÿ ê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, êàê êðóãîâîé
öèëèíäð îòíîñèòñÿ ê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè â îäíîé èç íàøèõ äîìàøíèõ çàäà÷. Íî
ýòî åùå ïîë-áåäû. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ó ïñåâäîñôåðû èìååòñÿ ðåáðî, ñîñòîÿùåå
èç îñîáûõ òî÷åê (ñàìàÿ øèðîêàÿ ïàðàëëåëü). Ïîäîáíûìè îñîáåííîñòÿìè îáëàäàþò è
äðóãèå èçâåñòíûå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
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Âèäèìî, Ãèëüáåðò ïåðâûé çàäàëñÿ âîïðîñîì: ñóùåñòâóåò ëè ïîâåðõíîñòü ïîñòî-
ÿííîé îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, äàþùàÿ ãëîáàëüíóþ ìîäåëü ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî, è â 1903 ãîäó îïóáëèêîâàë ñòàòüþ �Î ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé ãàóñ-
ñîâîé êðèâèçíû�, â êîòîðîé äîêàçàë, ÷òî òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå ñóùåñòâóåò. Ýòà
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ, íî ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà Ãèëüáåðòà, äàåò â ÷àñòíîñòè, ïåðâîå

ãåîìåòðè÷åñêîå ïðèìåíåíèå òàê íàçûâàåìîìó Sine-Gordon óðàâíåíèþ ∂2φ
∂u∂v

= sinφ,
êîòîðîå ñåé÷àñ î÷åíü ïîïóëÿðíî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîñêîâ-
ñêèé ìàòåìàòèê Í.Â. Åôèìîâ â 1963 ãîäó çíà÷èòåëüíî îáîáùèë òåîðåìó Ãèëüáåðòà,
äîêàçàâ íåñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé ïîâåðõíîñòè, ãàóññîâà êðèâèçíà êîòîðîé óäîâëåòâî-
ðÿåò K ≤ K0 ñ ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ïîñòîÿííîé K0.
Èòàê, ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü ãëîáàëüíî íà ïîâåðõíîñòè, ëå-

æàùåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò íåñëîæíûå
ãëîáàëüíûå ìîäåëè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïåðâóþ òàêóþ ìîäåëü íàøåë Ô. Êëåéí
(1870), èñïîëüçóÿ àïïàðàò ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Íà íàøèõ çàíÿòèÿõ ìû ïîçíàêî-
ìèëèñü ñ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå (1882), êîòîðàÿ âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé
ïðîñòîé. Ñåé÷àñ èçâåñòíî è ìíîãî äðóãèõ ìîäåëåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî (à òàêæå
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè).
Ëîáà÷åâñêèé âåðèë â íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñîçäàííîé èì âîîáðàæàåìîé ãåîìåò-

ðèè. Åãî âåðà îñíîâûâàëàñü íà ìíîãî÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ, íå ïðîòèâîðå÷àùèõ
äðóã äðóãó è â ñîâîêóïíîñòè äàþùèõ öåëüíóþ êàðòèíó. Íî äîêàçàë ëè Ëîáà÷åâñêèé
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé òåîðèè? Ñòðîãî ãîâîðÿ, íåò. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî
äîêàçàâ 1000 òåîðåì ýòîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè è íå âñòðåòèâ ïðîòèâîðå÷èé, ìû
ðåøèëè îñòàíîâèòüñÿ (êîãäà-òî íàäî îñòàíîâèòüñÿ). À ãäå ãàðàíòèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èå íå ïîÿâèòñÿ íà 1001-ì øàãå? Ìàòåìàòèê äîëæåí ñ÷èòàòüñÿ ñ ëþáîé, äàæå ÷èñòî
ãèïîòåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòüþ.
Ãàóññ ãîðàçäî áîëåå êðèòè÷åñêè îòíîñèëñÿ ê íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ïî êðàéíåé

ìåðå â ïåðâûå ãîäû ðàáîòû íàä íåé. Êàê ÿ ïîñòàðàëñÿ ïîêàçàòü, Ãàóññ íà ïðîòÿæåíèè
çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ñâîåé æèçíè óïîðíî ïðîäâèãàëñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè íîâîé òåîðèè, íî òàê è íå äîñòèã ýòîé öåëè. ×òî åìó ïîìåøàëî? Ñêîðåå
âñåãî, ìàòåìàòèêà â öåëîì åùå íå ñîçðåëà äî òàêèõ ìåòàìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé,
êàê ìîäåëèðîâàíèå îäíîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ñðåäñòâàìè äðóãîé. Ýòè ïîíÿòèÿ
ïîÿâèëèñü ïîçæå, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ãàóññà.
Òàê ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî áûëà äîêàçà-

íà Êëåéíîì â 1870 ã., ïîñòðîèâøèì ïåðâóþ ãëîáàëüíóþ ìîäåëü ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî. Íî è çäåñü åñòü îäíà îãîâîðêà, êîòîðóþ ÿ ñäåëàþ ÷óòü ïîçæå.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èñòîðèÿ ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà çàâåðøàåòñÿ êíèãîé Äà-
âèäà Ãèëüáåðòà �Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè� (1898), õîòÿ â íåé îáñóæäàåòñÿ òàêæå íåìà-
ëî âîïðîñîâ, äàëåêèõ îò ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Ïðè æèçíè Ãèëüáåðòà êíèãà âûäåðæàëà
7 èçäàíèé, ïðè÷åì â êàæäîå íîâîå èçäàíèå Ãèëüáåðò âíîñèë èçìåíåíèÿ è ïîïðàâ-
êè. Ïîýòîìó íåëèøíå ñêàçàòü, ÷òî ïðèâîäèìûå äàëåå êîììåíòàðèè îòíîñÿòñÿ ê 7-ìó
èçäàíèþ 1930 ãîäà.
Âî-ïåðâûõ, â êíèãå Ãèëüáåðòà íàêîíåö-òî ïðèâåäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà àêñèîì åâêëè-

äîâîé ãåîìåòðèè (òàêèå ïîïûòêè ïðåäïðèíèìàëèñü è ðàíåå (Ïàø, Ïåàíî, Ïèåðè), íî
èõ íåëüçÿ ïðèçíàòü óäà÷íûìè). Âñå àêñèîìû ó Ãèëüáåðòà ðàçáèòû íà ïÿòü ãðóïï:
Ãðóïïà I ñîäåðæèò âîñåìü àêñèîì ñîåäèíåíèÿ (ïðèíàäëåæíîñòè),
ãðóïïà II ñîäåðæèò ÷åòûðå àêñèîìû ïîðÿäêà,
ãðóïïà III ñîäåðæèò ïÿòü àêñèîì êîíãðóýíòíîñòè,
ãðóïïà IV ñîñòîèò èç îäíîé àêñèîìû ïàðàëëåëüíîñòè,
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ãðóïïà V ñîñòîèò èç äâóõ àêñèîì íåïðåðûâíîñòè.
Èòîãî â ñïèñêå Ãèëüáåðòà èìååòñÿ 20 àêñèîì (ïðîòèâ äåâÿòè àêñèîì è ïÿòè ïîñòó-

ëàòîâ ó Åâêëèäà). Ýòî äåëåíèå íà ïÿòü ãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííûì è
äåëàåò ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ãåîìåòðèè ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íîé. Â îòëè÷èå îò Åâ-
êëèäà, Ãèëüáåðò íå ïðèâîäèò îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Áîëåå òîãî, íà ïåðâîé
æå ñòðàíèöå Ãèëüáåðò ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî �òî÷êà�, �ïðÿìàÿ� è �ïëîñêîñòü� ÿâëÿþò-
ñÿ íåîïðåäåëÿåìûìè îáúåêòàìè òàêæå, êàê è ñîîòíîøåíèÿ �ïðèíàäëåæàòü�, �ëåæàòü
ìåæäó�, �êîíãðóýíòíûé� ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì Ãèëüáåðò äîáàâëÿåò:
�Òî÷íîå è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåëåé ïîëíîå îïèñàíèå ýòèõ ïîíÿòèé äîñòèãàåòñÿ àê-
ñèîìàìè�.
Íå âèæó áîëüøîãî ñìûñëà êîììåíòèðîâàòü àêñèîìû ïðèíàäëåæíîñòè è êîíãðóýíò-

íîñòè. Êàæäàÿ èç ýòèõ àêñèîì, âçÿòàÿ ñàìà ïî ñåáå, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì, õîðîøî
íàì çíàêîìûì ïî øêîëüíîìó êóðñó (÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ; åñëè äâà îòðåçêà êîíãðóýíòû òðåòüåìó, òî îíè êîíãðóýíòíû
äðóã äðóãó; è ò. ä.). Àêñèîìû ïîðÿäêà çàèìñòâîâàíû ó Ïàøà, íî ïðè ýòîì ñäåëà-
íû çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ. Âïðî÷åì, àêñèîìà Ïâøà, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âûøå,
îñòàâëåíà áåç èçìåíåíèé.
Ñîâîêóïíîñòü àêñèîì ïåðâûõ òðåõ ãðóïï óæå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé àêñèîìàòè÷åñêîé

òåîðèåé, ëîãè÷åñêèé àíàëèç êîòîðîé îêàçàëñÿ íåïðîñòûì äàæå äëÿ Ãèëüáåðòà. Òàê,
â ïåðâîì èçäàíèè êíèãè áûëà îäíà ëèøíÿÿ àêñèîìà ïîðÿäêà è îäíà ëèøíÿÿ àêñèîìà
êîíãðóýíòíîñòè, íà ÷òî Ãèëüáåðòó óêàçàëè Ìóð è Ðîçåíòàëü ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè
àêñèîìû ïðåâðàòèëèñü â òåîðåìû â ïîñëåäóþùèõ èçäàíèÿõ. Åùå äâå àêñèîìû áûëè
çàìåíåíû áîëåå ñëàáûìè óòâåðæäåíèÿìè.
Àêñèîìà ïàðàëëåëüíîñòè ïðèâåäåíà ó Ãèëüáåðòà â òîé æå ôîðìå, êàê ìû ïðîöè-

òèðîâàëè âûøå. Êàê ìû çíàåì, îíà ýêâèâàëåíòíà ïÿòîìó ïîñòóëàòó Åâêëèäà.
Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà àêñèîì íåïðåðûâíîñòè ñîñòîèò èç àêñèîìû Àðõèìåäà,

ïðèâåäåííîé âûøå, è àêñèîìû ïîëíîòû, êîòîðóþ Ãèëüáåðò ôîðìóëèðóåò â ñëåäóþ-
ùåé ôîðìå:
�Òî÷êè ëþáîé ïðÿìîé îáðàçóþò ñèñòåìó, íå äîïóñêàþùóþ ðàñøèðåíèÿ, ò. å. ê ýòîé

ñèñòåìå íåëüçÿ äîáàâèòü íîâûå òî÷êè òàê, ÷òîáû ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà ñíîâà óäî-
âëåòâîðÿëà âñåì ïðèâåäåííûì ðàíåå àêñèîìàì, âêëþ÷àÿ àêñèîìó Àðõèìåäà.�
Â áîëåå ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ýòó àêñèîìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóùå-

ñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê, ìåæäó èíîæåñòâîì
òî÷åê ëþáîé ïðÿìîé è ìíîæåñòâîì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Âïðî÷åì, Ãèëüáåðò ñî-
çíàòåëüíî èçáåãàåò èñïîëüçîâàíèÿ òåðìèíà �ìíîæåñòâî�, ò. å. ïðÿìàÿ íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðèíàäëåæàùèõ åé òî÷åê.
Ðîëü àêñèîìû ïîëíîòû ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ñëåäóþùåì ôàêòå. Ïóñòü

îêðóæíîñòü Ω è ïðÿìàÿ l òàêîâû, ÷òî íà l èìåþòñÿ òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âíóòðåííèìè
äëÿ Ω (îïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ òî÷åê îêðóæíîñòè ëåãêî ôîðìóëèðóåòñÿ, äàæå íå
ïðèáåãàÿ ê ïîíÿòèþ ðàññòîÿíèÿ). Èñõîäÿ èç íàãëÿäíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ìû îáû÷íî
çàêëþ÷àåì (è Åâêëèä âìåñòå ñ íàìè), ÷òî îêðóæíîñòü Ω è ïðÿìàÿ l èìåþò äâå îá-
ùèå òî÷êè (ñì. ðèñóíîê íèæå). Îäíàêî, ýòî çàêëþ÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì, åñëè
îòáðîñèòü àêñèîìó ïîëíîòû.
Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî àêñèîìà ïîëíîòû îòñóòñòâîâàëà â ïåðâîì èçäàíèè êíè-

ãè, íà ÷òî Ãèëüáåðòó óêàçàë Ïóàíêàðå.
Âî âòîðîé ãëàâå Ãèëüáåðò ïðèñòóïàåò ê èññëåäîâàíèþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è âçà-

èìíîé íåçàâèñèìîñòè àêñèîì ñâîåé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì îí (â îòëè÷èå îò Ãàóññà)
ñâîáîäíî âëàäååò òàêèì âàæíûì ìåòàìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèåì êàê ìîäåëü îäíîé
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè, ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ äðóãîé òåîðèè, õîòÿ ñàì òåðìèí
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�ìîäåëü� â êíèãå Ãèëüáåðòà íå èñïîëüçóåòñÿ. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïîíÿòèå îòíîñèòñÿ ê
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òîé èëè èíîé ñè-
ñòåìû àêñèîì Ãèëüáåðò ñòðîèò åå ìîäåëü â ðàìêàõ àðèôìåòèêè (ò. å. òåîðèè äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè òîé èëè èíîé àêñèîìû îò
îñòàëüíûõ Ãèëüáåðò ñòðîèò ìîäåëü, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâû âñå àêñèîìû ñèñòåìû
çà èñêëþ÷åíèåì âûäåëåííîé, à ïîñëåäíÿÿ íå âåðíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ýòîì âñå
àêñèîìû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ òåîðåìàìè, ò. å. èõ íàäî äîêàçûâàòü.

Ðèñ. 4. Òàêèå îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ ìîãóò íå èìåòü îáùèõ òî÷åê ïðè
îòñóòñòâèè àêñèîìû ïîëíîòû.

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü âñåé ñèñòåìû àêñèîì Ãèëüáåðòà ñåé÷àñ îáùåèçâåñòíà. Ýòî �
àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòàíñòâî R3, ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Òî÷êè � ýòî
ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâ-
íåíèÿìè. Âñå àêñèîìû Ãèëüáåðòà ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ â ýòîé ìîäåëè ïîñðåäñòâîì
ðàññóæäåíèé, ïðèâû÷íûõ íàì èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èíòåðåñíî, ÷òî îá ýòîé
ìîäåëè Ãèëüáåðò óïîìèíàåò î÷åíü êðàòêî â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû.
Â êíèãå ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ, òàê ÷òî ïåðâûé ïàðàãðàô âòîðîé
ãëàâû åñòü �9. Áóäåì è ìû ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîé íóìåðàöèè.
Îñíîâíàÿ ÷àñòü 9-ãî ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìîäåëè, â êîòîðîé ñïðàâåä-

ëèâû âñå àêñèîìû, êðîìå àêñèîìû ïîëíîòû. Òåì ñàìûì äîêàçûâåòñÿ íåçàâèñèìîñòü
àêñèîìû ïîëíîòû îò îñòàëüíûõ àêñèîì. Ýòà ìîäåëü ñòðîèòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ
âìåñòî R ìèíèìàëüíîãî ïîäïîëÿ F ⊂ R, ñîäåðæàùåãî ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
è çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè x 7→

√
1 + x2 (òàêèå ïîëÿ ñåé÷àñ íàçûâàþòñÿ

êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ Q). Äîêàçàòåëüñòâî ìíîãèõ àêñèîì ïðè ýòîì
çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, íî Ãèëüáåðò ñ ýòèì ñïðàâëÿåòñÿ.
Íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû ïàðàëëåëüíîñòè îò äðóãèõ àêñèîì, ò. å. íåïðîòèâîðå÷è-

âîñòü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, Ãèëüáåðò îáñóæäàåò î÷åíü êðàòêî â íà÷àëå �10, ññû-
ëàÿñü íà ïðîåêòèâíóþ ìîäåëü Êëåéíà. Âèäèìî, Ãèëüáåðò ñ÷èòàåò, ÷òî ýòîò ôàêò
óæå îáùåèçâåñòåí. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ïðèâû÷íîãî íàì òåðìèíà �ïðîåêòèâíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå� Ãèëüáåðò èñïîëüçóåò �ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå�, ÷òî ìîæåò âûçâàòü
íåäîóìåíèå ñîâðåìåííîãî ÷èòàòåëÿ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü �10 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ òåî-
ðåì, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü áåç ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ïàðàëëåëüíîñòè; ò. å. òåîðåì,
ñïðàâåäëèâûõ êàê â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, òàê è â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñåé÷àñ
ýòîò ðàçäåë íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ãåîìåòðèåé.
�11 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âàæíîãî âîïðîñà, îáóæäàâøåãîñÿ ïðåäøåñòâåííèêàìè

Ãèëüáåðòà. Ìíîãèå êðèòèêè Åâêëèäà îòìå÷àëè, ÷òî òðè èçâåñòíûå ïðèçíàêà ðàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêîâ íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç àêñèîì Åâêëèäà, îäèí èç íèõ äîëæåí
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áûòü âêëþ÷åí â ÷èñëî àêñèîì. Â ñïèñêå Ãèëüáåðòà ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà êîíãðóýíòíî-
ñòè ïî÷òè ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ïðèçíàêîì ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ (ïî ñòîðîíå è
äâóì ïðèìûêàþùèì ê íåé óãëàì). Òî÷íåå, ýòà àêñèîìà óòâåðæäàåò: Åñëè òðåóãîëü-
íèêè ABC è A′B′C ′ òàêîâû, ÷òî îòðåçîê AB êîíãðóýíòåí îòðåçêó A′B′, óãîë BAC
êîíãðóýíòåí óãëó B′A′C ′ è óãîë ABC êîíãðóýíòåí óãëó A′B′C ′, òî óãîë ACB êîíãðó-
ýíòåí óãëó A′C ′B′. Êàê âèäèòå, ýòî óòâåðæäåíèå ñëàáåå âòîðîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêîâ. Íî âòîðîé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ íåìåäëåííî âûâîäèòñÿ
èç ýòîé àêñèîìû (ðàçóìååòñÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì è äðóãèõ àêñèîì). Ãèëüáåðò äîêà-
çûâàåò íåçàâèñèìîñòü ïîñëåäíåé èç àêñèîì êîíãðóýíòíîñòè îò îñòàëüíûõ àêñèîì,
ñòðîÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëü. Ïðè ýòîì îí èñïîëüçóåò ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíûé,
íî îñòðîóìíûé ïðèåì, îñíîâàííûé íà èñêàæåíèè ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè
ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùå ïîäîáðàííîãî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R3.
Íå çíàþ, áûë ëè ýòîò òðþê èçâåñòåí äî Ãèëüáåðòà.
Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí ðîëè àêñèîìû Àðõèìåäà êàê â åâ-

êëèäîâîé ãåîìåòðèè, òàê è â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àêñèîìà Àð-
õèìåäà íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ àêñèîì. Îòêàçàâøèñü îò íåå, ìû ïîïàäàåì â íåàðõè-
ìåäîâó ãåîìåòðèþ Åâêëèäà èëè â íåàðõèìåäîâó ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî. Íàïîìíþ,
÷òî â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà π,
à â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ýòà ñóììà âñåãäà ìåíüøå π. Â íåàðõèìåäîâîé ãåîìåòðèè
âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå
π. Â ýòîì ñîñòîèò ñïåöèôèêà è îñíîâíîé èíòåðåñ íåàðõèìåäîâîé ãåîìåòðèè.
Íå áóäó ïîäðîáíî êîììåíòèðîâàòü ñîäåðæàíèå ïîñëåäíèõ ïÿòè ãëàâ êíèãè Ãèëü-

áåðòà. Îòìå÷ó ëèøü, ÷òî îíè ïî áîëüøåé ÷àñòè ïîñâÿùåíû ãåîìåòðèè, îñíîâàííîé
íà âñåõ àêñèîìàõ ñïèñêà Ãèëüáåðòà çà èñêëþ÷åíèåì àêñèîìû ïîëíîòû. Â ìàòåìàòèêå
íåò ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ äëÿ ýòîé ãåîìåòðèè. Ïî-ìîåìó, åå âïîëíå ìîæíî íàçâàòü
ãåîìåòðèåé Ãèëüáåðòà (âòîðîå âîçìîæíîå íàçâàíèå �íåïîëíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ�
çâó÷èò íåñêîëüêî äâóñìûñëåííî). Â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ãåîìåòðèÿ Ãèëüáåðòà áî-
ëåå ýëåìåíòàðíà è êîíñòðóêòèâíà, ÷åì åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Õî÷ó òàêæå îáðàòèòü
âàøå âíèìàíèå íà ïîñëåäíþþ ãëàâó êíèãè, â êîòîðîé îáñóæäàþòñÿ çàäà÷è íà ïî-
ñòðîåíèå. Ââèäó îòìå÷åííîé íà Ðèñ. 4 îñîáåííîñòè ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà, öèðêóëü
çäåñü áåñïîëåçåí. Ïîýòîìó Ãèëüáåðò îáñóæäàåò ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè è
ýòàëîíà äëèíû.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì âàæíûé âîïðîñ, êîòîðûé Ãèëüáåðò íåîäíîêðàòíî ïîäíèìàë
â íåñêîëüêèõ ñâîèõ ñòàòüÿõ è âûñòóïëåíèÿõ. Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê óòâåðæäåíèþ,
ïðèâåäåííîìó íà ñòð. 8: �Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íåïðîòèâîðå÷èâà â ñèëó ìîäåëè
Êëåéíà (èëè ìîäåëè Ïóàíêàðå)�. Êàê îòìå÷àåò Ãèëüáåðò, íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëè-
âî ëèøü áîëåå ñêðîìíîå óòâåðæäåíèå: �Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íåïðîòèâîðå÷èâà,
åñëè åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà�, ïîñêîëüêó âñå èçâåñòíûå ìîäåëè ãåî-
ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñòðîÿòñÿ â ðàìêàõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. À ïî÷åìó ìû óâåðå-
íû â íåïðîòèâîðå÷èâîñòè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè? Íà ýòîò âîïðîñ åñòü òî÷íûé îòâåò:
�Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè àðèôìåòèêà (òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë) íåïðîòèâîðå÷èâà� â ñèëó ìîäåëè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, äàâàåìîé àðèôìåòè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì R3. Â ñâîþ î÷åðåäü, àðèôìåòèêà ñòðîèòñÿ ñðåäñòâàìè òåîðèè
ìíîæåñòâ, ïîýòîìó �Àðèôìåòèêà íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè òåîðèÿ ìíîæåñòâ íåïðîòè-
âîðå÷èâà� Ïîä÷åðêíóâ îòíîñèòåëüíûé õàðàêòåð âñåõ ýòèõ óòâåðæäåíèé, Ãèëüáåðò
çàòåì âîñêëèöàåò: �Íî ìû âåäü çíàåì, ÷òî òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïîëíà ïðîòèâîðå÷èÿìè!�
Íàïîìíþ, ÷òî íà ðóáåæå XIX è ÕÕ âåêîâ, ïîñëå ïåðâûõ óñïåõîâ òåîðèè ìíîæåñòâ
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áûëè îòêðûòû èçâåñòíûå ïàðàäîêñû ýòîé òåîðèè (òàêèå, êàê ïàðàäîêñ Ðàññåëà), ñìó-
òèâøèå ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì Ãèëüáåðò âûäâèãàåò äâå áîëüøèå ïðîãðàììû. Ïåðâàÿ ñîñòîèò â

ñîçäàíèè íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòà çàäà÷à â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìî-
æåò ñ÷èòàòüñÿ ðåøåííîé: àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ
ñâîáîäíà îò êëàññè÷åñêèõ ïàðàäîêñîâ. Íî è çäåñü ñèòóàöèÿ îêàçàëàñü ñëîæíåå, ÷åì
ïðåäñòàâëÿëàñü Ãèëüáåðòó. Îêàçàëîñü, ÷òî èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà êîíòèíóóìà íåçàâè-
ñèìà îò îñòàëüíûõ àêñèîì ýòîé òåîðèè. Òàê ÷òî ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå
ðàçëè÷íûå òåîðèè ìíîæåñòâ.
Âòîðàÿ áîëüøàÿ ïðîãðàììà, âûäâèíóòàÿ Ãèëüáåðòîì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ãèëü-

áåðò ãîâîðèò: �Íåëüçÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñâîäèòü âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè îäíîé
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ê òîìó æå âîïðîñó î äðóãîé òåîðèè, ñòðîÿ ìîäåëü ïåðâîé
òåîðèè â ðàìêàõ âòîðîé. Òåì ñàìûì ìû ëèøü ïîäìåíÿåì îäíó ïðîáëåìó äðóãîé,
áûòü ìîæåò áîëåå ñëîæíîé.� Ïîýòîìó Ãèëüáåðò ñòàâèò âîïðîñ î âíóòðåííåì äîêà-
çàòåëüñòâå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîìàòè÷åñêèõ òåîðèé è íàìå÷àåò âîçìîæíûé
ïîäõîä. Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ýòà ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà íå ðåàëèçîâàíà è ïîíûíå.
Âïðî÷åì, çäåñü ìû óæå âûõîäèì çà ðàìêè ìîèõ ñêðîìíûõ çíàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè.

Â ýòîì íåáîëüøîì î÷åðêå ÿ íå êàñàëñÿ âàæíîãî âîïðîñà î ñâÿçè ãåîìåòðèè ñ ôèçè-
êîé. Ëîáà÷åâñêèé è Ãàóññ çàäóìûâàëèñü íàä ýòèì âîïðîñîì, à Ãèëüáåðò íåîäíîêðàòíî
è ìíîãîñòîðîííå åãî îáñóæäàë. Ãèëüáåðò õîðîøî çíàë ñîâðåìåííóþ åìó êâàíòîâóþ
ìåõàíèêó. Â îäíîì èç ñâîèõ âûñòóïëåíèé îí ãîâîðèò (ðàäè êðàòêîñòè ÿ çäåñü èçìå-
íèë ôîðìó âûñêàçûâàíèÿ; íàäåþñü, ÷òî ïðè ýòîì íå èñêàçèë ñìûñëà): �Âðÿä ëè íàøè
íåïðåðûâíûå ãåîìåòðèè ãîäÿòñÿ äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ìèêðîìèðà. Èçâåñòíî,
÷òî ôèçè÷åñêèå òåëà ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ëèøü äèñêðåòíûìè êâàíòàìè ýíåðãèè�. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, Ãèëüáåðò çàòðàãèâàåò âîïðîñ î ãåîìåòðèè, â êîòîðîé ôèçèêà íóæäà-
åòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìèðà â àñòðîíîìè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ. Îòêðûòèå Ýéíøòåéíîì
ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîêàçàëî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ íåðàç-
äåëèìû è ââåëî â ìàòåìàòè÷åñêèé îáèõîä ÷åòûðåõìåðíóþ ãåîìåòðèþ Ìèíêîâñêîãî.
Âòîðîå ãåíèàëüíîå îòêðûòèå Ýéíøòåéíà, îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ïðèâå-
ëî ê íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷èòü ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ â ÷èñëî íåîáõîäèìûõ äëÿ
ôèçèêè ãåîìåòðèé. Ãèëüáåðò õîðîøî çíàë îáå òåîðèè Ýéíøòåéíà. Áóêâàëüíî â÷å-
ðà, ïåðå÷èòûâàÿ îäíó èç ñòàòåé Ãèëüáåðòà, ÿ îáíàðóæèë, ÷òî îí òàêæå îáñóæäàåò
ãèïîòåçó î êîíå÷íîñòè Âñåëåííîé. Ñåé÷àñ áîëüøèíñòâî àñòðîôèçèêîâ ñõîäÿòñÿ âî
ìíåíèè, ÷òî âîçðàñò Âñåëåííîé ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 14.5 ìèëëèàðäîâ ëåò, îíà
îòíþäü íå áåñêîíå÷íà è åå ãåîìåòðèÿ â îêðåñòíîñòè ÷åðíûõ äûð äàëåêà îò ãåîìåòðèè
Ìèíêîâñêîãî.

Íàäåþñü, ýòîò íåáîëüøîé ðàññêàç áóäåò âàì èíòåðåñåí è, âîçìîæíî, âû çàõîòèòå
íåìíîãî ïî÷èòàòü �Íà÷àëà� Åâêëèäà, õîòÿ áû äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîé
êíèãå ðå÷ü èäåò î ïðåäìåòå, çíàêîìîì âàì ïî øêîëüíîìó êóðñó ãåîìåòðèè. Âîçìîæ-
íî, íåêîòîðûå èç âàñ çàãëÿíóò òàêæå â �Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè� Ãèëüáåðòà. Îáå ýòè
êíèãè åñòü â óíèâåðñèòåòñêîé áèáëèîòåêå è äîñòóïíû �çàäàðîì� â èíòåðíåòå.
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