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Ââåäåíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðèçâàíî ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ íåêëàññè÷åñêèìè ëîãèêàìè � îäíèì
èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. �Íåêëàññè÷åñêèìè� òðàäèöèîííî íàçû-
âàþò âñå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, îòëè÷íûå îò ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Íà íàñòîÿùèé
ìîìåíò ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òàêè-
ìè ðàçëè÷íûìè íàó÷íûìè äèñöèïëèíàìè, êàê ìàòåìàòèêà è å�å îñíîâàíèÿ, ôèëîñîôèÿ,
èíôîðìàòèêà, ëèíãâèñòèêà è ò. ä. Áëàãîäàðÿ ïîäîáíîìó ìíîãîîáðàçèþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ çà-
òðóäíèòåëüíûì îõâàòèòü âåñü ñïåêòð íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê, ïîýòîìó, âìåñòî òîãî ÷òîáû
ïûòàòüñÿ äàòü êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèé îáçîð ïî òåìàòèêå, ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå
íà ðÿäå ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ è ìåòîäîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè,
à èìåííî: â îñíîâå äàííîãî ïîñîáèÿ ëåæàò âîïðîñû è òåõíèêè, êàñàþùèåñÿ ðåëÿöèîííîé
ñåìàíòèêè (èìåíóåìîé òàêæå ñåìàíòèêîé Êðèïêå) èçó÷àåìûõ ëîãèê, öåíòðàëüíûì îáú-
åêòîì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ øêàëû Êðèïêå, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâà ñ äîïîëíèòåëü-
íûìè îòíîøåíèÿìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ èíòåðïðåòàöèè ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ. Ïîäîáíûé
âûáîð ìîòèâèðîâàí òåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëî-
ãèê îáëàäàþò åñòåñòâåííîé ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêîé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðåäêî èìåííî
ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà ëó÷øå âñåãî îòðàæàåò èíòóèöèþ, ñòîÿùóþ çà òîé èëè èíîé ëîãè-
êîé. Êðîìå òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ðÿäà òåõíè÷åñêèõ çàòðóäíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì
ïåðâîïîðÿäêîâûõ ëîãèê è ëîãèê áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê. Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà ñòóäåíòîâ è àñïèðàí-
òîâ, çíàêîìûõ ñ ââîäíûì êóðñîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè: ñ áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè è ðå-
çóëüòàòàìè, êàñàþùèìèñÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè (ïðîïîçèöèîíàëüíîé è ïåðâîïîðÿäêîâîé),
è ñ îñíîâàìè òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ÷àñòü êîòî-
ðûõ ìîæåò ïîâòîðÿòü ìàòåðèàë, óæå èçâåñòíûé èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Â ðàçäå-
ëå 1.1 äàíî îïðåäåëåíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ÿçûêà, ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè êîòîðîãî
áóäóò âñòðå÷àòüñÿ íàì íà ïðîòÿæåíèè âñåãî òåêñòà, à òàêæå îáùåå ïîíÿòèå äåäóêòèâíîé
ñèñòåìû, ïðîèëëþñòðèðîâàííîå íà ïðèìåðå ñèñòåìû ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè Cl. Â ýòîì æå ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìó äåäóêöèè,
ïîçâîëÿþùóþ ñâîäèòü îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà äåäóêòèâíûõ ñèñòåì ê ñî-
âîêóïíîñòÿì èõ òàâòîëîãèé. Â ðàçäåëå 1.2 ìû ïîëó÷èì ïîëíîòó Cl îòíîñèòåëüíî çàäàííîé
çäåñü æå èñòèííîñòíîé ñåìàíòèêè ëîãèêè. Ïðåäñòàâëåííîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñëóæèòü
ñâîåãî ðîäà îòïðàâíûì ïóíêòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåì ïîëíîòû, âñòðå÷àþùèõñÿ äàëåå
â òåêñòå. Â ðàçäåëå 1.3 ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ äâóìÿ äðóãèìè äåäóêòèâíûìè ñèñòåìàìè, à
èìåííî ñ äåäóêòèâíîé ñèñòåìîé êëàññè÷åñêîé ïîçèòèâíîé ëîãèêè Cl+ è ïàðàíåïðîòèâî-
ðå÷èâîé ñèñòåìîé CLuN . Ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (ïðîïîçèöèîíàëüíîé) ëîãèêè ïðèâåäåíî â
ðàçäåëå 1.4, ãäå òàêæå çàäàíà ñâÿçü ìåæäó ëîãèêàìè è äåäóêòèâíûìè ñèñòåìàìè è ââåä�åí
ðÿä ïîíÿòèé, îòðàæàþùèõ âàæíûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ëîãèêàìè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðå÷ü ïîéä�åò î ëîãèêàõ, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òàêèìè ïîäõîäàìè ê
îñíîâàíèÿì ìàòåìàòèêè, êàê èíòóèöèîíèçì è êîíñòðóêòèâèçì (êðàòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ
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ñïðàâêà ïî êîòîðûì ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 2.4), â ñâÿçè ñ ÷åì ëîãèêè èç äàííîé ãëàâû
ìû áóäåì íàçûâàòü êîíñòðóêòèâíûìè. Îñîáåííîñòüþ ýòèõ ëîãèê, â îòëè÷èå îò ñèñòåì,
ïðèâåä�åííûõ â ïåðâîé ãëàâå, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè îáëàäàþò íåòðèâèàëüíîé ðåëÿöèîí-
íîé ñåìàíòèêîé. Ïåðâûì ïðèìåðîì êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêè, ñ êîòîðûì ìû ïîçíàêîìèìñÿ,
áóäåò ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ðàçäåëå 2.1 ïîçèòèâíàÿ ëîãèêà Pos. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå å�å
ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà øêàë Êðèïêå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê
äåéñòâóåò ìåòîä êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé, ëåæàùèé â îñíîâå áîëüøèíñòâà òåîðåì ïîëíîòû,
ïðåäñòàâëåííûõ â ïîñîáèè. Òàêæå íà ïðèìåðå Pos ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåñêîëüêèìè ìåòî-
äàìè äîêàçàòåëüñòâà äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ÷åðò
êîíñòðóêòèâíûõ ëîãèê. Äâà äðóãèõ èçâåñòíûõ ïðèìåðà êîíñòðóêòèâíûõ ëîãèê ïðèâåäåíû
â ðàçäåëå 2.2, ãäå âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñåìàíòèêàìè ñôîðìóëèðîâàíû èíòóèöèî-
íèñòñêàÿ ëîãèêà Int è ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà J . Â êîíöå ðàçäåëà ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
åñòåñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ J è Int. Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿù�åí òåîðåìå Ãëèâåíêî, óñòàíàâëèâàþ-
ùåé òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ëîãèêàìè Cl è Int. Â ïîñëåäíèõ òð�åõ ðàçäåëàõ ãëàâû ðå÷ü ïîéä�åò
î ëîãèêàõ Íåëüñîíà ñ ñèëüíûì îòðèöàíèåì, îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî îíè íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà çàìåíû. Ðàçäåë 2.4 ñîäåðæèò êðàòêèé
èñòîðè÷åñêèé î÷åðê, ïîçâîëÿþùèé ïîíÿòü ìîòèâàöèþ äëÿ ââåäåíèÿ ëîãèê Íåëüñîíà, êî-
òîðûå ìû çàòåì çàäàäèì â ðàçäåëå 2.5. Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 2.5 ìû ïîêàæåì ïîëíîòó
ëîãèê Íåëüñîíà îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ øêàë Êðèïêå è óñòàíîâèì íåêî-
òîðûå èõ êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà. Ñâÿçÿì ìåæäó ëîãèêàìè Íåëüñîíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
è Pos è Int � ñ äðóãîé, ïîñâÿù�åí ðàçäåë 2.6.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ëîãèê, ïðè-
÷�åì áîëüøóþ å�å ÷àñòü çàíèìàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñâîéñòâîì ðàçðåøèìîñòè. Äîêàçà-
òåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè äëÿ ëîãèê, îáëàäàþùèõ ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêîé, ÷àñòî ñâîäèòñÿ
ê óñòàíîâëåíèþ ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè (ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ìîäåëåé), ò. å. ïîë-
íîòû ëîãèêè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë Êðèïêå. Ñòðîãî ýòó ñâÿçü
ïîñòóëèðóåò òåîðåìà Õàððîïà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ðàçäåëå 3.1. Çäåñü æå íà ïðèìåðå ëî-
ãèê Pos, Int è J ìû èçëîæèì ìåòîä ôèëüòðàöèè, èñïîëüçóåìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîé-
ñòâà êîíå÷íûõ ìîäåëåé, à òàêæå óáåäèìñÿ, ÷òî ÷àñòî ïåðåõîä ê êëàññó êîíå÷íûõ øêàë
ñâÿçàí ñ ïîòåðåé ñâîéñòâà ñèëüíîé ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî ýòîãî êëàññà. Äðóãèì ñïîñî-
áîì äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òàáëè÷íûõ èñ÷èñëåíèé,
ðå÷ü î êîòîðîì ïîéä�åò â ñëåäóþùèõ òð�åõ ðàçäåëàõ ãëàâû. Èíòóèòèâíî ýòîò ìåòîä ìîæ-
íî âîñïðèíèìàòü êàê îïèñàíèå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû ïîèñêà êîíòðìîäåëè äëÿ äàííîé
ôîðìóëû. Â ðàçäåëå 3.2 ìû ñôîðìóëèðóåì òàáëè÷íîå èñ÷èñëåíèå äëÿ Cl, à òàêæå óñòàíî-
âèì åãî ñâÿçü ñ èñ÷èñëåíèåì ãåíöåíîâñêîãî òèïà äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Åñòåñòâåííàÿ
àäàïòàöèÿ ìåòîäà òàáëè÷íûõ èñ÷èñëåíèé íà ñëó÷àé Int â ðàçäåëå 3.3 íàòàëêèâàåòñÿ íà
íåêîòîðûå çàòðóäíåíèÿ, à èìåííî: â âûâîäàõ äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü öèêëû,
äëÿ îòñëåæèâàíèÿ è óñòðàíåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ õðàíèòü áîëüøîé îáú�åì èíôîðìàöèè.
Èñ÷èñëåíèå Âîðîáü�åâà � Äûêõîâà èç ðàçäåëà 3.4 ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì òàáëè÷íîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ äëÿ Int, â êîòîðîì ýòà ïðîáëåìà óñòðàíåíà. Â ðàçäåëàõ 3.5 è 3.6 îïèñûâàåòñÿ ðÿä
äðóãèõ ñâîéñòâ ëîãèê, òàêèõ êàê èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâà Êðåéãà, ïðîåêòèâíîå ñâîé-
ñòâî Áåòà (î âçàèìîñâÿçè ÿâíîé è íåÿâíîé îïðåäåëèìîñòè), ïîëíîòà ïî Ïîñòó, 0-ñâîäèìîñòü
è ñòðóêòóðíàÿ ïîëíîòà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéä�åò î ìîäàëüíûõ ëîãèêàõ � ëîãèêàõ, â ÿçûêå êîòîðûõ
ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ïðèñóòñòâóþò ñèìâîëû ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Õîòÿ îò ëîãèêè ê ëîãèêå ó ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîãóò áûòü âåñüìà ðàçëè÷íûå èíòåð-
ïðåòàöèè, ÷àùå âñåãî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ îïåðàòîðàìè, èíòóèòèâíî ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîíñòðóêöèÿì �íåîáõîäèìî, ÷òî� è �âîçìîæíî, ÷òî�. Â ðàçäåëå 4.1 ìû ââåä�åì ìîäàëüíûå
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øêàëû Êðèïêå, â êîòîðûõ äëÿ èíòåðïðåòàöèè ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè, è çàäàäèì ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëî-
ãèêè. Ðàçäåë 4.2 ïîñâÿù�åí êðàòêîìó ââåäåíèþ â òåîðèþ ñîîòâåòñòâèé, à èìåííî òîìó,
êàê ïðè ïîìîùè ìîäàëüíûõ ôîðìóë ìîæíî âûäåëÿòü òå èëè èíûå óñëîâèÿ íà îòíîøå-
íèå äîñòèæèìîñòè. Âñå ëîãèêè, èçó÷àåìûå â ãëàâå, ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè íàèìåíüøåé
ìîäàëüíîé ëîãèêè K, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàçäåëå 4.3. Ïðåäñòàâëåííîå çäåñü æå äîêà-
çàòåëüñòâî ïîëíîòû K îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ ìîäàëüíûõ øêàë Êðèïêå îáîáùåíî â
ðàçäåëå 4.4 íà òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå ëîãèêè, çäåñü æå óñòàíîâëåíà êàíîíè÷íîñòü
ðÿäà ðàñøèðåíèé ëîãèêè K, ââåä�åííûõ â ðàçäåëå 4.2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà êî-
íå÷íûõ ìîäåëåé ìîäàëüíûõ ëîãèê â ðàçäåëå 4.5 àäàïòèðîâàí ìåòîä ôèëüòðàöèè. Ñëåäó-
þùèå òðè ðàçäåëà ïîñâÿùåíû ëîãèêå Ã�åäåëÿ � Ë�åáà GL, òåñíî ñâÿçàííîé ñ ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêîé è òåîðåìàìè Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå: ìîäàëüíîñòü â GL èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
�äîêàçóåìî â àðèôìåòèêå Ïåàíî�. Ëîãèêà GL ñôîðìóëèðîâàíà â ðàçäåëå 4.6, à â ðàçäå-
ëå 4.7 ïîêàçàíî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, è, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî å�å
ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà øêàë Êðèïêå íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî
ïî ñõåìå èç ðàçäåëà 4.4. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàçäåëå 4.8 ââîäÿòñÿ ñèñòåìû Õèíòèêêè, êî-
òîðûìè ìû çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ â ðàçäåëå 4.9 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñëàáóþ ïîëíîòó
GL îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ í�åòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ (çàäåéñòâîâàííóþ ïðè ýòîì
òåõíèêó íàçûâàþò ìåòîäîì âûáîðî÷íîé ôèëüòðàöèè). Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò êëàññà ìîäàëüíûõ øêàë Êðèïêå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ëîãèêà GL áûëà áû
ñèëüíî ïîëíà. Â ðàçäåëå 4.10 ïðèâåäåíà àêñèîìà ÌàêÊèíñè, äàþùàÿ ïðèìåð ôîðìóëû,
êëàññ øêàë êîòîðîé íå àêñèîìàòèçèðóåì â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåë 4.11 îòâåä�åí
ïîä îïèñàíèå íåêîòîðûõ ïîãðóæåíèé ìîäàëüíîãî ÿçûêà â ÿçûêè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-
êîâ, êîòîðûå, â îïðåäåë�åííîì ñìûñëå, ñîõðàíÿþò èñòèííîñòü ôîðìóë. Èíòóèöèè, ñòîÿùèå
çà ýòèìè ïîãðóæåíèÿìè, ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå îõðàíÿåìîãî ôðàãìåíòà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîãî ðàçðåøèìîãî ôðàãìåíòà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 4.12 ìû çàäàäèì ïîãðóæåíèå ëîãèêè Int â íîðìàëüíóþ ìîäàëü-
íóþ ëîãèêó S4, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíòåðïîëÿöèîííîãî
ñâîéñòâà Êðåéãà äëÿ Int ê àíàëîãè÷íîìó äîêàçàòåëüñòâó äëÿ S4, òàêæå ïðèâåä�åííîìó â
ðàçäåëå.



Ãëàâà 1

Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Äåäóêòèâíûå ñèñòåìû, òåîðåìà äåäóêöèè

Ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ âìåñòå ñ óêàçàíèåì èõ
ìåñòíîñòè:

L = {fn1
1 , . . . , fnk

k } , ni ∈ ω .
Åñëè ni = 0, òî ñèìâîë fi íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé.
Åñëè ni > 0, òî ñèìâîë fi íàçûâàåòñÿ ni-ìåñòíîé ëîãè÷åñêîé ñâÿçêîé.
Ïóñòü çàäàíû ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê L è ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ X. Ìíîæåñòâî

òåðìîâ TermL(X) ÿçûêà L íàä X îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôà-
âèòå, âêëþ÷àþùåì ñèìâîëû X∪{fn1

1 , . . . , fnk
k }, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû �(� , �)�

è �,� , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) åñëè ni = 0, òî fi ∈ TermL(X);

2) X ⊆ TermL(X);

3) åñëè t1, . . . , tni
∈ TermL(X), òî fi(t1, . . . , tni

) ∈ TermL(X).

Êàæäîìó ñèìâîëó fi ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ÿçûêà L ñîîòâåòñòâóåò ni-ìåñòíàÿ òåðìîîá-
ðàçóþùàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå TermL(X), êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò íàáîðó ñëîâ t1, . . . , tni

íîâîå ñëîâî fi(t1, . . . , tni
). Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá àëãåáðå òåðìîâ

〈TermL(X); f1, . . . , fk〉.

Çàôèêñèðóåì ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ

Prop = {Q0, Q1, . . .},

ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, Prop � ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Áóêâû p, q, r, . . . (âîçìîæíî, ñ
èíäåêñàìè) áóäóò èãðàòü ðîëü ìåòàïåðåìåííûõ íàä ìíîæåñòâîì Prop.

Ìíîæåñòâî ForL := TermL(Prop) íàçîâ�åì ìíîæåñòâîì ôîðìóë ÿçûêà L (èëè, ïðî-
ùå, L-ôîðìóë). ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà åñòü ñëîâî; ïîäôîðìóëû L-ôîðìóëû ϕ ñóòü âñå
ïîäñëîâà â ϕ, ÿâëÿþùèåñÿ L-ôîðìóëàìè. Ïîëó÷åííóþ àëãåáðó òåðìîâ

FORL := 〈ForL; f1, . . . , fk〉

ìû áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé ôîðìóë ÿçûêà L.
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Ïîäñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì s : FORL → FORL àëãåáðû
ôîðìóë â ñåáÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì
íà ýëåìåíòàõ èç Prop.

Äëÿ ôîðìóëû ϕ ∈ ForL çàïèñü ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñå ïðîïîçèöè-
îíàëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëó ϕ, ïîïàäàþò â ñïèñîê p1, . . . , pn.

Ïóñòü äàíû ôîðìóëà ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) è ïîäñòàíîâêà s, ïðè÷�åì spi = ψi äëÿ i =
1, . . . , n. Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî sϕ = ϕ(ψ1, . . . , ψn), ãäå ϕ(ψ1, . . . , ψn) åñòü ðåçóëüòàò
îäíîâðåìåííîé çàìåíû â ôîðìóëå ϕ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn íà ôîðìó-
ëû ψ1, . . . , ψn ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìóëà ψ íàçûâàåòñÿ (ïîäñòàíîâî÷íûì) ÷àñòíûì ñëó÷àåìôîðìóëû ϕ, åñëè ψ = sϕ
äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè s.

Ïðåæäå ÷åì äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå
èñ÷èñëåíèÿ Ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà CL äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè. Èñ-
÷èñëåíèå CL çàäàåòñÿ â ÿçûêå LCL = {∨2,∧2,→2,¬1} àêñèîìàìè:

1) p→ (q → p);

2) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r));

3) (p ∧ q)→ p;

4) (p ∧ q)→ q;

5) (p→ q)→ ((p→ r)→ (p→ (q ∧ r)));

6) p→ (p ∨ q);

7) q → (p ∨ q);

8) (p→ r)→ ((q → r)→ ((p ∨ q)→ r));

9) (p→ q)→ ((p→ ¬q)→ ¬p);

10) ¬p→ (p→ q);

11) p ∨ ¬p;

è ïðàâèëîì âûâîäà modus ponens

p , p→ q

q
(MP ).

Àêñèîìû è ïðàâèëî âûâîäà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ (èëè îò-
íîøåíèå âûâîäèìîñòè) `CL⊆ 2ForLCL × ForLCL ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìó-
ëàìè. Îòíîøåíèå Γ `CL ϕ ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë
ϕ0, . . . , ϕn = ϕ ÿçûêà LCL ñî ñâîéñòâîì: êàæäàÿ èç ôîðìóë ϕi ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì îäíîé èç àêñèîì 1�11, ëèáî ϕi ∈ Γ, ëèáî ϕi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
ïî ïðàâèëó modus ponens, ò. å. íàéäóòñÿ j, k < i òàêèå, ÷òî ϕk = ϕj → ϕi. Íàðÿäó ñ òîëüêî
÷òî îïðåäåëåííûì îòíîøåíèåì, ðàññìàòðèâàåòñÿ è îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè ôîðìóë: Γ `CL ∆, åñëè è òîëüêî åñëè íàéäóòñÿ ôîðìóëû ψ1, . . . , ψk ∈ ∆ òàêèå,
÷òî Γ `CL ψ1 ∨ . . . ∨ ψn.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà S � ýòî òðîéêà S = 〈LS, AxS, RuleS〉, ãäå
LS � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, AxS ⊆ ForLS , Rule

S � ìíîæåñòâî çàïèñåé âèäà

ϕ1, . . . , ϕn
ψ

,

ãäå {ϕ1, . . . , ϕn, ψ} ⊆ ForLS .
ßçûê LS íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì äåäóêòèâíîé ñèñòåìû S, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà AxS íà-

çûâàþòñÿ àêñèîìàìè äåäóêòèâíîé ñèñòåìû S, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà RuleS � ïðàâèëàìè
äåäóêòèâíîé ñèñòåìû S. Ïðè ýòîì åñëè ϕ1, ..., ϕn

ψ
∈ RuleS, òî ôîðìóëû ϕ1, . . . , ϕn íàçûâà-

þòñÿ ïîñûëêàìè äàííîãî ïðàâèëà, à ôîðìóëà ψ � åãî çàêëþ÷åíèåì.

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ïðàâèëî âûâîäà

ϕ1, . . . , ϕn
ψ

(R).

Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà χ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë ξ1, . . . , ξn ïî ïðàâèëó (R), åñëè íàéäåòñÿ
ïîäñòàíîâêà s òàêàÿ, ÷òî

sϕ1 = ξ1, . . . , sϕn = ξn, sψ = χ.

Ñ ïðîèçâîëüíîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìîé S = 〈LS, AxS, RuleS〉 ñâÿæåì îòíîøåíèå
ñëåäîâàíèÿ `S ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïóñòü
Γ∪{ϕ} ⊆ ForLS . Îòíîøåíèå Γ `S ϕ èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü LS-ôîðìóë ϕ0, . . . , ϕn = ϕ ñî ñâîéñòâîì: êàæäàÿ èç ôîðìóë ϕi ëèáî
ëåæèò â Γ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåêîòîðîé àêñèîìû ψ ∈ AxS, ëèáî ïîëó÷à-
åòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë äåäóêòèâíîé ñèñòåìû S, ò. å. íàéäóòñÿ
j1, . . . , jk < i è ïðàâèëî R ∈ RuleS òàêèå, ÷òî ϕi ïîëó÷àåòñÿ èç ϕj1 , . . . , ϕjk ïî ïðàâèëó R.
Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ0, . . . , ϕn íàçûâàåòñÿ
âûâîäîì ϕ èç Γ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êóðñå, â ÿçûêå áóäåò ïðè-
ñóòñòâîâàòü ñâÿçêà äèçúþíêöèè ∨, ñâîéñòâà êîòîðîé áëèçêè ê õîðîøî èçâåñòíîé ÷èòàòå-
ëÿì êëàññè÷åñêîé äèçúþíêöèè. Ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå îòíîøåíèå ñëåäîâà-
íèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë, îïðåäåëÿåìîå òàêèì îáðàçîì. Îòíîøåíèå Γ `S ∆ èìååò
ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ ψ1, . . . , ψk ∈ ∆ òàêèå, ÷òî Γ `S ψ1∨. . .∨ψk.

Êàê áû ìû íè îïðåäåëèëè äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó S, åå îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ `S
óäîâëåòâîðÿåò ðÿäó âàæíûõ ñâîéñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.2. Ïóñòü S = 〈LS, AxS, RuleS〉 � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà. Òîãäà îòíî-
øåíèå ñëåäîâàíèÿ `S⊆ 2ForLS × ForLS óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. Êîìïàêòíîñòü: åñëè Γ `S ϕ, òî íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ0 ⊆ Γ òàêîå,
÷òî Γ0 `S ϕ.

2. Ìîíîòîííîñòü: åñëè Γ `S ϕ è Γ ⊆ Γ′, òî Γ′ `S ϕ.

3. Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè äëÿ ëþáîé ψ ∈ ∆ âåðíî Γ `S ψ è ∆ `S ϕ, òî Γ `S ϕ.

4. Ïîäñòàíîâî÷íîñòü: åñëè Γ `S ϕ, òî äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè s : ForLS → ForLS
âåðíî sΓ `S sϕ, ãäå sΓ = {sψ | ψ ∈ Γ}.
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Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äàííûõ ñâîéñòâ,
îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåä�åííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ.

Äàëåå óñëîâèìñÿ ïèñàòü `S ϕ âìåñòî ∅ `S ϕ è Γ, ϕ `S ψ âìåñòî Γ ∪ {ϕ} `S ψ. Ìíî-
æåñòâî TautS := {ϕ | `S ϕ} ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì òåîðåì (èëè òàâòîëîãèé)
äåäóêòèâíîé ñèñòåìû S.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïóñòü S � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà, Γ ⊆ ForLS . Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ
äåäóêòèâíî çàìêíóòî â S (ÿâëÿåòñÿ S-òåîðèåé), åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ èç Γ `S ϕ
ñëåäóåò ϕ ∈ Γ.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ) äà�åò íåñëîæíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ïîíÿòèÿ äåäóêòèâíî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
ôîðìóë.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.4. Ïóñòü S � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà, Γ ⊆ ForLS . Ìíîæåñòâî ôîðìóë
Γ ÿâëÿåòñÿ S-òåîðèåé, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) TautS ⊆ Γ;
2) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ψ1, . . . , ψn ∈ Γ, åñëè ôîðìóëà ϕ ïîëó÷åíà èç ψ1, . . . , ψn ïî ïðàâèëó
R ∈ RuleS, òî ϕ ∈ Γ.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó äåäóêöèè äëÿ äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî êëàññà äåäóêòèâíûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 1.1.5. Ïóñòü S = 〈LS, AxS, RuleS〉 � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà òàêàÿ, ÷òî âû-
ïîëíåíî: →2∈ LS; p → (q → p), (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) ∈ AxS;
RuleS = {MP} = {p , p→q

q
}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ è ëþáûõ ôîðìóë

ϕ è ψ âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

Γ, ϕ `S ψ ⇐⇒ Γ `S ϕ→ ψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Ïóñòü ϕ0, . . . , ϕn, ϕ → ψ � âûâîä ôîðìóëû ϕ → ψ èç ìíîæåñòâà
ãèïîòåç Γ â S. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ0, . . . , ϕn, ϕ → ψ, ϕ, ψ áóäåò âûâîäîì ôîðìóëû
ψ èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ ∪ {ϕ}, ò. å. Γ, ϕ `S ψ.

⇒ Ïóñòü ϕ0, . . . , ϕn = ψ � âûâîä ôîðìóëû ϕ èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ ∪ {ϕ} â S.
Èíäóêöèåé ïî i = 0, . . . , n ïîêàæåì, ÷òî Γ `S ϕ→ ϕi.

Åñëè ϕi � ÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû, òî ϕi, ϕi → (ϕ→ ϕi), ϕ→ ϕi � âûâîä ôîðìóëû
ϕ→ ϕi èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç â S, òåì áîëåå Γ `S ϕ→ ϕi.

Åñëè ϕi ∈ Γ, òî îïÿòü æå ϕi, ϕi → (ϕ → ϕi), ϕ → ϕi � âûâîä ôîðìóëû ϕ → ϕi èç
ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ â S.

Åñëè ϕi = ϕ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

ϕ→ (ϕ→ ϕ), ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ), (ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ))→ ((ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ)),

(ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ), ϕ→ ϕ

ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ→ ϕ ∈ TautS, òåì áîëåå Γ `S ϕ→ ϕ.
Îñòàëîñü ðàñìîòðåòü ïîñëåäíèé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ôîðìóëà ϕi ïîëó÷åíà èç ôîð-

ìóë ϕj è ϕk, j, k < i, ïî ïðàâèëó modus ponens. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ϕk = ϕj → ϕi èëè
ϕj = ϕk → ϕi. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü âûïîëíåíî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå. Ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ

Γ `S ϕ→ ϕj è Γ `S ϕ→ (ϕj → ϕi).

Ïóñòü ψ0, . . . , ψm = ϕ→ ϕj è ψm+1, . . . , ψm+s = ϕ→ (ϕj → ϕi) � ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ1, . . . , ψm+s, (ϕ→ (ϕj → ϕi))→ ((ϕ→ ϕj)→ (ϕ→ ϕi)), (ϕ→
ϕj)→ (ϕ→ ϕi), ϕ→ ϕi äîêàçûâàåò, ÷òî Γ `S ϕ→ ϕi.
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Äîêàçàííàÿ òåîðåìà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óïðîùàåò çàäà÷ó ïîèñêà âûâîäà òîé èëè
èíîé ôîðìóëû, êðîìå òîãî, òåîðåìà äåäóêöèè ïîçâîëÿåò ñâîäèòü îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ
äåäóêòèâíîé ñèñòåìû ê å�å ìíîæåñòâó òàâòîëîãèé.

Ïóñòü S � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà è →2∈ LS. Ãîâîðèì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå
äåäóêöèè (îòíîñèòåëüíî →), åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ è ôîðìóë ϕ, ψ âåðíà
ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ, ϕ `S ψ ⇐⇒ Γ `S ϕ→ ψ .

Ñëåäñòâèå 1.1.6. Ïóñòü äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà S óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè îò-
íîñèòåëüíî →. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ è ôîðìóëû ϕ âåðíà ýêâèâàëåíò-
íîñòü

Γ `S ϕ ⇐⇒ `S ψ1 → (ψ2 → . . .→ (ψn → ϕ) . . .)

äëÿ íåêîòîðûõ ψ1, . . . , ψn ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó êîìïàêòíîñòè `S (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.1.2, ï. 1) îòíîøåíèå Γ `S ϕ
ðàâíîñèëüíî {ψ1, . . . , ψn} `S ϕ äëÿ íåêîòîðûõ ψ1, . . . , ψn èç Γ. Îñòàåòñÿ n ðàç ïðèìåíèòü
òåîðåìó äåäóêöèè.

Ãîâîðèì, ÷òî äåäóêòèâíûå ñèñòåìû S1 è S2 ñëàáî ýêâèâàëåíòíû, åñëè TautS1 =
TautS2 . Äåäóêòèâíûå ñèñòåìû S1 è S2 ñèëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè `S1= `S2 .

Ñëåäñòâèå 1.1.7. Ïóñòü äåäóêòèâíûå ñèñòåìû S1 è S2 â îäíîì è òîì æå ÿçûêå (ò. å.
LS1 = LS2) óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå äåäóêöèè îòíîñèòåëüíî →. Òîãäà èç ñëàáîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñèñòåì S1 è S2 ñëåäóåò èõ ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

1.2. Òåîðåìà ïîëíîòû äëÿ äåäóêòèâíîé ñèñòåìû CL

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü òåîðåìó ïîëíîòû äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ëîãèêè òàêèì ñïîñîáîì, êîòîðûé ìû ëåãêî ñìîæåì àäàïòèðîâàòü äëÿ ðàáîòû ñ íåêëàññè-
÷åñêèìè èñ÷èñëåíèÿìè. Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ñåìàíòè÷åñêèõ ïîíÿòèé
äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ áóäåì ïèñàòü ForCL

âìåñòî ForLCL .

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Îòîáðàæåíèå v : ForCL → {0, 1} íàçûâàåòñÿ CL-îöåíêîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ èç ForCL âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) v(ϕ ∧ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 1 è v(ψ) = 1;

2) v(ϕ ∨ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 1 èëè v(ψ) = 1;

3) v(ϕ→ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 0 èëè v(ψ) = 1;

4) v(¬ϕ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 0.

Êàê îáû÷íî, íàçûâàåì ôîðìóëó ϕ èñòèííîé íà CL-îöåíêå v, åñëè v(ϕ) = 1, è ëîæ-
íîé, åñëè v(ϕ) = 0. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ CL-îöåíêà îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì
íà ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ: åñëè äëÿ äâóõ CL-îöåíîê v1 è v2 âûïîë-
íåíî v1 �Prop= v2 �Prop, òî v1 = v2.

Ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë è ñåìàíòè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ñëåäî-
âàíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè, à òàêæå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë
ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïóñòü Γ,∆ ⊆ ForCL è ϕ ∈ ForCL.

1. Γ �CL ϕ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé CL-îöåíêè v èç òîãî, ÷òî v(ψ) = 1 äëÿ
âñåõ ψ ∈ Γ, ñëåäóåò v(ϕ) = 1.

2. Γ �CL ∆, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé CL-îöåíêè v èç òîãî, ÷òî v(ψ) = 1 äëÿ
âñåõ ψ ∈ Γ, ñëåäóåò v(χ) = 1 äëÿ íåêîòîðîé χ ∈ ∆.

3. Ãîâîðèì, ÷òî ϕ êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìà (èëè CL-îáùåçíà÷èìà), êîãäà îíà èñ-
òèííà íà êàæäîé CL-îöåíêå.

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà ϕ êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
∅ �CL ϕ. Â äàëüíåéøåì óñëîâèìñÿ ïèñàòü �CL ϕ (�CL ∆) âìåñòî ∅ �CL ϕ (∅ �CL ∆) è
Γ, ψ �CL ϕ (Γ, ψ �CL ∆) âìåñòî Γ ∪ {ψ} �CL ϕ (Γ ∪ {ψ} �CL ∆) ñîîòâåòñòâåííî.

Â êà÷åñòâå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëîãà ïîíÿòèÿ CL-îöåíêè âûñòóïàåò ïîíÿòèå ïîëíîé
CL-òåîðèè (íàïîìèíàåì, îïðåäåëåíèå CL êàê äåäóêòèâíîé ñèñòåìû ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà
áûëî äàíî íàìè ðàíåå).

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ⊆ ForCL íàçûâàåòñÿ ïîëíîé CL-òåîðèåé, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) Γ 6= ForCL; 2) Γ ÿâëÿåòñÿ CL-òåîðèåé; 3) äëÿ êàæäîé
ϕ ∈ ForCL âåðíî ϕ ∈ Γ ëèáî ¬ϕ ∈ Γ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâà ôîðìóë, èñòèííûõ íà òîé èëè èíîé CL-îöåíêå, îêà-
çûâàþòñÿ ïîëíûìè CL-òåîðèÿìè.

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ CL-îöåíêà è Γv := {ϕ ∈ ForCL | v(ϕ) = 1}. Òîãäà
Γv áóäåò ïîëíîé CL-òåîðèåé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîëíîòå
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò èçâåñòíîé òåîðåìû Ëèíäåíáàóìà (ñòàíäàðòíîå èçëîæåíèå
ïîñëåäíåé ìîæíî íàéòè â [10]).

Ëåììà 1.2.5 (Î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü Γ,∆ ⊆ ForCL, ïðè÷�åì ∆ 6= ∅. Åñëè Γ 0CL ∆,
òî íàéä�åòñÿ ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ Γ′ ñî ñâîéñòâîì: Γ ⊆ Γ′ è Γ′ 0CL ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ0, ϕ1, . . . � ñïèñîê âñåõ ôîðìóë ÿçûêà LCL. Èíäóêòèâíî îïðåäå-
ëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùèõ ïî ⊆ ìíîæåñòâ ôîðìóë Γn, n ∈ ω. Ïóñòü Γ0 := Γ,
à äëÿ n > 0 ïîëàãàåì

Γn+1 =

{
Γn ∪ {ϕn} , åñëè Γn, ϕn 0CL ∆,

Γn ∪ {¬ϕn} , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåïåðü âîçüì�åì Γ′ :=
⋃
n∈ω Γn è ïðîâåðèì, ÷òî Γ′ � ýòî òðåáóåìàÿ ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî Γn 0CL ∆. Áàçà èíäóê-
öèè åñòü îäíî èç óñëîâèé ëåììû. Äîïóñòèì, Γn 0CL ∆, íî ïðè ýòîì Γn+1 `CL ∆. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ Γn+1 èìååì

Γn, ϕn `CL ψ1 ∨ . . . ∨ ψk è Γn,¬ϕn `CL ψk+1 ∨ . . . ∨ ψk+m

äëÿ íåêîòîðûõ ψ1, . . . , ψk+m ∈ ∆. Îáîçíà÷èì χ := ψ1 ∨ . . . ∨ ψk+m. Ëåãêî ïîíÿòü (â ñèëó
àêñèîì 6�7 äåäóêòèâíîé ñèñòåìû CL), ÷òî Γn, ϕn `CL χ è Γn,¬ϕn `CL χ, îòêóäà ïî òåîðåìå
äåäóêöèè çàêëþ÷àåì

Γn `CL ϕn → χ è Γn `CL ¬ϕn → χ .
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Ïóñòü α1, . . . , αs = ϕn → χ è β1, . . . , βt = ¬ϕn → χ ñóòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

α1, . . . , αs, β1, . . . , βt, (ϕn → χ)→ ((¬ϕn → χ)→ ((ϕn ∨ ¬ϕn)→ χ)),

(¬ϕn → χ)→ ((ϕn ∨ ¬ϕn)→ χ), (ϕn ∨ ¬ϕn)→ χ , ϕn ∨ ¬ϕn, χ

ïîêàçûâàåò íàëè÷èå âûâîäèìîñòè Γn `CL χ, ò. å. Γn `CL ∆, ïðîòèâîðå÷àùåé íàøåìó èñ-
õîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Èç ñâîéñòâà êîìïàêòíîñòè âûâîäà è òîãî, ÷òî Γn 0CL ∆ äëÿ ëþáîãî n, íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì Γ′ 0CL ∆.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Γ′ � ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ. Ïîñêîëüêó Γ′ ∩ ∆ = ∅ (ââèäó
Γ′ 0CL ∆), òî íåðàâåíñòâî Γ′ 6= ForCL óæå óñòàíîâëåíî.

Åñëè ϕn ∈ TautCL è Γn 0CL ∆, òî Γn, ϕn 0CL ∆. Ïîýòîìó Γn+1 = Γn ∪ {ϕn} è,
ñëåäîâàòåëüíî, TautCL ⊆ Γ′.

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Γ′ îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà modus ponens. Ïóñòü
ϕ, ϕ → ψ ∈ Γ′, íî ψ 6∈ Γ′. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî n áóäåì èìåòü ψ = ϕn, ïðè÷�åì
Γn, ψ `CL ∆. Âîçüì�åì äîñòàòî÷íî áîëüøîå m òàêîå, ÷òî n ≤ m è ϕ, ϕ → ψ ∈ Γm. Òîãäà
Γn ⊆ Γm è Γm `CL ψ, à ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ âûâîäèìîñòè ïîëó÷àåì Γm `CL ∆ �
ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó ðàíåå.

Ìû ïðîâåðèëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî Γ′ ÿâëÿåòñÿ CL-òåîðèåé. Êðîìå òîãî, ïî îï-
ðåäåëåíèþ ϕn ∈ Γn ëèáî ¬ϕn ∈ Γn, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò ïîëíîòà Γ′.

Äàëåå ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü èãðàåò òî, ÷òî ñâîéñòâà ïîëíûõ CL-òåîðèé äåìîíñòðè-
ðóþò èõ òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ñ ðàíåå ââåä�åííûìè CL-îöåíêàìè.

Ëåììà 1.2.6 (Ñâîéñòâà ïîëíûõ CL-òåîðèé). Ïóñòü Γ � ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ. Äëÿ
ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ èç ForCL ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) ϕ ∧ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ è ψ ∈ Γ;

2) ϕ ∨ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ;

3) ϕ→ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ 6∈ Γ èëè ψ ∈ Γ;

4) ¬ϕ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ 6∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè ϕ ∧ ψ ∈ Γ, òî ϕ ∈ Γ è ψ ∈ Γ â ñèëó àêñèîì 3�4 êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè. Îáðàòíî: ïðåäïîëîæèì, ϕ è ψ ëåæàò â Γ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕ , ψ , (ϕ→ ϕ)→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ (ϕ ∧ ψ))), ϕ→ ϕ , (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ (ϕ ∧ ψ)),

ψ → (ϕ→ ψ), ϕ→ ψ , ϕ→ (ϕ ∧ ψ), ϕ ∧ ψ

âëå÷�åò Γ `CL ϕ ∧ ψ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ϕ ∧ ψ ∈ Γ ââèäó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè Γ.
2) Åñëè ϕ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ, òî ϕ ∨ ψ ∈ Γ â ñèëó àêñèîì 6�7. Äîïóñòèì, ÷òî ϕ ∨ ψ ∈ Γ,

íî ïðè ýòîì ϕ 6∈ Γ è ψ 6∈ Γ. Èç ïîëíîòû Γ ñëåäóåò ¬ϕ ∈ Γ è ¬ψ ∈ Γ, îòêóäà

Γ, ϕ `CL ϕ ∧ ¬ϕ è Γ, ψ `CL ψ ∧ ¬ψ .

Èç àêñèîìû 10 (ñ ó÷�åòîì ¬ψ ∈ Γ) ïîëó÷àåì Γ, ψ `CL ϕ∧¬ϕ. Ïî àêñèîìå 8 ïîñëåäíåå âìåñòå
ñ óæå èìåþùèìñÿ Γ, ϕ `CL ϕ ∧ ¬ϕ äà�åò Γ, ϕ ∨ ψ `CL ϕ ∧ ¬ϕ, ò. å. Γ `CL ϕ ∧ ¬ϕ, ÷òî ââèäó
àêñèîìû 10 îçíà÷àåò Γ = ForCL. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïîëíîé CL-òåîðèè.
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3) Ïóñòü ϕ → ψ ∈ Γ. Åñëè ϕ 6∈ Γ íåâåðíî, òî ϕ ∈ Γ è, ïðèìåíÿÿ modus ponens, ìû
ïîëó÷àåì ψ ∈ Γ.

Èç ψ ∈ Γ ñîîòíîøåíèå ϕ → ψ ∈ Γ ñëåäóåò ïî àêñèîìå 1. Åñëè æå ϕ 6∈ Γ, òî ¬ϕ ∈ Γ,
îòêóäà ϕ→ ψ ∈ Γ ñëåäóåò ïî àêñèîìå 10.

4) Åñëè ϕ 6∈ Γ, òî ¬ϕ ∈ Γ (èç ïîëíîòû Γ). Åñëè æå ϕ ∈ Γ, òî ¬ϕ íå ìîæåò ëåæàòü â
Γ: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 11 ïðèä�åì ê Γ = ForCL.

Ëåììà 1.2.7. Ïóñòü Γ � ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ. Çàäàäèì vΓ : ForCL → {0, 1} ñîãëàñíî
ïðàâèëó:

vΓ(ϕ) = 1 ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Òîãäà îòîáðàæåíèå vΓ áóäåò CL-îöåíêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó, òðåáóåìûé ôàêò ëåãêî ïðîâåðèòü èí-
äóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë.

Òåïåðü ìû ãîòîâû óòàíîâèòü ðåçóëüòàò î ïîëíîòå ñèñòåìû CL.

Òåîðåìà 1.2.8 (Ñèëüíàÿ ïîëíîòà äëÿ CL). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë Γ,∆ ⊆
ForCL, ãäå ∆ 6= ∅, ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CL ∆ ⇐⇒ Γ �CL ∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Γ `CL ∆, òî ñîîòíîøåíèå Γ �CL ∆ äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà ôîðìóëû ψ1 ∨ . . . ∨ ψn, ψ1, . . . , ψn ∈ ∆, èç ìíîæåñòâà
ãèïîòåç Γ. Ýòó ðóòèííóþ èìïëèêàöèþ â óòâåðæäåíèÿõ î ïîëíîòå, êîòîðàÿ ÷àñòî íàçûâà-
åòñÿ òåîðåìîé î êîððåêòíîñòè, ìû íåðåäêî áóäåì îïóñêàòü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Γ 0CL ∆. Ñîãëàñíî ëåììå î ðàñøèðåíèè (ëåììà 1.2.5)
íàéäåòñÿ ïîëíàÿ CL-òåîðèÿ Γ′ ñî ñâîéñòâàìè: Γ ⊆ Γ′ è Γ′ 0CL ∆. Â ÷àñòíîñòè, Γ′ ∩∆ = ∅.
Ðàññìîòðèì CL-îöåíêó vΓ′ . Î÷åâèäíî, vΓ′(ϕ) = 1 äëÿ âñåõ ϕ ∈ Γ, òàê êàê Γ ⊆ Γ′. Âìåñòå
ñ òåì vΓ(ψ) = 0 äëÿ ëþáîé ψ ∈ ∆ ââèäó ðàâåíñòâà Γ′ ∩∆ = ∅. Ìû äîêàçàëè, òåì ñàìûì,
÷òî Γ 2CL ∆.

Èç òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.2.9. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ⊆ ForCL è ôîðìóëû ϕ ∈ ForCL

ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CL ϕ ⇐⇒ Γ �CL ϕ .

Ñëåäñòâèå 1.2.10 (Ñëàáàÿ ïîëíîòà äëÿ CL). Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ∈ ForCL ñïðà-
âåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ ∈ TautCL ⇐⇒ ϕ êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìà .

1.3. Äåäóêòèâíûå ñèñòåìû CL+ è CLuN

Òåïåðü ìû ïîïðîáóåì èçìåíèòü äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó è àäàïòèðîâàòü äëÿ íåå èçëîæåííóþ
âûøå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû. Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñèñòåìó, êîòîðóþ äàæå íåëüçÿ
íàçâàòü íåêëàññè÷åñêîé: ýòî áóäåò ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò (òî÷íûé ñìûñë òåðìèíà �ôðàã-
ìåíò� áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîçæå) êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Îïðåäåëèì äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó CL+ = 〈LCL+
, AxCL

+
, {MP}〉 êëàñ-

ñè÷åñêîé ïîçèòèâíîé ëîãèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) LCL+
:= {∨2,∧2,→2};

2) ìíîæåñòâî AxCL
+
âêëþ÷àåò â ñåáÿ àêñèîìû 1�8 äåäóêòèâíîé ñèñòåìû CL è äî-

ïîëíèòåëüíî àêñèîìó

E. p ∨ (p→ q) (îáîáùåííûé çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî).

Â äàëüíåéøåì ïèøåì L+ âìåñòî LCL+
è For+ âìåñòî ForL+ ñîîòâåòñòâåííî. Cåìàí-

òèêà äëÿ CL+ ïîëó÷àåòñÿ èç ñåìàíòèêè äëÿ CL çà ñ÷�åò èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ
ñâÿçêè îòðèöàíèÿ ¬.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Îòîáðàæåíèå v : For+ → {0, 1} íàçûâàåòñÿ CL+-îöåíêîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ ϕ è ψ èç For+ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) v(ϕ ∧ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 1 è v(ψ) = 1;

2) v(ϕ ∨ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 1 èëè v(ψ) = 1;

3) v(ϕ→ ψ) = 1 ⇐⇒ v(ϕ) = 0 èëè v(ψ) = 1.

Ñåìàíòè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ Γ �CL+ ϕ è Γ �CL+ ∆, à òàêæå ìíîæåñòâî
ïîçèòèâíûõ êëàññè÷åñêè îáùåçíà÷èìûõ (èëè êîðî÷å: CL+-îáùåçíà÷èìûõ) ôîðìóë îïðå-
äåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîíÿòèÿì äëÿ CL.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëíîòû ñëåäóåò òîé æå ñàìîé ñõåìå, íî â ÿçûêå áåç îòðè-
öàíèÿ ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü ïîëíûå òåîðèè, ïîýòîìó çàìåíèì èõ íà �ïðîñòûå� òåîðèè,
êîòîðûå ìû îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, â ÿçûêå êîòîðîé ïðèñóò-
ñòâóåò ñâÿçêà äèçúþíêöèè ∨.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ïóñòü S = 〈LS, AxS, RuleS〉 � äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà è ∨2 ∈ LS. Ìíî-
æåñòâî ôîðìóë Γ ⊆ ForLS íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé S-òåîðèåé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: 1) Γ 6= ForLS , ò. å. Γ íåòðèâèàëüíà; 2) Γ � S-òåîðèÿ; 3) Γ óäîâëåòâîðÿåò äèçú-
þíêòèâíîìó ñâîéñòâó (DP), ò. å. èç ïðèíàäëåæíîñòè ϕ ∨ ψ ∈ Γ âñåãäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ ∈ Γ
èëè ψ ∈ Γ.

Âîîáùå, äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ⊆ ForLS ãîâîðèì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿ-
åò äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû ôîðìóë {ϕ, ψ} ⊂ ForLS îòíîøåíèå
Γ `S ϕ ∨ ψ âëå÷�åò Γ `S ϕ èëè Γ `S ψ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê CL+ ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëåììû 1.2.4.

Ëåììà 1.3.4. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ CL+-îöåíêà è Γv := {ϕ ∈ For+ | v(ϕ) = 1}. Òîãäà
Γv áóäåò ïðîñòîé CL+-òåîðèåé.

Çàòåì â ôîðìóëèðîâêå ëåììû î ðàñøèðåíèè ïîëíàÿ òåîðèÿ çàìåíÿåòñÿ ïðîñòîé, äî-
êàçàòåëüñòâî ïðè ýòîì ñêîðåå óïðîùàåòñÿ.

Ëåììà 1.3.5 (Î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü Γ,∆ ⊆ For+, ïðè÷�åì ∆ 6= ∅. Åñëè Γ 0CL+ ∆,
òî íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ CL+-òåîðèÿ Γ′ ñî ñâîéñòâîì: Γ ⊆ Γ′ è Γ′ 0CL+ ∆.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñïèñîê ϕ0, ϕ1, . . . âñåõ ôîðìóë ÿçûêà L+ è âíîâü îïðåäå-
ëèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ôîðìóë Γn, âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ.
Ïóñòü Γ0 := Γ, à äëÿ n > 0 ïîëàãàåì

Γn+1 =

{
Γn ∪ {ϕn} , åñëè Γn, ϕn 0CL+ ∆,

Γn , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âîçüì�åì Γ′ :=
⋃
n∈ω Γn è óáåäèìñÿ, ÷òî Γ′ îêàæåòñÿ íóæíîé ïðîñòîé CL+-òåîðèåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî Γn 0CL ∆. Èç äàííîãî
ôàêòà è ñâîéñòâà êîìïàêòíîñòè âûâîäà ïîëó÷àåì Γ′ 0CL ∆. Â ÷àñòíîñòè, Γ ∩ ∆ = ∅, à
ïîòîìó Γ′ 6= For+.

Â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.2.5, ïðîâåðÿåì, ÷òî Γ′ � ýòî
CL+-òåîðèÿ (çäåñü ðàññóæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî).

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî äëÿ Γ′. Ïóñòü ϕ∨ψ ∈ Γ′, îäíàêî ϕ 6∈ Γ′

è ψ 6∈ Γ′. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîäõîäÿùèõ n è m èìååì

Γn, ϕ `CL+ χ1 ∨ . . . ∨ χs è Γm, ψ ` χs+1 ∨ . . . ∨ χs+t ,

ãäå χ1, . . . , χs+t ∈ ∆. Ïóñòü k = max{n,m} è θ = χ1 ∨ . . . ∨ χs+t. Ïîñêîëüêó CL+ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1.5, òî

Γk `CL+ ϕ→ θ è Γk `CL+ ψ → θ ,

îòêóäà ñ ïîìîùüþ àêñèîìû 8 âûâîäèì: Γk, ϕ∨ψ `CL+ θ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ∨ψ ∈ Γ′ è θ åñòü
äèçúþíêöèÿ ôîðìóë èç ∆, ïîëó÷àåì Γ′ `CL+ ∆. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó
ðàíåå.

Ñâîéñòâà ïðîñòûõ CL+-òåîðèé ïîäîáíû ñâîéñòâàì ïîëíûõ CL-òåîðèé.

Ëåììà 1.3.6 (Ñâîéñòâà ïðîñòûõ CL+-òåîðèé). Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ CL-òåîðèÿ. Äëÿ
ëþáûõ ϕ è ψ èç For+ ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) ϕ ∧ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ è ψ ∈ Γ;

2) ϕ ∨ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ;

3) ϕ→ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ 6∈ Γ èëè ψ ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòîò ïóíêò äîêàçûâàåòñÿ, êàê â ëåììå 1.2.6.
2) Ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ âåðíà ââèäó äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà, à îáðàòíàÿ âûâîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ àêñèîì 6�7.
3) Ïóñòü ϕ→ ψ ∈ Γ. Åñëè ϕ 6∈ Γ íåâåðíî, òî ýòî ðàâíîñèëüíî ϕ ∈ Γ, è ïîmodus ponens

ìû ïðèõîäèì ê ψ ∈ Γ. Îáðàòíî: èç ψ ∈ Γ ñîîòíîøåíèå ϕ → ψ ∈ Γ ñëåäóåò ïî àêñèîìå 1;
êîãäà ϕ 6∈ Γ, èç ϕ∨ (ϕ→ ψ) ∈ Γ (÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû Å) è äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà
äëÿ Γ ñ íåîáõîäèìîñòüþ çàêëþ÷àåì ϕ→ ψ ∈ Γ.

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò àíàëîã ëåììû 1.2.7 äëÿ CL+.

Ëåììà 1.3.7. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ CL+-òåîðèÿ. Çàäàäèì vΓ : For+ → {0, 1} ñîãëàñíî
ïðàâèëó :

vΓ(ϕ) = 1 ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Òîãäà îòîáðàæåíèå vΓ áóäåò CL+-îöåíêîé.
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Íàêîíåö, ðåçóëüòàò î ïîëíîòå àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Òåîðåìà 1.3.8 (Ñèëüíàÿ ïîëíîòà äëÿ CL+). Äëÿ ëþáûõ Γ,∆ ⊆ For+, ãäå ∆ 6= ∅,
ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CL+ ∆ ⇐⇒ Γ �CL+ ∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîëüêî íåòðèâèàëüíóþ èìïëèêàöèþ. Ïóñòü Γ 0CL+ ∆. Ïî
ëåììå î ðàñøèðåíèè (ëåììå 1.3.5) ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ CL+-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî Γ ⊆ Γ′

è Γ′ 0CL+ ∆. Â ÷àñòíîñòè, Γ′ ∩ ∆ = ∅. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ CL+-îöåíêó vΓ′ :
âêëþ÷åíèå Γ ⊆ Γ′ äà�åò vΓ′(ϕ) = 1 äëÿ êàæäîé ϕ ∈ Γ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, Γ′ ∩ ∆ = ∅
îçíà÷àåò vΓ(ψ) = 0 äëÿ âñåõ ψ ∈ ∆. Èòàê, Γ 2CL+ ∆.

Ñëåäñòâèå 1.3.9. Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ For+ è ϕ ∈ For+ ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CL+ ϕ ⇐⇒ Γ �CL+ ϕ .

Ñëåäñòâèå 1.3.10 (Ñëàáàÿ ïîëíîòà äëÿ CL+). Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ For+ ñïðàâåäëèâà
ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ ∈ TautCL+ ⇐⇒ ϕ − CL+-îáùåçíà÷èìà .

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ëîãèêó, ãäå ñâîéñòâà îòðèöàíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ
îò êëàññè÷åñêèõ, õîòÿ ïîçèòèâûå ñâÿçêè (à èìåííî ∧, ∨ è →) ïî-ïðåæíåìó èíòåðïðåòè-
ðóþòñÿ êëàññè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.11. Îïðåäåëèì äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó CLuN = 〈LCL, AxCLuN , {MP}〉
â ÿçûêå êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ñ ìíîæåñòâîì àêñèîì AxCLuN , âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ àêñèîìû
AxCL

+
äåäóêòèâíîé ñèñòåìû CL+ è äîïîëíèòåëüíî àêñèîìó

X. p ∨ ¬p (çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî).

Àêñèîìà X åñòü àêñèîìà 11 â ñïèñêå äëÿ CL. Òàêèì îáðàçîì, èç êëàññè÷åñêèõ àêñèîì
äëÿ îòðèöàíèÿ â CLuN îòñóòñòâóåò àêñèîìà 10, îçíà÷àþùàÿ (èíòóèòèâíî) òðèâèàëüíîñòü
âñÿêîé òåîðèè, â êîòîðîé âûâîäèìî ϕ è ¬ϕ (äëÿ êàêîãî-íèáóäü ϕ). Åñëè òàêèå òåîðèè íàçû-
âàòü ïðîòèâîðå÷èâûìè, òî äëÿ CLuN áóäóò ñóùåñòâîâàòü íåòðèâèàëüíûå ïðîòèâîðå÷èâûå
CLuN -òåîðèè. Íåôîðìàëüíî ýòî ñâîéñòâî ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâî-
ñòüþ äåäóêòèâíîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.12. Îòîáðàæåíèå v : ForCL → {0, 1} íàçûâàåòñÿ CLuN -îöåíêîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ ϕ è ψ èç ForCL âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3 îïðåäåëåíèÿ CL+-îöåíêè è äîïîëíè-
òåëüíî óñëîâèå

4u) v(ϕ) = 0 =⇒ v(¬ϕ) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî CLuN -îöåíêà óæå íå çàäà�åòñÿ îäíîçà÷íî ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà ìíî-
æåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ 4u çíà÷åíèå îòðèöàíèÿ
¬ϕ íà îöåíêå v íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî çíà÷åíèþ v(ϕ). Äàëåå ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì ââîäÿòñÿ ñåìàíòè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ Γ �CLuN ϕ è Γ �CLuN ∆, à òàêæå
ìíîæåñòâî CLuN-îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë.

Êðîìå òîãî, íå èìååò ìåñòà âàðèàíò ëåìì 1.2.4 è 1.3.4: íå âñÿêàÿ CLuN -îöåíêà ïî-
ðîæäàåò ïðîñòóþ CLuN -òåîðèþ. Äåéñòâèòåëüíî, CLuN -îöåíêå v, òîæäåñòâåííî ðàâíîé
åäèíèöå (íà âñåõ ýëåìåíòàõ ForCL), ñîîòâåòñòâóåò CLuN -òåîðèÿ {ϕ ∈ ForCL | v(ϕ) =
1} = ForCL, íî ïðîñòûå òåîðèè íåòðèâèàëüíû. Òåì íå ìåíåå CLuN âî ìíîãîì îñòà�åòñÿ
ïîäîáíîé ðàíåå ðàññìîòðåííûì ñèñòåìàì. Íàïðèìåð, ëåììà î ðàñøèðåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ
è äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.3.5.
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Ëåììà 1.3.13 (Î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü Γ,∆ ⊆ ForCL, ïðè÷�åì ∆ 6= ∅. Åñëè Γ 0CLuN ∆,
òî íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ CLuN-òåîðèÿ Γ′ ñî ñâîéñòâîì: Γ ⊆ Γ′ è Γ′ 0CLuN ∆.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòûå CLuN -òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Ëåììà 1.3.14 (Ñâîéñòâà ïðîñòûõ CLuN-òåîðèé). Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ CLuN-òåîðèÿ.
Äëÿ ëþáûõ ϕ è ψ èç ForCL ñïðàâåäëèâû ïï. 1�3 èç ëåììû 1.3.6, à òàêæå ñëåäóþùåå óñëî-
âèå ïîëíîòû:

4) ϕ ∈ Γ èëè ¬ϕ ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1�3 äîêàçûâàþòñÿ äîñëîâíî, êàê â ëåììå 1.3.6, à ïóíêò 4 ñëå-
äóåò èç äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà è çàêîíà èñêëþ÷�åííîãî òðåòüåãî.

Ëåììà 1.3.15. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ CLuN-òåîðèÿ. Çàäàäèì vΓ : ForCL → {0, 1} ñîãëàñíî
ïðàâèëó:

vΓ(ϕ) = 1 ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Òîãäà îòîáðàæåíèå vΓ áóäåò CLuN-îöåíêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì òîëüêî óñëîâèå 4u èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.12 (îñòàëüíûå òðè óñëî-
âèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò èç ëåììû 1.3.14, ïï. 1�3). Äîïóñòèì, vΓ(ϕ) = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ 6∈ Γ, à ïîñêîëüêó ïðîñòàÿ CLuN -òåîðèÿ ïîëíà, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èìååì ¬ϕ ∈ Γ, ò. å. vΓ(¬ϕ) = 1.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç òåîðåìû î ïîëíîòå äëÿ CL+ (ðàçóìååòñÿ, ñ çàìåíîé âñþäó
CL+-îöåíîê íà CLuN -îöåíêè, è ò. ï.), ïîëó÷èì

Òåîðåìà 1.3.16 (Ñèëüíàÿ ïîëíîòà äëÿ CLuN). Äëÿ ëþáûõ Γ,∆ ⊆ ForCL, ãäå ∆ 6= ∅,
ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CLuN ∆ ⇐⇒ Γ �CLuN ∆ .

Ñëåäñòâèå 1.3.17. Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ ForCL è ϕ ∈ ForCL ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ `CLuN ϕ ⇐⇒ Γ �CLuN ϕ .

Ñëåäñòâèå 1.3.18 (Ñëàáàÿ ïîëíîòà äëÿ CL+). Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForCL ñïðàâåäëèâà
ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ ∈ TautCLuN ⇐⇒ ϕ − CLuN-îáùåçíà÷èìà .

Çàìå÷àíèå 1.3.19. Õîòÿ â äàííîì êóðñå ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ïðåäèêàòíûõ âåðñèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê, ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, êàêèì îáðàçîì ïî-
äîáíûå îáîáùåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, â îòëè÷èå îò ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ
(ñì. ëåììó 1.2.7), ïîëíûå òåîðèè â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ìîãóò íå çàäàâàòü
îäíîçíà÷íîé èñòèííîñòíîé îöåíêè, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäåíáàóìà ìîäè-
ôèöèðóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ïîëíûõ òåîðèé Õåíêèíà ñî �ñâèäåòåëÿìè-
êîíñòàíòàìè� äëÿ êàæäîãî ýêçèñòåíöèàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [10], � 2.1).
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòà òåõíèêà ìîæåò áûòü ëåãêî àäàïòèðîâàíà, íàïðèìåð, äëÿ ïðåäè-
êàòèâíûõ âåðñèé CL+ è CLuN .
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1.4. Ëîãèêè è îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè

Ìû îòìåòèëè ðàíåå, ÷òî íàëè÷èå òåîðåìû äåäóêöèè ïîçâîëÿåò ñâåñòè îòíîøåíèå ñëåäîâà-
íèÿ, çàäàííîå äåäóêòèâíîé ñèñòåìîé, ê ìíîæåñòâó òàâòîëîãèé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü L � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, ñîäåðæàùèé ñâÿçêó èìïëèêà-
öèè,→2∈ L.Ëîãèêà â ÿçûêå L� ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë L ⊆ ForL, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ïðàâèë ïîäñòàíîâêè è modus ponens, ò. å. äëÿ ëþáûõ {ϕ, ψ} ⊂ ForL âûïîëíåíî:

1) åñëè ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) ∈ L è {ψ1, . . . , ψn} ⊂ ForL, òî ϕ(ψ1, . . . , ψn) ∈ L;

2) åñëè ϕ è ϕ→ ψ ëåæàò â L, òî è ψ ëåæèò â L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç LOG(L) ñåìåéñòâî âñåõ ëîãèê â ÿçûêå L.1

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî → ∈ L.

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Åñëè äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà S = 〈LS, AxS, RuleS〉 òàêîâà, ÷òî MP ∈
RuleS, òî ìíîæåñòâî TautS ÿâëÿåòñÿ ëîãèêîé â ÿçûêå L.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Åñëè {Li | i ∈ I} � ñåìåéñòâî ëîãèê â ÿçûêå L (çäåñü I ñóòü ïðîèç-
âîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå), òî

⋂
i∈I Li ∈ LOG(L).

Ïóñòü L ∈ LOG(L) è X ⊆ ForL. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L + X íàèìåíüùóþ ëîãèêó â
ÿçûêå L, ñîäåðæàùóþ L è X. Îíà âñåãäà ñóùåñòâóåò ââèäó çàìå÷àíèÿ 1.4.3, èáî L+X
åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ëîãèõ L′ ∈ LOG(L) ñî ñâîéñòâîì L′ ⊇ L ∪X.

Êðîìå òîãî, L+X ìîæíî îïðåäåëèòü è áîëåå �êîíñòðóêòèâíî�: L+X ñîñòàâëÿþò âñå
L-ôîðìóëû ϕ òàêèå, ÷òî íàéä�åòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ1, . . . , ψn = ϕ ôîðìóë
ÿçûêà L, â êîòîðîé êàæäàÿ ψi (äëÿ i ∈ {1, . . . , n}) ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè ê íåêîé ψ ∈ L∪X, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç êàêèõ-íèáóäü ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëó
modus ponens (ñðàâíè ñ ïï. 1�2 â îïðåäåëåíèè 1.4.1).

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ëîãèê L1, L2 ∈ LOG(L) çàïèñü L1 + L2 òîæå èìååò ñìûñë, ïðè÷�åì
L1 + L2 = L2 + L1. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 1.4.4. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê 〈LOG(L),⊆〉 îáðàçóåò ðåøåòêó ñ ðåøåòî÷íûìè
îïåðàöèÿìè ∩ è +.

Ñ êàæäîé ëîãèêîé L ∈ LOG(L) ìû ìîæåì ñâÿçàòü äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó SL =
〈L, L, {MP}〉. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ â ëîãèêå L êàê îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ
â äåäóêòèâíîé ñèñòåìå SL, ò. å. äëÿ Γ,∆ ⊆ ForL è ϕ ∈ ForL ïîëàãàåì

Γ `L ϕ, åñëè è òîëüêî åñëè Γ `SL
ϕ ;

Γ `L ∆, åñëè è òîëüêî åñëè Γ `SL
∆ .

Çàìå÷àíèå 1.4.5. L = TautSL
.

Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè, åñëè äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà
SL óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè îòíîñèòåëüíî →.

1 Îòìåòèì, ïîçæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå ìîäàëüíûå ëîãèêè, îáëàäàþ-

ùèå íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè.
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Çàìå÷àíèå 1.4.6. Åñëè p → (q → p), (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) ∈ L, òî
ëîãèêà L óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè (ñì. òåîðåìó 1.1.5).

Çàìå÷àíèå 1.4.7. Åñëè ëîãèêà L óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè, òî Γ `L ϕ ýêâèâàëåíò-
íî ψ1 → (ψ2 → . . . (ψn → ϕ) . . .) ∈ L äëÿ íåêîòîðûõ ψ1, . . . , ψn ∈ Γ (ñì. ñëåäñòâèå 1.1.6).

Îòìåòèì åù�å îäèí íåñëîæíûé, íî âàæíûé ôàêò (åãî äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.8. Ïóñòü L1 è L2 � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ÿçûêè òàêèå, ÷òî L1 ⊆ L2.
Åñëè L � ëîãèêà â ÿçûêå L2, òî L ∩ ForL1 ∈ LOG(L1).

Îïðåäåëåíèå 1.4.9. Ïóñòü L1 ⊆ L2, L1 ∈ L(L1) è L2 ∈ L(L2). Åñëè L1 = L2 ∩ ForL1 , òî
ëîãèêà L1 íàçûâàåòñÿ L1-ôðàãìåíòîì ëîãèêè L2, à ëîãèêà L2 � êîíñåðâàòèâíûì ðàñøè-
ðåíèåì ëîãèêè L1.

Ëîãèêè, çàäàâàåìûå äåäóêòèâíûìè ñèñòåìàìè êëàññè÷åñêîé è ïîçèòèâíîé êëàññè÷å-
ñêîé ëîãèê, áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cl := TautCL è Cl+ := TautCL+ .

Ïðåäëîæåíèå 1.4.10. Ëîãèêà Cl ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ëîãèêè Cl+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî Cl+ = Cl ∩ For+. Î÷åâèäíî, ÷òî âû-
ïîëíåíî Cl+ ⊆ Cl ∩ For+. Ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü ϕ ∈ For+ è ϕ 6∈ CL+.
Òîãäà íàéäåòñÿ CL+-îöåíêà v òàêàÿ, ÷òî v(ϕ) = 0. Ðàññìîòðèì CL-îöåíêó v′ òàêóþ, ÷òî
v′ �Prop= v �Prop. Î÷åâèäíî, ÷òî v′(ψ) = v(ψ) äëÿ ëþáîé ψ ∈ For+. Òàêèì îáðàçîì, v′(ϕ) = 0
è ϕ 6∈ Cl.

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé êëàññ êîíñåðâàòèâíûõ ðàñøèðåíèé. Îäíàêî
ñíà÷àëà íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, êàê ìû áóäåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå ϕ ↔ ψ, åñëè ñâÿçêà
ýêâèâàëåíòíîñòè ↔ îòñóòñòâóåò â ÿçûêå.

Âûðàæåíèå ϕ ↔ ψ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåííóþ çàïèñü ïàðû ôîðìóë
ϕ→ ψ è ψ → ϕ, ïðè ýòîì ïðàâèëî

ϕ↔ ψ

χ

ÿâëÿåòñÿ ñîêðàù�åííîé çàïèñüþ äëÿ äâóõïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà

ϕ→ ψ ψ → ϕ

χ
,

à ïðàâèëî
χ1 . . . χn
ϕ↔ ψ

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äâóõ ïðàâèë

χ1 . . . χn
ϕ→ ψ

è
χ1 . . . χn
ψ → ϕ

.

Åñëè â ÿçûêå ïðèñóòñòâóåò êîíúþíêöèÿ, òî çàïèñü ϕ↔ ψ ìîæíî ïîíèìàòü è ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì êàê ϕ↔ ψ := (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ).

Îïðåäåëåíèå 1.4.11. Ïóñòü L1 � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, L ∈ LOG(L1), è âûïîëíåíî
êàêîå-ëèáî èç äâóõ óñëîâèé
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• L2 = L1 ∪ {fn} è L′ = L+ {f(p1, . . . , pn)↔ φ(p1, . . . , pn)}, ãäå φ ∈ ForL1 ;

• L2 = L1 ∪ {c0} è L′ = L + {c ↔ φ(p1, . . . , pn)}, ãäå φ ∈ ForL1 , ïðè÷�åì äëÿ ëþáûõ
ψ1, . . . , ψn ∈ ForL1 èìååì φ(p1, . . . , pn)↔ φ(ψ1, . . . , ψn) ∈ L.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëîãèêó L2 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì äåôèíèöèàëüíûì ðàñøèðåíèåì ëîãè-
êè L1. Äàëåå, ëîãèêà L

′ íàçûâàåòñÿ äåôèíèöèàëüíûì ðàñøèðåíèåì ëîãèêè L, åñëè íàéäåòñÿ
öåïî÷êà ëîãèê L = L1, . . . , Ln = L′ òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ëîãèê Lk+1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
äåôèíèöèàëüíûì ðàñøèðåíèåì ëîãèêè Lk ïðè k < n.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.12. Ïóñòü L ∈ LOG(L) è p→ p ∈ L. Åñëè ëîãèêà L′ � äåôèíèöèàëü-
íîå ðàñøèðåíèå ëîãèêè L, òî L′ ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå �áûòü êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì� î÷åâèäíûì
îáðàçîì òðàíçèòèâíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïðîñòûõ äåôèíèöèàëüíûõ ðàñøè-
ðåíèé.

Ïóñòü L′ = L + {f(p1, . . . , pn) ↔ φ(p1, . . . , pn)}, ãäå φ ∈ ForL1 . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ëþáîé ϕ ∈ ForL èç ϕ ∈ L ñëåäóåò ϕ ∈ L′.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè îïðåäåëèì òðàíñëÿöèþ τ èç ÿçûêà L∪{f}
â ÿçûê L, ò. å. îòîáðàæåíèå τ : ForL∪{f} → ForL, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τp := p, p ∈ Prop; τc := c, c ∈ L ;

τg(ϕ1, . . . , ϕm) := g(τϕ1, . . . , τϕm), g ∈ L ;

τf(ϕ1, . . . , ϕn) := φ(τϕ1, . . . , τϕn).

Åñëè ϕ ∈ L′ ∩ ForL, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . . , ψm = ϕ òàêàÿ,
÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû èç
L, ëèáî ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîé èç àêñèîì f(p1, . . . , pn)→ φ(p1, . . . , pn) èëè φ(p1, . . . , pn)→
f(p1, . . . , pn), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëó
modus ponens.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë τψ1, . . . , τψm = τϕ = ϕ è ïîêàæåì èíäóê-
öèåé ïî i, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≤ m âåðíî τψi ∈ L.

1. Åñëè ψi � ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû èç L, ò. å. ψi = χ(ξ1, . . . , ξn), ãäå χ ∈ L è
ξ1, . . . , ξn ∈ ForL∪{f}, òî τψi = χ(τξ1, . . . , τξn), òàê êàê òðàíñëÿöèÿ τ êîììóòèðóåò ñî âñåìè
ñâÿçêàìè ÿçûêà L. Òàêèì îáðàçîì, τψi � ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû χ ∈ L, ñëåäîâàòåëüíî,
τψi ∈ L. Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ôîðìóëà ψi íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò L, òàê êàê îíà ìîæåò
ñîäåðæàòü ñèìâîë f , íå âõîäÿùèé â ÿçûê ëîãèêè L.

2. Åñëè ψi = f(χ1, . . . , χn)→ φ(χ1, . . . , χn), òî τψi = φ(τχ1, . . . , τχn)→ φ(τχ1, . . . , τχn).
Ýòà ôîðìóëà ëåæèò â L ââèäó p→ p ∈ L.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îáðàòíîé èìïëèêàöèè φ(χ1, . . . , χn)→ f(χ1, . . . , χn).
3. Ïóñòü ψi òàêîâà, ÷òî ψk = ψj → ψi äëÿ íåêîòîðûõ j, k < i. Ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ τψj ∈ L è τψk = τ(ψj → ψi) = τψj → τψi ∈ L. Îäíîêðàòíîå ïðèìåíåíèå
modus ponens äàåò τψi ∈ L.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè τψm = ϕ ∈ L.
Åñëè L′ = L+ {c↔ φ(p1, . . . , pn)}, ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åäèíñòâåííîå

îòëè÷èå âîçíèêàåò ïðè ðàçáîðå ñëó÷àÿ τ(c→ φ(ψ1, . . . , ψn)) = φ(p1, . . . , pn)→ φ(ψ1, . . . , ψn).
Èìåííî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå, ÷òî ôîðìóëà φ ýêâèâàëåíòíà â L ëþáîìó ñâîåìó ÷àñò-
íîìó ñëó÷àþ.
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Ðàññìîòðèì ÿçûê L⊥ := 〈∨,∧,→,⊥〉.
Ïóñòü Cl⊥ � íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå L⊥, ñîäåðæàùàÿ àêñèîìû AxCL

+
êëàññè-

÷åñêîé ïîçèòèâíîé ëîãèêè è àêñèîìó

10⊥. ⊥ → p .

Îïðåäåëèì òðàíñëÿöèè θ : ForLCL → ForL⊥ è ρ : ForL⊥ → ForLCL ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

θp := p , p ∈ Prop ;

θ (ϕ ∗ ψ) := θϕ ∗ θψ , ∗ ∈ {∨,∧,→} ;

θ¬ϕ := θϕ→ ⊥ ;

ρp := p , p ∈ Prop ;

ρ (ϕ ∗ ψ) := ρϕ ∗ ρψ , ∗ ∈ {∨,∧,→} ;

ρ⊥ := ¬ (p0 → p0),

ãäå p0 � ôèêñèðîâàíàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.13. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÿçûêà Lc èìååò ìåñòî:

ϕ ∈ Cl ⇐⇒ θϕ ∈ Cl⊥ ,
ϕ↔ ρθϕ ∈ Cl .

2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÿçûêà L⊥ èìååò ìåñòî:

ϕ ∈ Cl⊥ ⇐⇒ ρϕ ∈ Cl ,
ϕ↔ θρϕ ∈ Cl⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèåíèå äîêàçàòåëüñòâà íà ýòàïû íå ñîîòâåòñòâóåò ïóíêòàì ïðåäëî-
æåíèÿ.

à) ϕ ∈ Cl ⇒ θϕ ∈ Cl⊥.
Ïóñòü φ1, . . . , φn = ϕ � âûâîä ôîðìóëû ϕ èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àêñèîì ëîãèêè Cl

ñ ïîìîùüþ modus ponens. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θφ1, . . . , θφn = θϕ è ïîêàæåì
èíäóêöèåé ïî i, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≤ n ôîðìóëà θφi ëåæèò â Cl

⊥.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîçèòèâíûõ àêñèîì òðàíñëÿöèÿ θ ïåðåâîäèò ñíîâà

â ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîçèòèâíûõ àêñèîì (õîòÿ è â äðóãîì ÿçûêå). Ðàññìîòðèì òðàíñëÿöèè
àêñèîì äëÿ îòðèöàíèÿ.

θ((ϕ→ ¬ψ)→ ((ϕ→ ψ)→ ¬ϕ)) = (θϕ→ (θψ → ⊥))→ ((θϕ→ θψ)→ (θϕ→ ⊥)).

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (p→ q)→ ((p→ (q → r))→ (p→ r)), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíò-
íà â êëàññè÷åñêîé ïîçèòèâíîé ëîãèêå àêñèîìå 2.

θ(¬ϕ→ (ϕ→ ψ)) = (θϕ→ ⊥)→ (θϕ→ θψ).
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Çàìåòèì, ÷òî (p → q) → ((r → p) → (r → q)) ∈ CL⊥. Ëîãèêà Cl⊥ óäîâëåòâîðÿåò
òåîðåìå äåäóêöèè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü p → q, r → p, r `Cl⊥ q. Òåïåðü êâàçè-
âûâîä äëÿ (θϕ→ ⊥)→ (θϕ→ θψ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⊥ → θψ, (⊥ → θψ)→ ((θϕ→ ⊥)→ (θϕ→ θψ)), (θϕ→ ⊥)→ (θϕ→ θψ).

Ðàññìîòðèì çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî θ(ϕ∨¬ϕ) = θϕ∨ (θϕ→ ⊥). Ïîëó÷èëè ÷àñòíûé
ñëó÷àé îáîáùåííîãî çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåüåãî.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå àêñèîìû ïåðåâîäÿòñÿ òðàíñëÿöèåé θ â äîêàçóåìûå ôîð-
ìóëû. Åñëè æå ôîðìóëà φi ïîëó÷àåòñÿ èç φj è φk ïî modus ponens, òî θφi òàêæå ïîëó÷àåòñÿ
èç θφj è θφk ïî modus ponens, ïîñêîëüêó θ êîììóòèðóåò ñ èìïëèêàöèåé.

á) ϕ↔ ρθϕ ∈ Cl.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ϕ. Áàçèñ èíäóêöèè

î÷åâèäåí: p↔ ρθp(= p) ∈ Cl.
Ïóñòü ∗ ∈ {∨,∧ →} è óæå äîêàçàíî ϕ1 ↔ ρθϕ1, ϕ2 ↔ ρθϕ2 ∈ Cl. Èçâåñòíî, ÷òî

((ϕ1 ↔ ψ1) ∧ (ϕ2 ↔ ψ2))→ ((ϕ1 ∗ ϕ2)↔ (ψ1 ∗ ψ2)) ∈ Cl . (1.1)

Ïîýòîìó (ϕ1 ∗ ϕ2)↔ (ρθϕ1 ∗ ρθϕ2) ∈ Cl. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ρθϕ1 ∗ ρθϕ2 = ρθ(ϕ1 ∗ ϕ2).
Ïóñòü ϕ ↔ ρθϕ ∈ Cl. Äîêàæåì ¬ϕ ↔ ρθ¬ϕ(= ρθϕ → ¬(p0 → p0)) ∈ Cl. Cîãëàñíî

(1.1)
(ϕ→ ¬(p0 → p0))↔ (ρθϕ→ ¬(p0 → p0)) ∈ Cl ,

ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîêàçàòü ¬ϕ↔ (ϕ→ ¬(p0 → p0)) ∈ Cl. Èìïëèêàöèÿ ¬ϕ→ (ϕ→ ¬(p0 →
p0)) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àêñèîìû 10. Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ:

p0 → p0, (p0 → p0)→ (ϕ→ (p0 → p0)) (ax 1), ϕ→ (p0 → p0),

(ϕ→ (p0 → p0))→ ((ϕ→ ¬(p0 → p0))→ ¬ϕ) (ax 9), (ϕ→ ¬(p0 → p0))→ ¬ϕ .

â) ϕ ∈ Cl⊥ ⇒ ρϕ ∈ Cl.
Ïóñòü φ1, . . . , φn = ϕ � âûâîä ϕ èç àêñèîì ëîãèêè Cl⊥. Êàê è â ïóíêòå à), ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρφ1, . . . , ρφn = ρϕ è ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé åå ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ äîêàçó-
åìîé â Cl⊥ ôîðìóëîé. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ρ-ïåðåâîäû ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ àêñèîìû 10⊥:

ρ(⊥ → ϕ) = ¬(p0 → p0)→ ρϕ .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åcêîé òàâòîëîãèåé.

ã) ϕ ↔ θρϕ ∈ Cl⊥. Îïÿòü äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà èç (1.1) ïðèíàäëåæèò òàêæå è ëîãèêå Cl⊥, òàê êàê åå ñòàíäàðòíîå äîêà-
çàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ëèøü ïîçèòèâíûå àêñèîìû. Ïîýòîìó ñëó÷àé ïîçèòèâíûõ ñâÿçîê
ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê â ïóíêòå á). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ⊥ ↔ ρθ⊥ ∈ Cl⊥, ò. å.

⊥ ↔ ((p0 → p0)→ ⊥) ∈ Cl⊥.

Èìïëèêàöèÿ ⊥ → ((p0 → p0)→ ⊥) � ÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû 1. Äîêàæåì

(p0 → p0)→ ⊥ `Cl⊥ ⊥ .

Âîò êâàçèâûâîä: (p0 → p0), (p0 → p0) → ⊥, ⊥. Ïî òåîðåìå äåäóêöèè ïîëó÷àåì ((p0 →
p0)→ ⊥)→ ⊥ ∈ Cl⊥.



24 Ãëàâà 1. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

ä) θϕ ∈ Cl⊥ ⇒ ϕ ∈ Cl.
Åñëè θϕ ∈ Cl⊥, òî ρθϕ ∈ Cl ïî ïóíêòó â). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ Cl ïî ïóíêòó á).
å) ρϕ ∈ Cl ⇒ ϕ ∈ Cl⊥.
Åñëè ρϕ ∈ Cl, òî θρϕ ∈ Cl⊥ ïî ïóíêòó à). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ Cl⊥ ïî ïóíêòó ã).

Äàííîå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Cl è Cl⊥ � ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêè â ðàçíûõ ÿçûêàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.14. Ïóñòü L1 ∈ LOG(L1), L2 ∈ LOG(L2) è çàäàíû äâå òðàíñëÿöèè
θ : ForL1 → ForL2 è ρ : ForL2 → ForL1 .

1. Ëîãèêà L1 âêëàäûâàåòñÿ â L2 ïîñðåäñòâîì θ, åñëè

ϕ ∈ L1 ⇒ θϕ ∈ L2 (äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForL1).

2. Ëîãèêà L1 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ â L2 ïîñðåäñòâîì θ, åñëè

ϕ ∈ L1 ⇔ θϕ ∈ L2 (äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForL1).

3. Ëîãèêè L1 è L2 äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì θ è ρ, åñëè ëîãèêà
L1 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ â L2 ïîñðåäñòâîì θ, ëîãèêà L2 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ â L1

ïîñðåäñòâîì ρ, ïðè÷�åì

ϕ↔ ρθϕ ∈ L1 äëÿ âñÿêîé ϕ ∈ ForL1 ,

ϕ↔ θρϕ ∈ L2 äëÿ âñÿêîé ϕ ∈ ForL2 .

Çàìå÷àíèå 1.4.15. Ìû íå íàêëàäûâàåì êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïî-
íÿòèå òðàíñëÿöèè, ýòî ïðîñòî ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà ôîðìóë â ìíîæåñòâî ôîðìóë. Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî âîçìîæíû �âûðîæäåííûå� òðàíñëÿöèè.

Ïóñòü L1 ∈ LOG(L1), L2 ∈ LOG(L2) è L2 6= ForL2 . Âîçüìåì ôîðìóëû ϕ1 ∈ L2 è
ϕ2 6∈ L2 è îïðåäåëèì òðàíñëÿöèþ γ : ForL1 → ForL2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γψ := ϕ1, åñëè ψ ∈ L1 ;

γψ := ϕ2, åñëè ψ ∈ L2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî γ òî÷íî âêëàäûâàåò L1 â L2, õîòÿ ýòîò ôàêò è íå äàåò ñóùåñòâåííîé èí-
ôîðìàöèè î ñâÿçè ëîãèê L1 è L2.

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïðàâèòü ñèòóàöèþ, çàìåíèâ òðàíñëÿöèè íà ñòðóêòóðíûå òðàíñ-
ëÿöèè θ : ForL1 → ForL2 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

θ (ϕ(ψ1, . . . , ψn)) = θϕ (θψ1, . . . , θψn) .

Çàìåòèì, ÷òî òðàíñëÿöèè èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.13 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè. Îäíàêî åñòü
ðÿä ïîëåçíûõ îòêëîíåíèé îò ñâîéñòâà ñòðóêòóðíîñòè, êîòîðûå òðóäíî ïîäîãíàòü ïîä îä-
íó ñõåìó. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííûõ òðàíñëÿöèé ïîäîáíûõ γ íåëüçÿ óñòàíî-
âèòü äåôèíèöèàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ëîãèê, ïîýòîìó ìû îñòàâëÿåì îïðåäåëåíèå 1.4.14
â ïðåæíåì âèäå.

Óïðàæíåíèå 1.4.16. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Åñëè ëîãèêà L1 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ â L2 ïîñðåäñòâîì θ1, à ëîãèêà L2 òî÷íî
âêëàäûâàåòñÿ â L3 ïîñðåäñòâîì ρ, òî ëîãèêà L1 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ â L3 ïî-
ñðåäñòâîì θ2θ1.

2. Åñëè ëîãèêà L1 äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíà L2 ïîñðåäñòâîì θ1 è ρ1, à ëîãèêà
L2 äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíà L3 ïîñðåäñòâîì θ2 è ρ2, òî ëîãèêè L1 è L3 äå-
ôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì θ2θ1 è ρ1ρ2.

Îïðåäåëåíèå 1.4.17. Ðàññìîòðèì ëîãèêó L è ïðàâèëî

φ1, . . . , φn
ψ

(R).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî:

1) (R) äîïóñòèìî â ëîãèêå L, åñëè äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . , ξn è χ òàêèõ, ÷òî χ ïîëó÷àåòñÿ
èç ξ1, . . . , ξn ïî ïðàâèëó (R), {ξ1, . . . , ξn} ⊂ L âëå÷�åò χ ∈ L;

2) (R) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ëîãèêè L, åñëè {φ1, . . . , φn} `L ψ (òîãäà,
ðàçóìååòñÿ, ýòî âûïîëíåíî è äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâî÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî ëîãèêè L áóäåò äîïóñòèìî â L.

Ðàññìîòðèì äâà ñïåöèàëüíûõ ïðàâèëà, à èìåííî ïðàâèëî çàìåíû

p↔ q

χ(p)↔ χ(q)

è n-êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû

p1 ↔ q1, . . . , pn ↔ qn
χ (p1, . . . , pn)↔ χ (q1, . . . , qn)

.

Ãîâîðèì, ÷òî êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû äîïóñòèìî (ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì) â ëîãèêå
L, åñëè ëþáîå n-êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû äîïóñòèìî (ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì) â L.

È ãîâîðèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â ëîãèêå L, åñëè ïðàâèëî

p↔ q q ↔ r

p↔ r

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â L.

Óïðàæíåíèå 1.4.18. Ïóñòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â L.

1. Åñëè ïðàâèëî çàìåíû äîïóñòèìî â ëîãèêå L, òî êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû äîïó-
ñòèìî â L.

2. Åñëè ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â ëîãèêå L, òî êðàòíîå ïðàâèëî
çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â L.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.19. Ïóñòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â L1 ∈ LOG(L1), ïðàâèëî
çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â L1 è p→ p ∈ L1. Åñëè L2 � äåôèíèöèàëüíîå ðàñøèðåíèå
L1, òî L1 è L2 äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 1.4.16 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïðîñòûõ äå-
ôèíèöèàëüíûõ ðàñøèðåíèé.

Ïóñòü L2 = L1 + {f(p1, . . . , pn) ↔ φ(p1, . . . , pn)}. Î÷åâèäíî, ÷òî â ëîãèêå L2 ýêâèâà-
ëåíòíîñòü òàêæå òðàíçèòèâíà è ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì, òàê êàê Γ `L1 ϕ
âëå÷åò Γ `L2 ϕ äëÿ ëþáûõ Γ è ϕ.

Òîæäåñòâåííàÿ òðàíñëÿöèÿ iϕ := ϕ òî÷íî âêëàäûâàåò L1 â L2, òàê êàê L2 � êîí-
ñåðâàòèâíîå ðàñøèðåíèå ëîãèêè L1. Ïóñòü òðàíñëÿöèÿ τ : ForL1∪{f} → ForL1 îïðåäåëåíà,
êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4.12. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà,
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî τ âêëàäûâàåò L2 â L1; ϕ ∈ L2 âëå÷åò τϕ ∈ L1 äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForL1∪{f}.

Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForL1 âåðíî ϕ↔ τiϕ ∈ L1, òàê êàê τiϕ = τϕ = ϕ è p→ p ∈ L1.
Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû äîêàæåì, ÷òî ϕ ↔ iτϕ ∈ L2 äëÿ ëþáîé ϕ ∈

ForL1∪{f}. Áàçèñ èíäóêöèè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî p↔ p ∈ L2.
Ïóñòü gm ∈ L1 è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ϕ1 ↔ τϕ1, . . . , ϕm ↔

τϕm ∈ L2. Ïî êðàòíîìó ïðàâèëó çàìåíû (ñì. óïðàæíåíèå 1.4.18) ïîëó÷àåì

g(ϕ1, . . . , ϕm)↔ g(τϕ1, . . . , τϕm) ∈ L2 .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî τg(ϕ1, . . . , ϕm) = g(τϕ1, . . . , τϕm).
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó f(ϕ1, . . . , ϕn), ïðè÷åì ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìå-

åì ϕ1 ↔ τϕ1, . . . , ϕn ↔ τϕn ∈ L2. Ïî êðàòíîìó ïðàâèëó çàìåíû ïîëó÷àåì φ(ϕ1, . . . , ϕn)↔
φ(τϕ1, . . . , τϕm) ∈ L2. Èç àêñèîìû f(ϕ1, . . . , ϕn)↔ φ(ϕ1, . . . , ϕn) è òðàíçèòèâíîñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè âûâîäèì

f(ϕ1, . . . , ϕn)↔ φ(τϕ1, . . . , τϕn) ∈ L2 .

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî τ(f(ϕ1, . . . , ϕn)) = φ(τϕ1, . . . , τϕn).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî τϕ ∈ L1 âëå÷åò ϕ ∈ L2. Åñëè

τϕ ∈ L1, òî τϕ ∈ L2. Íî ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî ϕ↔ τϕ ∈ L2, ïîýòîìó ϕ ∈ L2.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëîãèêè L1 è L2 äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì

i è τ .



Ãëàâà 2

Êîíñòðóêòèâíûå ëîãèêè

2.1. Ïîçèòèâíàÿ ëîãèêà Pos, øêàëû Êðèïêå, ìåòîä êà-

íîíè÷åñêèõ ìîäåëåé

Âñå ëîãèêè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàíåå, èìåëè îäèí è òîò æå ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò
(L+-ôðàãìåíò), à èìåííî Cl+. Ìåæäó òåì äàæå â ïîçèòèâíîì ôðàãìåíòå êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè åñòü ðÿä äîñòàòî÷íî ïàðàäîêñàëüíûõ âûâîäîâ.

Ïðèìåðû.

1. (p→ q) ∧ (r → s) `Cl+ (p→ s) ∨ (r → q).

Çàìåíèì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå íà ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

p := �Äæîí â Ïàðèæå�; q := �Äæîí âî Ôðàíöèè�;

r := �Äæîí â Ëîíäîíå�; s := �Äæîí â Àíãëèè�.

Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ ïîñûëêà âûâîäèìîñòè çàâåäîìî èñòèííà, à çàêëþ-
÷åíèå çàâåäîìî ëîæíî.

2. (p ∧ q)→ r `Cl+ (p→ r) ∨ (q → r).
Ïðåäñòàâèì ñåáå çàìêíóòûé êîíòóð, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåíû âûêëþ-

÷àòåëè I è II, èñòî÷íèê òîêà è ëàìïî÷êà. Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ïåðåìåííûå òàê:

p := �Âûêëþ÷àòåëü I çàìêíóò�; q := �Âûêëþ÷àòåëü II çàìêíóò�;

r := �Ëàìïî÷êà ãîðèò�.

Îïÿòü èç èñòèííîé ïîñûëêè ïîëó÷àåì èíòóèòèâíî ëîæíûé âûâîä.

Ðàññìîòðèì ëîãèêó, â êîòîðîé óïîìÿíóòûå âûøå âûâîäèìîñòè íå èìåþò ìåñòà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïîçèòèâíîé ëîãèêîé Pos ìû áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøóþ ëîãèêó
â ÿçûêå L+, ñîäåðæàùóþ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1) p→ (q → p);

2) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r));

3) (p ∧ q)→ p;

4) (p ∧ q)→ q;



28 Ãëàâà 2. Êîíñòðóêòèâíûå ëîãèêè

5) (p→ q)→ ((p→ r)→ (p→ (q ∧ r)));

6) p→ (p ∨ q);

7) q → (p ∨ q);

8) (p→ r)→ ((q → r)→ ((p ∨ q)→ r)).

Òàêèì îáðàçîì, Pos çàäàåòñÿ òåìè àêñèîìàìè èç ñòàíäàðòíîé àêñèîìàòèêè êëàññè-
÷åñêîé ëîãèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò îòðèöàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Ëîãèêà Pos óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè, ò. å. äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ For+

è ϕ, ψ ∈ For+ âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

Γ ∪ {ϕ} `Pos ψ ⇐⇒ Γ `Pos ϕ→ ψ .

Ýòî ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ àêñèîì 1 è 2 è îïðåäåëåíèÿ ëîãèêè êàê ìíîæåñòâà ôîðìóë, çà-
ìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè è modus ponens (ïî òåîðåìå 1.1.5).

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ëîãèêè Pos, ïî-
ñêîëüêó

(ϕ1 ↔ ψ1)→ ((ϕ2 ↔ ψ2)→ ((ϕ1 ∗ ϕ2)↔ (ψ1 ∗ ψ2))) ∈ Pos ,
ãäå ∗ ∈ {∨,∧,→}, ïðè÷�åì ñòàíäàðòíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôîðìóë â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå
èñïîëüçóþò ëèøü àêñèîìû 1�8.

Ïåðåéä�åì ê îïðåäåëåíèþ ñåìàíòèêè ïîçèòèâíîé ëîãèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Øêàëîé áóäåì íàçûâàòü ïàðó W = 〈W,≤〉, ãäå W � ìíîæåñòâî, à
≤ � ïðåäïîðÿäîê íà W , ò. å. ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå.

Ýëåìåíòû øêàëû ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè èëè âîçìîæíûìè ìèðàìè, à îòíî-
øåíèå ≤ ÷àñòî íàçûâàþò îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � øêàëà è K ⊆ W . Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ
êîíóñîì øêàëû W , åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ K è y ∈ W èç x ≤ y ñëåäóåò y ∈ K.

×åðåç 〈W,≤〉+ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîíóñîâ ïðåäïîðÿäêà 〈W,≤〉.

Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � øêàëà. Îöåíêîé â W (W-îöåíêîé) áóäåì
íàçûâàòü îòîáðàæåíèå v : Prop→ 〈W,≤〉+.

Ìîäåëü � ýòî ïàðà µ = 〈W , v〉, ãäå W � øêàëà, à v � W-îöåíêà. Ãîâîðèì â ýòîì
ñëó÷àå, ÷òî µ � ìîäåëü íàä W .

Èíòóèòèâíî, îöåíêà v : Prop → 〈W,≤〉+ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïåðåìåííîé p ìíî-
æåñòâî òåõ âîçìîæíûõ ìèðîâ v(p), â êîòîðûõ ýòà ïåðåìåííàÿ èñòèííà, ïðè÷�åì èñòèí-
íîñòü íàñëåäóåòñÿ ââåðõ ïî ≤. Èíîãäà âìåñòî îöåíêè v ðàññìàòðèâàþò îòîáðàæåíèå V :
Prop×W → {0, 1}, ñâÿçàííîå ñ v ñîîòíîøåíèåì

V (p, w) = 1 ⇐⇒ w ∈ v(p)

ïðè âñåâîçìîæíûõ p ∈ Prop è w ∈ W .

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü w ∈ W , ϕ ∈ For+). Îïðåäåëèì
îòíîøåíèå µ,w |= ϕ (ôîðìóëà ϕ èñòèííà / âûïîëíèìà â ìèðå w ìîäåëè µ) èíäóêöèåé ïî
ñëîæíîñòè ôîðìóëû:
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µ,w |= p ⇐⇒ w ∈ v(p) ;
µ,w |= ϕ ∨ ψ ⇐⇒ µ,w |= ϕ èëè µ,w |= ψ ;
µ,w |= ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ,w |= ϕ è µ,w |= ψ ;
µ,w |= ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀u ∈ W (w ≤ u ⇒ (µ, u |= ϕ ⇒ µ, u |= ψ)) .

Ïîëàãàåì
µ(ϕ) := {w ∈ W | µ,w |= ϕ}.

Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ìîäåëè µ (ïèøåì µ |= ϕ), åñëè µ(ϕ) = W .
Ôîðìóëà ϕ èñòèííà íà øêàëå W (ïèøåì W |= ϕ), åñëè ϕ èñòèííà â ëþáîé ìîäåëè íàä
øêàëîé W . Íàêîíåö, ϕ èñòèííà â êëàññå øêàë K (ïèøåì K |= ϕ), åñëè ϕ èñòèííà íà
ëþáîé øêàëå W ∈ K.

Ëåììà 2.1.8 (Î ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, ϕ ∈ For+. Òîãäà
µ(ϕ) ∈ 〈W,≤〉+, ò. å. äëÿ ëþáûõ u,w ∈ W ,

åñëè u ≤ w è µ, u |= ϕ, òî µ,w |= ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Áàçà èíäóêöèè, µ(p) ∈
〈W,≤〉+, ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà µ(p) = v(p) è îïðåäåëåíèÿ W-îöåíêè.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.7 ñëåäóåò

µ(ϕ ∨ ψ) = µ(ϕ) ∪ µ(ψ) è µ(ϕ ∧ ψ) = µ(ϕ) ∩ µ(ψ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå êîíóñîâ ÿâëÿþòñÿ êîíóñàìè.
Ïóñòü µ, u |= ϕ→ ψ è u ≤ w. Ïðîâåðèì, ÷òî µ,w |= ϕ→ ψ. Åñëè w ≤ w′, òî u ≤ w′ è

èìïëèêàöèÿ µ,w′ |= ϕ ⇒ µ,w′ |= ψ ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ µ, u |= ϕ→ ψ.

Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � øêàëà è K ∈ W+. Îïðåäåëèì ïîðîæä�åyíóþ (êîíóñîì K)
ïîäøêàëó WK ñëåäóþùèì îáðàçîì:

WK := 〈K,≤ ∩K2〉.

Åñëè µ = 〈W , v〉 � ìîäåëü íàä W , òî îïðåäåëÿåì ïîðîæä�åyíóþ ïîäìîäåëü êàê

µK := 〈WK , vK〉 , ãäå vK(p) := v(p) ∩K äëÿ âñåõ p ∈ Prop .

Äëÿ êàæäîãî w ∈ W ïîëàãàåì Ww :=W w̌ è µw := µw̌, ãäå w̌ := {u ∈ W | w ≤ u} � êîíóñ,
ïîðîæä�åyíûé ìèðîì w.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåñëîæíîé èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìó-
ëû ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðå w îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èñòèííîñòü åå
êîìïîíåíò ëèáî â òîì æå ñàìîì ìèðå (äëÿ ∨ è ∧), ëèáî â ìèðàõ, êîòîðûå ëåæàò íàä w
(äëÿ →).

Ëåììà 2.1.9 (Î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, K ∈ 〈W,≤
〉+, ϕ ∈ For+ è w ∈ K. Âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ,w |= ϕ ⇐⇒ µK , w |= ϕ .

Â ÷àñòíîñòè,
µ |= ϕ =⇒ µK |= ϕ .
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Äëÿ øêàëû W è êëàññà øêàë K îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ôîðìóë

LW := {ϕ ∈ For+ | W |= ϕ} è LK := {ϕ ∈ For+ | K |= ϕ}.

Òàêæå ââåä�åì îáîçíà÷åíèå

EPos := {L ∈ LOG(L+) | Pos ⊆ L}

è äàëåå äëÿ ëþáîé L ∈ EPos ïîëàãàåì EL := {L′ ∈ LOG(L+) | L ⊆ L′}. Òåì ñàìûì, EPos
è EL ñóòü êëàññû ëîãèê â ÿçûêå L+, ðàcøèðÿþùèõ Pos è L ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé î êîððåêòíîñòè ïîçèòèâíîé
ëîãèêè îòíîñèòåëüíî ïðåäëîæåííîé ñåìàíòèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.10. Äëÿ ëþáîé øêàëû W = 〈W,≤〉 è êëàññà øêàë K èìååò ìåñòî
{LW , LK} ⊂ EPos.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ LK =
⋂
W∈K LW äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî LW ∈ EPos.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë LW ÿâëÿåòñÿ ëîãèêîé, ò. å. çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè è modus ponens.
Ïóñòü ϕ = ϕ(p1, . . . pn) ∈ LW . Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(ψ1, . . . , ψn) ∈ LW .
Ïóñòü µ = 〈W , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä W è ψ1, . . . , ψn � ïðîèçâîëüíûé íàáîð

ôîðìóë. Ðàññìîòðèì ìîäåëü µ′ := 〈W , v′〉 òàêóþ, ÷òî

v′(p1) := µ(ψ1) , . . . , v′(pn) := µ(ψn).

Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû χ =
χ(p1, . . . , pn) âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ,w |= χ(ψ1, . . . , ψn) ⇐⇒ µ′, w |= χ(p1, . . . , pn) äëÿ âñåõ w ∈ W.

Ïîñêîëüêó ϕ(p1, . . . pn) ∈ LW , òî µ′ |= ϕ(p1, . . . pn), îòêóäà µ |= ϕ(ψ1, . . . , ψn) ïî äîêàçàííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü ϕ, ϕ → ψ ∈ LW , µ = 〈W , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä W è w ∈ W . Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ µ,w |= ϕ è µ,w |= ϕ→ ψ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1.7 âåðíà èìïëèêàöèÿ
µ,w |= ϕ ⇒ µ,w |= ψ. Îòêóäà µ,w |= ψ.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë LW ÿâëÿåòñÿ ëîãèêîé. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü
âêëþ÷åíèå Pos ⊆ LW . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ èç àêñèîì Pos èñ-
òèííà íà W . Ñäåëàåì ýòî äëÿ àêñèîìû 2. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè µ íàä W è
ëþáîãî ìèðà x ∈ W âåðíà èìïëèêàöèÿ:

µ, x |= p→ (q → r) ⇒ µ, x |= (p→ q)→ (p→ r).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíà åå ïîñûëêà µ, x |= p→ (q → r), ò. å.

∀y ≥ x (µ, y |= p ⇒ µ, y |= q → r). (2.1)

Íàì íóæíî äîêàçàòü

∀y ≥ x (µ, y |= p→ q ⇒ µ, y |= p→ r). (2.2)

Ïóñòü y ≥ x è µ, y |= p → q. Âîçüìåì z ≥ y è ïðåäïîëîæèì µ, z |= p. Òîãäà µ, z |= q.
Î÷åâèäíî, ÷òî z ≥ x. Ïîýòîìó ïî 2.1 µ, z |= q → r, îòñþäà è èç µ, z |= q ñëåäóåò µ, z |= r.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ≥ y èç µ, z |= p ñëåäóåò µ, z |= r, ò. å. µ, y |= q → r. Òåì
ñàìûì, 2.2 äîêàçàíî.

Èñòèííîñòü îñòàëüíûõ àêñèîì íà W ïðîâåðÿåòñÿ ïîäîáíûì æå îáðàçîì.
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Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � øêàëà, Γ ∪ {ϕ} ⊆ For+. Îòíîøåíèå Γ |=W ϕ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé ìîäåëè µ íàä W è ëþáîãî w ∈ W âåðíà èìïëèêàöèÿ

∀ψ ∈ Γ (µ,w |= ψ) =⇒ µ,w |= ϕ .

Åñëè K � êëàññ øêàë, òî Γ |=K ϕ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî W ∈ K âåðíî Γ |=W ϕ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.11. Ïóñòü L ∈ EPos è K � êëàññ øêàë. Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L ñèëüíî
ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë K, åñëè `L= |=K. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ëîãèêà L
ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë K, åñëè L = LK. Íàêîíåö, ëîãèêà L ïîëíà ïî Êðèïêå,
åñëè îíà ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî êëàññà øêàë.

Çàïèñü W |= L îçíà÷àåò, ÷òî W |= ϕ äëÿ âñåõ ϕ ∈ L. Äëÿ ëîãèêè L ∈ EPos ïîëàãàåì

Mod(L) := {W | W |= L}.

Î÷åâèäíî, ÷òî L ⊆ LMod(L), îäíàêî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âåðíî íå âñåãäà.

Ëåììà 2.1.12. Ïóñòü {L1, L2} ⊂ EPos, à K1 è K2 � êëàññû øêàë.

1. Åñëè L1 ⊆ L2, òî Mod(L2) ⊆Mod(L1).

2. Åñëè K1 ⊆ K2, òî LK2 ⊆ LK1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé Mod(L) è LK.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.13. Ëîãèêà L ∈ EPos ïîëíà ïî Êðèïêå, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî
L = LMod(L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L = LMod(L), òî î÷åâèäíî, ÷òî L ïîëíà ïî Êðèïêå.
Ïóñòü L ïîëíà ïî Êðèïêå, ò. å. L = LK äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà øêàë K. Òîãäà

K ⊆ Mod(L), îòêóäà ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîëó÷àåì LMod(L) ⊆ LK = L. Ïîñêîëüêó
âêëþ÷åíèå L ⊆ LMod(L) âåðíî âñåãäà, ìû äîêàçàëè L = LMod(L).

Áóäåì íàçûâàòü øêàëó îñòðîé, åñëè îíà ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Çàìåòèì,
÷òî øêàëà ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê îòíîøåíèå äî-
ñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì, à íå ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Íàïðèìåð, ëþáàÿ øêàëà
âèäà Ww � îñòðàÿ.

Äëÿ êëàññà øêàë K ïîëàãàåì

Ǩ := {Ww | W = 〈W,≤〉 ∈ K, w ∈ W}.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (îñòàâëåííîå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè.

Óïðàæíåíèå 2.1.14. Åñëè ëîãèêà L ∈ EPos (ñèëüíî) ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë
K, òî L (ñèëüíî) ïîëíà îòíîñèòåëüíî Ǩ.

Ñëåäñòâèå 2.1.15. Ëþáàÿ ïîëíàÿ ïî Êðèïêå ëîãèêà L ∈ EPos ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî êëàññà îñòðûõ øêàë.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ïîëíîòû ëîãèêè Pos îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé
ñåìàíòèêè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé, âûðîæäåííàÿ ôîðìà
êîòîðîãî óæå èñïîëüçîâàëàñü íàìè ðàíåå. Åãî îñíîâíûå ýëåìåíòû: ëåììà î ðàñøèðåíèè,
ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè è ëåììà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè.

Ëåììà î ðàñøèðåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
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Ëåììà 2.1.16 (Î ðàñøèðåíèè). Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L ∈ EPos, è ëþáûõ ìíîæåñòâ
ôîðìóë Σ è ∆, åñëè Σ 6`L ∆, òî íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ ⊇ Σ òàêàÿ, ÷òî Γ 6`L ∆.

Îïðåäåëåíèå 2.1.17. Ïóñòü L ∈ EPos. Êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà � ýòî WL := 〈WL,≤L〉,
ãäå:

1) WL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ L-òåîðèé;

2) Γ ≤L ∆ ⇐⇒ Γ ⊆ ∆.

Äàëåå, êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü µL ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç êàíîíè÷åñêîé
L-øêàëû WL è îöåíêè vL, çàäàííîé ïîñðåäñòâîì

vL (p) :=
{

Γ ∈ WL | p ∈ Γ
}

äëÿ êàæäîãî p ∈ Prop .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Ëåììà 2.1.18 (Î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè). Ïóñòü L ∈ EPos. Â êàíîíè÷åñêîé L-ìîäåëè
µL äëÿ ëþáûõ Γ ∈ WL è ϕ ∈ For+ âåðíî

µL,Γ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ϕ. Áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
îöåíêè vL:

µL,Γ |= p ⇐⇒ Γ ∈ vL(p) ⇐⇒ p ∈ Γ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé Γ ∈ WL è ôîðìóë ϕ è ψ óæå äîêàçàíû ýêâèâàëåíòíîñòè:

µL,Γ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ è µL,Γ |= ψ ⇐⇒ ψ ∈ Γ .

Ðàññìîòðèì ñëîæíûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå èç ϕ è ψ.

1. ϕ ∧ ψ.

µL,Γ |= ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µL,Γ |= ϕ è µL,Γ |= ψ ⇐⇒
ϕ ∈ Γ è ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∧ ψ ∈ Γ .

Ïåðâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü î÷åâèäíà, âòîðàÿ ñëåäóåò èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Äîêà-
æåì ïîñëåäíþþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Èìïëèêàöèÿ (ϕ∧ψ ∈ Γ ⇒ ϕ ∈ Γ è ψ ∈ Γ) âûòåêàåò èç
àêñèîì 3 è 4. Ïóñòü ϕ, ψ ∈ Γ, òîãäà êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ∧ψ èç Γ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ϕ→ ϕ, (ϕ→ ϕ)→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ (ϕ ∧ ψ))), (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ (ϕ ∧ ψ)), ψ,

ψ → (ϕ→ ψ), ϕ→ ψ, ϕ→ (ϕ ∧ ψ), ϕ, ϕ ∧ ψ .

2. ϕ ∨ ψ.

µL,Γ |= ϕ ∨ ψ ⇐⇒ µL,Γ |= ϕ èëè µL,Γ |= ψ ⇐⇒
ϕ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∨ ψ ∈ Γ .

Âíîâü íåòðèâèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Èìïëèêàöèÿ (ϕ ∈
Γ èëè ψ ∈ Γ ⇒ ϕ ∨ ψ ∈ Γ) ñëåäóåò èç àêñèîì 6 è 7. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïðîñòàÿ òåîðèÿ Γ óäîâëåòâîðÿåò äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó.
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3. ϕ→ ψ.

µL,Γ |= ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀Γ′ ⊇ Γ (µL,Γ′ |= ϕ ⇒ µL,Γ′ |= ψ) ⇐⇒
∀Γ′ ⊇ Γ (ϕ ∈ Γ′ ⇒ ψ ∈ Γ′) ⇐⇒ ϕ→ ψ ∈ Γ .

Äîêàæåì ïîñëåäíþþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Åñëè ϕ→ ψ ∈ Γ, òî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïðîñòîé òåîðèè Γ′, ðàñøèðÿþùåé Γ, èç ϕ ∈ Γ′ ñëåäóåò ψ ∈ Γ′.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ϕ→ ψ 6∈ Γ. Ïî òåîðåìå äåäóêöèè Γ∪{ϕ} 6`L ψ. Ñîãëàñíî ëåììå
î ðàñøèðåíèè íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî Γ∪ {ϕ} ⊆ Γ′ è Γ′ 6`L ψ. Ïîñêîëüêó Γ′

çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âûâîäèìîñòè, Γ′ 6`L ψ ýêâèàëåíòíî ψ 6∈ Γ′.

Òåîðåìà 2.1.19. Ëîãèêà Pos ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ êëàññîâ øêàë:

à) êëàññà âñåõ øêàë;

á) êëàññà âñåõ îñòðûõ øêàë;

â) êëàññà âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ;

ã) êëàññà âñåõ îñòðûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � ïðîèçâîëüíàÿ øêàëà. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ
Γ `Pos ϕ ⇒ Γ |=W ϕ. Ïóñòü ìîäåëü µ íàä W è ìèð w ∈ W òàêîâû, ÷òî

µ,w |= ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ .

Ñîîòíîøåíèå Γ `Pos ϕ îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë χ1, . . . , χn = ϕ òàêàÿ,
÷òî åå ýëåìåíòû ïðèíàäåæàò Pos èëè Γ ëèáî ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî modus ponens.
Âñå ýëåìåíòû Γ èñòèííû â ìèðå w ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Âñå ôîðìóëû èç Pos èñòèííû â ìèðå
w ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.10. Åñëè µ,w |= χ→ ξ è µ,w |= χ, òî µ,w |= ξ ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.7.
Òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîãî i ≤ n âåðíî µ,w |= χi, â ÷àñòíîñòè µ,w |= ϕ.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî Γ `Pos ϕ ⇒ Γ |=W ϕ äëÿ ëþáîé W .
Ïóñòü Γ 6`Pos ϕ. Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ Pos-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî

Γ ⊆ Γ′ è ϕ 6∈ Γ′. Ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè,

∀ψ ∈ Γ
(
µPos,Γ′ |= ψ

)
è µPos,Γ′ 6|= ϕ .

á) Ñëåäóåò èç à) è ïðåäëîæåíèÿ 2.1.14.
â) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü ëþáîé øêàëû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì

ïîðÿäêîì.
ã) Ñëåäóåò èç â) è ïðåäëîæåíèÿ 2.1.14.

Òåïåðü, äîêàçàâ òåîðåìó ïîëíîòû äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî ïàðàäîêñàëüíûå êëàññè÷åñêèå âûâîäû, ðàññìîòðåííûå íàìè ðàíåå â ïðèìåðàõ, íå èìå-
þò ìåñòà â Pos. Çàîäíî ìû ïîêàæåì, ÷òî è äîïîëíèòåëüíàÿ àêñèîìà p ∨ (p→ q) êëàññè-
÷åñêîé ïîçèòèâíîé ëîãèêè Cl+ íå ëåæèò â Pos.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.20. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû íå ëåæàò â Pos:

à) p ∨ (p→ q);

á) ((p→ q) ∧ (r → s))→ ((p→ s) ∨ (r → q));
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â) ((p ∧ q)→ r)→ ((p→ r) ∨ (q → r)).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïî òåîðåìå ïîëíîòû äîñòàòî÷íî íàéòè ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 òàêóþ,
÷òî µ, x 6|= p ∨ (p→ q) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ W .

Ïóñòü W = {a, b}, a 6= b, a ≤ b, v(p) = {b}, v(q) = ∅.

q
q
a 6|= p, 6|= q

b |= p, 6|= q

Ïî îïðåäåëåíèþ µ, a 6|= p. Â òî æå âðåìÿ µ, a 6|= p → q, òàê êàê â ìèðå b, êîòîðûé
ëåæèò íàä a, ëîæíà èìïëèêàöèÿ µ, b |= p ⇒ µ, b |= q. Òåì ñàìûì, µ, a 6|= p ∨ (p→ q).

á) Ïîñòðîèì ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 òàêóþ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ W âûïîëíåíî
µ, x |= (p→ q) ∧ (r → s) è µ, x 6|= (p→ s) ∨ (r → q).

Ïîëàãàåì W = {a, b, c}, ìèðû a, b è c ïîïàðíî ðàçëè÷íû, a ≤ b, a ≤ c, v(p) = v(q) =
{b}, v(r) = v(s) = {c}.

q
q q

�
�
�
�
�

@
@
@

@
@

a 6|= p, q, r, s

b
|= p, q
6|= r, s c

6|= p, q
|= r, s

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a � òðåáóåìûé ìèð.

â) Òåïåðü íàéäåì ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 òàêóþ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ W âûïîëíåíî
µ, x |= (p ∧ q)→ r è µ, x 6|= (p→ r) ∨ (q → r).

Ïîëàãàåì W = {a, b, c}, ìèðû a, b è c ïîïàðíî ðàçëè÷íû, a ≤ b, a ≤ c, v(p) = {b},
v(q) = {c}, v(r) = ∅.

q
q q

�
�
�
�
�

@
@

@
@
@

a 6|= p, q, r

b
|= p
6|= q, r c

|= q
6|= p, r

Îïÿòü, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a � òðåáóåìûé ìèð.

Íàïîìíèì, ÷òî ëîãèêà L ∈ LOG(L), ∨ ∈ L, îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì
(DP), åñëè äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ ForL èç ϕ ∨ ψ ∈ L ñëåäóåò ϕ ∈ L èëè ψ ∈ L.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.21. Ñïðàâäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Êëàññè÷åñêàÿ ïîçèòèâíàÿ ëîãèêà Cl+ íå îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

2. Ïîçèòèâíàÿ ëîãèêà Pos îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî îïðåäåëåíèþ p ∨ (p → q) ∈ Cl+, íî î÷åâèäíî, ÷òî p 6∈ Cl+ è
p→ q 6∈ Cl+.

2. Ïóñòü ϕ ∨ ψ ∈ Pos, íî ϕ 6∈ Pos è ψ 6∈ Pos. Ïî òåîðåìå ïîëíîòû íàéäóòñÿ ìîäåëè

µ1 = 〈W1,≤1, v1〉 è µ2 = 〈W2,≤2, v2〉
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è ìèðû x ∈ W1 è y ∈ W2 òàêèå, ÷òî µ1, x 6|= ϕ è µ2, y 6|= ψ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W1 ∩W2 = ∅. Ðàññìîòðèì ìîäåëü

µ = 〈W,≤, v〉, ãäå

W := W1 ∪W2 ∪ {z} , z 6∈ W1 ∪W2 ; ≤ := ≤1 ∪ ≤2 ∪{(z, w) | w ∈ W} ;

à îöåíêà v îïðåäåëåíà òàê: v(p) := v1(p) ∪ v2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Prop.
Èíûìè ñëîâàìè, øêàëà 〈W,≤〉 ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì íàèìåíüøåãî ìèðà z ê îáú-

åäèíåíèþ W1 ∪W2, ïðè ýòîì íèêàêîé ìèð èç W1 íå ñðàâíèì ñ ìèðîì èç W2.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìîäåëü µ îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Ïðè ýòîì ìîäåëè µ1 è µ2 ÿâëÿþòñÿ

ïîðîæä�åyíûìè ïîäìîäåëÿìè ìîäåëè µ.
Ââèäó ϕ ∨ ψ ∈ Pos èìååì µ, z |= ϕ ∨ ψ. Ñëåäîâàòåëüíî, µ, z |= ϕ èëè µ, z |= ψ. Åñëè

µ, z |= ϕ, òî ïî ëåììå î ìîíîòîííîñòè µ, x |= ϕ è ïî ëåììå î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè
µ1, x |= ϕ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè æå µ, z |= ψ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ïîëó÷àåì µ2, y |= ψ, ÷òî îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåïåðü ïðèâåäåì áîëåå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà
äëÿ Pos.

Ïóñòü L ∈ EPos. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ôîðìóë ïðåäèêàò |Lϕ (�ñëýø Êëèíè�)
èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Lp ⇐⇒ p ∈ L ∩ Prop ;
|Lϕ ∧ ψ ⇐⇒ |Lϕ è |Lψ ;
|Lϕ ∨ ψ ⇐⇒ 
L ϕ èëè 
L ψ ;
|Lϕ→ ψ ⇐⇒ 
L ϕ ⇒ |Lψ ,

ãäå 
L ϕ åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ �`L ϕ è |Lϕ�.
Ïðåäëîæåíèå 2.1.22. Ïóñòü ϕ ∈ For+. Åñëè ϕ ∈ Pos, òî |Posϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà ôîðìóëû èç àêñèîì ëîãèêè
Pos. Áàçîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ |Posϕ äëÿ âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àêñèîì
ëîãèêè Pos. Ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè àêñèîì 1 è 2. Íèæíèé èíäåêñ ·Pos áóäåì
îïóñêàòü.

Äëÿ ïåðâîé àêñèîìû èìååì:

| (ϕ→ (ψ → ϕ)) ⇐⇒ (
 ϕ ⇒ (
 ψ ⇒ | ϕ)).

Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå ñïðàâà îò �⇐⇒� î÷åâèäíûì îáðàçîì èñòèííî.
Ðàññìîòðèì âòîðóþ àêñèîìó. Ðàñïèñûâàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå

| ((ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ)))

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èç ` ϕ→ (ψ → χ), (
 ϕ ⇒ (
 ψ ⇒ | χ)), ` ϕ→ ψ, (
 ϕ ⇒ | ψ)
è 
 ϕ ñëåäóåò | χ. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå èñòèííî. Èç 
 ϕ è ` ϕ→ (ψ → χ)
âûâîäèì ` ψ → χ. Äàëåå, èç 
 ϕ è ` ϕ→ ψ ïîëó÷àåì ` ψ, à èç 
 ϕ è 
 ϕ ⇒ | ψ ñëåäóåò
| ψ. Òåì ñàìûì, 
 ψ. Çíà÷èò, èç 
 ϕ, 
 ψ è (
 ϕ ⇒ (
 ψ ⇒ | χ)) ïîëó÷àåì | χ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå modus ponens ê äîêàçóåìûì ôîðìóëàì ñîõðàíÿåò ñëýø
Êëèíè.

Ïóñòü ϕ, ϕ → ψ ∈ Pos è óæå äîêàçàíî | ϕ è | ϕ → ψ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èç 
 ϕ
ñëåäóåò | ψ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ âåðíî 
 ϕ, ñëåäîâàòåëüíî | ψ.
Ñëåäñòâèå 2.1.23. Ëîãèêà Pos îáëàäàåò DP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ∨ψ ∈ Pos, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.22 âåðíî |Pos(ϕ∨ψ), ò. å. 
Pos ϕ
èëè 
Pos ψ. Â ÷àñòíîñòè, ϕ ∈ Pos èëè ψ ∈ Pos.
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2.2. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà Int è ìèíèìàëüíàÿ ëîãè-

êà J

Òåïåðü äîáàâèì ê íàøåìó ÿçûêó îòðèöàíèå è îïðåäåëèì îäíó èç ñàìûõ èçâåñòíûõ íåêëàñ-
ñè÷åñêèõ ëîãèê � èíòóèöèîíèñòñêóþ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ëîãèêà Int¬ � ýòî íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå LCL, ñîäåðæàùàÿ
àêñèîìû ïîçèòèâíîé ëîãèêè Pos è àêñèîìû

9¬) (p→ ¬q)→ ((p→ q)→ ¬p);

10¬) ¬p→ (p→ q).

Ëîãèêà Int⊥ � ýòî íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå L⊥, ñîäåðæàùàÿ àêñèîìû ïîçèòèâíîé
ëîãèêè Pos è àêñèîìó

9⊥) ⊥ → p.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Ëîãèêè Int¬ è Int⊥ äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëîãèêè Int¬ è Int⊥ äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì òðàíñ-
ëÿöèé θ è ρ, ïðèâåä�åííûõ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ïðåäëîæåíèÿ 1.4.13 (ñ
öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ äåôèíèöèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëîãèê Cl è Cl⊥). Ñàìî äîêàçàòåëü-
ñòâî òàêæå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.13.

Èòàê, ó íàñ åñòü äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ëîãèêè â ðàçíûõ ÿçûêàõ. Â äàëü-
íåéøåì îñíîâíûì ÿçûêîì ñ÷èòàåì L⊥, à çàïèñü ¬ϕ ñ÷èòàåì ñîêðàùåíèåì äëÿ ϕ → ⊥.
Â îáîçíà÷àíèè Int⊥ îïóñêàåì âåðõíèé èíäåêñ è íàçûâàåì ëîãèêó Int èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêîé, èëè ëîãèêîé Ãåéòèíãà.

Øêàëû è ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè â òî÷íîñòè òàê æå,
êàê è äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè (ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.1.4�2.1.6).

Îòíîøåíèå èñòèííîñòè ôîðìóë â ìèðàõ ìîäåëè òàêæå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ äëÿ
ïîçèòèâíîé ëîãèêè (îïðåäåëåíèå 2.1.7). Íàì íóæíî ëèøü îïðåäåëèòü ýòî îòíîøåíèå äëÿ
íîâîãî ýëåìåíòà ÿçûêà, êîíñòàíòû ⊥:

µ,w 6|= ⊥ äëÿ ëþáûõ µ è w .

Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà µ(ϕ), èñòèííîñòè ôîðìóëû â ìîäåëè, èñòèííîñòè ôîðìóëû íà
øêàëå è íà êëàññå øêàë, à òàêæå ìíîæåñòâà LW è LK, ãäå W � øêàëà, à K � êëàññ
øêàë, îïðåäåëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè. Ïîíÿòèå ïîðîæä�åííîé
ïîäìîäåëè òàêæå íå ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèé.

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.2.3 (Î ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, ϕ ∈ ForL⊥. Òîãäà
âûïîëíåíî µ(ϕ) ∈ 〈W,≤〉+, ò. å. äëÿ ëþáûõ u,w ∈ W ,

åñëè u ≤ w è µ, u |= ϕ , òî µ,w |= ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîïîëíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1.8 íàì íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü,
÷òî µ(⊥) � êîíóñ. Îäíàêî ïî îïðåäåëåíèþ µ(⊥) = ∅.
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Ëåììà 2.2.4 (Î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, ϕ ∈ ForL⊥,
K ∈ 〈W,≤〉+ è w ∈ K. Âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ,w |= ϕ ⇐⇒ µK , w |= ϕ .

Â ÷àñòíîñòè,
µ |= ϕ =⇒ µK |= ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.9.

Ââåä�åì îáîçíà÷åíèå

EInt :=
{
L ∈ LOG

(
L⊥
)
| Int ⊆ L

}
(ìû áóäåì íàçûâàòü ëîãèêè èç EInt ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèìè). Äàëåå, äëÿ ëþáîé ëîãèêè
L ∈ EInt ïîëàãàåì EL :=

{
L′ ∈ LOG

(
L⊥
)
| L ⊆ L′

}
.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå î êîððåêòíîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè îòíîñèòåëüíî ïðåä-
ëîæåííîé ñåìàíòèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.5. Äëÿ ëþáîé øêàëû W = 〈W,≤〉 è êëàññà øêàë K èìååò ìåñòî
{LW , LK} ⊂ EInt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.10. Äîïîëíèòåëüíî íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìà 9⊥ èñòèííà âî âñåõ øêàëàõ, íî ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ⊥
ëîæíà â ëþáîì ìèðå ëþáîé ìîäåëè.

Îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ Γ |=W ϕ è Γ |=K ϕ, ãäå W � øêàëà, à K � êëàññ øêàë,
îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Äëÿ ëîãèê èç EInt ïîíÿòèÿ ïîëíîòû è ñèëüíîé ïîë-
íîòû îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë, à òàêæå ïîëíîòû ïî Êðèïêå îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è
äëÿ ëîãèê èç EPos. Òî÷íî òàê æå ñïðàâåäëèâû àíàëîãè ëåììû 2.1.12, ïðåäëîæåíèÿ 2.1.13,
óïðàæíåíèÿ 2.1.14 è ñëåäñòâèÿ 2.1.15.

Íàêîíåö, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëíîòû äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ïðîâîäèòñÿ
ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ ëîãèêè Pos.

Ëåììà 2.2.6 (Î ðàñøèðåíèè). Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L ∈ EInt, è ëþáûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë
Σ è ∆, åñëè Σ 6`L ∆, òî íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ ⊇ Σ òàêàÿ, ÷òî Γ 6`L ∆.

Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè ïî ñóòè íå ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.2.7. Ïóñòü L ∈ EInt. Êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà� ýòî ïàðàWL := 〈WL,≤L〉,
ãäå:

1) WL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ L-òåîðèé;

2) Γ ≤L ∆ ⇐⇒ Γ ⊆ ∆.

Çàòåì êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü µL � ýòî êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà WL âìåñòå ñ îöåíêîé vL,
çàäàííîé ïîñðåäñòâîì ýêâèâàëåíòíîñòè

Γ ∈ vL(p) ⇐⇒ p ∈ Γ .

Ëåììà 2.2.8 (Î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè). Ïóñòü L ∈ EInt. Â êàíîíè÷åñêîé L-ìîäåëè
µL äëÿ ëþáûõ Γ ∈ WL è ϕ ∈ ForL⊥ âåðíî

µL,Γ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîïîëíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1.18 íóæíî ïðîâåðèòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòü

µL,Γ |= ⊥ ⇐⇒ ⊥ ∈ Γ ,

ò. å. íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ⊥ 6∈ Γ äëÿ ëþáîé Γ ∈ WL. Åñëè ⊥ ∈ Γ, òî ââèäó àêñèî-
ìû 9⊥ ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ ëåæèò â Γ. Îäíàêî Γ 6= ForL⊥ ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòîé òåîðèè.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 2.2.9. Ëîãèêà Int ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ êëàññîâ øêàë:

à) êëàññà âñåõ øêàë;

á) êëàññà âñåõ îñòðûõ øêàë;

â) êëàññà âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ;

ã) êëàññà âñåõ îñòðûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðÿåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.19 (ïîïóòíî çàìåíÿÿ
Pos íà Int).

Êàê è äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè, ìîæíî äîêàçàòü íàëè÷èå DP ó Int (ñåìàíòè÷åñêè èëè
ñ ïîìîùüþ ñëýøà Êëèíè, êîòîðûé äîîïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ⊥ òàê æå, êàê äëÿ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ).

Óïðàæíåíèå 2.2.10. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Òåïåðü ïåðåéä�åì ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå ñëàáîãî âàðèàíòà èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ (â í�åì áóäóò îñëàáëåíû òðåáîâàíèÿ ê êîíñòàíòå �àáñóðä�).

Îïðåäåëåíèå 2.2.11. Ëîãèêà Èîãàíññîíà (èëè ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà) J � ýòî íàèìåíüøàÿ
ëîãèêà â ÿçûêå L⊥, ñîäåðæàùàÿ àêñèîìû ïîçèòèâíîé ëîãèêè.

Çàìå÷àíèå 2.2.12. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîé ëîãèêè â ÿçûêå LCL âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëîãèêà J¬ � ýòî íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå LCL, ñîäåðæàùàÿ àêñèîìû ïîçèòèâíîé
ëîãèêè è àêñèîìó

9¬. (p→ ¬q)→ ((p→ q)→ ¬p)

Äåôèíèöèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ëîãèê J¬ è J äîêàçûâàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, òàê æå, êàê
è äåôèíèöèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ëîãèê Cl è Cl⊥, èëè Int¬ è Int⊥ (ñì. ïðåäëîæå-
íèÿ 1.4.13 è 2.2.2).

Ëîãèêà J ïîëó÷àåòñÿ èç ëîãèêè Int âû÷åðêèâàíèåì îäíîé àêñèîìû èç åå àêñèîìàòè-
êè. Åñòåñòâåííî, ÷òî øêàëû äëÿ ëîãèêè J áóäóò óñòðîåíû ñëîæíåå, ÷åì øêàëû èíòóèöè-
îíèñòñêîé ëîãèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.13. j-Øêàëîé áóäåì íàçûâàòü òðîéêóW = 〈W,≤, Q〉, ãäå W � ìíîæå-
ñòâî, ≤ � ïðåäïîðÿäîê íà W , à Q � êîíóñ ïðåäïîðÿäêà 〈W,≤〉 (Q ∈ 〈W,≤〉+).

Ïóñòü W = 〈W,≤, Q〉 � j-øêàëà. Îöåíêîé â W (W-îöåíêîé), êàê è ðàíåå, íàçûâàåì
îòîáðàæåíèå v : Prop→ 〈W,≤〉+.

j-Ìîäåëü � ýòî ïàðà µ = 〈W , v〉, ãäå W � j-øêàëà, à v � W-îöåíêà. Ãîâîðèì â ýòîì
ñëó÷àå, ÷òî µ � ìîäåëü íàä W .
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Îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ èñòèííîñòè ôîðìóë â ìèðàõ ìîäåëè îòëè÷àåòñÿ îò ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ëèøü óñëîâèåì èñòèííîñòè äëÿ
êîíñòàíòû ⊥:

µ,w |= ⊥ ⇐⇒ w ∈ Q .

Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà µ(ϕ), èñòèííîñòè ôîðìóëû â j-ìîäåëè, èñòèííîñòè ôîðìóëû íà
j-øêàëå è íà êëàññå j-øêàë, à òàêæå ìíîæåñòâà LW è LK, ãäåW � j-øêàëà, à K � êëàññ
j-øêàë, îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Ëåììà 2.2.14 (Î ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü, ϕ ∈ For(L⊥).
Òîãäà µ(ϕ) ∈ 〈W,≤〉+, ò. å. äëÿ ëþáûõ u,w ∈ W ,

åñëè u ≤ w è µ, u |= ϕ, òî µ,w |= ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîïîëíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1.8 íàì íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü,
÷òî µ(⊥) � êîíóñ. Â äàííîì ñëó÷àå µ(⊥) = Q.

Ïóñòü W = 〈W,≤, Q〉 � j-øêàëà, è K ∈ 〈W,≤〉+. Ïîðîæäåííàÿ j-ïîäøêàëà îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê:

WK := 〈K,≤ ∩K2, Q ∩K〉.

Ïóñòü µ = 〈W , v〉 � j-ìîäåëü íàä W . Òîãäà ïîðîæä�åyíîé j-ïîäìîäåëüþ íàçîâåì
µK := 〈WK , vK〉, ãäå vK(p) := v(p) ∩K.

Ëåììà î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (è ïîòîìó
îñòàâëåíà äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà).

Ëåììà 2.2.15 (Î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü,
K ∈ 〈W,≤〉+, ϕ ∈ ForL⊥ è w ∈ K. Âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ,w |= ϕ ⇐⇒ µK , w |= ϕ .

Â ÷àñòíîñòè,
µ |= ϕ ⇒ µK |= ϕ .

Îáîçíà÷åíèÿ EJ è EL, ãäå L ∈ EJ , èìåþò åñòåñòâåííûé ñìûñë.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.16. Äëÿ ëþáîé j-øêàëû W = 〈W,≤〉 è êëàññà j-øêàë K èìååò ìåñòî
{LW , LK} ⊂ EJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.10.

Îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ Γ |=W ϕ è Γ |=K ϕ, ãäå W � j-øêàëà, à K � êëàññ j-øêàë,
à òàêæå ïîíÿòèÿ ïîëíîòû è ñèëüíîé ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî êëàññà j-øêàë è ïîëíîòû
ïî Êðèïêå îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ëîãèê èç EJ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû
àíàëîãè ëåììû 2.1.12, ïðåäëîæåíèÿ 2.1.13, óïðàæíåíèÿ 2.1.14 è ñëåäñòâèÿ 2.1.15.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëíîòû äëÿ ìèíèìàëüíîé ëîãèêè íå ïðåòåðïåâàåò ñóùå-
ñòâåííûõ èçìåíåíèé.

Ëåììà 2.2.17 (Î ðàñøèðåíèè). Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L ∈ EJ , è ëþáûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë
Σ è ∆, åñëè Σ 6`L ∆, òî íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ ⊇ Σ òàêàÿ, ÷òî Γ 6`L ∆.

Îïðåäåëåíèå 2.2.18. Ïóñòü L ∈ EJ . Êàíîíè÷åñêîé L-j-øêàëîé íàçîâ�åì òðîéêó âèäà
WL = 〈WL,≤L, QL〉, ãäå
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1) WL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ L-òåîðèé;

2) Γ ≤L ∆ ⇐⇒ Γ ⊆ ∆;

3) QL := {Γ ∈ WL | ⊥ ∈ Γ}.

Êàíîíè÷åñêàÿ L-j-ìîäåëü µL � ýòî êàíîíè÷åñêàÿ L-j-øêàëà WL âìåñòå ñ îöåíêîé vL,
çàäàííîé ïîñðåäñòâîì ýêâèâàëåíòíîñòè

Γ ∈ vL(p) ⇐⇒ p ∈ Γ .

Î÷åâèäíî, ÷òî QL � êîíóñ, ïîýòîìó êàíîíè÷åñêàÿ L-j-ìîäåëü îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Ëåììà 2.2.19 (Î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè). Ïóñòü L ∈ EInt. Â êàíîíè÷åñêîé L-j-ìîäåëè
µL äëÿ ëþáûõ Γ ∈ WL è ϕ ∈ ForL⊥ âåðíî

µL,Γ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.18 è öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé

µL,Γ |= ⊥ ⇐⇒ Γ ∈ QL ⇐⇒ ⊥ ∈ Γ .

Òåîðåìà 2.2.20. Ëîãèêà J ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ êëàññîâ j-øêàë:

à) êëàññà âñåõ j-øêàë;

á) êëàññà âñåõ îñòðûõ j-øêàë;

â) êëàññà âñåõ j-øêàë íàä ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè;

ã) êëàññà âñåõ j-øêàë íàä îñòðûìè ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðÿåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.19 (ïîïóòíî çàìåíÿÿ
âñþäó Pos íà J).

Êàê è äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè äîêàçûâàåì

Ïðåäëîæåíèå 2.2.21. Ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Ðàíåå ìû îïðåäåëèëè êàíîíè÷åñêèå ìîäåëè è äîêàçàëè ëåììó î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè
äëÿ âñåõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé è èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèê. Ýòî ïîçâîëèò äîêàçàòü
òåîðåìó ïîëíîòû íå òîëüêî äëÿ óïîìÿíóòûõ ëîãèê, íî è äëÿ íåêîòîðûõ èõ ðàñøèðåíèé.

Ðàññìîòðèì ðÿä ôîðìóë:

L. (p→ q) ∨ (q → p);

K. ¬p ∨ ¬¬p ;

X. p ∨ ¬p .
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Óñëîâèìñÿ, ÷òî îáîçíà÷åíèå äëÿ ëîãèêè, ïîëó÷àþùååéñÿ ïðèñîåäèíåíèåì îäíîé èç
ýòèõ àêñèîì ê ëîãèêå, óæå èìåþùåé îáîçíà÷åíèå, îáðàçóåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì áóêâû, ñî-
îòâåòñòâóþùåé àêñèîìå, ê èìåþùåìóñÿ îáîçíà÷åíèþ ëîãèêè. Òàê, íàïðèìåð, áóäåì îáî-
çíà÷àòü JK := J + {¬p∨¬¬p}. ßñíî, ÷òî îäíà è òà æå ëîãèêà ìîæåò ïîëó÷èòü íåñêîëüêî
îáîçíà÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, Cl = IntE = IntX.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîðÿäîê 〈W,≤〉 íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ x, y ∈ W íàéäåòñÿ z ∈ W òàêîé, ÷òî x ≤ z è y ≤ z. Ïðåäïîðÿäîê 〈W,≤〉 íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ W ëèáî x ≤ y, ëèáî y ≤ x. Íàêîíåö, ïðåäïîðÿäîê 〈W,≤〉
íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè èç x ≤ y ñëåäóåò x = y äëÿ ëþáûõ x, y ∈ W .

Òåîðåìà 2.2.22. Ñïðàâäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïîëíîòå ëîãèê.

1. Ëîãèêà IntK ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà íàïðàâëåííûõ øêàë.

2. Ëîãèêà JK ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà j-øêàë ñ íàïðàâëåííûì ìíîæå-
ñòâîì íîðìàëüíûõ ìèðîâ.

3. Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà Cl ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà àíòèöåïåé.

4. Ëîãèêà JX ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà j-øêàë, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî
íîðìàëüíûõ ìèðîâ ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.

5. Ëîãèêà IntL ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà ëèíåéíûõ øêàë.

6. Ëîãèêà JL ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà j-øêàë íàä ëèíåéíûìè ïðåäïîðÿä-
êàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ïóíêòû 2 è 6, îñòàëüíûå îñòàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

2. Ïðîâåðèì, ÷òî èç Γ `JK ϕ ñëåäóåò Γ |=W ϕ äëÿ ëþáîé øêàëû W c íàïðàâëåííûì
ìíîæåñòâîì íîðìàëüíûõ ìèðîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â ëþáîé øêàëå ñ
íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì íîðìàëüíûõ ìèðîâ èñòèííà ôîðìóëà K.

Ïóñòü W = 〈W,≤, Q〉 � j-øêàëà c íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì W \Q è µ = 〈W , v〉 �
ìîäåëü íàä ýòîé øêàëîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ Q, òî µ, x |= ¬ϕ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
ϕ. Äåéñòâèòåëüíî, ¬ϕ � ýòî ñîêðàùåíèå äëÿ èìïëèêàöèè ϕ → ⊥, çàêëþ÷åíèå êîòîðîé
èñòèííî êàê â x, òàê è â ëþáîì y ≥ x. Òåì ñàìûì, åñëè x ∈ Q, òî µ, x |= ¬p ∨ ¬¬p.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ W \ Q è µ, x 6|= ¬p ∨ ¬¬p. Òîãäà íàéäóòñÿ y, z ≥ x òàêèå,
÷òî µ, y |= p è y 6∈ Q; µ, z |= ¬p è z 6∈ Q. Ïîñêîëüêó ìèðû y è z íîðìàëüíû, òî íàéäåòñÿ
íîðìàëüíûé ìèð t òàêîé, ÷òî y ≤ t è z ≤ t. Èç µ, y |= p ïî ëåììå î ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò
µ, t |= p. Â òî æå âðåìÿ èç óñëîâèé µ, z |= ¬p è t 6∈ Q ñëåäóåò µ, t 6|= p. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Γ 6`JK ϕ, è ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ìîäåëü íàä øêàëîé c
íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì íîðìàëüíûõ ìèðîâ, â íåêîòîðîì ìèðå êîòîðîé èñòèííû âñå
ôîðìóëû èç Γ, íî ëîæíà ôîðìóëà ϕ.

Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ JK-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî Γ ⊆ Γ′ è ϕ 6∈ Γ′.
Òîãäà ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè âåðíî

µJK ,Γ′ |= ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ è µJKΓ′ 6|= ϕ .

Ðàññìîòðèì ïîðîæä�åyíóþ ïîäìîäåëü µ := (µJK)Γ′ . Íàïîìíèì, ÷òî (µJK)Γ′ = (µJK)Γ̌′ ,
ãäå Γ̌′ = {∆ ∈ W JK | Γ′ ⊆ ∆} � êîíóñ, ïîðîæä�åyíûé ìèðîì Γ′. Ïî ëåììå î ïîðîæä�åííîé
ïîäìîäåëè,

µ,Γ′ |= ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ è µ,Γ′ 6|= ϕ .
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Ïðîâåðèì, ÷òî â øêàëå ìîäåëè µ ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ìèðîâ íàïðàâëåíî. Åñëè
⊥ ∈ Γ′, òî ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ìèðîâ ïóñòî è íàïðàâëåíî òðèâèàëüíûì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ⊥ 6∈ Γ′. Ïóñòü Γ1,Γ2 ∈ W JK òàêèå, ÷òî Γ′ ⊆ Γ1,Γ2, ⊥ 6∈ Γ1 è
⊥ 6∈ Γ2. Íàì íóæíî íàéòè ïðîñòóþ òåîðèþ Γ3 ∈ W JK òàêóþ, ÷òî Γ1,Γ2 ⊆ Γ3 è ⊥ 6∈ Γ3.
Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé òåîðèè Γ3 íå ñóùåñòâóåò. Ââèäó ëåììû î ðàñøèðåíèè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Γ1 ∪ Γ2 `JK ⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ôîðìóëà φ ∈ Γ2 òàêàÿ, ÷òî Γ1 ∪ {φ} `JK ⊥.
Ïî òåîðåìå äåäóêöèè Γ1 `JK ¬φ. Ïîñêîëüêó Γ′ � JK-òåîðèÿ, èìååì ¬φ ∨ ¬¬φ ∈ Γ′.
Èç ïðîñòîòû òåîðèè Γ′ ñëåäóåò, ÷òî ¬φ ∈ Γ′ èëè ¬¬φ ∈ Γ′. Îäíàêî óñëîâèå ¬φ ∈ Γ′

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì φ ∈ Γ2 è ⊥ 6∈ Γ2, à óñëîâèå ¬¬φ ∈ Γ′ ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì
¬φ ∈ Γ1 è ⊥ 6∈ Γ1. Ìû ïîêàçàëè, òåì ñàìûì, ÷òî ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ìèðîâ ìîäåëè µ
íàïðàâëåíî.

6. Ïðîâåðèì, ÷òî èç Γ `JL ϕ ñëåäóåò Γ |=W ϕ äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé j-øêàëû W . Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ëèíåéíîé øêàëå èñòèííà ôîðìóëà L.

Ïóñòü W = 〈W,≤, Q〉 � ëèíåéíàÿ j-øêàëà è µ = 〈W , v〉 � ìîäåëü íàä ýòîé øêàëîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ, x 6|= (p → q) ∨ (q → p). Òîãäà íàéäóòñÿ y, z ≥ x òàêèå, ÷òî

µ, y |= p è µ, y 6|= q; µ, z |= q è µ, z 6|= p. Ïîñêîëüêó øêàëà ëèíåéíà, ìèðû y è z ñðàâíèìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ≤ z. Òîãäà µ, z |= p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ µ, z 6|= p. Åñëè z ≤ y,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Γ 6`JL ϕ, è ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ìîäåëü íàä ëèíåéíîé
j-øêàëîé, â íåêîòîðîì ìèðå êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ, íî ëîæíà ôîðìóëà ϕ.

Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ JL-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî Γ ⊆ Γ′ è ϕ 6∈ Γ′.
Òîãäà ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè âåðíî

µJL,Γ′ |= ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ è µJL,Γ′ 6|= ϕ .

Ðàññìîòðèì ïîðîæä�åyíóþ ïîäìîäåëü µ := (µJL)Γ′ . Ïî ëåììå î ïîðîæä�åííîé ïîäìî-
äåëè

µ,Γ′ |= ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ è µ,Γ′ 6|= ϕ .

Ïðîâåðèì, ÷òî øêàëà ìîäåëè µ ëèíåéíà. Äîïóñòèì, ÷òî íàéäóòñÿ ïðîñòûå òåîðèè
Γ1,Γ2 ∈ W JL òàêèå, ÷òî Γ′ ⊆ Γ1,Γ2, Γ1 6⊆ Γ2 è Γ2 6⊆ Γ1. Âûáåðåì ôîðìóëû ϕ ∈ Γ1 \ Γ2 è
ψ ∈ Γ2 \ Γ1.

Ïîñêîëüêó Γ′ � JL-òåîðèÿ, èìååì (ϕ → ψ) ∨ (ψ → ϕ) ∈ Γ′. Èç ïðîñòîòû Γ′ ñëåäóåò
ϕ → ψ ∈ Γ′ èëè ψ → ϕ ∈ Γ′. Åñëè ϕ → ψ ∈ Γ′, òî ψ ∈ Γ1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ψ.
Åñëè æå ψ → φ ∈ Γ′, òî ϕ ∈ Γ2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ϕ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ìèðîâ ìîäåëè µ ëèíåéíî.

Ðàññìîòðèì åù�å äâå ôîðìóëû, ÷àñòíûå ñëó÷àè àêñèîì L è p ∨ (p→ q):

L′. (p→ ⊥) ∨ (⊥ → p);

E′. ⊥ ∨ (⊥ → p).

Êðîìå òîãî, ââåä�åì äâà íîâûõ êëàññà j-øêàë. Ãîâîðèì, ÷òî j-øêàëà W = 〈W,≤, Q〉 ðàçäå-
ëåííàÿ, åñëè

∀x, y ((x 6∈ Q è y ∈ Q) ⇒ xRy) .

j-Øêàëà W = 〈W,≤, Q〉 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè

∀x, y ((x 6∈ Q è y ∈ Q) ⇒ ¬xRy) .

Óïðàæíåíèå 2.2.23. Ëîãèêè JL′ è JE ′ ñèëüíî ïîëíû îòíîñèòåëüíî êëàññîâ ðàçäåëåííûõ
è çàìêíóòûõ j-øêàë ñîîòâåòñòâåííî.
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2.3. Ñâÿçü ëîãèêè Int c êëàññè÷åñêîé ëîãèêîé Cl

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðÿäà ðåçóëüòàòîâ î ñâÿçè èíòóèöèîíèñòñêîé
è êëàññè÷åñêîé ëîãèê, âêëþ÷àÿ çíàìåíèòóþ òåîðåìó Ãëèâåíêî. Íî ñíà÷àëà óñòàíîâèì ðÿä
ôàêòîâ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè èìëèêàöèè

p→ q q → r

p→ r

è ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ïîñûëîê
p→ (q → r)

q → (p→ r)

îáà ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè â ëîãèêå J (è òåì áîëåå â Int) � ýòî ëåãêî äîêàçàòü ïðè
ïîìîùè òåîðåìû äåäóêöèè.

Êðîìå òîãî, åñëè íåêîòîðîå ïðàâèëî

ϕ1, . . . , ϕn
ψ

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â ëîãèêå L ∈ EJ , òî ýòî æå ïðàâèëî áóäåò ïðîèçâîäíûì è â ëþáîé
ëîãèêå L′ ∈ EL. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

{ϕ1, . . . , ϕn} `L ψ =⇒ {ϕ1, . . . , ϕn} `L′ ψ .

Ëåììà 2.3.2. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðèíàäëåæàò ëîãèêå J :

à) p→ ¬¬p;

á) (p→ q)→ (¬q → ¬p);

â) (p→ ¬q)→ (q → ¬p);

ã) ¬¬¬p→ ¬p;

ä) ¬¬(p ∨ ¬p).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïðèâåäåì êâàçèâûâîä ôîðìóëû p→ ¬¬p:

(¬p→ ¬p)→ ((¬p→ p)→ ¬¬p) , ¬p→ ¬p ,
(¬p→ p)→ ¬¬p , p→ (¬p→ p) , p→ ¬¬p

(íà ïîñëåäíåì øàãå âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêàöèè).
á) Ïî òåîðåìå äåäóêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü {p→ q, ¬q} `J ¬p. Âîò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé âûâîä:

p→ q, ¬q , ¬q → (p→ ¬q) , p→ ¬q,
(p→ ¬q)→ ((p→ q)→ ¬p) , (p→ q)→ ¬p , ¬p .

â) Ïî òåîðåìå äåäóêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü {p → ¬q, q} `J ¬p, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

ã) p→ ¬¬p , (p→ ¬¬p)→ (¬¬¬p→ ¬p) , ¬¬¬p→ ¬p .
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ä) Ââèäó ïóíêòà á) ïðàâèëî êîíòðàïîçèöèè

p→ q

¬q → ¬p

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â J . Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñëåäóþùåãî êâàçè-
âûâîäà:

p→ (p ∨ ¬p) , ¬(p ∨ ¬p)→ ¬p , ¬p→ (p ∨ ¬p),
¬(p ∨ ¬p)→ ¬¬p , (¬(p ∨ ¬p)→ ¬¬p)→ ((¬(p ∨ ¬p)→ ¬p)→ ¬¬(p ∨ ¬p)),

(¬(p ∨ ¬p)→ ¬p)→ ¬¬(p ∨ ¬p) , ¬¬(p ∨ ¬p).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.3. Ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â J è Int.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû χ èç çàêëþ÷åíèÿ ïðàâèëà ( p↔q

χ(p)↔χ(q)
). Áàçà èíäóêöèè

òðèâèàëüíà {p↔ q} `J p↔ q, à èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ:

(p1 ↔ q1)→ ((p2 ↔ q2)→ ((p1 ∗ p2)↔ (q1 ∗ q2))) ∈ Pos ⊆ J , ∗ ∈ {∨,∧,→} ,
(p↔ q)→ (¬p↔ ¬q) ∈ J

(ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ëåæèò â J ââèäó ïóíêòà á) èç ëåììû 2.3.2).

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.3.4. Ïðàâèëî
¬¬p ¬¬(p→ q)

¬¬q
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì {p→ (q → r)} `J ¬¬p→ (¬¬q → ¬¬r).
1. p→ (q → r) (ãèïîòåçà).
2. (q → r)→ (¬r → ¬q).
3. (¬r → ¬q)→ (¬¬q → ¬¬r).
4. p→ (¬¬q → ¬¬r) (äâàæäû ïðèìåíÿåì ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêàöèè).
5. ¬¬q → (p→ ¬¬r) (ïåðåñòàíîâêà ïîñûëîê).
6. (p→ ¬¬r)→ (¬¬¬r → ¬p).
7. (¬¬¬r → ¬p)→ (¬¬p→ ¬¬¬¬r).
8. ¬¬q → (¬¬p → ¬¬¬¬r) (äâàæäû ïðèìåíÿåì ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêà-

öèè).
9. ¬¬¬¬r ↔ ¬¬r (ïóíêòû à) è ã) ëåììû 2.3.2).
10. ¬¬q → (¬¬p→ ¬¬r) (ïðàâèëî çàìåíû è modus ponens).
11. ¬¬p→ (¬¬q → ¬¬r) (ïåðåñòàíîâêà ïîñûëîê).
Ââèäó ïîäñòàíîâî÷íîñòè âûâîäà ìû äîêàçàëè òàêæå

{p→ ((p→ q)→ q)} `J ¬¬p→ (¬¬(p→ q)→ ¬¬q) .

Î÷åâèäíî, ÷òî p → ((p → q) → q) ∈ J , ïîýòîìó ¬¬p → (¬¬(p → q) → ¬¬q) ∈ J . Ïî
òåîðåìå äåäóêöèè ïîëó÷àåì {¬¬p, ¬¬(p→ q)} `J ¬¬q.
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Íàêîíåö, óñòàíîâèì îäíó èç ñàìûõ èçâåñòíûõ òåîðåì î ñâÿçè èíòóèöèîíèñòñêîé è
êëàññè÷åñêîé ëîãèê.

Òåîðåìà 2.3.5 (Ãëèâåíêî, 1929). Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÿçûêà LCL âåðíî

ϕ ∈ Cl ⇐⇒ ¬¬ϕ ∈ Int .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ¬¬ϕ ∈ Int, òî ¬¬ϕ ∈ Cl ââèäó âêëþ÷åíèÿ Int ⊆ Cl. Èç ¬¬p →
p ∈ Cl ïîëó÷àåì ϕ ∈ Cl.

Äîêàæåì ïðÿìóþ èìïëèêàöèþ. Ïóñòü ϕ ∈ Cl è ϕ1, . . . , ϕn = ϕ � âûâîä ýòîé ôîðìó-
ëû èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àêñèîì êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
¬¬ϕ1, . . . ,¬¬ϕn = ¬¬ϕ ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûâîäîì â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè ϕi � ÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû Cl, òî åå äâîéíîå îòðè-
öàíèå ¬¬ϕi äîêàçóåìî â Int. Äëÿ àêñèîì 1�9 ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà à) ëåììû 2.3.2, à äëÿ
ïîñëåäíåé àêñèîìû p ∨ ¬p � èç ïóíêòà ä) ýòîé æå ëåììû.

Åñëè æå ôîðìóëà ϕi íå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, à ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó modus ponens
èç ôîðìóë, ñêàæåì, ϕj è ϕk, òî ôîðìóëà ¬¬ϕi ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë ¬¬ϕj è ¬¬ϕk ïî

ïðàâèëó ¬¬p ¬¬(p→q)
¬¬q . Òåì ñàìûì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü äîïóñòèìîñòü ýòîãî ïðàâèëà, ÷òî ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîé íèæå ëåììû.

Ñëåäñòâèå 2.3.6. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

¬ϕ ∈ Cl ⇐⇒ ¬ϕ ∈ Int .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ¬ϕ ∈ Cl. Òîãäà ¬¬¬ϕ ∈ Int ïî òåîðåìå Ãëèâåíêî. Ââèäó ëåì-
ìû 2.3.2 ¬¬¬p↔ ¬p ∈ Int, ïîýòîìó ¬ϕ ∈ Int.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ Int ⊆ Cl.

Çàìå÷àíèå 2.3.7. Àíàëîã òåîðåìû Ãëèâåíêî íåâåðåí äëÿ ìèíèìàëüíîé ëîãèêè J ââèäó
òîãî, ÷òî ¬¬(⊥ → p) 6∈ J . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìîäåëü µ = 〈W,≤, Q, v〉, ãäå W =
{a, b}, a 6= b, a ≤ b, Q = {b} è v(p) = ∅.

q
q
a 6|= ⊥, 6|= ⊥ → p, |= ¬(⊥ → p), 6|= ¬¬(⊥ → p)

b |= ⊥, 6|= p

Ëîãèêó G := J + {¬¬(⊥ → p)} áóäåì íàçûâàòü ëîãèêîé Ãëèâåíêî.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.8. Ëîãèêà Ãëèâåíêî G � íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â êëàññå EJ , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ òåîðåìå Ãëèâåíêî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ϕ ∈ Cl è ¬¬ϕ ∈ G äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè äîñëîâ-
íî òàê æå, êàê è â òåîðåìå Ãëèâåíêî.

Ïóñòü L ∈ EJ è äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ ∈ Cl ⇐⇒ ¬¬ϕ ∈ L .

Ââèäó ⊥ → p ∈ Cl ïîëó÷àåì ¬¬(⊥ → p) ∈ L, ò. å. G ⊆ L.

Óïðàæíåíèå 2.3.9 (*). Îïèøèòå êëàññ j-øêàë, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ëîãèêà Ãëè-
âåíêî ñèëüíî ïîëíà.
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2.4. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Ïðåæäå ÷åì ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå íîâûå ëîãèêè, ïîãîâîðèì îá èñòîðèè âîçíèêíîâå-
íèÿ ïîçèòèâíîé, ìèíèìàëüíîé è èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèê. Èx ïîÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ òàêèì
íàïðàâëåíèåì â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè, êàê èíòóèöèîíèçì. Îáùèå ñâåäåíèÿ îá èíòóè-
öèîíèçìå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ãëàâå 16 [15].

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå íåôîðìàëüíîãî àíà-
ëèçà àêñèîìàòèêè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè â ðàáîòå À.Í. Êîëìîãîðîâà [13]. Öåëüþ àâòîðà
áûëî âëîæåíèå êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè â èíòóèöèîíèñòñêóþ, ÷òî ââèäó èíòóèòèâíîé
äîñòîâåðíîñòè ïîñëåäíåé ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê îáîñíîâàíèå äîïóñòèìîñòè
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàññóæäåíèÿ. Îòïðàâíûì ïóíêòîì åãî ðàññóæäåíèé áûëî èñ÷èñ-
ëåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, ïðåäëîæåííîå Ä. Ãèëüáåðòîì äâóìÿ ãîäàìè ðàíåå (ñì.
[24]). Òåïåðü ìû íàçûâàåì èñ÷èñëåíèÿ òàêîãî ðîäà èñ÷èñëåíèÿìè Ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà.
Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà çàäàåòñÿ â ÿçûêå {→,¬} ñ ïîìîùüþ ñõåì àêñèîì:

H1. ϕ→ (ψ → ϕ);

H2. (ϕ→ (ϕ→ ψ))→ (ϕ→ ψ);

H3. (ϕ→ (ψ → χ))→ (ψ → (ϕ→ χ));

H4. (ψ → χ)→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ ψ));

H5. ¬ϕ→ (ϕ→ ψ);

H6. (ϕ→ ψ)→ ((¬ϕ→ ψ)→ ψ).

è åäèíñòâåííîãî ïðàâèëà âûâîäà � modus ponens.

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Äîêàæèòå ôîðìóëó p→ p â äàííîì èñ÷èñëåíèè.

Àêñèîìà H6 äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ëîãè÷åñêîãî çàêîíà Ter-
tium non datur (òðåòüåãî íå äàíî) â ÿçûêå áåç äèçúþíêöèè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî çàêîíà â
òðàíñôèíèòíûõ ðàññóæäåíèÿõ, ò. å. â ðàññóæäåíèÿõ îá àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûõ ñîâîêóïíî-
ñòÿõ, áûëî ïîäâåðãíóòî êðèòèêå åù�å îñíîâàòåëåì èíòóèöèîíèçìà Ë.Ý.ß. Áðàóýðîì, è ýòà
êðèòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé èíòóèöèîíèçìà. Áåçóñëîâíî,
ýòà àêñèîìà äîëæíà áûòü èñêëþ÷åíà èç àêñèîìàòèêè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Ïî ìíåíèþ Êîëìîãîðîâà, àêñèîìû, îïèñûâàþùèå èìïëèêàöèþ, áåçóñëîâíî, ïðèåì-
ëåìû ñ èíòóèöèîíèñòêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷åãî íå ñêàæåøü îá àêñèîìå H5. Âîò öèòàòà èç
óïîìÿíóòîé ðàáîòû Êîëìîãîðîâà:

¾Ïåðâàÿ èç àêñèîì îòðèöàíèÿ Ãèëüáåðòà: �èç ëîæíîãî ñëåäóåò âñå� � ïîÿâèëàñü
ëèøü ñ âîçíèêíîâåíèåì ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè, êàê âïðî÷åì è ïåðâàÿ èç àêñèîì
ñëåäîâàíèÿ. Íî â òî âðåìÿ, êàê ïåðâàÿ àêñèîìà ñëåäîâàíèÿ ñ èíòóèòèâíîé î÷å-
âèäíîñòüþ âûòåêàåò èç ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèÿ èäåè ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ,
ðàññìàòðèâàåìàÿ òåïåðü àêñèîìà íå èìååò è íå ìîæåò èìåòü èíòóèòèâíûõ îñ-
íîâàíèé, êàê óòâåðæäàþùàÿ íå÷òî î ïîñëåäñòâèÿõ íåâîçìîæíîãî: ìû îáÿçàíû
ïðèçíàòü ψ, åñëè ïðèçíàëè ëîæíûì èñòèííîå ñóæäåíèå ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ àêñèîìà îòðèöàíèÿ Ãèëüáåðòà íå ìîæåò áûòü àêñèîìîé
èíòóèòèâèñòñêîé ëîãèêè ñóæäåíèé, èç êàêîãî áû ïîíèìàíèÿ îòðèöàíèÿ ìû íå
èñõîäèëè. Ýòèì íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî îíà ìîæåò áûòü äîêàçóåìîé
íà îcíîâàíèè äðóãèõ àêñèîì ôîðìóëîé¿.



2.4. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà 47

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç Ãèëüáåðòîâñêîé àêñèîìàòèêè è àêñèîìû H5 îòðèöàíèå îñòàëîñü
íåîïðåäåëåííûì è Êîëìîãîðîâûì áûëà ïðåäëîæåíà àêñèîìà

K5. (ϕ→ ψ)→ ((ϕ→ ¬ψ)→ ¬ϕ) ,

êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì îòâå÷àëà Áðàóýðîâñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ïðèðîäå îòðèöà-
òåëüíûõ ñóæäåíèé. Îòðèöàíèå ¬ϕ ñ÷èòàåòñÿ óñòàíîâëåííûì, åñëè ïðåäïîëîæåíèå ϕ ïðè-
âîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñèñòåìà, âêëþ÷àþùàÿ àêñèîìû H1�H4 è K5, è áûëà ïðèíÿòà Êîëìîãîðîâûì â êà÷å-
ñòâå ôîðìàëèçàöèè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè
{→,¬}-ôðàãìåíò ìèíèìàëüíîé ëîãèêè. Ïîýòîìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñèñòåìó J→,¬.
Êîëìîãîðîâûì áûëà îïðåäåëåíà ñëåäóþùàÿ òðàíñëÿöèÿ:

τ(p) := ¬¬p äëÿ p ∈ Prop ;
τ(ϕ→ ψ) := ¬¬(τϕ→ τψ);

τ(¬ϕ) := ¬¬¬τϕ

è äîêàçàíî, ÷òî ýòà òðàíñëÿöèÿ òî÷íî âêëàäûâàåò èìïëèêàòèâíî-íåãàòèâíûé ôðàãìåíò
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè â J→,¬. Çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåì, ÷òî, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå,
òåîðåìà Ãëèâåíêî íåâåðíà äëÿ ìèíèìàëüíîé ëîãèêè, òàê êàê ¬¬(⊥ → ¬¬p) ∈ J . Íà ñàìîì
äåëå, èìååò ìåñòî è áîëåå ïðîñòîé ðåçóëüòàò. Ïîëàãàåì

τ ′(p) := ¬¬p äëÿ p ∈ Prop ;
τ ′(ϕ→ ψ) := τ ′ϕ→ τ ′ψ;

τ ′(¬ϕ) := ¬τ ′ϕ.

Òîãäà

Óïðàæíåíèå 2.4.2. Òðàíñëÿöèÿ τ ′ òî÷íî âêëàäûâàåò èìïëèêàòèâíî-íåãàòèâíûé ôðàã-
ìåíò êëàññè÷åñêîé ëîãèêè â J→,¬.

Óïðàæíåíèå 2.4.3. Îïðåäåëèòå ñòðóêòóðíóþ òðàíñëÿöèþ, òî÷íî âêëàäûâàþùóþ Cl
â Int.

Òó æå ëîãèêó, êîòîðóþ ìû ïðèâûêëè íàçûâàòü èíòóèöèîíèñòñêîé, ïðåäëîæèë À. Ãåé-
òèíã â [23]. Â å�å ñïèñîê àêñèîì óæå âêëþ÷åíà àêñèîìà H5, êîòîðóþ Êîëìîãîðîâ êðèòèêî-
âàë êàê èíòóèòèâíî íåîáîñíîâàííóþ. Ïîçæå íîðâåæñêèé ëîãèê È. Èîãàíññîí â [22] âíîâü
ïðåäëîæèë óäàëèòü ýòó àêñèîìó èç àêñèîìàòèêè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, êàê íå èìåþ-
ùóþ èíòóèòèâíîãî îáîñíîâàíèÿ. Çà ïîëó÷àþùèìñÿ â ðåçóëüòàòå ôîðìàëèçìîì (J) ïîçæå
çàêðåïèëîñü íàçâàíèå ìèíèìàëüíîé ëîãèêè, èëè ëîãèêè Èîãàíññîíà.

Íàêîíåö, ñëåäóåò óïîìÿíóòü Ãåîðãà Ãðèññà, êîòîðûé ïðåäëîæèë âîâñå èñêëþ÷èòü
îòðèöàíèå èç ÿçûêà èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî â ïîçèòèâíîé àðèô-
ìåòèêå Ïåàíî PA+ ìîæíî îïðåäåëèòü èíòóèöèîíèñòñêîå îòðèöàíèå. Òî÷íåå, ïóñòü ïî-
çèòèâíîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì óäàëåíèåì âñåõ àêñèîì äëÿ îòðèöàíèÿ. Ïîçèòèâíàÿ àðèôìå-
òèêà PA+ � ýòî òåîðèÿ íàä ïîçèòèâíûì èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì ÿçûêà
〈s1,+2, ·2, 00〉, çàäàííàÿ âñåìè àêñèîìàìè àðèôìåòèêè Ïåàíî PA, íå ñîäåðæàùèìè îòðè-
öàíèå. Äëÿ ëþáîé ïîçèòèâíîé ôîðìóëû ϕ ìîæíî äîêàçàòü:

PA+ ` 0 = 1→ ϕ .

Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ ¬ϕ := ϕ → 0 = 1, ìû îïðåäåëÿåì èíòóèöèîíèñòñêîå îòðèöàíèå â ïîçè-
òèâíîé àðèôìåòèêå.
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Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà êàê èñ÷èñëåíèå çàäà÷

Ïåðâàÿ íåôîðìàëüíàÿ ñåìàíòèêà èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè áûëà îïèñàíà À.Í. Êîë-
ìîãîðîâûì â åãî ñòàòüå [25]. Ïî ìíåíèþ Êîëìîãîðîâà, íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêîé ëîãèêîé,
ðîëü êîòîðîé èñïîëíÿåò êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òàêæå è ïðèêëàäíàÿ
ëîãèêà, àêñèîìàòèçèðóþùàÿ ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷. Ýòî êàê ðàç è åñòü èíòóèöèîíèñòñêàÿ
ëîãèêà, è ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ïðåäñòàëÿþò â íåé íå ñóæäåíèÿ, à çàäà÷è. Ïî-
íÿòèå çàäà÷è íå ôîðìàëèçóåòñÿ, îäíàêî ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû çàäà÷.

1. Íàéòè òàêèå ÷åòûðå öåëûå ÷èñëà x, y, z, n, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿ

xn + yn = zn, n > 2.

2. Äîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà Ôåðìà íåâåðíà.

3. ×åðåç òðè çàäàííûå òî÷êè (x, y, z) ïðîâåñòè îêðóæíîñòü.1

4. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 äàí, íàéòè äðóãîé.

5. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ÷èñëî π äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå π = m/n, íàéòè
àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà e.

Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòóèöèîíèçìà çàäà÷è 1 è 2 � ýòî ðàçíûå çàäà÷è. Çàòåì
áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ϕ ∨ ψ � �ðåøèòü çàäà÷ó ϕ èëè ðåøèòü çàäà÷ó ψ�;

• ϕ ∧ ψ � �ðåøèòü îáå çàäà÷è ϕ è ψ�;

• ϕ→ ψ � �ñâåñòè çàäà÷ó ψ ê çàäà÷å ϕ�, ò. å. �íàéòè ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ
ñòðîèò ðåøåíèå çàäà÷è ψ ïî äàííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ϕ�;

• ¬ϕ � �ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå `ϕ èìååò ðåøåíèå' ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ�

Ïðè ýòîì â ÿçûêå ñ êîíñòàíòîé ⊥ óêàçàííóþ êîíñòàíòó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïðîáëåìó, íå èìåþùóþ ðåøåíèÿ.

Ðåàëèçóåìîñòü ïî Êëèíè

Ôîðìàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëìîãîðîâñêîé ñåìàíòèêè áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.Ê. Êëèíè.
Äëÿ ýòîãî ïîíÿòèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî ñóæàåòñÿ: ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå çàäà÷è,
êàê êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîâåðêà èñòèííîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë.

Ïóñòü 〈 , 〉 : N ×N → N � íåêîòîðàÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ áèåêöèÿ.
Ðàññìîòðèì ÿçûê àðèôìåòèêè 〈s1,+2, ·2, 0〉 è îòíîøåíèå

erϕ (e ðåàëèçóåò ϕ) ,

ãäå e � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ϕ � àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå, îïðåäåëÿåìîå èíäóêöèåé
ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• er⊥ ëîæíî äëÿ ëþáîãî e ;

• er s = t, åñëè è òîëüêî åñëè e = 0 è s = t � èñòèííàÿ àòîìíàÿ ôîðìóëà ;

1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷íî îãîâîðåíû.
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• erϕ ∨ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈n,m〉, ïðè÷�åì ëèáî n = 0 è mrϕ, ëèáî n > 0 è
mrψ ;

• erϕ ∧ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈n,m〉, nrϕ è mrψ ;

• erϕ→ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî n, èç nrϕ ñëåäóåò, ÷òî ÷. ð.ô. æe

îïðåäåëåíà íà n è æe(n)rψ ;

• er∀xϕ(x), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî n èìååì æe(n)rϕ(n), ãäå n := sn(0) ;

• er∃xϕ(x), åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈n,m〉 è mrϕ(n).

Àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäëîæåíèå ϕ íàçîâ�åì ðåàëèçóåìûì, åñëè íàéä�åòñÿ ÷èñëî e, êîòî-
ðîå ðåàëèçóåò ϕ.

Ïîä àðèôìåòèêîé Ãåéòèíãà HA ïîíèìàåì òåîðèþ â òîé æå ñèãíàòóðå è ñ òåìè æå
àêñèîìàìè, ÷òî è àðèôìåòèêà Ïåàíî PA, íî íàä èíòóèöèîíèñòñêèì èñ÷èñëåíèåì ïðåäè-
êàòîâ, ïîëó÷àþùèìñÿ èç êëàññè÷åñêîãî óäàëåíèåì àêñèîìû ϕ ∨ ¬ϕ.

Ä. Íåëüñîíîì, ó÷åíèêîì Ñ.Ê.Êëèíè, áûëà äîêàçàíà êîððåêòíîñòü àðèôìåòèêè Ãåé-
òèíãà îòíîñèòåëüíî ñåìàíòèêè ðåàëèçóåìîñòè.

Òåîðåìà 2.4.4. (Ä. Íåëüñîí, 1947) Åñëè ïðåäëîæåíèå ϕ âûâîäèìî â àðèôìåòèêå Ãåé-
òèíãà HA èç ðåàëèçóåìûõ ïðåäëîæåíèé, òî ϕ ðåàëèçóåìî.

Îäíàêî óòâåðæäåíèå î ïîëíîòå íåâåðíî: ñóùåñòâóþò ðåàëèçóåìûå ôîðìóëû, íå äî-
êàçóåìûå â àðèôìåòèêå Ãåéòèíãà. Ïðèìåðû òîìó äà�åò

Ïðèíöèï Ìàðêîâà.

∀x (ϕ(x) ∨ ¬ϕ(x)) ∧ ¬∀x¬ϕ(x)→ ∃xϕ(x)

( çäåñü ϕ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëîé ).

Òî÷íåå, îäíè èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ðåàëèçóåìûõ, íî íå äîêàçóåìûõ â HA ôîðìóë ÿâëÿ-
þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðèâåä�åííîé âûøå ñõåìû Ìàðêîâà.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ðåàëèçóåìîñòü

Â ñâîåé ðàáîòå [27] íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè ñåìàíòèêè ðåàëèçóåìîñòè Ä. Íåëüñîíîì
áûëà ïðåäëîæåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Int. Ïðè÷èíà
ïîèñêà àëüòåðíàòèâíîé ôîðìàëèçàöèè ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì. Âàæíåéøèìè êîíñòðóêòèâ-
íûìè ñâîéñòâàìè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ:

åñëè `Int ϕ ∨ ψ , òî `Int ϕ èëè `Int ψ
(äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî, DP) ;

è åãî ïåðâîïîðÿäêîâîå îáîáùåíèå:

åñëè `Int ∃xϕ (x) , òî íàéäåòñÿ òåðì t òàêîé, ÷òî `Int ϕ (t)

(èçâëå÷åíèå òåðìîâ èç äîêàçàòåëüñòâ).

Ó ýòèõ êîíñòðóêòèâíûõ ñâîéñòâ èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå äâîéíèêè, êîòîðûå óæå íåâåð-
íû â Int:

åñëè ` ∼ (ϕ ∧ ψ) , òî ` ∼ ϕ èëè ` ∼ ψ

(ñâîéñòâî êîíñòðóêòèâíîãî îòðèöàíèÿ, CNP);
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åñëè ` ∼ ∀xϕ (x) , òî íàéäåòñÿ òåðì t òàêîé, ÷òî ` ∼ ϕ (t)

(ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà).

Ôîðìóëà ¬(p∧¬p) ∈ Int ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî êîíñòðóêòèâíîãî îòðèöàíèÿ íåâåð-
íî äëÿ Int. Äåéñòâèòåëüíî, íè îäíà èç ôîðìóë ¬p è ¬¬p íå ëåæèò â Int.

Ä. Íåëüñîí ââåë â ÿçûê äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë îòðèöàíèÿ ∼ è îïðåäåëèë äâà îò-
íîøåíèÿ ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è àðèôìåòè÷åñêèìè ïðåäëîæåíèÿìè:

erp ϕ (e ïîçèòèâíî ðåàëèçóåò ϕ) ;

ern ϕ (e íåãàòèâíî ðåàëèçóåò ϕ) .

p-Ðåàëèçóåìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ðåàëèçóåìîñòü ïî Êëèíè äëÿ
ïðåæíåãî íàáîðà ñâÿçîê, ïëþñ

erp∼ ϕ, åñëè è òîëüêî åñëè ern ϕ .

n-Ðåàëèçóåìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ern⊥, åñëè è òîëüêî åñëè e = 0 ;

• ern t = s, åñëè è òîëüêî åñëè e = 0 è ôîðìóëà t = s ëîæíà ;

• ern ϕ ∨ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈k,m〉, krn ϕ è mrn ψ
;

• ern ϕ ∧ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈k,m〉, ïðè÷�åì ëèáî k = 0 è mrn ϕ, ëèáî k > 0
è mrn ψ
;

• ern ϕ→ ψ, åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈k,m〉, krp ϕ è mrn ψ ;

• ern ∀xϕ (x), åñëè è òîëüêî åñëè e = 〈k,m〉 è mrn ϕ (k) ;

• ern ∃xϕ (x), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî k èìååì æe (k)rn ϕ (k) ;

• ern∼ ϕ, åñëè è òîëüêî åñëè erp ϕ .

Â óïîìÿíóòîé ñòàòüå Ä. Íåëüñîíà ïðåäëîæåíà òàêæå ñèñòåìà àðèôìåòèêè NA, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.4.5. (D. Nelson, 1949) Åñëè ïðåäëîæåíèå ϕ âûâîäèìî â NA èç ïîçèòèâíî
ðåàëèçóåìûõ ïðåäëîæåíèé, òî ϕ òàêæå ïîçèòèâíî ðåàëèçóåìî.

Òåîðèÿ NA ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì àðèôìåòèêè Ãåéòèíãà, ò. å.

NA ` ϕ ⇐⇒ HA ` ϕ äëÿ ëþáîé ∼ -ñâîáîäíîé ôîðìóëû ϕ .

Êðîìå òîãî, NA óäîâëåòâîðÿåò äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó è ñâîéñòâó èçâëå÷åíèÿ
òåðìîâ èç äîêàçàòåëüñòâ, à òàêæå ñîäåðæèò ñðåäè ïðî÷åãî ñëåäóþùèå ñõåìû àêñèîì:

A1. ∼∼ ϕ↔ ϕ;

A2. ∼ (ϕ ∨ ψ)↔ (∼ ϕ ∧ ∼ ψ);

A3. ∼ (ϕ ∧ ψ)↔ (∼ ϕ ∨ ∼ ψ);

A4. ∼ (ϕ→ ψ)↔ (ϕ ∧ ∼ ψ);
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A5. ∼ ∀xϕ(x)↔ ∃x ∼ ϕ(x);

A6. ∼ ∃xϕ(x)↔ ∀x ∼ ϕ(x).

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ ýòèõ àêñèîì âûâîäÿòñÿ äâîéñòâåííûå êîíñòðóêòèâ-
íûå ñâîéñòâà. Òî÷íåå, äëÿ ñâîéñòâà êîíñòðóêòèâíîãî îòðèöàíèÿ èìååì

NA ` ∼ (ϕ ∧ ψ)
A3

=⇒ NA ` ∼ ϕ ∨ ∼ ψ
DP

=⇒ NA ` ∼ ϕ èëè NA ` ∼ ψ ,

à äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà �

NA ` ∼ ∀xϕ (x)
A5

=⇒ NA ` ∃x∼ ϕ (x)
èçâëå÷åíèå òåðìîâ

=⇒
NA ` ∼ ϕ (t) äëÿ íåêîòîðîãî òåðìà t .

2.5. Ñèëüíîå îòðèöàíèå, ëîãèêè Íåëüñîíà

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ âàðèàíòîâ ëîãèêè Íåëüñîíà. Ïî-ïðåæíåìó, ëî-
ãèêà � ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè è modus
ponens. Íèæå ìû ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé ëîãèêè Íåëüñîíà.

Ëîãèêà N4 � ýòî íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå L∼ := 〈∨,∧,→,∼〉, ñîäåðæàùàÿ

1) àêñèîìû ïîçèòèâíîé ëîãèêè;

2) àêñèîìû ñèëüíîãî îòðèöàíèÿ:

A1. ∼∼ p↔ p;

A2. ∼ (p ∨ q)↔ (∼ p ∧ ∼ q);

A3. ∼ (p ∧ q)↔ (∼ p ∨ ∼ q);

A4. ∼ (p→ q)↔ (p ∧ ∼ q).

Äàëåå, ëîãèêà N4⊥ � ýòî íàèìåíüøàÿ ëîãèêà â ÿçûêå L∼,⊥ := 〈∨,∧,→,∼,⊥〉 ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì ñèìâîëîì ⊥ äëÿ êîíñòàíòû �àáñóðä�, ñîäåðæàùàÿ âñå àêñèîìû ëîãèêè N4
è åù�å äîïîëíèòåëüíî

A5. ⊥ → p è A6. p→ ∼ ⊥ .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî äà�åò âîçìîæíîñòü òðàêòîâàòü ¬ϕ := ϕ → ⊥ êàê èíòóèöèîíèñòñêîå
îòðèöàíèå, à òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2.5.1. Ëîãèêà N4⊥ ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì N4 è èíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Âïîñëåäñòâèè åãî íåñëîæíî áóäåò óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåì ïîëíîòû äëÿ ëîãèê
N4 è N4⊥ (äîêàçàííûõ íèæå).

Ïðàâèëà çàìåíû â N4 è N4⊥

Ìíîãèå âàæíûå îñîáåííîñòè ëîãèê N4 è N4⊥ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî â íèõ íå äîïóñòèìî
ïðàâèëî çàìåíû, îäíàêî äîïócòèìû åãî ñëàáûå àíàëîãè.
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Ïðåäëîæåíèå 2.5.2. Â ëîãèêàõ N4 è N4⊥ ïðîèçâîäíûì ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíîå ïðàâèëî
çàìåíû

p↔ q

χ(p)↔ χ(q)
,

ãäå χ � ∼-ñâîáîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëîãèêè N4 è N4⊥ ñîäåðæàò âñå àêñèîìû ïîçèòèâíîé ëîãèêè, è, ñòàëî
áûòü,

(p1 ↔ q1)→ ((p1 ↔ q2)→ ((p1 ∗ p2)↔ (q1 ∗ q2))) ∈ N4 ⊆ N4⊥, ∗ ∈ {∨,∧,→} .

Äàëåå äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû χ, êàê è â ñëó÷àå ïîçèòèâíîé ëîãèêè.

Óïðàæíåíèå 2.5.3. Â ëîãèêàõ N4 è N4⊥ ïðîèçâîäíûì ÿâëÿåòñÿ êðàòíîå ïîçèòèâíîå
ïðàâèëî çàìåíû

p1 ↔ q1, . . . , pn ↔ qn
χ(p1, . . . , pn)↔ χ(q1, . . . , qn)

,

ãäå χ � ∼-ñâîáîäíà.

Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ íàõîäèòñÿ â íåãàòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (í. í.ô.), åñëè
ñèìâîë ∼ ñòîèò òîëüêî ïåðåä àòîìíûìè ôîðìóëàìè (ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðå-
ìåííûìè èëè ïåðåä êîíñòàíòîé ⊥).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåñëîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïîçèòèâíîãî ïðàâèëà çàìåíû
è àêñèîì ñèëüíîãî îòðèöàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 2.5.4. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ∈ For(L∼)(For(L∼,⊥)) íàéäåòñÿ ôîðìóëà
ϕ̄ ∈ For(L∼)(For(L∼,⊥)) â í. í. ô. òàêàÿ, ÷òî

N4(N4⊥) ` ϕ↔ ϕ̄ .

Ïðåäëîæåíèå 2.5.5. Â ëîãèêàõN4 èN4⊥ ïðîèçâîäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëàáîå ïðàâèëî çàìåíû

p↔ q ∼ p↔ ∼ q

χ (p)↔ χ (q)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëîãèêè N4⊥. Ïóñòü ôîðìóëà χ(p), êðîìå ïåðåìåí-
íîé p, ñîäåðæèò òàêæå ïåðåìåííûå r1,. . . , rk, ò. å. χ(p) = χ(p, r1, . . . , rk). Ïðèâåäåì ýòó
ôîðìóëó ê íåãàòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå χ̄(p, r1, . . . , rk). ßñíî, ÷òî íàéäåòñÿ ôîðìóëà
χ′(r1, . . . , r2k+3) â ÿçûêå L⊥ òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî ôîðìóë:

χ̄ (p, r1, . . . , rk) = χ′ (p,∼ p, r1,∼ r1, . . . , rk,∼ rk,∼ ⊥).

Èç ýêâèâàëåíòíîñòåé p ↔ q, ∼ p ↔∼ q, r1 ↔ r1, ∼ r1 ↔∼ r1, . . . , rk ↔ rk, ∼ rk ↔∼ rk,
∼ ⊥ ↔∼ ⊥ ïî ïîçèòèâíîìó êðàòíîìó ïðàâèëó çàìåíû ïîëó÷àåì

χ′(p,∼ p, r1,∼ r1, . . . , rk,∼ rk,∼ ⊥)↔ χ′(q,∼ q, r1,∼ r1, . . . , rk,∼ rk,∼ ⊥).

Èç äàííîé ôîðìóëû è ýêâèâàëåíòíîñòåé

χ(p, r1, . . . , rk)↔ χ̄(p, r1, . . . , rk) è χ(q, r1, . . . , rk)↔ χ̄(q, r1, . . . , rk)

ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü χ(p, r1, . . . , rk)↔ χ(q, r1, . . . , rk). Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè, ÷òî

{p↔ q, ∼ p↔ ∼ q} `N4⊥ χ (p)↔ χ (q).
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Äàëåå îïðåäåëèì èçáûòî÷íóþ ëîãèêó Íåëüñîíà

N3 = N4 + {∼ p→ (p→ q)}.

Ïîëîæèì ⊥ :=∼ (p0 → p0). Òîãäà íåñëîæíî äîêàçàòü

N3 ` (⊥ → p) ∧ (p→∼ ⊥) .

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû îòîæäåñòâëÿåì ëîãèêè N3 è N4⊥ + {∼ p→ (p→ q)}.
Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî

N3 ` ∼ p→ ¬p ( = ∼ p→ (p→ ⊥))

(ïîýòîìó ñâÿçêó ∼ â ëîãèêàõ Íåëüñîíà ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèëüíûì îòðèöàíèåì).
Òàêæå îòìåòèì, ÷òî, åñëè îïðåäåëèòü äåôèíèöèàëüíîå ðàñøèðåíèå N3⊥ ëîãèêè N3

â ÿçûêå L∼,⊥ êàê N3 + {⊥ ↔∼ (p0 → p0)}, ìû íå ñìîæåì äîêàçàòü äåôèíèöèàëüíóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü ëîãèê N3 è N3⊥, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1.4.19, òàê êàê ó íàñ íåò
ïðàâèëà çàìåíû (â îáùåì âèäå), à åñòü ëèøü ñëàáîå ïðàâèëî çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì, â
ðàñøèðåíèÿõ ëîãèê N4 è N4⊥ íóæíî îïðåäåëÿòü íå òîëüêî íîâóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ
ñâÿçêó èëè êîíñòàíòó, íî è åå ñèëüíîå îòðèöàíèå. Íàïðèìåð, åñëè ìû îïðåäåëèì

N3⊥ := N3 + {⊥ ↔ ∼ (p0 → p0), ∼ ⊥ ↔ (p0 → p0)} ,

òî ëîãèêè N3 è N3⊥ áóäóò äåôèíèöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Cåìàíòèêà Êðèïêå äëÿ N3, N4 è N4⊥

Äàëåå ïîíÿòèå ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñðàçó äëÿ ÿçûêà L∼,⊥, ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íå
äåëàåòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè äëÿ N4 è N4⊥, õîòÿ íåñêîëüêî áîëåå àêêóðàòíûì
áûëî áû ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìîäåëåé äëÿ N4 ñóæåíèÿ ìîäåëåé äëÿ N4⊥ íà ÿçûê
áåç ⊥, è àíàëîãè÷íî äëÿ N3 è N3⊥ (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå).

Îïðåäåëåíèå 2.5.6. Øêàëà � ýòî ïàðà W = 〈W,≤〉, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà W ñ çà-
äàííûì íà í�åì ïðåäïîðÿäêîì ≤.

N4-ìîäåëü (íàä øêàëîé W = 〈W,≤〉) � ýòî òðîéêà µ = 〈W , v+, v−〉, ñîñòîÿùàÿ èç
øêàëûW âìåñòå ñ äâóìÿ îöåíêàìè v+, v− : Prop→ 〈W,≤〉+, à N3-ìîäåëü µ = 〈W , v+, v−〉
åñòü N4-ìîäåëü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîïîëíèòåëüíî óñëîâèþ

v+(p) ∩ v−(p) = ∅ äëÿ âñåõ p ∈ Prop .

Òåïåðü îïðåäåëèì äâà îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè |=+ (ïîçèòèâíîå) è |=− (íåãàòèâ-
íîå) L∼,⊥-ôîðìóë â ìèðàõ ïðîèçâîëüíîé N4-ìîäåëè µ = 〈W,≤, v+, v−〉 (îäíîâðåìåííîé
èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë):

• µ,w |=+ p ⇐⇒ w ∈ v+(p) ;

µ,w |=− p ⇐⇒ w ∈ v−(p) ;

• µ,w |=+ ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ,w |=+ ϕ è µ,w |=+ ψ ;

µ,w |=− ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ,w |=− ϕ èëè µ,w |=− ψ ;

• µ,w |=+ ϕ ∨ ψ ⇐⇒ µ,w |=+ ϕ èëè µ,w |=+ ψ ;

µ,w |=− ϕ ∨ ψ ⇐⇒ µ,w |=− ϕ è µ,w |=− ψ ;
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• µ,w |=+ ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀w′ (w ≤ w′ ⇒ (µ,w′ |=+ ϕ ⇒ µ,w′ |=+ ψ)) ;

µ,w |=− ϕ→ ψ ⇐⇒ µ,w |=+ ϕ è µ,w |=− ψ ;

• µ,w |=+ ∼ ϕ ⇐⇒ µ,w |=− ϕ ;
µ,w |=− ∼ ϕ ⇐⇒ µ,w |=+ ϕ ;

• µ,w 6|=+ ⊥ è µ,w |=− ⊥ .
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé L∼,⊥-ôîðìóëû (â ÷àñòíîñòè, L∼-ôîðìóëû) ϕ ïîëàãàåì

µ+(ϕ) := {x ∈ W | µ, x |=+ ϕ} è µ−(ϕ) := {x ∈ W | µ, x |=− ϕ}.

Ëåììà 2.5.7 (Î ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v+, v−〉 � N4-ìîäåëü. Òîãäà äëÿ
êàæäîé L∼,⊥-ôîðìóëû ϕ âåðíî {µ+(ϕ), µ−(ϕ)} ⊆ 〈W ≤〉+, ò. å. äëÿ ëþáûõ {x, y} ⊆ W
èìåþò ìåñòî èìïëèêàöèè

µ, x |=+ ϕ , x ≤ y =⇒ µ, y |=+ ϕ ,

µ, x |=− ϕ , x ≤ y =⇒ µ, y |=− ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèé âûïîë-
íèìîñòè è îïðîâåðæèìîñòè µ+(⊥) = ∅ è µ−(⊥) = W , êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöè-
îíàëüíîé ïåðåìåííîé p âåðíû ðàâåíñòâà µ+(p) = v+(p) è µ−(p) = v−(p), ïîýòîìó áàçà
èíäóêöèè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ N4-ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ+(ϕ), µ−(ϕ), µ+(ψ) è µ−(ψ) ëåæàò â 〈W,≤〉+.
Äëÿ µ+(ϕ ∗ ψ), ãäå ∗ ∈ {∨,∧,→}, èíäóêöèîííûé ïåðåõîä â òî÷íîñòè òàêîé æå, êàê

â ëåììå 2.1.8. Êðîìå òîãî, µ+(∼ ϕ) = µ−(ϕ) è µ−(∼ ϕ) = µ+(ϕ), ïîýòîìó µ+(∼ ϕ),
µ−(∼ ϕ) ∈ 〈W,≤〉+.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ îïðîâåðæèìîñòè ëåãêî ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

µ−(ϕ ∨ ψ) = µ−(ϕ) ∩ µ−(ψ), µ−(ϕ ∧ ψ) = µ−(ϕ) ∪ µ−(ψ), µ−(ϕ→ ψ) = µ+(ϕ) ∩ µ−(ψ),

îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì µ−(ϕ ∨ ψ), µ−(ϕ ∧ ψ), µ−(ϕ→ ψ) ∈ 〈W,≤〉.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå v+(p) ∩ v−(p) = ∅ èç îïðåäåëåíèÿ N3-ìîäåëè ïåðåíî-
ñèòñÿ íà âñå ôîðìóëû.

Ëåììà 2.5.8. Ïóñòü µ = 〈W,≤, v+, v−〉 � N3-ìîäåëü. Òîãäà äëÿ êàæäîé L∼,⊥-ôîðìóëû
ϕ âåðíî

µ+(ϕ) ∩ µ−(ϕ) = ∅ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû, ïðè÷åì áàçà èí-
äóêöèè ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ N3-ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå äîêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ

µ+(ϕ) ∩ µ−(ϕ) = ∅ è µ+(ψ) ∩ µ−(ψ) = ∅.

Î÷åâèäíî, ÷òî µ+(∼ ϕ) ∩ µ−(∼ ϕ) = µ−(ϕ) ∩ µ+(ϕ) = ∅.
Äîïóñòèì, ÷òî x ∈ µ+(ϕ∧ ψ)∩ µ−(ϕ∧ ψ). Òîãäà x ∈ µ+(ϕ)∩ µ+(ψ) è ëèáî x ∈ µ−(ϕ),

ëèáî x ∈ µ−(ψ). Åñëè x ∈ µ−(ϕ), òî x ∈ µ+(ϕ) ∩ µ−(ϕ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè æå x ∈ µ−(ψ), òî x ∈ µ+(ψ) ∩ µ−(ψ), ÷òî îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ñëó÷àé äèçúþíêöèè ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü x ∈ µ+(ϕ→ ψ) ∩ µ−(ϕ→ ψ). Óñëîâèå x ∈ µ−(ϕ→ ψ) ýêâèâàëåíòíî x ∈ µ+(ϕ)

è x ∈ µ−(ψ). Èç x ∈ µ+(ϕ→ ψ) ñëåäóåò, ÷òî x ∈ µ+(ϕ) âëå÷åò x ∈ µ+(ψ). Òàêèì îáðàçîì,
x ∈ µ+(ψ) ∩ µ−(ψ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
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Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå ëåììà î ïîðîæä�åííîé ïîä-
ìîäåëè.

Ïóñòü W = 〈W,≤〉 � øêàëà, µ = 〈W,≤, v+, v−〉 � N4-ìîäåëü è K ∈ W+. Îïðåäåëèì
ïîðîæä�åyíóþ ïîäøêàëó

WK := 〈K,≤ ∩K2〉

è ïîðîæä�åyíóþ ïîäìîäåëü
µK := 〈WK , v+

K , v
−
K〉 ,

ãäå
v+
K(p) = v+(p) ∩K , v−K(p) = v−(p) ∩K äëÿ âñåõ p ∈ Prop .

Êàê è ðàíåå, èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ww := W w̌ è µw := µw̌, ãäå w ∈ W è
w̌ := {u ∈ W | w ≤ u} � êîíóñ, ïîðîæä�åyíûé ìèðîì w.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ (îäíîâðåìåííîé èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè
ôîðìóë) îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ.

Ëåììà 2.5.9 (Î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v+, v−〉 � N4-ìîäåëü è
K ∈ W+. Òîãäà äëÿ ëþáûõ L∼,⊥-ôîðìóëû ϕ è ìèðà x ∈ K âåðíî

µ, x |=+ ϕ ⇐⇒ µK , x |=+ ϕ ;

µ, x |=− ϕ ⇐⇒ µK , x |=− ϕ .

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v+, v−〉 � ïðîèçâîëüíàÿ N4-ìîäåëü íàä øêàëîé W = 〈W,≤〉. Ãîâî-
ðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ (ÿçûêà L∼,⊥)

• èñòèííà â µ (îáîçíà÷àåòñÿ µ |= ϕ), åñëè µ, x |=+ ϕ äëÿ âñåõ x ∈ W ;

• N4-èñòèííà â W (W |=N4 ϕ), åñëè ϕ èñòèííà âî âñåõ N4-ìîäåëÿõ íàä W ;

• N3-èñòèííà â W (W |=N3 ϕ), åñëè ϕ èñòèííà âî âñåõ N3-ìîäåëÿõ íàä W .

Äàëåå äëÿ êëàññà øêàë K ïèøåì K |=N4 ϕ, åñëè W |=N4 ϕ äëÿ ëþáîé W ∈ K, è
K |=N3 ϕ, åñëè W |=N3 ϕ äëÿ ëþáîé W ∈ K. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

L3K := {ϕ ∈ For(L∼) | K |=N3 ϕ} , L4K := {ϕ ∈ For(L∼) | K |=N4 ϕ} ,
L4,⊥K :=

{
ϕ ∈ For(L∼,⊥) | K |=N4 ϕ

}
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êëàññ îäíîýëåìåíòåí, ò. å. ïðè K = {W}, ïîëàãàåì

L3W := L3 {W} , L3W := L4 {W} è L4,⊥K := L4,⊥ {W} .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé î êîððåêòíîñòè ëîãèê N3,
N4 è N4⊥ îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ñåìàíòèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.10. Äëÿ ëþáîé øêàëû W è ëþáîãî êëàññà øêàë K èìååì{
L3W , L3K

}
⊂ EN3 ,

{
L4W , L4K

}
⊂ EN4 è

{
L4,⊥W , L4,⊥K

}
⊂ EN4⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóòè, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèé 2.2.5 è 2.1.10 è ïîòî-
ìó îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå çàìêíó-
òîñòè ìíîæåñòâ L3W , L3K, . . . îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè íóæíî ó÷åñòü íàëè÷èå
äâóõ îöåíîê â N4-ìîäåëÿõ.
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Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó ïîëíîòû äëÿ ëîãèê N3, N4 è N4⊥. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåñëîæíóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L, ðàñøèðÿþùåé N4 èëè N4⊥, ïîíÿòèå ïðîñòîé òåîðèè îïðå-
äåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì. 1.3.3). Ëåììà î ðàñøèðåíèè òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ
è äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ïî àíàëîãèè, íàïðèìåð, ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåì-
ìû 1.3.5).

Îïðåäåëåíèå 2.5.11 (Êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü). Ïóñòü L � ëîãèêà, ðàñøèðÿþùàÿ N4
èëè N4⊥ (â ÿçûêå L∼ èëè L∼,⊥ ñîîòâåòñòâåííî). Êàíîíè÷åñêîé L-øêàëîé íàçîâåì ïàðó
âèäà WL = 〈WL,≤L〉, ãäå

1) WL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ L-òåîðèé;

2) Γ ≤L ∆ ⇐⇒ Γ ⊆ ∆.

Äàëåå êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü µL � ýòî êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà WL âìåñòå ñ äâóìÿ îçíà-
÷èâàíèÿìè v+L è v−L, çàäàííûìè ïîñðåäñòâîì ýêâèâàëåíòíîñòåé

Γ ∈ v+L(p) ⇐⇒ p ∈ Γ ;

Γ ∈ v−L(p) ⇐⇒ ∼ p ∈ Γ

(ëåãêî ïîíÿòü, êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ N4-ìîäåëüþ).

Ïðè òàêîì ïåðåõîäå ñâîéñòâî èçáûòî÷íîñòè òîæå ñîõðàíÿåòñÿ, à èìåííî

Ïðåäëîæåíèå 2.5.12. Äëÿ âñÿêîãî N3-ðàñøèðåíèÿ L åãî êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü µL ÿâëÿ-
åòñÿ N3-ìîäåëüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N3 ⊆ L. Äîïóñòèì, ÷òî íàøëèñü ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ è ïðîïî-
çèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ p òàêèå, ÷òî Γ ∈ v+L(p) ∩ v−L(p), ò. å. p ∈ Γ è ∼ p ∈ Γ. Äëÿ
ëþáîé ôîðìóëû ϕ èìååì ∼ p → (p → ϕ) ∈ L ⊆ Γ, ïîýòîìó ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ ëåæèò â Γ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Γ 6= For(L∼) èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîé òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì,
v+L(p)∩ v−L(p) = ∅ äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, ò. å. µL � N3-ìîäåëü.

Ëåììà 2.5.13 (Î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè). Ïóñòü L � ëîãèêà, ðàñøèðÿþùàÿ N4 èëè
N4⊥. Â êàíîíè÷åñêîé L-ìîäåëè µL äëÿ ëþáûõ Γ ∈ WL è L∼,⊥-ôîðìóëû ϕ âåðíî

µL |=+
Γ ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ ;

µL |=−Γ ϕ ⇐⇒ ∼ ϕ ∈ Γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ϕ. Áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îöå-
íîê v+L è v−L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôîðìóë ϕ è ψ óòâåðæäåíèå ëåììû óæå äîêàçàíî, ò. å. äëÿ
êàæäîé òåîðèè Γ ∈ WL âåðíû ýêâèâàëåíòíîñòè

µL |=+
Γ ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ è µL |=−Γ ϕ ⇐⇒ ∼ ϕ ∈ Γ ;

µL |=+
Γ ψ ⇐⇒ ψ ∈ Γ è µL |=−Γ ψ ⇐⇒ ∼ ψ ∈ Γ .

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äëÿ µL |=+
Γ ϕ∗ψ, ãäå ∗ ∈ {∨,∧,→}, â òî÷íîñòè òàêîé æå, êàê

äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè (ñì. ëåììó 2.1.18). Ðàññìîòðèì ñèëüíîå îòðèöàíèå:

µL |=+
Γ ∼ ϕ ⇐⇒ µL |=−Γ ϕ

èíä. ãèïîòåçà⇐⇒ ∼ ϕ ∈ Γ ;

µL |=−Γ ∼ ϕ ⇐⇒ µL |=+
Γ ϕ

èíä. ãèïîòåçà⇐⇒ ϕ ∈ Γ ⇐⇒ ∼ (∼ ϕ) ∈ Γ .
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Ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âåðíà ââèäó àêñèîìû p↔ ∼ ∼ p.
Òåïåðü ïåðåéä�åì ê ñëó÷àþ êîíúþíêöèè â êîíòåêñòå îòíîøåíèÿ îïðîâåðæèìîñòè:

µL |=−Γ ϕ ∧ ψ ⇐⇒ (µL |=−Γ ϕ èëè µL |=−Γ ψ)
èíä. ãèïîòåçà⇐⇒

(∼ ϕ ∈ Γ èëè ∼ ψ ∈ Γ) ⇐⇒ ∼ ϕ ∨ ∼ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ∼ (ϕ ∧ ψ) ∈ Γ.

Ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âåðíà ââèäó çàêîíà Äå Ìîðãàíà ∼ (p ∧ q)↔ (∼ p ∨ ∼ q).
Ñëó÷àé äèçúþíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì èìïëèêàöèþ. Èìååì

µL |=−Γ ϕ→ ψ ⇐⇒ (µL |=+
Γ ϕ è µL |=−Γ ψ)

èíä. ãèïîòåçà⇐⇒
(ϕ ∈ Γ è ∼ ψ ∈ Γ) ⇐⇒ ϕ ∧ ∼ ψ ∈ Γ ⇐⇒ ∼ (ϕ→ ψ) ∈ Γ.

Ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âåðíà ââèäó àêñèîìû ∼ (p→ q)↔ (p ∧ ∼ q).

Òåîðåìà 2.5.14. Äëÿ ëþáîé L∼,⊥-ôîðìóëû ϕ âåðíî

ϕ ∈ N4⊥ ⇐⇒ µ |= ϕ äëÿ ëþáîé N4-ìîäåëè ,

à åñëè ê òîìó æå ϕ íå ñîäåðæèò ⊥, òî

ϕ ∈ N3(N4) ⇐⇒ µ |= ϕ äëÿ ëþáîé N3(N4)-ìîäåëè .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëîãèêè N4. Åñëè ϕ ∈ N4, òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà â
ëþáîé N4-ìîäåëè ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2.5.10. Ïóñòü N4 6` ϕ, òîãäà ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè
íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ N4-òåîðèÿ Γ òàêàÿ, ÷òî ϕ 6∈ Γ. Ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè èìååì
µN4 6|=+

Γ ϕ, ãäå µN4-êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü ëîãèêè N4.
Àíîëîãè÷íî äëÿ N4⊥ è N3. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ

ìîäåëü µN3 ÿâëÿåòñÿ N3-ìîäåëüþ.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû ïîëíîòû óñòàíîâèì, ÷òî ëîãèêè Íåëüñîíà
îáëàäàþò êîíñòðóêòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.15. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ëîãèêè Íåëüñîíà N3, N4 è N4⊥ îáëàäàþò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

2. Ëîãèêè N3, N4 è N4⊥ îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîíñòðóêòèâíîãî îòðèöàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàçàòåëüñòâî (íåêîíñòðóêòèâíîå) äàííîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ íåñëîæ-
íîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà ï. 2 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.21.

2. Ïóñòü ∼ (ϕ ∧ ψ) ∈ N4, òîãäà ïî çàêîíó Äå Ìîðãàíà ∼ ϕ∨ ∼ ψ ∈ N4, è ïî òîëüêî
÷òî äîêàçàííîìó äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó ∼ ϕ ∈ N4 èëè ∼ ψ ∈ N4. Àíàëîãè÷íî äëÿ
ëîãèê N3 è N4⊥.

2.6. Ñâÿçü ëîãèê Íåëüñîíà ñ ëîãèêàìè Int è J

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ïîêàæåì, ÷òî ëîãèêè Íåëüñîíà òî÷íî âêëàäûâàþòñÿ â ïîçèòèâíóþ è
èíòóèöèîíèñòñêóþ ëîãèêè.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë ê íåãàòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìå ϕ 7→ ϕ̄.
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Ïóñòü ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) ∈ For(L∼), òîãäà

ϕ̄ = ϕ′ (p1, . . . , pn,∼ p1, . . . ,∼ pn) ,

ãäå ϕ′ � ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà. Â òàêîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

ϕ∗ := ϕ′ (p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) .

Åñëè æå ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) ∈ For(L∼,⊥), òî

ϕ̄ = ϕ′ (∼ ⊥, p1, . . . , pn,∼ p1, . . . ,∼ pn) ,

ãäå ϕ′ � èíòóèöèîíèñòñêàÿ ôîðìóëà. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà�åì

ϕ∗ := ϕ′ (⊥ → ⊥, p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) .

Òåîðåìà 2.6.1. Âåðíû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) ϕ ∈ N4 ⇐⇒ ϕ∗ ∈ Pos ;

2) ϕ ∈ N4⊥ ⇐⇒ ϕ∗ ∈ Int .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ϕ∗ ∈ Pos, òîãäà ϕ∗ ∈ N4, òàê êàê L+ ⊆ L∼, à âñå àêñèîìû
è ïðàâèëà âûâîäà ëîãèêè Pos ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè è ïðàâèëàìè âûâîäà ëîãèêè N4. Èç
ðàâåíñòâà ϕ∗ = ϕ′(p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ̄ = ϕ′ (p1, . . . , pn,∼ p1, . . . ,∼ pn) ∈ N4 ,

òàê êàê ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû ϕ∗. Èç ϕ↔ ϕ̄ ∈ N4 ïîëó÷àåì ϕ ∈ N4.
Ïóñòü ϕ∗ 6∈ Pos, òîãäà ïî òåîðåìå ïîëíîòû äëÿ ïîçèòèâíîé ëîãèêè (òåîðåìà 5.17)

íàéäóòñÿ ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 è ìèð x ∈ W òàêèå, ÷òî µ 6|=x ϕ
∗. Ðàññìîòðèì N4-ìîäåëü

µ′ = 〈W,≤, v+, v−〉 ñ òåìè æå ñàìûìè ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ ìèðîâ W è îòíîøåíèåì
äîñòèæèìîñòè ≤ è îöåíêàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

v+ (p1) = v (p1) , . . . , v+ (pn) = v (pn) ;

v− (p1) = v (pn+1) , . . . , v− (pn) = v (p2n) .

Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâíîé ôîð-
ìóëû ψ(p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) è ìèðà y ∈ W âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

µ |=y ψ (p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) ⇐⇒ µ′ |=y ψ (p1, . . . , pn,∼ p1, . . . ,∼ pn) .

Èç äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè è µ 6|=x ϕ
∗ ñëåäóåò µ′ 6|=x ϕ̄. Ïîýòîìó ϕ̄ 6∈ N4, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ 6∈ N4.
2) Ýòîò ïóíêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íóæíî ëèøü â ïîäõîäÿùèé

ìîìåíò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ∼ ⊥ ↔ (⊥ → ⊥) ∈ N4 è ïîçèòèâíûì ïðàâèëîì
çàìåíû.

Äëÿ ôîðìóëû ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) ∈ For(L∼) ïîëàãàåì

ϕ̃ :=
∧

1≤i≤n

¬ (pi ∧ pn+i)→ ϕ∗ .
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Òåîðåìà 2.6.2. Äëÿ êàæäîé L∼-ôîðìóëû âåðíî

ϕ ∈ N3 ⇐⇒ ϕ̃ ∈ Int .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî N3⊥ = N3+{⊥ ↔ ∼ (p0 → p0),∼ ⊥} � êîíñåð-
âàòèâíîå ðàñøèðåíèå ëîãèêè N3 â ÿçûêå L∼,⊥.

Åñëè ϕ̃ ∈ Int, òî ϕ̃ ∈ N3⊥, ââèäó î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ Int ⊆ N3⊥. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôîðìóëà ∧

1≤i≤n

¬ (pi ∧ ∼ pi)→ ϕ̄ ,

ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû ϕ̃, òàêæå ëåæèò â N3⊥. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà
¬(pi∧ ∼ pi) = (pi∧ ∼ pi) → ⊥ äîêàçóåìà â N3⊥, ïîëó÷àåì

∧
1≤i≤n ¬(pi∧ ∼ pi) ∈ N3⊥.

Îòêóäà ϕ̄ ∈ N3⊥. Ââèäó êîíñåðâàòèâíîñòè N3⊥ íàä N3 è òîãî, ÷òî ϕ̄ íå ñîäåðæèò êîí-
ñòàíòû ⊥, ïîëó÷àåì ϕ̄ ∈ N3. Òåì ñàìûì, ϕ ∈ N3.

Ïóñòü ϕ̃ 6∈ Int, òîãäà ïî òåîðåìå ïîëíîòû äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè (òåîðå-
ìà 6.13) íàéäóòñÿ ìîäåëü µ = 〈W , v〉 è ìèð x òàêèå, ÷òî µ 6|=x ϕ̃. Ïîñêîëüêó

µ 6|=x

∧
1≤i≤n

¬ (pi ∧ pn+i)→ ϕ∗ ,

íàéäåòñÿ ìèð y ≥ x òàêîé, ÷òî µ |=y

∧
1≤i≤n ¬(pi ∧ pn+i) è µ 6|= ϕ∗. Âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ

µ |=y ¬(pi ∧ pn+i) îçíà÷àåò, ÷òî µ 6|= pi ∧ pn+i äëÿ ëþáîãî z ≥ y, ò. å.

v (pi) ∩ v (pn+i) ∩ y̌ = ∅ ïðè i ∈ {1, . . . , n} . (2.3)

Ðàññìîòðèì N4-ìîäåëü µ′ = 〈Wy, v+, v−〉, ãäå îöåíêè v+ è v− óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì:

v+ (p1) = v (p1) ∩ y̌ , . . . , v+ (pn) = v (pn) ∩ y̌ ;

v− (p1) = v (pn+1) ∩ y̌ , . . . , v− (pn) = v (p2n) ∩ y̌ ;

v+ (pj) = v− (pj) = ∅ ïðè j 6∈ {1, . . . , n}.

Èç (2.3) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî µ′ � N3-ìîäåëü.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóøåé òåîðåìû, ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâ-

íîé ôîðìóëû ψ(p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) è ìèðà z ∈ W âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ |=z ψ (p1, . . . , pn, pn+1, . . . , p2n) ⇐⇒ µ′ |=z ψ (p1, . . . , pn,∼ p1, . . . ,∼ pn).

Èç äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè è µ 6|=y ϕ
∗ ñëåäóåò µ′ 6|=y ϕ̄. Ïîýòîìó ϕ̄ 6∈ N3, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ 6∈ N3.



Ãëàâà 3

Ðàçðåøèìîñòü è äðóãèå

ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà

3.1. Ìåòîä ôèëüòðàöèè, ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ìîäåëåé

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì, êàê îïðåäåëÿþòñÿ ôèëüòðàöèè äëÿ ìîäåëåé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè.
Ïóñòü µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü, à Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà L⊥, çàìêíóòîå

îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, ò. å. âìåñòå ñ êàæäîé ôîðìóëîé ìíîæåñòâî Φ ñîäåðæèò òàêæå
âñå å�å ïîäôîðìóëû.

Îïðåäåëèì íà W äâóìåñòíîå îòíîøåíèå ≡Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ≡Φ y ⇐⇒ ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇔ µ |=y ϕ) ,

ãäå x, y ∈ W . ßñíî, ÷òî ≡Φ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ìèðîâ W . Îáî-
çíà÷èì [x]Φ := {y ∈ W | x ≡Φ y}.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. j-Ìîäåëü µ′ = 〈W ′,≤′, Q′, v′〉 íàçîâ�åì ôèëüòðàöèåé j-ìîäåëè µ =
〈W,≤, Q, v〉 ïî ìíîæåñòâó L⊥-ôîðìóë Φ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) W ′ = {[x]Φ | x ∈ W} ;

2) Q′ = {[x]Φ | x ∈ Q è ⊥ ∈ Φ} ;

3) v′ (p) = {[x]Φ | x ∈ v (p) è p ∈ Φ}, ïðè âñåõ p ∈ Prop ;

4) x ≤ y âëå÷�åò [x]Φ ≤′ [y]Φ, ïðè âñåõ {x, y} ⊆ W ;

5) [x]Φ ≤′ [y]Φ âëå÷�åò ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ), ïðè âñåõ {x, y} ⊆ W .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè [x]Φ ≤′ [y]Φ è [x]Φ ∈ Q′, òî ⊥ ∈ Φ è x ∈ Q. Ïîýòîìó µ |=x ⊥ è
ââèäó óñëîâèÿ 5 èç îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðàöèè µ |=y ⊥, ò. å. y ∈ Q. Òåì ñàìûì, [y]Φ ∈ Q′ è
ìû äîêàçàëè, ÷òî Q′ � êîíóñ îòíîñèòåëüíî ≤′. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ⊥ 6∈ Φ, òî Q′ = ∅.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî v′(p) � êîíóñ îòíîñèòåëüíî ≤′. Ïðè÷åì v′(p) = ∅, åñëè
p 6∈ Φ.

Ìû ïðîâåðèëè, òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 3.1.1: ôèëüòðàöèÿ j-ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ j-ìîäåëüþ.

ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ 4 è 5 îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 íåîäíîçíà÷íî çàäàþò îòíîøåíèå ≤′. Çàäà-
äèì äâà ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîðÿäêà íà W ′, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 4 è 5:

[x]Φ ≤l [y]Φ ⇐⇒ ∃x′, y′ ∈ W (x′ ≡Φ x ∧ y′ ≡Φ y ∧ x′ ≤ y′) ;
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[x]Φ ≤g [y]Φ ⇐⇒ ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ) .

Åñëè x ≤ y, òî î÷åâèäíî, ÷òî [x]Φ ≤l [y]Φ. Ïî ëåììå î ìîíîòîííîñòè âûïîëíåíî òàêæå
[x]Φ ≤g [y]Φ.

Ïðîâåðèì òåïåðü óñëîâèå 5.
Ïóñòü [x]Φ ≤l [y]Φ è {x′, y′} ⊆ W òàêîâû, ÷òî x′ ≡Φ x, y′ ≡Φ y è x′ ≤ y′. Òîãäà äëÿ

ëþáîé ôîðìóëû ϕ ∈ Φ âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà èìïëèêàöèé:

µ |=x ϕ =⇒ µ |=x′ ϕ =⇒ µ |=y′ ϕ =⇒ µ |=y ϕ ,

ò. å. óñëîâèå 5 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ≤l.
Åñëè æå [x]Φ ≤g [y]Φ, òî ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ) ïî îïðåäåëåíèþ ≤g.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü, à Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà L⊥,

çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, òî j-ìîäåëè µl = 〈W ′,≤l, Q′, v′〉 è µg = 〈W ′,≤g, Q′, v′〉,
ãäå W ′, Q′ è v′, êàê â îïðåäåëåíèè 3.1.1, ÿâëÿþòñÿ ôèëüòðàöèÿìè ìîäåëè µ ïî ìíîæåñòâó
ôîðìóë Φ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïóñòü µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü, Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà
L⊥, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, è µ′ = 〈W ′,≤′, Q′, v′〉 � ôèëüòðàöèÿ ìîäåëè µ
ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Φ. Òîãäà ≤l ⊆ ≤′ ⊆ ≤g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ W . Åñëè [x]φ ≤l [y]Φ, òî íàéäóòñÿ x′, y′ ∈ W òàêèå, ÷òî
[x]Φ = [x′]Φ, [y]Φ = [y′]Φ è x′ ≤ y′. Èç x′ ≤ y′ ïî óñëîâèþ 4 îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 ñëåäóåò
[x]φ ≤′ [y]Φ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî [x]φ ≤′ [y]Φ. Ââèäó óñëîâèÿ 5 îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 âûïîëíåíî
∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ), ò. å. [x]φ ≤g [y]Φ.

Ââèäó äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ µl áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåé, à µg � íàèáîëüøåé
ôèëüòðàöèåé j-ìîäåëè µ ïî Φ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïåðåõîä ê ôèëüòðàöèè ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Φ íå âëèÿåò íà
èñòèííîñòü ôîðìóë èç äàííîãî ìíîæåñòâà.

Ëåììà 3.1.3 (Î ôèëüðàöèè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, Q, v〉 � j-ìîäåëü, Φ � ìíîæåñòâî
ôîðìóë ÿçûêà L⊥, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, è µ′ = 〈W ′,≤′, Q′, v′〉 � ôèëü-
òðàöèÿ j-ìîäåëè µ ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Φ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Φ è x ∈ W âåðíî

µ |=x ϕ ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Åñëè p ∈ Φ, òî

µ |=x p ⇐⇒ x ∈ v (p) ⇐⇒ [x]Φ ∈ v′ (p) ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ p .

Â ñëó÷àå ⊥ ∈ Φ èìååì

µ |=x ⊥ ⇐⇒ x ∈ Q ⇐⇒ [x]Φ ∈ Q′ ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ ⊥ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðûõ ôîðìóë ϕ è ψ è
ëþáîãî ìèðà x ∈ W .

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü öåïî÷êîé ýêâèâàëåíòíîñòåé

µ |=x ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ |=x ϕ è µ |=x ψ ⇐⇒
µ′ |=[x]Φ ϕ è µ′ |=[x]Φ ψ ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ ϕ ∧ ψ ,
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ìû ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ óæå äëÿ ϕ∧ψ. Ñëó÷àé äèçúþíê-
öèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîëü æå ïðîñòî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èìïëèêàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ′ |=[x]Φ ϕ → ψ. Ïóñòü y ≥ x
è µ |=y ϕ. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ µ′ |=[y]Φ ϕ, êðîìå òîãî, [x]Φ ≤′ [y]Φ ïî
óñëîâèþ 4 îïðåäåëåíèÿ 3.1.1. Ñëåäîâàòåëüíî, µ′ |=[y]Φ ψ. Ïðèìåíÿÿ îïÿòü èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷àåì µ |=y ψ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî µ′ |=x ϕ→ ψ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî µ′ 6|=[x]Φ ϕ → ψ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà [y]Φ òàêîãî,
÷òî [x]Φ ≤′ [y]Φ, âûïîëíåíî µ

′ |=[y]Φ ϕ è µ′ 6|=[y]Φ ψ. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
µ |=y ϕ è µ 6|=y ψ, çíà÷èò µ 6|=y ϕ→ ψ. Ïîñêîëüêó ϕ → ψ ∈ Φ è [x]Φ ≤′ [y]Φ, òî ââèäó
óñëîâèÿ 5 îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 âåðíà èìïëèêàöèÿ (µ |=x ϕ→ ψ ⇒ µ |=y ϕ→ ψ). Ñòàëî áûòü,
µ 6|=x ϕ→ ψ.

Òåîðåìà 3.1.4. Ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà J ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ j-øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ J , òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà âî âñåõ j-øêàëàõ, â ÷àñòíîñòè, âî
âñåõ êîíå÷íûõ j-øêàëàõ.

Ïóñòü ϕ 6∈ J . Ïî òåîðåìå 2.2.20 (î ïîëíîòå J) íàéäóòñÿ j-ìîäåëü µ = 〈W,≤, Q, v〉 è
ìèð x ∈ W òàêèå, ÷òî µ 6|=x ϕ. Äàëåå, ïóñòü Φ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ, à
µ′ = 〈W ′,≤′, Q′, v′〉 � íåêîòîðàÿ ôèëüòðàöèÿ ìîäåëè µ ïî Φ. Òîãäà ïî ëåììå î ôèëüòðàöèè
µ′ 6|=[x]Φ ϕ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Φ ìíîæåñòâî W ′ òàêæå
êîíå÷íî, òî÷íåå |W ′| ≤ 2|Φ|.

Òåîðåìà 3.1.5. Ïîçèòèâíàÿ ëîãèêà Pos è èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà Int ïîëíû îòíîñè-
òåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòèå ôèëüòðàöèè äëÿ ìîäåëåé ïîçèòèâíîé è èíòóèöèîíèñòñêîé ëî-
ãèê ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ôèëüòðàöèè j-ìîäåëè (íå íóæíî îïðåäåëÿòü êîíóñ
Q′). Äîñëîâíî òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ëåììà î ôèëüòðàöèè è èç íå�å âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ ìû äîêàçàëè ïîëíîòó îòíîñèòåëüíî êëàññîâ êîíå÷íûõ øêàë è
êîíå÷íûõ j-øêàë, ñâîéñòâî ñèëüíîé ïîëíîòû òåðÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì øêàëàì.

Òåîðåìà 3.1.6. Ëîãèêè Pos è Int íå ñèëüíî ïîëíû îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë.
Ëîãèêà J íå ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ j-øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáåð�åì ñëó÷àé ëîãèêè Pos. Äëÿ ëîãèê Int è J ðàññóæäåíèÿ ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷íû. Ïîëàãàåì

Kfin := {〈W,≤〉 | W � êîíå÷íî} .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìóë

Γ := {(pi ↔ pj)→ p0 | i, j > 0, i 6= j} .

Ïðîâåðèì, ÷òî Γ |=Kfin
p0, ò. å. äëÿ ëþáîé ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉, ãäåW � êîíå÷íî, è ëþáîãî

x ∈ W âåðíà èìïëèêàöèÿ
µ |=x Γ =⇒ µ |=x p0 . (3.1)

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä êîíå÷íîé øêàëîé. Ìíîæåñòâî êî-
íóñîâ 〈W,≤〉+ � êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà i0 è j0 òàêèå, ÷òî
i0 6= j0 è ïðè ýòîì v (pi0) = v (pj0). Òîãäà µ |=x pi0 ↔ pj0 äëÿ êàæäîãî x ∈ W .

Òåïåðü åñëè x ∈ v(p0), òî µ |=x p0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìïëèêàöèÿ (3.1) âåðíà.
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Åñëè æå x 6∈ v(p0), òî µ 6|=x p0. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èìååì µ |=x pi0 ↔ pj0 è µ 6|=x p0.
Çíà÷èò, µ 6|=x (pi0 ↔ pj0)→ p0 è îòñþäà µ 6|=x Γ. Ñòàëî áûòü, èìïëèêàöèÿ (3.1) ñïðàâåäëèâà
è â ýòîé ñèòóàöèè.

Èòàê, äîêàçàíî Γ |=Kfin
p0. Ïîêàæåì, ÷òî âûâîäèìîñòü Γ `Pos p0 íå èìååò ìåñòà.

Ââèäó ñèëüíîé ïîëíîòû ëîãèêè Pos îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ øêàë (òåîðåìà 2.1.19) äî-
ñòàòî÷íî íàéòè ìîäåëü µ0 òàêóþ, ÷òî µ0 |=x Γ è µ0 6|=x p0 äëÿ íåêîòîðîãî ìèðà x ìîäåëè
µ0. Ïîñêîëüêó Γ |=Kfin

p0, òî ÿñíî, ÷òî ìîäåëü µ0 äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîé.

Âîçüì�åì ìîäåëü µ0 := 〈ω,≤0, v0〉, ãäå ω åñòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à îòíî-
øåíèå ≤0 è îöåíêà v0 îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

≤0 := {(i, i) | i ∈ ω} ∪ {(0, i) | i ∈ ω \ {0}} ;

v0 (p0) := ω \ {0} è v0 (pi) := {i} ïðè i > 0 .

Ãðàôè÷åñêè ïðåäïîðÿäîê ≤0 ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

q
q q q

@
@

@
@
@

L
L
L
L
LL

�
�
�
�
��

0

1 2 3 . . .

Ïðîâåðèì, ÷òî µ0 |=0 Γ. Åñëè i > 0, òî µ0 |=i p0, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ j, k âåðíà
èìïëèêàöèÿ (µ0 |=i (pj ↔ pk) ⇒ µ0 |=i p0).

Ïóñòü i = 0. Ïî ïîñòðîåíèþ µ0 6|=0 p0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ âñåõ
ïàð j 6= k ìû èìååì µ0 6|=0 pj ↔ pk. Îòñþäà ïîëó÷àåì µ0 |=0 Γ, íî ïðè ýòîì µ0 6|=0 p0.

Îêàçûâàåòñÿ, ñèëüíàÿ ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë âîçìîæíà òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëîãèêà çàäà�åòñÿ åäèíñòâåííîé êîíå÷íîé øêàëîé.

Ëîãèêà L èç EPos (EInt èëè EJ) íàçûâàåòñÿ òàáëè÷íîé, åñëè íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ
(j)-øêàëà W , äëÿ êîòîðîé LW = L.

Òåîðåìà 3.1.7 (W. Dziobiak, 1980). Ëîãèêà L ∈ EInt ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî
êàêîãî-íèáóäü êëàññà êîíå÷íûõ øêàë, åñëè è òîëüêî åñëè L òàáëè÷íà.

Óïðàæíåíèå 3.1.8. Ëîãèêè Pos, Int è J íå ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå ôîðìóëû

bcn := p0 ∨ (p0 → p1) ∨ . . . ∨ ((p0 ∧ . . . ∧ pn−1)→ pn) , n ∈ ω \ {0} ,

è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îñòðîé øêàëûW = 〈W,≤〉, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, âåðíà
ýêâèâàëåíòíîñòü

W |= bcn ⇐⇒ |W | ≤ n .

Ëîãèêà L èç EPos (EInt èëè EJ) íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè äëÿ
ëþáîé ôîðìóëû ϕ 6∈ L (ÿçûêà äàííîé ëîãèêè) íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ (j)-øêàëàW ñî ñâîéñòâà-
ìè: W |= L è W 6|= ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå (è àíàëîãè÷íûõ åìó) åù�å ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ëîãèêà L îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íûõ ìîäåëåé: ëþáàÿ ôîðìóëà ðàññìàòðèâàåìîãî
ÿçûêà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òåîðåìîé L, îïðîâåðãàåòñÿ â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ìîäåëè ëîãèêè L.

Òåîðåìà 3.1.9 (Õàððîïà). Åñëè ëîãèêà L èç EPos (EInt èëè EJ) âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìà è ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà, è ê òîìó æå êëàññ å�å êîíå÷íûõ ìîäåëåé âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèì, òî L ðàçðåøèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé øêàëûW è ôîðìóëû ϕ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè W |= ϕ. Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèìîñòü
êëàññà êîíå÷íûõ ìîäåëåé âìåñòå ñ ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòüþ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü
ïåðå÷èñëåíèå ôîðìóë, íå ëåæàùèõ â äàííîé ëîãèêå. Îñòà�åòñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü òåîðåìó
Ïîñòà.

Ñëåäñòâèå 3.1.10. Ëîãèêè Pos, Int è J ðàçðåøèìû.

Ïóñòü L � ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ëîãèêà. Å�å ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè fL (äåéñòâó-
þùàÿ íà ω) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fL (n) := max
lh(ϕ)≤n, ϕ 6∈L

min
W|=L,W6|=ϕ

|W| ,

ãäå lh(ϕ) � äëèíà ôîðìóëû ϕ.
Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L ýêñïîíåíöèàëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìèàëüíî, èëè ëèíåé-

íî) àïïðîêñèìèðóåìà, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

fL (n) ≤ 2c·n ( fL (n) ≤ nc , èëè fL (n) ≤ c · n ) ïðè âñåõ n ∈ ω .

Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 3.1.4 è 3.1.5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.1.11. Ëîãèêè Pos, Int è J ýêñïîíåíöèëüíî àïïðîêñèìèðóåìû.

Ëîãèêà L1 íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî (ïîëèíîìèàëüíî èëè ëèíåéíî) ñâîäèìîé ê
ëîãèêå L2 (çäåñü ýòè ëîãèêè ìîãóò áûòü â ðàçíûõ ÿçûêàõ), åñëè L1 òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ
â L2 ïîñðåäñòâîì τ è çíà÷åíèå τ (ϕ) âû÷èñëÿåòñÿ çà ýêñïîíåíöèàëüíîå (ïîëèíîìèàëüíîå,
èëè ëèíåéíîå) âðåìÿ îò äëèíû ôîðìóëû ϕ.

Èç òåîðåì 2.6.1 è 2.6.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1.12. Ëîãèêà N4 ëèíåéíî ñâîäèìà ê Pos, à ëîãèêè N4⊥ è N3 ëèíåéíî
ñâîäèìû ê Int.

Òåîðåìà 3.1.13. Ëîãèêà Int íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

βn :=
n−1∧
i=1

(((¬pi+1 → qi+1) ∨ (pi+1 → qi+1))→ qi) → ((¬p1 → q1) ∨ (p1 → q1)) .

Î÷åâèäíî, ÷òî lh (βn) = O (n). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåò äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî øêàëà, íà êîòîðîé îïðîâåðãàåòñÿ ôîðìóëà βn, ñîäåðæèò íå ìåíåå 2n ìèðîâ.

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 è µ 6|=x βn äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ W . Òîãäà

µ |=x ((¬pi+1 → qi+1) ∨ (pi+1 → qi+1))→ qi ïðè i ∈ {1, . . . , n− 1} ;

µ 6|=x (¬p1 → q1) ∨ (p1 → q1) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âëå÷�åò ñóùåñòâîâàíèå ìèðîâ x0 è x1 (èç W ) òàêèõ, ÷òî x ≤ x0, x1 è

µ |=x0 p1 , µ 6|=x0 q1 ; µ |=x1 ¬p1 , µ 6|=x1 q1 .

Èç µ |=x0 p1 è µ |=x1 ¬p1 âûòåêàåò, ÷òî ìèðû x0 è x1 íå èìåþò îáùèõ ïîñëåäîâàòåëåé. À èç
µ 6|=xi q1, i ∈ {0, 1}, ñëåäóåò

µ 6|=xi (¬p2 → q2) ∨ (p2 → q2) .
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Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ ìèðû x00, x01 ≥ x0 è x10, x11 ≥ x1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

µ |=x00 p2 , µ 6|=x00 q2 ; µ |=x01 ¬p2 , µ 6|=x01 q2 ;

µ |=x10 p2 , µ 6|=x10 q2 ; µ |=x11 ¬p2 , µ 6|=x11 q2 .

Ïðè ýòîì x00 è x01 íå èìåþò îáùèõ ïîñëåäîâàòåëåé, è òàêæå x10 è x11 íå èìåþò îáùèõ ïî-
ñëåäîâàòåëåé. Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî ãëóáèíû
n, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ ìèðîâ ìîäåëè µ.

Ïîñëåäíÿÿ èç òåîðåì äîïóñêàåò ñëåäóþùåå íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 3.1.14. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëîãèêà L ∈ EInt, îáëàäàþùàÿ äèçúþíêòèâíûì
ñâîéñòâîì, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

3.2. Òàáëè÷íîå èñ÷èñëåíèå äëÿ Cl

Èäåÿ òàáëè÷íûõ èñ÷èñëåíèé î÷åíü ïðîñòà. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ íàéòè âûâîä
óòâåðæäåíèÿ èç àêñèîì, ìû ïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü êîíòðìîäåëü äëÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.
Åñëè âñå ïîïûòêè íàéòè êîíòðìîäåëü ïðîâàëèâàþòñÿ, òî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîêàçàëè
äàííîå óòâåðæäåíèå. Ïîñêîëüêó ñåìàíòèêà ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ëîãèê ôîðìàëüíà, òî
ïðîöåññ ïîèñêà êîíòðìîäåëè äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå èñ÷èñëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òàáëè÷íîå èñ÷èñëåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë X ÿçûêà LCL íàçîâ�åì (Cl-)âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò Cl-
îöåíêà v òàêàÿ, ÷òî v(ϕ) = 1 äëÿ âñåõ ϕ ∈ X. Â òàêîé ñèòóàöèè ãîâîðèì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëüþ äëÿ X èëè ÷òî X âûïîëíèìî íà v.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî X ∪ {ϕ1, . . . , ϕn} ïèøåì

X; ϕ1, . . . , ϕn ,

ãäå X ∪ {ϕ1, . . . , ϕn} � íåêîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë. Íåñëîæíî äîêàçàòü

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîñòè:

• X; ¬¬ϕ âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ϕ âûïîëíèìî;

• X; ϕ ∧ ψ âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ϕ, ψ âûïîëíèìî;

• X; ϕ ∨ ψ âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ϕ âûïîëíèìî èëè X; ψ âûïîëíèìî;

• X; ϕ→ ψ âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ¬ϕ âûïîëíèìî èëè X; ψ âûïîëíèìî;

• X; ¬ (ϕ ∧ ψ) âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ¬ϕ âûïîëíèìî èëè X; ¬ψ âûïîëíèìî;

• X; ¬ (ϕ ∨ ψ) âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ¬ϕ, ¬ψ âûïîëíèìî;

• X; ¬ (ϕ→ ψ) âûïîëíèìî ⇐⇒ X; ϕ, ¬ψ âûïîëíèìî.

Äàííîå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, êàê âîïðîñ î âûïîëíèìîñòè ìíîæåñòâà ôîðìóë ìî-
æåò áûòü ñâåäåí ê âîïðîñó î âûïîëíèìîñòè îäíîãî èëè äâóõ ìíîæåñòâ ôîðìóë, èìåþùèõ
ìåíüøóþ �ñëîæíîñòü�. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðàâèëà T-èñ÷èñëåíèÿ (ïðåîáðàçóþùèå îäíè
ìíîæåñòâà ôîðìóë â äðóãèå) â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì ïîñëåäíåãî ïðåäëîæå-
íèÿ:
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(∧) X;ϕ∧ψ
X;ϕ, ψ ; (¬∧)

X;¬(ϕ∧ψ)
X;¬ϕ | X;¬ψ ;

(∨) X;ϕ∨ψ
X;ϕ | X;ψ ; (¬∨)

X;¬(ϕ∨ψ)
X;¬ϕ,¬ψ ;

(→)
X;ϕ→ψ

X;¬ϕ | X;ψ ; (¬ →)
X;¬(ϕ∨ψ)
X;ϕ,¬ψ ;

(¬) X;¬¬ϕ
X;ϕ .

Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë X çàìêíóòî èëè ÷òî X ñîäåðæèò êîíôëèêò (àí-
ãëèéñêèé òåðìèí � clash), åñëè {ϕ,¬ϕ} ⊆ X äëÿ íåêîòîðîé ϕ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ïóñòü X0 ⊂ ForLCL . Òàáëèöà äëÿ X0 � ýòî äåðåâî T ñòåïåíè âåòâ-
ëåíèÿ ≤ 2, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë. Ïðè ýòîì êîðíåì äåðåâà
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîX0; ïåðåõîäû îò âåðøèí ê èõ ïîñëåäîâàòåëÿì ïðîèñõîäÿò ïî ïðàâèëàì
T-èñ÷èñëåíèÿ; çàìêíóòûå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè äåðåâà; äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå
ïðàâèë ê íåçàìêíóòûì ëèñòüÿì íåâîçìîæíî.

Ãîâîðèì, ÷òî òàáëèöà T çàìêíóòà, åñëè âñå ëèñòüÿ òàáëèöû T çàìêíóòû. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå òàáëèöà T � îòêðûòà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë X íàçûâàåòñÿ T-ñîâìåñòíûì, åñëè íèêà-
êàÿ òàáëèöà äëÿ X íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè íàéäåòñÿ çà-
ìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ X, ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ T-íåñîâìåñòíûì.

Ôîðìóëà ϕ (ÿçûêà LCL) äîêàçóåìà â T-èñ÷èñëåíèè, åñëè ìíîæåñòâî {¬ϕ} ÿâëÿåòñÿ
T-íåñîâìåñòíûì.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü òàáëèöû áóäóò êîíå÷íû (åñëè
îòïðàâëÿåìñÿ îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîñûëîê).

Ïðåäëîæåíèå 3.2.4. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë. Òîãäà ëþáàÿ òàá-
ëèöà äëÿ X êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � íåêîòîðàÿ òàáëèöà äëÿ X. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë X1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì X0 â äåðåâå T , òî èç âèäà ïðàâèë T-èñ÷èñëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò,
÷òî ∑

ϕ∈X1

lh (ϕ) <
∑
ϕ∈X0

lh (ϕ) .

Ïîýòîìó äëèíà ëþáîé âåòâè â äåðåâå T êîíå÷íà. Åñëè â äåðåâå ñ êîíå÷íûì âåòâëåíèåì
êàæäàÿ âåòâü êîíå÷íà, òî ñîãëàñíî ëåììå Ê�åíèãà ýòî äåðåâî êîíå÷íî.

Òåîðåìà 3.2.5 (Ïîëíîòà T-èñ÷èñëåíèÿ). Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë.
Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ T-ñîâìåñòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè X âûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿâ-
ëÿåòñÿ T-ñîâìåñòíûì.

Ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóëX âûïîëíèìî è T � íåêîòîðàÿ òàáëèöà äëÿX. Êàê ñëåäóåò
èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1, åñëè ïðàâèëî T-èñ÷èñëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê âûïîëíèìîìó ìíîæåñòâó
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ôîðìóë (ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä ÷åðòîé), òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ïîëó÷àþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ (îäíî èëè äâà ìíîæåñòâà, ñòîÿùèå ïîä ÷åðòîé) òàêæå âûïîëíèìî. Êîðåíü òàáëèöû
T ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì, ïîýòîìó â äåðåâå T íàéäåòñÿ âåòâü, ñîñòîÿùàÿ èç âûïîëíèìûõ
ìíîæåñòâ ôîðìóë. Äàííàÿ âåòâü êîíå÷íà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2.4, ïîýòîìó îíà îêàí-
÷èâàåòñÿ ëèñòîì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì ìíîæåñòâîì ôîðìóë. Î÷åâèäíî,
÷òî âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë íå ìîæåò ñîäåðæàòü êîíôëèêò. Òåì ñàìûì, ìû íàøëè
â äåðåâå T íåçàìêíóòûé ëèñò, ò. å. äåðåâî T ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïîñêîëüêó T � ïðîçâîëü-
íàÿ òàáëèöà äëÿ X, ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë X ÿâëÿåòñÿ T-ñîâìåñòíûì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë X ÿâëÿåòñÿ T-ñîâìåñòíûì, è äîêàæåì
åãî âûïîëíèìîñòü. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ òàáëèöà äëÿ X è X0 � íåçàìêíóòûé ëèñò ýòîé
òàáëèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîX0 íå ñîäåðæèò êîíôëèêòà, íî íè îäíî èç ïðàâèëT-èñ÷èñëåíèÿ
íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê X0. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíòàìè
X0 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå è îòðèöàíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì Cl-îöåíêó v0 ñî ñâîéñòâàìè:

v0 (p) = 1 , åñëè p ∈ X0 ;

v0 (p) = 0 , åñëè ¬p ∈ X0

(äëÿ ïåðåìåííûõ q, íå âõîäÿùèõ â X0, çíà÷åíèå v0(q) ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì). Î÷åâèäíî, ÷òî X0 âûïîëíèìî íà v0. Èç âèäà ïðàâèë T-èñ÷èñëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
åñëè îòëè÷íàÿ îò êîðíÿ âåðøèíà Y òàáëèöû T âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé îöåíêå, òî å�å åäèí-
ñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííûé ïðåäøåñòâåííèê òàêæå âûïîëíèì íà ýòîé îöåíêå. Ïîýòîìó èç
âûïîëíèìîñòè X0 íà v0 ñëåäóåò, ÷òî X òàêæå âûïîëíèìî íà v0.

Ñëåäñòâèå 3.2.6. Ïóñòü X∪{ϕ} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë. Âåðíû ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) ϕ ∈ Cl ⇐⇒ ϕ ÿâëÿåòñÿ T-äîêàçóåìîé;

2) X `Cl ϕ ⇐⇒ X; ¬ϕ ÿâëÿåòñÿ T-íåñîâìåñòíûì.

Ñëåäñòâèå 3.2.7. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë. Âåðíû ñëåäóþùèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè:

1) X ÿâëÿåòñÿ T-ñîâìåñòíûì ⇐⇒ íåêîòîðàÿ òàáëèöà äëÿ X íå ÿâëÿåòñÿ çàì-
êíóòîé;

2) X ÿâëÿåòñÿ T-íåñîâìåñòíûì ⇐⇒ ëþáàÿ òàáëèöà äëÿ X ÿâëÿåòñÿ çàì-
êíóòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë X T-ñîâìåñòíî, òî ïî îïðåäåëåíèþ 3.2.3
ëþáàÿ òàáëèöà äëÿ X íå çàìêíóòà.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ òàáëèöà T äëÿ X íå çàìêíóòà, òîãäà íåêîòîðûé ëèñò ýòîé òàáëè-
öû íå çàìêíóò. Ñëåäîâàòåëüíî, îí âûïîëíèì íà íåêîòîðîé îöåíêå v0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû î ïîëíîòå T-èñ÷èñëåíèÿ). Òîãäà è ìíîæåñòâî X âûïîëíèìî íà v0. Ïî òåîðåìå
ïîëíîòû èç âûïîëíèìîñòè ñëåäóåò T-ñîâìåñòíîñòü.

2) Ýòîò ïóíêò ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî.

Çàìå÷àíèå 3.2.8. Äàííîå ñëåäñòâèå äà�åò íàì ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè. ×òîáû ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü ôîðìóëû ϕ ëîãèêå Cl, ìû äîëæíû ïîñòðî-
èòü ïðîèçâîëüíóþ òàáëèöó äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë {¬ϕ}. Åñëè ýòà òàáëèöà îòêðûòà, òî
ôîðìóëà ¬ϕ âûïîëíèìà, òåì ñàìûì ϕ 6∈ Cl. Åñëè æå òàáëèöà çàìêíóòà, òî ϕ ∈ Cl.
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Êðîìå òîãî, òåîðåìà ïîëíîòû äëÿ ãåíöåíîâñêîãî (ñåêâåíöèàëüíîãî) èñ÷èñëåíèÿ äëÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïîëíîòå T-èñ÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì G-èñ÷èñëåíèå, âàðèàíò Ãåíöåíîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ëî-
ãèêè, â êîòîðîì ñåêâåíöèè èìåþò âèä X ` ϕ, ãäå X ∪ {ϕ} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-
ôîðìóë (èìåííî ìíîæåñòâî, à íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Â òàêîì èñ÷èñëåíèè ìîæíî íå
ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðíûå ïðàâèëà âûâîäà.

Àêñèîìàìè G-èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñå ñåêâåíöèè âèäà X ` ϕ, ãäå ϕ ∈ X. Ïðàâèëà
G-èñ÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû íèæå:

(→ e)
X `ϕ X `ϕ→ψ

X `ψ ; (→ i)
X;ϕ`ψ
X `ϕ→ψ ;

(∧ e) X `ϕ∧ψ
X `ϕ , X `ϕ∧ψ

X `ψ ; (∧ i) X `ϕ X `ψ
X `ϕ∧ψ ;

(∨ e) X;ϕ`χ X;ψ `χ
X;ϕ∨ψ `χ ; (∨ i) X `ϕ

X `ϕ∨ψ , X `ψ
X `ϕ∨ψ ;

(¬) X;¬ϕ`ψ X;¬ϕ`¬ψ
X `ϕ .

Ïîíÿòèå âûâîäà â âèäå äåðåâà äîêàçóåìîé â G-èñ÷èñëåíèè ñåêâåíöèè, à òàêæå ïî-
íÿòèÿ äîïóñòèìîãî è ïðîèçâîäíîãî ïðàâèë âûâîäà îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë X íàçûâàåòñÿ G-íåñîâìåñòíûì, åñëè ñåêâåíöèÿ X ` ϕ
äîêàçóåìà â G-èñ÷èñëåíèè äëÿ ëþáîé LCL-ôîðìóëû ϕ.1

Óïðàæíåíèå 3.2.9. Ñëåäóþùèå ïðàâèëà âûâîäà ïðîèçâîäíû â G-èñ÷èñëåíèè:

(¬ i) X `ϕ X `¬ϕ
X `ψ , (¬ j) X;ϕ`ψ X;ϕ`¬ψ

X `¬ϕ .

Êàê ñëåäóåò èç äîïóñòèìîñòè ïðàâèëà (¬ i), êîíå÷íîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë X
ÿâëÿåòñÿ G-íåñîâìåñòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè ñåêâåíöèè X ` ϕ è X ` ¬ϕ äîêàçóåìû â
G-èñ÷èñëåíèè äëÿ íåêîòîðîé LCL-ôîðìóëû ϕ.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç T-íåñîâìåñòíîñòè ñëåäóåò G-íåñîâìåñòíîñòü. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîòðåáóåòñÿ åù�å íåñêîëüêî ïðîèçâîäíûõ ïðàâèë.

Óïðàæíåíèå 3.2.10. Ñëåäóþùèå ïðàâèëà âûâîäà ïðîèçâîäíû â G-èñ÷èñëåíèè:

(1)
X;ϕ;ψ `χ
X;ϕ∧ψ `χ; (2)

X;¬ϕ`χ X;¬ψ `χ
X;¬(ϕ∧ψ)`χ ;

(3)
X;ϕ`χ X;ψ `χ

X;ϕ∨ψ `χ ; (4)
X;¬ϕ;¬ψ `χ
X;¬(ϕ∨ψ)`χ;

(5)
X;¬ϕ`χ X;ψ `χ

X;ϕ→ψ `χ ; (6)
X;ϕ;¬ψ `χ

X;¬(ϕ→ψ)`χ;

(7)
X;ϕ`ψ

X;¬¬ϕ`ψ .

1 Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè X � G-íåñîâìåñòíî, òî îíî êîíå÷íî.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëî (3) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì (∨ e).

Ïðåäëîæåíèå 3.2.11. Êàæäîå êîíå÷íîå T-íåñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë ÿâ-
ëÿåòñÿ G-íåñîâìåñòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êîíå÷íîå T-íåñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî LCL-ôîðìóë. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò çàìêíóòàÿ òàáëèöà T äëÿ X. Ïóñòü Y � íåêîòîðûé ëèñò òàáëèöû T . Îí çà-
ìêíóò, ïîýòîìó ϕ,¬ϕ ∈ Y äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåêâåíöèè Y ` ϕ
è Y ` ¬ϕ äîêàçóåìû â G-èñ÷èñëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ëèñò Y òàáëèöû T ÿâëÿ-
åòñÿ G-íåñîâìåñòíûì ìíîæåñòâîì ôîðìóë, â ÷àñòíîñòè, ñåêâåíöèè Y ` p0 è Y ` ¬p0

äîêàçóåìû. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëà èç óïðàæíåíèÿ 3.2.10 â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò ïðà-
âèëàì T-èñ÷èñëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèé X ` p0 è X ` ¬p0.
Íàïðèìåð, ïóñòü âåðøèíà Z èìååò äâà ïîñëåäîâàòåëÿ Y1 è Y2, ïîëó÷àþùèåñÿ ïî ïðàâè-
ëó T-èñ÷èñëåíèÿ (¬∧), è óæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñåêâåíöèè Yi ` p0 è Yi ` ¬p0, i ∈ {1, 2},
äîêàçóåìû â G-èñ÷èñëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå

Z = Z ′ ∪ {¬ (ϕ ∧ ψ)} , Y1 = Z ′ ∪ {¬ϕ} è Y2 = Z ′ ∪ {¬ψ} .

Èç äîêàçóåìîñòè ñåêâåíöèé Z ′; ¬ϕ ` p0 è Z
′; ¬ψ ` p0 ïî ïðàâèëó (2) èç Óïðàæíåíèÿ 3.2.10

ïîëó÷àåì, ÷òî âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ Z ′; ¬ (ϕ ∧ ψ) ` p0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåì
âûâîäèìîñòü äëÿ Z ′; ¬ (ϕ ∧ ψ) ` ¬p0. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé âåð-
øèíû Z äåðåâà T ìíîæåñòâî Z ÿâëÿåòñÿ G-íåñîâìåñòíûì, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî X �
G-íåñîâìåñòíî.

Òåîðåìà 3.2.12 (Ïîëíîòà G-èñ÷èñëåíèÿ). Ïóñòü X ∪ {ϕ} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
LCL-ôîðìóë. Òîãäà ñåêâåíöèÿ X ` ϕ äîêàçóåìà â G-èñ÷èñëåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè âû-
ïîëíåíî X |=Cl ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîððåêòíîñòü, ò. å. ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ, äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì, èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè âûâîäà (â äàííîì ñëó÷àå èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå äåðåâà
âûâîäà). Äîêàæåì ñîáñòâåííî ïîëíîòó.

Ïóñòü X |=Cl ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî X; ¬ϕ íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìûì. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.2.5 (î ïîëíîòå T-èñ÷èñëåíèÿ) ìíîæåñòâî X; ¬ϕ ÿâëÿåòñÿ T-
íåñîâìåñòíûì. Çíà÷èò, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3.2.11 ìíîæåñòâî X; ¬ϕ òàêæåG-íåñîâìåñòíî,
ò. å. G-äîêàçóåìû ñåêâåíöèè X; ¬ϕ ` p0 è X; ¬ϕ ` ¬p0. Îòñþäà ïî ïðàâèëó (¬) G-
èñ÷èñëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ñåêâåíöèÿ X ` ϕ äîêàçóåìà â G-èñ÷èñëåíèè.

3.3. Òàáëè÷íîå èñ÷èñëåíèå äëÿ Int

Äàííîå èñ÷èñëåíèå âïîñëåäñòâèè áóäåì íàçûâàòü Ti-èñ÷èñëåíèåì. Ãëàâíîå åãî îòëè÷èå îò
T-èñ÷èñëåíèÿ (äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ìíîæå-
ñòâàìè ¾îòìå÷åííûõ¿ (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå) ôîðìóë. Êðîìå òîãî, ýòî èñ÷èñëåíèå áóäåò
ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ ÿçûêà L⊥.

Îòìå÷åííîé ôîðìóëîé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà +ϕ èëè −ϕ, ãäå ϕ ∈ ForL⊥ .
Ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì (ñîäåðæèò êîíôëèêò),

åñëè +⊥ ∈ X èëè {+ϕ,−ϕ} ⊂ X äëÿ íåêîòîðîé L⊥-ôîðìóëû ϕ.
Ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë íàçûâàåòñÿ Int-âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò

(Int-)ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 è ìèð w ∈ W òàêèå, ÷òî

µ,w |= ϕ , åñëè +ϕ ∈ X ;

µ,w 6|= ϕ , åñëè −ϕ ∈ X ,
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ò. å. â ìèðå w ìîäåëè µ âûïîëíåíû âñå ôîðìóëû, âõîäÿùèå â X c ìåòêîé �+�, è íå âûïîë-
íåíà íèêàêàÿ èç ôîðìóë, âõîäÿùèõ â X c ìåòêîé �−�.2

Äëÿ ìíîæåñòâà X îòìå÷åííûõ ôîðìóë ïîëàãàåì

X+ := {+ϕ | +ϕ ∈ X} .

Äàëåå, åñëè â T-èñ÷èñëåíèè ïðè ïðèìåíåíèè íåêîòîðîãî ïðàâèëà ê ôîðìóëå ýòà ôîð-
ìóëà ñàìà óäàëÿëàñü èç íàáîðà, òî ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèë Ti-èñ÷èñëåíèÿ (çà èñêëþ÷å-
íèåì ïðàâèëà (→ −), ñì. íèæå) íèêàêèå ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà ïîñûëîê óäàëÿòüñÿ íå
áóäóò. Ïîýòîìó êîíå÷íîñòü òàáëèö Ti-èñ÷èñëåíèÿ òåïåðü áóäåò ãàðàíòèðîâàòüñÿ ñïåöè-
àëüíûì ìåõàíèçìîì îáíàðóæåíèÿ öèêëîâ. Èíòóèòèâíî: ïðàâèëî ìîæíî íå ïðèìåíÿòü ê
ìíîæåñòâó ôîðìóë X, åñëè òàêîå ïðèìåíåíèå äà�åò ìíîæåñòâî ôîðìóë Y , óæå èìåþùååñÿ
â òåêóùåé òàáëèöå.

Èòàê, ïðèâåä�åì ïðàâèëà Ti-èñ÷èñëåíèÿ:

(∧+)
+(ϕ∧ψ)∈X
X; +ϕ,+ψ ; (∧−)

−(ϕ∧ψ)∈X
X;−ϕ | X;−ψ ;

(∨+)
+(ϕ∨ψ)∈X

X; +ϕ | X; +ψ ; (∨−)
−(ϕ∨ψ)∈X
X;−ϕ,−ψ ;

(→ +)
+(ϕ→ψ)∈X

X;−ϕ | X; +ψ ; (→ −)
−(ϕ→ψ)∈X
X+; +ϕ,−ψ .

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Òàáëèöà äëÿ X � ýòî
êîíå÷íîå äåðåâî ñòåïåíè âåòâëåíèÿ ≤ 2, âåðøèíû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ ôîð-
ìóë, êîðåíü äåðåâà � ìíîæåñòâî X, à ïåðåõîäû îò âåðøèí ê èõ ïîñëåäîâàòåëÿì îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì Ti-èñ÷èñëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë Y
ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì äåðåâà T , åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî 1)
ìíîæåñòâî Y çàìêíóòî, ëèáî 2) ïðèìåíåíèå ëþáîãî èç ïðàâèë Ti-èñ÷èñëåíèÿ ê ìíîæåñòâó
Y äàåò ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë, óæå ÿâëÿþùååñÿ âåðøèíîé äåðåâà T .

Ïóñòü Sub (ϕ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë L⊥-ôîðìóëû ϕ. Äëÿ Γ ⊆ ForL⊥
îïðåäåëÿåì

Sub (Γ) :=
⋃
ϕ∈Γ

Sub (ϕ) ,

à äëÿ ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ ôîðìóë X ïîëàãàåì

X() := {ϕ | +ϕ ∈ X èëè −ϕ ∈ X} è Sub (X) :=
{

+ϕ, −ϕ | ϕ ∈ Sub
(
X()
)}
.

Ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ëåãêî äàòü è â ñëó÷àå ÿçûêà, îòëè÷íîãî îò L⊥ (îä-
íîâðåìåííî ìîäèôèöèðîâàâ ïîíÿòèÿ îòìå÷åííîé ôîðìóëû è êîíôëèêòà).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Òîãäà ëþ-
áàÿ òàáëèöà äëÿ X êîíå÷íà.

2 Î÷åâèäíî, ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë íå ìîæåò áûòü Int-âûïîëíèìûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ òàáëèöà äëÿ X è ïóñòü n := |Sub (X)|. Ïðè-
ìåíåíèå ëþáîãî èç ïðàâèë Ti-èñ÷èñëåíèÿ ê ìíîæåñòâó X äàåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà Sub(X). Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ëþáîé âåðøèíû Y òàáëèöû T , Y ⊆ Sub(X).
Ïîýòîìó ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë âûâîäà çàâåðøàåòñÿ çà íå áîëåå ÷åì 2n øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóëX íàçûâàåòñÿTi-ñîâìåñòíûì, åñëè
íèêàêàÿ òàáëèöà äëÿ X íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè íàéäåòñÿ
çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ X, ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ Ti-íåñîâìåñòíûì.

Ôîðìóëà ϕ ÿçûêà L⊥ äîêàçóåìà â Ti-èñ÷èñëåíèè (Ti-äîêàçóåìà), åñëè ìíîæåñòâî
{−ϕ} ÿâëÿåòñÿ Ti-íåñîâìåñòíûì.

Ñïåðâà äîêàæåì óòâåðæäåíèå î êîððåêòíîñòè äëÿ Ti-èñ÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìà 3.3.4. Êàæäîå êîíå÷íîå Int-âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë ÿâ-
ëÿåòñÿ Ti-ñîâìåñòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë Int-âûïîëíèìî,
òî ïðè ïðèìåíåíèè ê X ëþáîãî èç ïðàâèë Ti-èñ÷èñëåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ïîñëå-
äîâàòåëåé ìíîæåñòâà X áóäåò Int-âûïîëíèì.

Ðàññìîòðèì òîëüêî ïðàâèëî (→ −). Ïóñòü −(ϕ → ψ) ∈ X è ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ
Int-âûïîëíèìûì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 è ìèð w ∈ W ,
âûïîëíÿþùèå X. Â ÷àñòíîñòè, µ,w 6|= ϕ → ψ. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ìèð u ∈ W òàêîé, ÷òî
w ≤ u, µ, u |= ϕ è µ, u 6|= ψ. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ôîðìóëû +χ ∈ X èç µ,w |= χ ñëåäóåò
µ, u |= χ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X+; +ϕ; −ψ âûïîëíèìî â ìèðå u ìîäåëè µ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òàáëèöó T äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ
ôîðìóë X. Êîðåíü ýòîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ Int-âûïîëíèìûì ìíîæåñòâîì. Ââèäó äîêàçàí-
íîãî âûøå â äåðåâå íàéäåòñÿ ïóòü τ , ñîñòîÿùèé èç Int-âûïîëíèìûõ ìíîæåñòâ îòìå÷åííûõ
ôîðìóë. Äåðåâî T êîíå÷íî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3.2, ïîýòîìó τ òàêæå êîíå÷åí è çàêàí÷èâà-
åòñÿ ëèñòîì Y , êîòîðûé Int-âûïîëíèì. ßñíî, ÷òî Int-âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë íå
ñîäåðæèò êîíôëèêòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ Ti-òàáëèöà äëÿ X
íå çàìêíóòà, ò. å. ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ Ti-ñîâìåñòíûì.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîë-
íîòå.

Îïðåäåëåíèå 3.3.5. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Ìíîæåñòâî X
íàçûâàåòñÿ Ti-íàñûùåííûì, åñëè îíî Ti-ñîâìåñòíî è äëÿ âñåõ L⊥-ôîðìóë ϕ è ψ âûïîë-
íåíî:

i. + (ϕ ∧ ψ) ∈ X =⇒ +ϕ, +ψ ∈ X;
ii. − (ϕ ∧ ψ) ∈ X =⇒ −ϕ ∈ X èëè −ψ ∈ X;

iii. + (ϕ ∨ ψ) ∈ X =⇒ +ϕ ∈ X èëè +ψ ∈ X;
iv. − (ϕ ∨ ψ) ∈ X =⇒ −ϕ, −ψ ∈ X;
v. + (ϕ→ ψ) ∈ X =⇒ −ϕ ∈ X èëè +ψ ∈ X.

Ëåììà 3.3.6. Ëþáîå êîíå÷íîå Ti-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîì Ti-íàñûùåííîì ìíîæåñòâå ôîðìóë X ′, ïðè÷�åì ìîæíî
âûáðàòü X ′ òàê, ÷òîáû X ′ ⊆ Sub (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X,
ÿâëÿþùååñÿ Ti-ñîâìåñòíûì.
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Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (i) íå âûïîëíåíî äëÿ ôîðìóëû + (ϕ ∧ ψ) ∈ X. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî X; +ϕ; +ψ. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî Ti-íåñîâìåñòíî è T � çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ
X; +ϕ; +ψ, òî

T

X
� çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ti-ñîâìåñòíîñòè X. Ñòàëî áûòü, ìíîæå-
ñòâî X; +ϕ; +ψ � Ti-ñîâìåñòíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå (ii) íå âûïîëíåíî äëÿ ôîðìóëû −(ϕ ∧ ψ) ∈ X,
íî êàæäîå èç ìíîæåñòâ X; −ϕ è X; −ψ ÿâëÿåòñÿ Ti-íåñîâìåñòíûì. Òîãäà íàéäóòñÿ çà-
ìêíóòàÿ òàáëèöà T1 äëÿ X; −ϕ è çàìêíóòàÿ òàáëèöà T2 äëÿ X; −ψ. Íî â ýòîì ñëó÷àå
äåðåâî

T1 T2

X
áóäåò ïðèìåðîì çàìêíóòîé òàáëèöû äëÿ X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ti-ñîâìåñòíîñòè X.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè îäíî èç óñëîâèé (iii�v) íå âûïîëíåíî
äëÿ íåêîòîðîé îòìå÷åííîé ôîðìóëû èç X, òî ê X ìîæíî äîáàâèòü ôîðìóëû èç Sub (X)
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî X ′ áûëî ïî-ïðåæíåìó Ti-ñîâìåñòíî è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå óñëîâèå (èç îïðåäåëåíèÿ 3.3.5) âûïîëíÿëîñü äëÿ äàííîé ôîðìóëû. Èòåðèðóÿ ïðîöåññ
äîáàâëåíèÿ ôîðìóë, ìû ïîëó÷èì ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ Ti-íàñûùåííîå ìíîæåñòâî
X ′, ðàñøèðÿþùåå X.

Òåîðåìà 3.3.7 (Ïîëíîòà Ti-èñ÷èñëåíèÿ). Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë
Ti-ñîâìåñòíî, åñëè è òîëüêî åñëè ýòî ìíîæåñòâî Int-âûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óñòàíîâëåííîé ðàíåå êîððåêòíîñòè, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî êàæäîå Ti-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Int-âûïîëíèìûì.

Ïóñòü X � êîíå÷íîå Ti-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Ðàññìîòðèì ìî-
äåëü

µX := 〈WX ,≤, v〉 ,
ãäå

• WX � ñåìåéñòâî âñåõ Ti-íàñûùåííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Sub (X);

• S1 ≤ S2 ⇐⇒ S+
1 ⊆ S+

2 ;

• v (p) :=
{
S ∈ WX | +p ∈ S

}
.

Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Sub
(
X()
)
è S ∈ WX

âåðíû èìïëèêàöèè:

+ϕ ∈ S =⇒ µX , S |= ϕ ;

−ϕ ∈ S =⇒ µX , S 6|= ϕ .

Åñëè +p ∈ S, òî S ∈ v (p) ïî îïðåäåëåíèþ îöåíêè v, ò. å. µX , S |= p. Åñëè −p ∈ S, òî
+p 6∈ S ââèäó Ti-ñîâìåñòíîñòè ìíîæåñòâà S. Ñëåäîâàòåëüíî, S 6∈ v (p) è µX , S 6|= p. Áàçèñ
èíäóêöèè äîêàçàí.

Ïóñòü òðåáóåìûå èìïëèêàöèè óæå óñòàíîâëåíû äëÿ îòìå÷åííûõ ôîðìóë +ϕ, −ϕ, +ψ
è −ψ (ïðè âñåõ S ∈ WX).

Åñëè +(ϕ ∧ ψ) ∈ S, òî +ϕ,+ψ ∈ S ââèäó Ti-íàñûùåííîñòè ìíîæåñòâà S. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíåíî µX , S |= ϕ è µX , S |= ψ, îòêóäà
µX , S |= ϕ ∧ ψ.
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Åñëè −(ϕ ∧ ψ) ∈ S, òî −ϕ ∈ S èëè −ψ ∈ S ââèäó Ti-íàñûùåííîñòè ìíîæåñòâà S.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíåíî µX , S 6|= ϕ èëè µX , S 6|= ψ.
Â ëþáîì ñëó÷àå âåðíî µX , S 6|= ϕ ∧ ψ.

Ñëó÷àé äèçúþíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü +(ϕ → ψ) ∈ S. Äîïóñòèì, ÷òî µX , S 6|= ϕ → ψ. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî

S ′ ≥ S òàêîå, ÷òî
µX , S ′ |= ϕ è µX , S ′ 6|= ψ . (3.2)

Èç S ≤ S ′ ñëåäóåò +(ϕ → ψ) ∈ S ′. Ââèäó Ti-íàñûùåííîñòè ìíîæåñòâà S ′ èìååì −ϕ ∈ S ′
èëè +ψ ∈ S ′. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì

µX , S ′ 6|= ϕ èëè µX , S ′ |= ψ . (3.3)

Ëþáîå èç ýòèõ óñëîâèé ïðîòèâîðå÷èò (3.2). Ñëåäîâàòåëüíî, µX , S |= ϕ→ ψ.
Íàêîíåö, ïóñòü −(ϕ → ψ) ∈ S. Ìíîæåñòâî S � Ti-ñîâìåñòíî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî

S+∪{+ϕ,−ψ} òàêæå Ti-ñîâìåñòíî. Ïî ëåììå 3.3.6 íàéä�åòñÿ Ti-íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî
S ′ ìíîæåñòâà Sub (X) òàêîå, ÷òî S+ ∪ {+ϕ,−ψ} ⊆ S ′. Î÷åâèäíî, ÷òî S ≤ S ′. Êðîìå òîãî,
ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

µX , S ′ |= ϕ è µX , S ′ 6|= ψ , (3.4)

÷òî äîêàçûâàåò µX , S 6|= ϕ→ ψ.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà Sub (X) âû-

ïîëíèìî â ìèðå S ìîäåëè µX . Ïî ëåììå 3.3.6 ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì S èç
WX . Ñëåäîâàòåëüíî, X âûïîëíèìî â ìèðå S, ò. å. ìíîæåñòâî X � Int-âûïîëíèìî.

Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî T-èñ÷èñëåíèå äà�åò íàì ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêè (ñì. çàìå÷àíèå 3.2.8). Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà ïîëíîòû äëÿTi-èñ÷èñëåíèÿ
äà�åò íàì àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîé L⊥-ôîðìóëû ϕ ê ëîãèêå
Int. Îäíàêî â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ëîãèêè è T-èñ÷èñëåíèÿ íàì áûëî äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü îäíó òàáëèöó äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë âèäà {¬ψ} (ãäå ψ ∈ ForLCL), à çàòåì ïîñìîòðåòü,
îòêðûòà îíà èëè çàìêíóòà. Äëÿ ïðîâåðêè æå óñëîâèÿ ϕ ∈ Int íàì íóæíî ïåðåáðàòü âñå
òàáëèöû Ti-èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ ôîðìóë {−ϕ}. Äàëåå, åñëè â ïðîöåññå
òàêîãî ïåðåáîðà íàì âñòðåòèòñÿ çàìêíóòàÿ òàáëèöà, òî ϕ ∈ Int. Åñëè æå ìû ïåðåáðàëè
âñå òàáëèöû è âñå îíè îêàçàëèñü îòêðûòûìè, òî ϕ 6∈ Int.
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Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé Ti-èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì îáíàðóæåíèÿ öèêëîâ. Ìû íå
ìîæåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî ê âåðøèíå òàáëèöû Ti-èñ÷èñëåíèÿ, åñëè â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò
âåðøèíà, ñîâïàäàþùàÿ ñ îäíîé èç ïîñòðîåííûõ ðàíåå âåðøèí òàáëèöû. Äàííîå ñâîéñòâî
íåóäîáíî ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ òàáëèö. Ìû äîëæíû õðàíèòü â ïàìÿòè
âñþ òàáëèöó è ïåðåä êàæäûì ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà âûâîäà ïðîâåðÿòü, íå ïîëó÷èì ëè
ìû îäíó èç èìåþùèõñÿ âåðøèí. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì òàáëè÷íîå èñ÷èñëåíèå
äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, êîòîðîå ëèøåíî óêàçàííîãî íåäîñòàòêà. Åãî ïðàâèëà áóäóò
âûãëÿäåòü ïðèìåðíî òàê æå, êàê ïðàâèëà T-èñ÷èñëåíèÿ, ò. å. ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà ê
ôîðìóëå ýòà ôîðìóëà áóäåò óäàëÿòüñÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà.

Ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì ðàáîòàòü ñ îòìå÷åííûìè ôîðìóëàìè âèäà +ϕ èëè −ϕ, ãäå
ϕ ∈ ForL⊥ . Êàê è ðàíåå, ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì (ñî-
äåðæèò êîíôëèêò), åñëè +⊥ ∈ X èëè {+ϕ,−ϕ} ⊆ X äëÿ íåêîé L⊥-ôîðìóëû ϕ.
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Ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ Âîðîáü�åâà � Äûêõîâà (â äàëüíåéøåì ñîêðàù�åííî èìåíóåìîãî
VD-èñ÷èñëåíèåì) ïðåäñòàâëåíû íèæå:

(∧+)
X; +(ϕ∧ψ)
X; +ϕ,+ψ ; (∧−)

X;−(ϕ∧ψ)
X;−ϕ | X;−ψ ;

(∨+)
X; +(ϕ∨ψ)

X; +ϕ | X; +ψ ; (∨−)
X;−(ϕ∨ψ)
X;−ϕ,−ψ ;

(→ p)
X; +p,+(p→ϕ)
X; +p,+ϕ ; (→ ∨)

X; +(ϕ∨ψ)→χ
X; +(ϕ→χ),+(ψ→χ);

(→ ∧)
X; +(ϕ∧ψ)→χ
X; +(ϕ→(ψ→χ)); (→→)

X; +(ϕ→ψ)→χ
X+; +ϕ,−ψ,+(ψ→χ) | X; +χ

;

(→ −)
−(ϕ→ψ)∈X
X+; +ϕ,−ψ .

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. VD-òàáëèöà äëÿ X �
ýòî êîíå÷íîå äåðåâî T ñòåïåíè âåòâëåíèÿ ≤ 2, âåðøèíû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà îòìå÷åí-
íûõ ôîðìóë, êîðåíü äåðåâà � ìíîæåñòâî X, à ïåðåõîäû îò âåðøèí ê èõ ïîñëåäîâàòåëÿì
îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì VD-èñ÷èñëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîð-
ìóë Y ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì äåðåâà T , åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
ëèáî 1) ìíîæåñòâî Y çàìêíóòî, ëèáî 2) äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ïðàâèë VD-èñ÷èñëåíèÿ
ê ôîðìóëàì ìíîæåñòâà Y íåâîçìîæíî.

Çàìå÷àíèå 3.4.2. Ëåãêî ïîíÿòü, îòêðûòàÿ âåðøèíà VD-òàáëèöû ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü
ôîðìóëû ñëåäóþùèõ âèäîâ: +p, −p, −⊥, +(p→ ϕ).

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êîíå÷íîñòè VD-òàáëèö íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
ïîíÿòèé.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, 〈T,v〉 � ôóíäèðîâàííûé ïîðÿäîê, à W : X →
T � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X åãî âåñ W (x) ∈ T .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P<ω(X) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.
Ïîðÿäîê Äåðøîâèöà � Ìàííû ≤DM íà P<ω(X) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

îòíîøåíèå Γ ≤DM ∆ èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ ïîëó÷àåòñÿ èç ∆
â ðåçóëüòàòå çàìåíû íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ (÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðàâíî 0)
èç ∆ íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ñòðîãî ìåíüøèé
âåñ, ÷åì çàìåùàåìûé ýëåìåíò èç ∆.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê v íà ìíîæåñòâå âåñîâ T ëèíååí. Òî-
ãäà ïîðÿäîê ≤DM íà P<ω(X) ôóíäèðîâàí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê � íà T ×N , ãäå N � ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíûì ïîðÿäêîì ≤:

(x, n) � (y,m) ⇐⇒ (x v y ∧ x 6= y) ∨ (x = y ∧ n ≤ m) .

Äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå ìû áóäåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó �.
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Ïóñòü (x, n) ∈ T × N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Γ ∈
P<ω(X) òàêîãî, ÷òî h(Γ) � (x, n), ãäå h(Γ) := (y,m), y := max {W (a) | a ∈ Γ}, a m åñòü
÷èñëî ýëåìåíòîâ âåñà y â Γ, óæå äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ ≤DM -öåïü ñ
íà÷àëîì â Γ êîíå÷íà.

Ïóñòü ∆ ∈ P<ω(X) òàêîå, ÷òî h(∆) = (x, n). Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ
≤DM -öåïü ñ íà÷àëîì â ∆ êîíå÷íà. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ öåïü ñ íà÷àëîì ∆:

∆ = ∆0 	DM ∆1 �DM . . .

Åñëè â ýòîé öåïè íàéäåòñÿ ýëåìåíò ∆i òàêîé, ÷òî h(∆i) � (x, n), òî ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ çà ∆i ìîæåò ñëåäîâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ öåïè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, è âñÿ öåïü êîíå÷íà. Åñëè æå òàêîãî ýëåìåíòà â ðàññìàòðèâàåìîé öåïè íåò, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ∆i ê ∆i+1 òîëüêî ýëåìåíòû âåñà ñòðîãî ìåíüøå x çàìåíÿþò-
ñÿ íà êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ìåíüøèõ âåñîâ. Ïóñòü ∆′i ïîëó÷àåòñÿ èç ∆i óäàëåíèåì
âñåõ ýëåìåíòîâ âåñà x. Ïîëó÷àåì ñòðîãî óáûâàþùóþ öåïü

∆′0 	DM ∆′1 �DM . . . ,

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü êîíå÷íà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, è èñ-
õîäíàÿ öåïü êîíå÷íà.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.4. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Ëþáàÿ
VD-òàáëèöà äëÿ X êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåñà ôîðìóë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (p) := 0 ;

W (ϕ ∨ ψ) := W (ϕ) +W (ψ) + 1 ;

W (ϕ→ ψ) := W (ϕ) +W (ψ) + 1 ;

W (ϕ ∧ ψ) := W (ϕ) +W (ψ) + 2 .

Äëÿ îòìå÷åííûõ ôîðìóë áóäåì ñ÷èòàòü

W (+ϕ) = W (−ϕ) := W (ϕ) .

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîðÿäîê ≤DM íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ îòìå÷åííûõ
ôîðìóë. Ââèäó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ýòîò ïîðÿäîê ôóíäèðîâàí.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ëþáîãî èç ïðàâèë VD-èñ÷èñëåíèÿ ê ìíîæåñòâó
îòìå÷åííûõ ôîðìóë X äàåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñòðîãî ìåíüøå X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
Äåðøîâèöà � Ìàííû.

Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ VD-òàáëèöà. Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ è ôóíäèðîâàííîñòè
ïîðÿäêà ≤DM ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ïóòü â òàáëèöå T êîíå÷åí. Ïîýòîìó è ñàìà òàáëèöà T
êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå 3.4.5. Ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë áóäåì
íàçûâàòü VD-ñîâìåñòíûì, åñëè íèêàêàÿ VD-òàáëèöà äëÿ X íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. åñëè íàéä�åòñÿ çàìêíóòàÿ VD-òàáëèöà äëÿ X, ìíîæåñòâî X
áóäåì íàçûâàòü VD-íåñîâìåñòíûì. Äàëåå, L⊥-ôîðìóëà ϕ äîêàçóåìà â VD-èñ÷èñëåíèè
(VD-äîêàçóåìà), åñëè {−ϕ} ÿâëÿåòñÿ VD-íåñîâìåñòíûì.

Óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü äëÿ VD-èñ÷èñëåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.4.6. Ëþáîå êîíå÷íîå Int-âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë ÿâëÿ-
åòñÿ VD-ñîâìåñòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X îòìå÷åííûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ
Int-âûïîëíèìûì, òî ïðè ïðèìåíåíèè ê X ëþáîãî èç ïðàâèë Ti-èñ÷èñëåíèÿ ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç ïîñëåäîâàòåëåé ìíîæåñòâà X áóäåò Int-âûïîëíèì.

Ðàññìîòðèì òîëüêî íîâûå (ïî ñðàâíåíèþ ñ Ti-èñ÷èñëåíèåì) ïðàâèëàVD-èñ÷èñëåíèÿ
äëÿ èìïëèêàöèè.

Äëÿ ïðàâèëà (→ p). Ïóñòü ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X; +p, +(p → ϕ) � Int-
âûïîëíèìî, ò. å. ñóùåñòâóþò ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 è ìèð w ∈ W òàêèå, ÷òî µ |=w X,
µ |=w p è µ |=w p→ ϕ. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñðàçó ñëåäóåò µ |=w ϕ, òåì ñàìûì
ìíîæåñòâî X; +p, +ϕ òàêæå Int-âûïîëíèìî (â ìèðå w ìîäåëè µ).

Äëÿ ïðàâèëà (→ ∨). Ïóñòü ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X; +(ϕ ∨ ψ)→ χ � Int-
âûïîëíèìî â ìèðå w ∈ W ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉. Â ÷àñòíîñòè, µ |=w (ϕ ∨ ψ)→ χ. Òîãäà
µ |=w (ϕ→ χ) ∧ (ψ → χ), ïîñêîëüêó

((ϕ ∨ ψ)→ χ)↔ ((ϕ→ χ) ∧ (ψ → χ)) ∈ Int .

Ñëåäîâàòåëüíî, µ |=w ϕ→ χ è µ |=w ψ → χ, ò. å. ìíîæåñòâî X; +(ϕ→ χ), +(ψ → χ) òàêæå
Int-âûïîëíèìî.

Äëÿ ïðàâèëà (→ ∧). Ïóñòü ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X; + ((ϕ ∧ ψ)→ χ) Int-
âûïîëíèìî â ìèðå w ∈ W ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉. Â ÷àñòíîñòè, µ |=w (ϕ ∧ ψ)→ χ. Òîãäà
µ |=w ϕ→ (ψ → χ), ïîñêîëüêó

((ϕ ∧ ψ)→ χ)↔ (ϕ→ (ψ → χ)) ∈ Int ,

ò. å. ìíîæåñòâî X; + (ϕ→ (ψ → χ)) òàêæå Int-âûïîëíèìî.
Äëÿ ïðàâèëà (→→). Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë

X; + ((ϕ→ ψ)→ χ) ÿâëÿåòñÿ Int-âûïîëíèìûì â ìèðå w ∈ W ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉. Ýòî
îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî µ 6|=w ϕ→ ψ èëè µ |=w χ. Â ñëó÷àå, êîãäà µ |=w χ, Int-
âûïîëíèìî ìíîæåñòâî X; +χ. Åñëè æå µ 6|=w ϕ→ ψ, òîãäà íàéä�åòñÿ u ∈ W òàêîé, ÷òî
w ≤ u, µ |=u ϕ è µ 6|=w ψ. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå µ |=u ψ → χ. Ïóñòü u ≤ t
è µ |=t ψ. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå î ìîíîòîííîñòè (äëÿ Int) èìååì µ |=t (ϕ→ ψ)→ χ, à
êðîìå òîãî, µ |=t ϕ→ ψ ââèäó òîãî, ÷òî ψ → (ϕ→ ψ) ∈ Int. Òàêèì îáðàçîì, µ |=t χ,
÷òî äîêàçûâàåò µ |=u ψ → χ. Ìû ïîêàçàëè, òåì ñàìûì, Int-âûïîëíèìîñòü ìíîæåñòâà
X+; +ϕ, −ψ, +(ψ → χ) â ìèðå u ìîäåëè µ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.4. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ VD-òàáëèöó T äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ ôîðìóë X. Êîðåíü
ýòîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ Int-âûïîëíèìûì ìíîæåñòâîì. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå â äåðåâå
íàéä�åòñÿ ïóòü τ , ñîñòîÿùèé èç Int-âûïîëíèìûõ ìíîæåñòâ îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Äåðåâî T
êîíå÷íî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4.4, ïîýòîìó ïóòü τ òàêæå êîíå÷åí è çàêàí÷èâàåòñÿ ëèñòîì Y ,
êîòîðûé Int-âûïîëíèì. ßñíî, ÷òî Int-âûïîëíèìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë íå ñîäåðæèò êîí-
ôëèêòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ VD-òàáëèöà äëÿ X íå çàìêíóòà,
ò. å. ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ VD-ñîâìåñòíûì.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîëíîòû íàì ïðèä�åòñÿ íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü ïîíÿòèå íàñûùåí-
íîãî ìíîæåñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå 3.3.5).

Îïðåäåëåíèå 3.4.7. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Ìíîæåñòâî X
íàçûâàåòñÿ VD-íàñûùåííûì, åñëè ýòî ìíîæåñòâî VD-ñîâìåñòíî è äëÿ âñåõ L⊥-ôîðìóë
ϕ, ψ è χ âûïîëíåíî:
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i. +(ϕ ∧ ψ) ∈ X =⇒ +ϕ, +ψ ∈ X ;
ii. −(ϕ ∧ ψ) ∈ X =⇒ −ϕ ∈ X èëè −ψ ∈ X ;

iii. + (ϕ ∨ ψ) ∈ X =⇒ +ϕ ∈ X èëè +ψ ∈ X ;
iv. − (ϕ ∨ ψ) ∈ X =⇒ −ϕ, −ψ ∈ X ;
v. +p, + (p→ ϕ) ∈ X =⇒ +ϕ ∈ X ;
vi. + (ϕ ∨ ψ)→ χ ∈ X =⇒ + (ϕ→ χ), + (ψ → χ) ∈ X ;

vii. + (ϕ ∧ ψ)→ χ ∈ X =⇒ + (ϕ→ (ψ → χ)) ∈ X ;
viii. + (ϕ→ ψ)→ χ ∈ X =⇒ +χ ∈ X èëè ìíîæåñòâî

(X+ \ {+ (ϕ→ ψ)→ χ}) ∪ {+ϕ,−ψ,+ (ψ → χ)}
ÿâëÿåòñÿ VD-ñîâìåñòíûì .

Ïóñòü Γ ⊆ ForL
⊥
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sub∗ (Γ) íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî L⊥-ôîðìóë,

êîòîðîå ñîäåðæèò Γ, à òàêæå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë (â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå)
è îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïðàâèë:

(ϕ ∨ ψ)→ χ

ϕ→ χ, ψ → χ
;

(ϕ ∧ ψ)→ χ

ϕ→ (ψ → χ)
;

(ϕ→ ψ)→ χ

ψ → χ
.

Äëÿ ìíîæåñòâà X îòìå÷åííûõ ôîðìóë ïîëàãàåì

Sub∗ (X) :=
{

+ϕ,−ϕ | ϕ ∈ Sub∗
(
X()
)}
.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî (îòìå÷åííûõ) ôîðìóë X êîíå÷íî, òî ìíîæåñòâî
Sub∗ (X) òàêæå êîíå÷íî.

Ëåììà 3.4.8. Ëþáîå êîíå÷íîå VD-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë X ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîì VD-íàñûùåííîì ìíîæåñòâå ôîðìóë X ′ òàêîì, ÷òî
X ′ ⊆ Sub∗ (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ VD-ñîâìåñòíûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì îòìå÷åííûõ
ôîðìóë X. Ïîëàãàåì X0 := X. Äàëåå áóäåì ïîøàãîâî ðàñøèðÿòü ìíîæåñòâî, åñëè êàêèå-
ëèáî óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 3.4.7 íå âûïîëíåíû.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû VD-ñîâìåñòíîãî ìíîæåñòâà Xn, ïîñòðîåííîãî íà øàãå
n ≥ 0, íå âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (i�iv), òî ïîñòóïàåì, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 3.3.6.

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (v) íå âûïîëíåíî äëÿ ôîðìóë {+p,+ (p→ ϕ)} ⊆ Xn. Ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî (Xn \ {+ (p→ ϕ)}) ∪ {+ϕ}. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî VD-íåñîâìåñòíî è T �
çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ (Xn \ {+ (p→ ϕ)}) ∪ {+ϕ}, òî

T

Xn

� çàìêíóòàÿ òàáëèöà äëÿ Xn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò VD-ñîâìåñòíîñòè Xn. Ñòàëî áûòü, ìíî-
æåñòâî (Xn \ {+ (p→ ϕ)}) ∪ {+ϕ} VD-ñîâìåñòíî. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå è
ìíîæåñòâî Xn+1 := Xn ∪ {+ϕ} áóäåò VD-ñîâìåñòíûì.

Óñëîâèÿ (vi) è (vii) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïåðåéä�åì ê óñëîâèþ (viii). Ïóñòü + ((ϕ→ ψ)→ χ) ∈ Xn è +χ 6∈ Xn, è ïðè ýòîì

ìíîæåñòâî (X+
n \ {+ ((ϕ→ ψ)→ χ)})∪{+ϕ,−ψ,+ (ψ → χ)} íå ÿâëÿåòñÿ VD-ñîâìåñòíûì,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ çàìêíóòîé òàáëèöåé T1. Äîïóñòèì, ÷òî VD-ñîâìåñòíûì íå ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìíîæåñòâî (Xn \ {+ ((ϕ→ ψ)→ χ)}) ∪ {+χ} è T2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìêíóòàÿ
òàáëèöà äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà

T1 T2

Xn
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áóäåò çàìêíóòîé òàáëèöåé äëÿ Xn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î VD-ñîâìåñòíîñòè
äàííîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî (Xn \ {+ ((ϕ→ ψ)→ χ)})∪{+χ} ÿâëÿåòñÿ
VD-ñîâìåñòíûì, à âìåñòå ñ íèì áóäåò VD-ñîâìåñòíûì è Xn+1 := Xn ∪ {+χ}.

ßñíî, ÷òî Xn ⊆ Sub∗ (X) äëÿ ëþáîãî n. Ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Sub∗ (X), ÷åðåç
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì VD-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî Xn0 =: X ′, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3.4.7.

Òåîðåìà 3.4.9 (Ïîëíîòà VD-èñ÷èñëåíèÿ). Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîð-
ìóë VD-ñîâìåñòíî, åñëè è òîëüêî åñëè ýòî ìíîæåñòâî Int-âûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñòàíîâëåííîé ðàíåå êîððåêòíîñòè íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
êàæäîå VD-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Int-âûïîëíèìûì.

Ïóñòü X � êîíå÷íîå VD-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ ôîðìóë. Ðàññìîòðèì
ìîäåëü

µX := 〈WX ,≤, v〉,
ãäå

• WX � ñåìåéñòâî âñåõ VD-íàñûùåííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Sub∗ (X);

• S1 ≤ S2 ⇐⇒ S+
1 ⊆ S+

2 ;

• v (p) :=
{
S ∈ WX | +p ∈ S

}
.

Èíäóêöèåé ïî âåñó ôîðìóë äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Sub∗
(
X()
)
è S ∈ WX âåðíû

èìïëèêàöèè:

+ϕ ∈ S =⇒ µX , S |= ϕ ;

−ϕ ∈ S =⇒ µX , S 6|= ϕ .

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ïîçèòèâíî îòìå÷åííûõ èìïëèêàöèé, òàê êàê âñå îñòàëü-
íûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ òàê æå, êàê ýòî áûëî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.7.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ôîðìóë ñ âåñîì < n òðåáóåìûå èìïëèêàöèè óæå äîêà-
çàíû. Ïóñòü W (p→ ϕ) = n è +(p→ ϕ) ∈ S. Åñëè µX , T |= p äëÿ T ≥ S, òî +p ∈ T
ïî îïðåäåëåíèþ îöåíêè v è +(p→ ϕ) ∈ T ââèäó S ≤ T . Èç {+p,+(p→ ϕ)} ⊆ T ñëå-
äóåò +ϕ ∈ T , òàê êàê T � VD-çàìêíóòî. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì
µX , T |= ϕ. Òåì ñàìûì äîêàçàëè µX , S |= p→ ϕ.

Ïóñòü W ((ϕ ∨ ψ)→ χ) = n è + ((ϕ ∨ ψ)→ χ) ∈ S. Òîãäà {+(ϕ→ χ),+(ψ → χ)} ⊆ S
ââèäó VD-çàìêíóòîñòè S. Êðîìå òîãî, W (ϕ→ χ) < n è W (ψ → χ) < n, ïîýòîìó ïî èí-
äóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ µX , S |= ϕ→ χ è µX , S |= ψ → χ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì
µX , S |= (ϕ ∨ ψ)→ χ.

Ñëó÷àé ôîðìóëû +((ϕ ∧ ψ)→ χ) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü W ((ϕ→ ψ)→ χ) = n è + ((ϕ→ ψ)→ χ) ∈ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µX , T |=

ϕ→ ψ äëÿ íåêîòîðîãî T ≥ S. Èç S ≤ T ñëåäóåò + ((ϕ→ ψ)→ χ) ∈ T . Äîïóñòèì, +χ 6∈ T .
Òîãäà ìíîæåñòâî T ; +ϕ, −ψ, + (ψ → χ) � VD-ñîâìåñòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä�åòñÿ U ∈
WX òàêîå, ÷òî T ≤ U è {+ϕ,−ψ} ⊆ U . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ µX , U |= ϕ
è µX 6|= ψ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò µX , T |= ϕ→ ψ. Ïîýòîìó +χ ∈ T è ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ µX , T |= χ. Ìû äîêàçàëè, òåì ñàìûì, µX , S |= (ϕ→ ψ)→ χ.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà Sub∗(X) âû-
ïîëíèìî â ìèðå S ìîäåëè µX . Ïî ëåììå 3.4.8 íàøå VD-ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî X ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì S ∈ WX . Ñëåäîâàòåëüíî, X âûïîëíèìî â ìèðå S, ò. å. ìíîæåñòâî X �
Int-âûïîëíèìî.
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3.5. Èíòåðïîëÿöèÿ è îïðåäåëèìîñòü

Ñåé÷àñ îò èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè ìû ïåðåéä�åì ê ðàññìîòðåíèþ ðÿäà äðóãèõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ëîãèê.

Ïóñòü var(ϕ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â
ôîðìóëó ϕ (íåêîòîðîãî ÿçûêà L). Êðîìå òîãî, åñëèX � ìíîæåñòâî L-ôîðìóë, òî ïîëàãàåì

var(X) :=
⋃
ϕ∈X

var(ϕ) .

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ëîãèêà L â ÿçûêå L îáëàäàåò èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì Êðåéãà
(CIP) â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáûõ L-ôîðìóë ϕ è ψ, åñëè
ϕ→ ψ ∈ L, òî íàéä�åòñÿ L-ôîðìóëà χ òàêàÿ, ÷òî

var(χ) ⊆ var(ϕ) ∩ var(ψ) è {ϕ→ χ, χ→ ψ} ⊆ L

(ïðè ýòîì χ íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿíòîì èìïëèêàöèè ϕ→ ψ â ëîãèêå L).

Íàïðèìåð, ôîðìóëà q ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿíòîì èìïëèêàöèè (p ∧ q)→ (q ∨ r) â ïîçè-
òèâíîé ëîãèêå Pos, à òàêæå âî âñåõ åå ðàñøèðåíèÿõ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêóþ ëîãèêó CL â ÿçûêå L⊥,> :=
L⊥ ∪ {>} ñ äîïîëíèòåëüíîé îïðåäåëèìîé êîíñòàíòîé > ↔ (p0 ↔ p0).

Òåîðåìà 3.5.2. Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà Cl îáëàäàåò ñâîéñòâîì CIP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(ϕ, ψ) := |var(ϕ) \ var(ψ)|. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñ-
ëó d(ϕ, ψ). Åñëè d(ϕ, ψ) = 0, òî ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿíòîì èìïëèêàöèè ϕ→ ψ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ òàêèõ, ÷òî d(ϕ, ψ) = n è ϕ→ ψ ∈ Cl,
ñóùåñòâîâàíèå èíòåðïîëÿíòà äîêàçàíî.

Ïóñòü ϕ→ ψ ∈ Cl è d(ϕ, ψ) = n+ 1. Âîçüìåì ïåðåìåííóþ q ∈ var(ϕ) \ var(ψ). Ïóñòü
ϕ0 åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû q íà ⊥ âñþäó â ôîðìóëå ϕ (ϕ0 := ϕ (q/⊥)), à ϕ1 � ðåçóëüòàò
çàìåíû q íà > âñþäó â ôîðìóëå ϕ (ϕ1 := ϕ (q/>)).

Â ýòîì ñëó÷àå èìïëèêàöèè ϕ0 → ψ è ϕ1 → ψ ëåæàò â Cl, òàê êàê ýòî ÷àñòíûå ñëó÷àè
ôîðìóëû ϕ → ψ. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò èíòåðïîëÿíòû χ0 è χ1

äëÿ èìïëèêàöèé ϕ0 → ψ è ϕ1 → ψ ñîîòâåòñòâåííî:

var(χ0) ⊆ var(ϕ0) ∩ var(ψ) ,
{
ϕ0 → χ0, χ0 → ψ

}
⊆ Cl ;

var(χ1) ⊆ var(ϕ1) ∩ var(ψ) ,
{
ϕ1 → χ1, χ1 → ψ

}
⊆ Cl .

Ïîëàãàåì χ := χ0 ∨ χ1. Èç {χ0 → ψ, χ1 → ψ} ⊆ Cl ñëåäóåò (χ0 ∨ χ1)→ ψ ∈ Cl. Ïðî-
âåðèì (ñåìàíòè÷åñêè), ÷òî ϕ→ (χ0 ∨ χ1) ∈ Cl. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ Cl-îöåíêà, äëÿ
êîòîðîé v(ϕ) = 1.

Åñëè v(q) = 0, òî v(ϕ) = v(ϕ0). Ñëåäîâàòåëüíî, v(χ0) = 1 è v(χ0 ∨ χ1) = 1.

Åñëè æå v(q) = 1, òî v(ϕ) = v(ϕ1). Ñëåäîâàòåëüíî, v(χ1) = 1 è, òåì ñàìûì, îïÿòü
v(χ0 ∨ χ1) = 1.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà L⊥,>, à v � Cl-îöåíêà. Ãîâîðèì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëüþ ìíîæåñòâà X (ïèøåì v ∈Mod(X)), åñëè v(ϕ) = 1 äëÿ âñåõ ϕ ∈ X.
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Îïðåäåëåíèå 3.5.3. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî L⊥,>-ôîðìóë, è q ∈ var(X). Ìíîæåñòâî X
ÿâíî îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ q â ëîãèêå Cl, åñëè íàéäåòñÿ L⊥,>-ôîðìóëà ϕ òàêàÿ, ÷òî

var(ϕ) ⊆ var(X) , q 6∈ var(ϕ) è X `Cl q ↔ ϕ .

Ìíîæåñòâî X íåÿâíî îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ q â ëîãèêå Cl, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
v, v′ ∈Mod(X) âåðíà èìïëèêàöèÿ:

(∀p ∈ var(X) (p 6= q ⇒ v(p) = v′(p))) =⇒ v(q) = v′(q).

Óïðàæíåíèå 3.5.4. Ìíîæåñòâî L⊥,>-ôîðìóë X íåÿâíî îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ q â Cl,
åñëè è òîëüêî åñëè X ∪X (q/q′) `Cl q ↔ q′, ãäå q′ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿ-
ùàÿ â var(X).

Òåîðåìà 3.5.5. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî L⊥,>-ôîðìóë, è q ∈ var(X). Òîãäà ìíîæåñòâî
X ÿâíî îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ q â ëîãèêå Cl, åñëè è òîëüêî åñëè X íåÿâíî îïðåäåëÿåò
q â ëîãèêå Cl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîíÿòü, èç ÿâíîé îïðåäåëèìîñòè ñëåäóåò íåÿâíàÿ îïðåäåëèìîñòü.
Óñòàíîâèì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ.

Ïóñòü X ∪X (q/q′) `Cl q ↔ q′. Òîãäà íàéä�åòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî X0 ⊆ X òàêîå,
÷òî X0 ∪X0(q/q′) `Cl q ↔ q′. Ïîëîæèì ϕ :=

∧
X0 è ϕ

′ :=
∧
X0 (q/q′). Òîãäà

`Cl (ϕ ∧ ϕ′)→ (q → q′) ,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
`Cl (ϕ ∧ q)→ (ϕ′ → q′) .

Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî Cl îáëàäàåò CIP, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò L⊥,>-ôîðìóëà ψ, äëÿ êîòîðîé
var(ψ) ⊆ var(X) \ {q, q′} = var(X) \ {q} è, êðîìå òîãî,

`Cl (ϕ ∧ q)→ ψ è `Cl ψ → (ϕ′ → q′).

Çàìåíÿÿ âî âòîðîé ôîðìóëå q′ íà q, ïîëó÷èì

`Cl (ϕ ∧ q)→ ψ è `Cl ψ → (ϕ→ q) ,

îòêóäà
`Cl ϕ→ (q → ψ) è `Cl ϕ→ (ψ → q) ,

òåì ñàìûì ϕ `Cl q ↔ ψ. Ïîñêîëüêó ϕ � ýòî êîíúþíêöèÿ ôîðìóë èç X, ìû èìååì X `Cl
q ↔ ψ.

Òåîðåìà 3.5.6. Ëîãèêà Int îáëàäàåò ñâîéñòâîì CIP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàëè÷èå èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà ó èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè âû-
òåêàåò èç èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, êîòîðîå áóäåò óñòàíîâëåíî
â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 3.5.7. Ëîãèêà L â ÿçûêå L îáëàäàåò ñâîéñòâîì Áåòà (B1 ) â ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ âñÿêîé L-ôîðìóëû ϕ(p̄, q) = ϕ(p1, . . . , pn, q), åñëè

L ` (ϕ (p̄, q) ∧ ϕ (p̄, q′))→ (q ↔ q′) ,

òî íàéä�åòñÿ L-ôîðìóëà ψ(p̄) òàêàÿ, ÷òî

L ` ϕ (p̄, q)→ (q ↔ ψ (p̄)) .
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Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîíñòàíòà > äîïîëíèòåëüíî ïðèñóòñòâóåò â ÿçûêå
Int.

Òåîðåìà 3.5.8 (G. Kreisel, 1960). Êàæäàÿ ëîãèêà L ∈ EInt îáëàäàåò ñâîéñòâîì B1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ∈ EInt è L ` (ϕ(p̄, q) ∧ ϕ(p̄, q′))→ (q ↔ q′), òîãäà

L ` ϕ(p̄, q)→ (ϕ(p̄, q′)→ (q ↔ q′)) . (3.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â ëîãèêå Int è, ñòàëî áûòü, â L.
Ïîýòîìó

L ` (q ↔ q′)→ (ϕ(p̄, q)↔ ϕ(p̄, q′)) ,

â ÷àñòíîñòè,
L ` (q ↔ q′)→ (ϕ(p̄, q)→ ϕ(p̄, q′)) ,

îòêóäà
L ` ϕ(p̄, q)→ ((q ↔ q′)→ ϕ(p̄, q′)) . (3.6)

Äàëåå, èç (3.5) è (3.6) ïîëó÷àåì

L ` ϕ(p̄, q)→ ((q ↔ q′)↔ ϕ(p̄, q′)) ,

â ÷àñòíîñòè,
L ` ϕ(p̄, q)→ ((q ↔ >)↔ ϕ(p̄,>)) ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì q ↔ (q ↔ >) ∈ Int âûâîäèòñÿ òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå:

L ` ϕ(p̄, q)→ (q ↔ ϕ(p̄,>))

(ò. å. â êà÷åñòâå èñêîìîé ôîðìóëû ìîæíî âçÿòü ψ (p̄) := ϕ(p̄,>)).

Â îòëè÷èå îò ñâîéñòâà Áåòà èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî Êðåéãà âûïîëíÿåòñÿ ëèøü
äëÿ êîíå÷íîãî ÷ècëà ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê.

Òåîðåìà 3.5.9 (Ë.Ë. Ìàêñèìîâà, 1972). Â êëàññå EInt èìååòñÿ ðîâíî 7 ëîãèê ñ èí-
òåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì Êðåéãà:

L1 := Int,
L2 := Int+ {¬p ∨ ¬¬p},
L3 := Int+ {p ∨ (p→ (q ∨ ¬q))},
L4 := L3 + {(p→ q) ∨ (q → p) ∨ (p↔ ¬q)},
L5 := L3 + {¬p ∨ ¬¬p},
L6 := Int+ {(p→ q) ∨ (q → p)},
L7 := Cl.

Ýòî áûë îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî â êîíòèíóàëüíîì êëàññå
ëîãèê èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ëîãèê, îáëàäàþùèõ òåì èëè èíûì ôóíäàìåíòàëüíûì
ñâîéñòâîì. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåä�åì càìûé ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà, êîòîðûé òàêæå
ïðèíàäëåæèò Ë.Ë. Ìàêñèìîâîé.

Ëîãèêà L ∈ EInt íàçûâàåòñÿ ïðåäòàáëè÷íîé, åñëè îíà íå òàáëè÷íà, íî ëþáîå åå
ñîáñòâåííîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì.

Òåîðåìà 3.5.10 (Ë.Ë. Ìàêñèìîâà, 1972). Êëàññ EInt ñîäåðæèò â òî÷íîñòè òðè
ïðåäòàáëè÷íûå ëîãèêè:

LC := Int+ {(p→ q) ∨ (q → p)},
LJ := Int+ {p ∨ (p→ (q ∨ ¬q))},
LH := Int+ {¬p ∨ ¬¬p, p ∨ (p→ (q ∨ (q → (r ∨ ¬r))))}.
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3.6. Ïîëíîòà ïî Ïîñòó, ñòðóêòóðíàÿ ïîëíîòà

Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L (â ÿçûêå L) ïîëíà ïî Ïîñòó, åñëè îíà íåòðèâèàëüíà è ïðè ýòîì ó
íå�å íåò ñîáñòâåííûõ íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðåíèé.

Òåîðåìà 3.6.1. Ëîãèêà Cl ïîëíà ïî Ïîñòó.3

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó êëàññè÷åñêîé ëîãèêè åñòü ñîáñòâåííîå íåòðèâèàëü-
íîå ðàñøèðåíèå. Ïóñòü Cl ⊂ L è ϕ ∈ L \ Cl. Òîãäà íàéäåòñÿ Cl-îöåíêà v0, äëÿ êîòîðîé
v0(ϕ) = 0. Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó θ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θpi := > , åñëè v0(pi) = 1 ;

θpi := ⊥ , åñëè v0(pi) = 0 .

Î÷åâèäíî, v0 (θϕ) = v0 (ϕ) = 0. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ôîðìóëà θϕ íå ñîäåðæèò ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, v (θϕ) = 0 äëÿ ëþáîé Cl-îöåíêè v. Ñëåäîâàòåëüíî, v (θϕ→ ⊥) =
1 äëÿ ëþáîé Cl-îöåíêè v, ò. å. θϕ→ ⊥ ∈ L. Ïîëó÷àåì {θϕ, θϕ→ ⊥} ⊆ L. Ñòàëî áûòü,⊥ ∈ L
è, òåì ñàìûì, ëîãèêà L òðèâèàëüíà (çäåñü ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ⊥ → ψ ∈ Int ⊆ L äëÿ âñåõ
L⊥,>-ôîðìóë ψ).

Ëîãèêà L â ÿçûêå L íàçûâàåòñÿ 0-ñâîäèìîé, åñëè äëÿ ëþáîé L-ôîðìóëû ϕ 6∈ L
íàéä�åòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé θϕ (ðàçóìååòñÿ, â òîì æå ÿçûêå) òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî θϕ 6∈ L
è var (θϕ) = ∅.

Ñëåäñòâèå 3.6.2. Ëîãèêà Cl ÿâëÿåòñÿ 0-ñâîäèìîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëîãèêà Int íå ïîëíà ïî Ïîñòó, êîëü ñêîðî êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà � å�å
ñîáñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.6.3. Ëîãèêà Cl � åäèíñòâåííîå ïîëíîå ïî Ïîñòó ðàñøèðåíèå Int.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ïîëíîå ïî Ïîñòó ðàñøèðåíèå Int, îòëè÷íîå îò Cl. ßñíî, ÷òî
L 6⊆ Cl, à ïîòîìó íàéä�åòñÿ ôîðìóëà ϕ ∈ L \ Cl. Â ñèëó 0-ñâîäèìîñòè ñóùåñòâóåò ÷àñòíûé
ñëó÷àé θϕ, äëÿ êîòîðîãî θϕ 6∈ Cl è var (θϕ) = ∅. Òîãäà ¬θϕ ∈ Cl. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ñëåäñòâèþ 2.3.6 (òåîðåìû Ãëèâåíêî äëÿ Int) èìååì ¬θϕ ∈ Int è, çíà÷èò, ¬θϕ ∈ L. Èç
{θϕ,¬θϕ} ⊆ L ïîëó÷àåì, ÷òî ëîãèêà L òðèâèàëüíà.

Óïðàæíåíèå 3.6.4 (*). Íàéäèòå âñå ïîëíûå ïî Ïîñòó ðàñøèðåíèÿ J .

Ëîãèêà L íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî ïîëíîé, åñëè êàæäîå å�å äîïóñòèìîå ïðàâèëî âû-
âîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì.

Òåîðåìà 3.6.5. Ëîãèêà Cl ñòðóêòóðíî ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðîå ïðàâèëî

ϕ1 , . . . , ϕn
ψ

äîïóñòèìî â Cl, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò {ϕ1, . . . , ϕn} 6`Cl ψ, èëè,
÷òî ýêâèâàëåíòíî, (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ ψ 6∈ Cl. Ââèäó 0-ñâîäèìîñòè Cl (ïî ñëåäñòâèþ 3.6.2)

3 Ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåì Cl â ÿçûêå L⊥,>.
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íàéä�åòñÿ ïîäñòàíîâêà θ òàêàÿ, ÷òî ôîðìóëà (θϕ1 ∧ . . . ∧ θϕn)→ θψ íå ñîäåðæèò ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è

v ((θϕ1 ∧ . . . ∧ θϕn)→ θψ) = 0 , ò. å.

v (θϕ1) = . . . = v (θϕn) = 1 è v (θψ) = 0 ,

äëÿ íåêîé (à ïîòîìó è äëÿ ëþáîé) Cl-îöåíêè v. Ñëåäîâàòåëüíî, {θϕ1, . . . , θϕn} ⊆ Cl è
θψ 6∈ Cl, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóñòèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðàâèëà.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.6. Ïðàâèëî Ñêîòòà

(¬¬p→ p)→ (p ∨ ¬p)
¬p ∨ ¬¬p

äîïóñòèìî â ëîãèêå Int, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â Int.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðàâèëî Ñêîòà íå ïðîèçâîäíî, ò. å.

((¬¬p→ p)→ (p ∨ ¬p))→ (¬p ∨ ¬¬p) 6∈ Int .

Ðàññìîòðèì ìîäåëü µ = 〈{x0, x1, x2, x3},≤, v〉 ñ ïîðÿäêîì, ïðåäñòàâëåííûì íà íèæå-
ñëåäóþùåé äèàãðàììå, è îöåíêîé v, çàäàííîé êàê v(p) := {x2} (è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
íà ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò p).

q
q

q
q

�
�
�

@
@
@

x0

x1

x2

x3

Èç µ, x2 � p ñëåäóåò µ, x0 2 ¬p, à µ, x3 � ¬p âëå÷�åò µ, x0 2 ¬¬p. Òàêèì îáðàçîì,
µ, x0 2 ¬p ∨ ¬¬p.

Ïðîâåðèì, ÷òî µ, x0 � (¬¬p→ p)→ (p ∨ ¬p). Çàêëþ÷åíèå ýòîé èìïëèêàöèè âåðíî â
ìàêñèìàëüíûõ ìèðàõ x2 è x3, òàê êàê µ, x2 � p è µ, x3 � ¬p. À â îñòàâøèõñÿ ìèðàõ ëîæíà
ïîñûëêà èìïëèêàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, µ, x1 � ¬¬p è µ, x1 2 p, îòêóäà µ, x1 2 ¬¬p→ p. Íî
x0 ≤ x1, ïîýòîìó µ, x0 2 ¬¬p→ p.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî Ñêîòòà, òåì íå ìåíåå, äîïóñòèìî. Ïóñòü

¬ϕ ∨ ¬¬ϕ 6∈ Int .

Òîãäà ¬ϕ 6∈ Int è ¬¬ϕ 6∈ Int. Ïî ñëåäñòâèþ 2.3.6 èìååì ¬ϕ 6∈ Cl è ¬¬ϕ 6∈ Cl. Çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóþò ìîäåëè µ1 = 〈{x1}, {(x1, x1)}, v1〉 è µ2 = 〈{x2}, {(x2, x2)}, v2〉, äëÿ êîòîðûõ µ1 2 ¬ϕ
è µ2 2 ¬¬ϕ. Ïîñòðîèì íîâóþ ìîäåëü µ = 〈{x0, x1, x2},≤, v〉 ñ ïîðÿäêîì, ïðåäñòàâëåííûì
íà äèàãðàììå íèæå, è îöåíêîé v, çàäàííîé ïîñðåäñòâîì v(p) := v1(p) ∪ v2(p).

q
q

q
�
�
�

@
@
@

x0

x1 x2

Î÷åâèäíî, ÷òî µ1 è µ2 � ïîðîæä�åyíûå ïîäìîäåëè ìîäåëè µ. Ïîýòîìó µ, x1 2 ¬ϕ
è µ, x2 2 ¬¬ϕ. Çíà÷èò, µ, x1 � ϕ è µ, x2 � ¬ϕ. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì
µ, x2 2 ϕ. Êðîìå òîãî, èç µ, x1 � ϕ ñëåäóåò µ, x0 2 ¬ϕ, à èç µ, x2 2 ϕ âûòåêàåò µ, x0 2 ϕ.
Îòñþäà µ, x0 2 ϕ ∨ ¬ϕ. Â òî æå âðåìÿ íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî µ, x0 � ¬¬ϕ→ ϕ. Èòàê,
µ, x0 2 (¬¬ϕ→ ϕ)→ (ϕ ∨ ¬ϕ), ò. å. (¬¬ϕ→ ϕ)→ (ϕ ∨ ¬ϕ) 6∈ Int.
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Òàêèì îáðàçîì, Int íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî ïîëíîé.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë.

Óïðàæíåíèå 3.6.7. Ïóñòü ϕ ∈ ForL⊥ è var (ϕ) = ∅. Òîãäà ëèáî ϕ↔ ⊥ ∈ Int, ëèáî
ϕ↔ > ∈ Int.

Ñëåäñòâèå 3.6.8. Äëÿ ëþáîé L⊥-ôîðìóëû ϕ òàêîé, ÷òî var(ϕ) = ∅, âåðíî

ϕ ∈ Int ⇐⇒ ϕ ∈ Cl .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ òðèâèàëüíà, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ. Ïóñòü ϕ ∈ Cl.
Åñëè ϕ↔ > ∈ Int, òî ϕ ∈ Int. Åñëè æå ϕ↔ ⊥ ∈ Int, òî ¬ϕ ∈ Int, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ϕ ∈ Cl.

Ñëåäñòâèå 3.6.9. Ëîãèêà Int íå ÿâëÿåòñÿ 0-ñâîäèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Cl \ Int. Î÷åâèäíî, ÷òî θϕ ∈ Cl äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòà-
íîâêè θ. Îäíàêî åñëè var (θϕ) = ∅, òî ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ èç θϕ ∈ Cl ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ âûòåêàåò θϕ ∈ Int.

Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî ïîëíîé.
Îòìåòèì åùå îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî äîïóñòèìûõ ïðàâèë â Int.

Òåîðåìà 3.6.10. Åñëè ïðàâèëî âûâîäà äîïóñòèìî â Int, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì
â Cl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîå ïðàâèëî ϕ1 , ... , ϕn

ψ
äîïóñòèìî â Int, íî ïðè ýòîì

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ ψ 6∈ Cl .

Ââèäó 0-ñâîäèìîñòè ëîãèêè Cl íàéä�åòñÿ ïîäñòàíîâêà θ òàêàÿ, ÷òî

(θϕ1 ∧ . . . ∧ θϕn)→ θψ 6∈ Cl è var ((θϕ1 ∧ . . . ∧ θϕn)→ θψ) = ∅ .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, â ÷àñòíîñòè, âëå÷�åò

var (θϕ1) = . . . = var (θϕn) = va (θψ) = ∅ .

Äàëåå, ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.6.5, ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî
{θϕ1, . . . , θϕn} ⊆ Cl è θψ 6∈ Cl. Îòñþäà, ïî ñëåäñòâèþ 3.6.8, ïîëó÷àåì {θϕ1, . . . , θϕn} ⊆ Int
è θψ 6∈ Int � ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñòèìîñòüþ ïðàâèëà ϕ1 , ... , ϕn

ψ
.



Ãëàâà 4

Ìîäàëüíûå ëîãèêè

4.1. Íîðìàëüíûå ìîäàëüíûå ëîãèêè, ìîäàëüíûå øêàëû

Êðèïêå

Ïðåäøåñòâóþùèé ìàòåðèàë áûë ïîñâÿù�åí, â îñíîâíîì, íåñòàíäàðòíûì èíòåðïðåòàöèÿì
ñâÿçîê èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êóðñà ìû áóäåì èçó÷àòü, ãëàâíûì
îáðàçîì, ìîäàëüíûå ëîãèêè, ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â èñòîðè÷åñêè ïåðâîé ïî-
ñâÿù�åííîé ìîäàëüíîé ëîãèêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [26] ìîäàëüíîñòè èñïîëüçîâà-
ëèñü êàê ñðåäñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ �ñòðîãîé èìïëèêàöèè�:

ϕ ψ := Imp (ϕ ∧ ¬ψ) := ¬3 (ϕ ∧ ¬ψ) = 2 (¬ϕ ∨ ψ) ,

ãäå  åñòü ñâÿçêà ñòðîãîé èìïëèêàöèè, îïåðàòîð Imp ÷èòàåòñÿ êàê �íåâîçìîæíî, ÷òî
. . . �, 3 � �âîçìîæíî, ÷òî . . . �, 2 � �íåîáõîäèìî, ÷òî�, à ¬, ∧ è ∨ ñóòü îáû÷íûå êëàñ-
ñè÷åñêèå ñâÿçêè îòðèöàíèÿ, êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè. Âïîñëåäñòâèè ìû óâèäèì, ÷òî
èíòóèöèîíèñòñêàÿ èìïëèêàöèÿ òîæå èìååò ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî òèïà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäàëüíûé ÿçûê

Lm = LCL ∪ {2} ,

êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ñâÿçêè êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè è äîïîëíè-
òåëüíî îïåðàòîð íåîáõîäèìîñòè 2.

Îïåðàòîð âîçìîæíîñòè 3 ñ÷èòàåì îïðåäåëÿåìûì ïîñðåäñòâîì

3ϕ := ¬2¬ϕ .

Èíòóèòèâíîå ïðî÷òåíèå îïåðàòîð íåîáõîäèìîñòè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Â ÷àñòíî-
ñòè, 2ϕ ìîæåò îçíà÷àòü:

� íåîáõîäèìî èñòèííî, ÷òî ϕ (àëåòè÷åñêàÿ ìîäàëüíîñòü);

� âñåãäà áóäåò èñòèííî, ÷òî ϕ (âðåìåíí�àÿ ìîäàëüíîñòü);

� äîëæíî áûòü òàê, ÷òî ϕ (äåîíòè÷åñêàÿ ìîäàëüíîñòü);

� èçâåñòíî, ÷òî ϕ (ýïèñòåìè÷åñêàÿ ìîäàëüíîñòü);

� ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ϕ (ýïèñòåìè÷åñêàÿ ìîäàëüíîñòü);
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� äîêàçóåìî â àðèôìåòèêå Ïåàíî, ÷òî ϕ (ëîãèêà äîêàçóåìîñòè);

� ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîãðàììû èìååò ìåñòî ϕ (äèíàìè÷åñêèå ëîãèêè).

Óïðàæíåíèå 4.1.1 (Íåôîðìàëüíîå). Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé áóäóò èñòèí-
íû ïðè ðàçëè÷íûõ ïðî÷òåíèÿõ 2ϕ:

2ϕ→ ϕ , 2ϕ→ 22ϕ , 2 (ϕ→ ϕ) , 2ϕ→ 3ϕ , 2ϕ→ 3¬ϕ ,
2 (ϕ→ ψ)→ 3 (2ϕ→ 2ψ) , (3ϕ ∧3ψ)→ 3 (ϕ ∧ ψ) , 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ ?

Îòìå÷åííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïðî÷òåíèÿ îïåðàòîðà íåîáõîäèìîñòè îáóñëàâëèâàåò øè-
ðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé ìîäàëüíîé ëîãèêè: ôèëîñîôñêàÿ ëîãèêà, þðèñïðóäåíöèÿ, ëèíã-
âèñòèêà, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà è ìàòåìàòèêà.

Ìû áóäåì èçó÷àòü ìîäàëüíûé ÿçûê ïðåæäå âñåãî êàê ñðåäñòâî îïèñàíèÿ ðåëÿöèîí-
íûõ ñòðóêòóð, ò. å. ñòðóêòóð ñ îòíîøåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ìîäàëüíîé øêàëîé Êðèïêå (èëè ïðîñòî øêàëîé) íàçîâ�åì ïàðó âèäà
F = 〈W,R〉, ãäå W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ìèðîâ, R ⊆ W 2 � ïðîèçâîëüíîå
îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè.

Äëÿ {u, v} ⊆ W çàïèñü uRv ìîæåò ÷èòàòüñÿ êàê �ìèð v äîñòèæèì èç ìèðà u�, �ìèð
v äîïóñòèì îòíîñèòåëüíî ìèðà u� èëè äàæå �ìèð v ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé àëüòåðíàòèâîé
ìèðà u�.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ìîäåëü ÿçûêà Lm � ýòî ïàðà µ = 〈F , v〉, ãäå F �øêàëà (â òîëüêî ÷òî
óêàçàííîì ñìûñëå), à v : Prop→ 2W � íåêîòîðàÿ îöåíêà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Ãîâîðèì â äàííîì ñëó÷àå, ÷òî µ � ìîäåëü íàä øêàëîé F .

Îòìåòèì, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå âàðèàíòîâ ñåìàíòèêè òèïà Êðèïêå äëÿ
ðàçëè÷íûõ íåìîäàëüíûõ ÿçûêîâ, çäåñü îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè íå îáÿçàíî áûòü ïðåä-
ïîðÿäêîì, à ñîîòâåòñòâîííî îöåíêà íå äîëæíà áûòü îòîáðàæåíèåì â ìíîæåñòâî êîíóñîâ.
Ðàçóìååòñÿ, íèæå ìû ïîíèìàåì øêàëû è ìîäåëè èìåííî â ýòîì, àêòóàëüíîì äëÿ Lm ñìûñ-
ëå.

Âûïîëíèìîñòü Lm-ôîðìóë â ìèðàõ ìîäåëè µ (òîãî æå ÿçûêà) îïðåäåëÿåòñÿ ïî èí-
äóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) µ, x � p ⇐⇒ x ∈ v(p) ;

2) µ, x � ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ, x � ϕ è µ, x � ψ ;

3) µ, x � ϕ ∨ ψ ⇐⇒ µ, x � ϕ èëè µ, x � ψ ;

4) µ, x � ϕ→ ψ ⇐⇒ µ, x 2 ϕ èëè µ, x � ψ ;

5) µ, x � ¬ϕ ⇐⇒ µ, x 2 ϕ ;

6) µ, x � 2ϕ ⇐⇒ ∀y ∈ W (xRy ⇒ µ, y � ϕ) .

Òîãäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

µ, x � 3ϕ ⇐⇒ ∃y ∈ W (xRy è µ, y � ϕ) .

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîäåëè µ è Lm-ôîðìóëû ϕ çàäàäèì

µ (ϕ) := {x ∈ W | µ, x � ϕ} .
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Ãîâîðèì, ÷òî Lm-ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ìîäåëè µ (ïèøåì µ � ϕ), åñëè µ, x � ϕ äëÿ
âñåõ x ∈ W , ò. å. µ (ϕ) = W ; è ϕ èñòèííà â øêàëå F = 〈W,R〉, åñëè µ � ϕ äëÿ ëþáîé
ìîäåëè µ = 〈µ, v〉 íàä øêàëîé F .

Ïóñòü K � êëàññ ìîäåëåé èëè êëàññ øêàë. Ïîëàãàåì

LK := {ϕ | ∀µ (F) ∈ K (µ � ϕ (F � ϕ))} .

Ïî òðàäèöèè, åñëè K = {F} ëèáî K = {µ}, òî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ LF è Lµ âìåñòî
L{F} è L{µ} ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Lm-Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè îíà åñòü ïîäñòàíîâî÷-
íûé ÷àñòíûé ñëó÷àé (â ÿçûêå Lm) íåêîòîðîé òàâòîëîãèè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè CL.

Íàïðèìåð, 2ϕ ∨ ¬2ϕ (ïðè âñåõ ϕ ∈ ForLm) áóäåò òàâòîëîãèåé, à óæå ôîðìóëà
2 (ϕ ∨ ¬ϕ) òàâòîëîãèåé íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà � ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë â ÿçûêå
Lm, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå òàâòîëîãèè, àêñèîìó Êðèïêå

(K) 2 (p→ q)→ (2p→ 2q)

è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, modus ponens è íîðìàëèçàöèè, ãäå ïîñëåä-
íåå åñòü

(RN)
ϕ

2ϕ
.

Çàìå÷àíèå 4.1.6. Ëåãêî ïîíÿòü, åñëè {Li}i∈I � ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê,
òî
⋂
i∈I Li � òîæå íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà.

Òåì ñàìûì, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà (ïîëó÷àþùàÿñÿ
êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê), îáîçíà÷àåìàÿ K.

Òåîðåìà 4.1.7 (Î êîððåêòíîñòè). Ïóñòü K � íåêèé êëàññ øêàë. Òîãäà LK � íîðìàëü-
íàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó LK =
⋂
{LF | F ∈ K}, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî LF �

íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà äëÿ ëþáîé øêàëû F .
Î÷åâèäíî, âñå òàâòîëîãèè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ñîäåðæàòñÿ â LF . Ïðîâåðèì, ÷òî

2 (p→ q)→ (2p→ 2q) ∈ LF .

Ïóñòü F = 〈W,R〉 è µ = 〈F , v〉. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ W èç
µ, x � 2 (p→ q) è µ, x � 2p ñëåäóåò µ, x � 2q. Óñëîâèÿ µ, x � 2 (p→ q) è µ, x � 2p
îçíà÷àþò

∀y ∈ W (xRy ⇒ (µ, y � p→ q è µ, y � p)) ,

îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò ∀y ∈ W (xRy ⇒ µ, y � q) , ò. å. µ, x � 2q.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì F � ϕ(p1, . . . , pn) è ïîêàæåì, ÷òî F � ϕ (ψ1, . . . , ψn) (çàìêíó-

òîñòü LK îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê). Ïóñòü µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä F .
Îïðåäåëèì ìîäåëü µ′ := 〈F , v′〉, ãäå v′(pi) := µ(ψi) ïðè i ∈ {1, . . . , n}. Èíäóêöèåé ïî ñòðî-
åíèþ ôîðìóëû ϕ íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ W âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ, x � ϕ (ψ1, . . . , ψn) ⇐⇒ µ′, x � ϕ (p1, . . . , pn) .
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Ïîñêîëüêó µ′ � ýòî òàêæå ìîäåëü íàä F , èìååì µ′ � ϕ (p1, . . . , pn). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîë-
íåíî µ � ϕ (ψ1, . . . , ψn).

Èç òîãî, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå òàâòîëîãèè ëåæàò â LF è ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷àåì, ÷òî âîîáùå âñå òàâòîëîãèè ëåæàò â LF .

Äàëåå, êàê ëåãêî ïîíÿòü, LF çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî modus ponens.
Ïóñòü ϕ ∈ LF , µ � ìîäåëü íàä F . Òîãäà µ, x � ϕ äëÿ âñåõ x ∈ W . Î÷åâèäíî,

÷òî òàêæå µ, x � 2ϕ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî LF çàìêíóòî è îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà
íîðìàëèçàöèè RN .

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ïóñòü äàíû øêàëà F = 〈W,R〉, ìîäåëü µ = 〈F , v〉 è ìíîæåñòâî
V ⊆ W . Ïîëàãàåì

FV = 〈V,R ∩ V 2〉 , µV = 〈FV , vV 〉 ,

ãäå vV (p) := v(p) ∩ V ïðè âñåõ p ∈ Prop.

Îïðåäåëåíèå 4.1.9. Ðàññìîòðèì øêàëó F = 〈W,R〉 è ìèð x ∈ W . Âûäåëèì ñëåäóþùèå
ïîäìíîæåñòâà â W :

x ↑ := {y ∈ W | xRy} , x ↓ := {y ∈ W | yRx} ;

x ↑0 := {x} , x ↓0 := {x} , x ↑1 := x ↑ , x ↓1 := x ↓ ;

x ↑n+1 :=
{
y ∈ W | xRn+1y

}
= {y ∈ W | ∃z1 . . . ∃zn (xRz1R . . . RznRy)} ;

x ↓n+1 :=
{
y ∈ W | yRn+1x

}
= {y ∈ W | ∃z1 . . . ∃zn (yRz1R . . . RznRx)} .

Íàêîíåö, ïîëàãàåì

x ↑∗ := {y ∈ W | xR∗y} è x ↓∗ := {y ∈ W | yR∗x} ,

ãäå R∗ � ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ R.

Ëåãêî çàìåòèòü,

x ↑∗ =
⋃
n∈ω

x ↑n è x ↓∗ =
⋃
n∈ω

x ↓n .

Îïðåäåëåíèå 4.1.10. Ìîäàëüíàÿ ñòåïåíü Lm-ôîðìóëû ϕ, îáîçíà÷àåìàÿ md (ϕ), âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1) md (p) := 0 äëÿ âñåõ p ∈ Prop ;

2) md (ϕ ∗ ψ) := max {md (ϕ),md (ψ)}, ãäå ∗ ∈ {∨,∧,→} ;

3) md (¬ϕ) := md (ϕ) ;

4) md (2ϕ) := md (ϕ) + 1 .

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âèäíî, ÷òî md (3ϕ) = md (ϕ) + 1.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè (çäåñü âñþäó ϕ ∈ ForLm):

20ϕ := ϕ , 21ϕ := 2ϕ , 2n+1ϕ := 22nϕ ,

30ϕ := ϕ , 31ϕ := 3ϕ , 3n+1ϕ := 33nϕ .

Èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, áåðÿ â êà÷åñòâå áàçû ï. 6 èç îïðåäåëåíèÿ âû-
ïîëíèìîñòè ìîäàëüíûõ ôîðìóë, íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
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Óïðàæíåíèå 4.1.11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 0 âåðíû ýêâèâàëåíòíîñòè:

µ, x � 2nϕ ⇐⇒ ∀y ∈ x ↑n (µ, y � ϕ) ,

µ, x � 3nϕ ⇐⇒ ∃y ∈ x ↑n (µ, y � ϕ) .

Ïðåäëîæåíèå 4.1.12. Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉, x ∈ W è n ≥ 0. Ïîëîæèì

µ1 := µx↑
0∪...∪x↑n .

Òîãäà äëÿ ëþáîé Lm-ôîðìóëû ϕ òàêîé, ÷òî md (ϕ) ≤ n, âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ, x � ϕ ⇐⇒ µ1, x � ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. Áàçèñ èíäóêöèè è ïåðåõîä äëÿ íåìî-
äàëüíûõ ñâÿçîê òðèâèàëüíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ϕ = 2ψ. Äîïóñòèì, ÷òî µ, x 2 2ψ, ò. å. ñóùåñòâóåò y ∈ x ↑, äëÿ
êîòîðîãî µ, y 2 ψ. Âîçüì�åì ìîäåëü

µ2 := µy↑
0∪...∪y↑n−1

= µy↑
0∪...∪y↑n−1

1 .

Ïîñêîëüêó md (ψ) ≤ n− 1, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååò ìåñòî ïàðà ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé:

µ2, y 2 ψ ⇐⇒ µ, y 2 ψ ;

µ2, y 2 ψ ⇐⇒ µ1, y 2 ψ .

Â èòîãå µ, y 2 ψ ⇔ µ1, y 2 ψ. Òåì ñàìûì, ∃y ∈ x ↑ (µ1, y 2 ψ), ò. å. µ1, x 2 2ψ.
Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èç µ, x 2 2ψ ñëåäóåò µ1, x 2 2ψ. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ äîêàçû-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 4.1.13 (Î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè). Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 è x ∈ W . Ïî-
ëîæèì µ′ := µx↑

∗
. Òîãäà äëÿ âñÿêîé Lm-ôîðìóëû ϕ èìååì

µ, x � ϕ ⇐⇒ µ′, x � ϕ .

4.2. Ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé è ìîäàëüíûå ôîð-

ìóëû

Èíòåðåñåí òîò ôàêò, ÷òî, êàê ìû óâèäèì ÷óòü ïîçæå, ìíîãèå ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøå-
íèé ìîæíî íåêèì îáðàçîì âûäåëèòü ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíûõ ôîðìóë. Íèæå ïðèâåäåíû äâà
ñïèñêà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íàèáîëåå çíà÷èìûå èç òàêèõ ñâîéñòâ, à âòîðîé �
îòâå÷àþùèå èì Lm-ôîðìóëû.

Ñïèñîê 1. Ñâîéñòâà îòíîøåíèé äîñòèæèìîñòè.

1. Ðåôëåêñèâíîñòü:
∀x (xRx) .

2. Ñèììåòðè÷íîñòü:
∀x ∀y (xRy ⇒ yRx) .
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3. Ñåðèàëüíîñòü:
∀x ∃y (xRy) .

4. Òðàíçèòèâíîñòü:
∀x ∀y ∀z ((xRy è yRz) ⇒ xRz) .

5. Åâêëèäîâîñòü:
∀x ∀y ∀z ((xRy è xRz) ⇒ yRz) .

6. ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü:

∀x ∀y ∀z ((xRy è xRz) ⇒ y = z) .

7. Ôóíêöèîíàëüíîñòü:
∀x∃!y (xRy) .

8. Ñëàáàÿ ïëîòíîñòü:
∀x ∀y (xRy ⇒ ∃z (xRz è zRy)) .

9. Ñëàáàÿ ñâÿçíîñòü:

∀x∀y ∀z ((xRy è xRz) ⇒ (yRz èëè y = z, èëè zRy)) .

10. Ñëàáàÿ íàïðàâëåííîñòü:

∀x ∀y ∀z ((xRy è xRz) ⇒ ∃t (yRt è zRt)) .

Â äàëüíåéøåì, åñëè îòíîøåíèå R øêàëû 〈W,R〉 ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è ò. ï.,
òî ìû èíîãäà ãîâîðèì, ÷òî ñàìà øêàëà ðåôëåêñèâíà, ñèììåòðè÷íà è ò. ï.

Ñïèñîê 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ñâîéñòâàì ìîäàëüíûå ôîðìóëû.

1. T : 2p→ p

2. B : p→ 23p ôîðìóëà Áðàóýðà

3. D : 2p→ 3p äåîíòè÷åñêèé ïðèíöèï

4. 4 : 2p→ 22p àêñèîìà ñèñòåìû Ëüþèñà S4

5. 5 : 3p→ 23p àêñèîìà ñèñòåìû Ëüþèñà S5

6. DC : 3p→ 2p îáðàùåíèå äåîíòè÷åñêîãî ïðèíöèïà

7. 3p↔ 2p

8. 22p→ 2p

9. L : 2 ((p ∧2p)→ q) ∨2 ((q ∧2q)→ p) ôîðìóëà Ëåììîíà

10. G : 32p→ 23p ôîðìóëà Ãèøà

Óïîìÿíóòóþ âûøå âçàèìîñâÿçü ôîðìàëèçóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.2.1. Îòíîøåíèå R øêàëû F = 〈W,R〉 îáëàäàåò îäíèì èç ñâîéñòâ 1�10, åñëè
è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ Lm-ôîðìóëà èñòèííà íà F .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ øêàëó F = 〈W,R〉.
1. Ïóñòü îòíîøåíèå R � ðåôëåêñèâíî è µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä F .

Åñëè x � 2p (çäåñü è â äàëüíåéøåì âìåñòî µ, x � ϕ ïèøåì x � ϕ, ïðè óñëîâèè, ÷òî èç
êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé èìåííî ìîäåëè èäåò ðå÷ü), òîãäà ∀y (xRy ⇒ y � p). Â ÷àñòíîñòè,
x � p, òàê êàê xRx.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå R íå ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì è x ∈ W � íåêàÿ
èððåôëåêñèâíàÿ òî÷êà, ò. å. íå âûïîëíåíî xRx. Âîçüì�åì ìîäåëü µ := 〈F , v〉, â êîòîðîé
v(p) := W \ {x}. Òîãäà x � 2p, íî x 2 p, îòêóäà µ 6� 2p→ p, à ïîòîìó F 2 2p→ p.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà T èñòèííà â òî÷íîñòè íà ðåôëåêñèâíûõ øêàëàõ.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîøåíèå R ñèììåòðè÷íî è µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü
íàä F . Ïóñòü x � p. Ïðîâåðèì, ÷òî x � 23p. Åñëè xRy, òî yRx è, òåì ñàìûì, y � 3p.
Â èòîãå ∀y (xRy ⇒ y � 3p), ò. å. x � 23p.

Òåïåðü ïóñòü îòíîøåíèå R íå ñèììåòðè÷íî, òîãäà íàéäóòñÿ ìèðû {x, y} ⊆ W òàêèå,
÷òî xRy è íå âûïîëíåíî yRx. Âîçüì�åì ìîäåëü µ := 〈F , v〉, ãäå v(p) := {x}. Èìååì x � p,
íî ïðè ýòîì y 2 3p. Îòñþäà x 2 23p. Òàêèì îáðàçîì, F 2 p→ 32p.

4. Ïóñòü îòíîøåíèå R òðàíçèòèâíî è µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä F .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x � 2p è xRy. Åñëè yRz, òî xRz ïî òðàíçèòèâíîñòè, à ïîòîìó z � p
ââèäó x � 2p. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ∀y (xRy ⇒ y � 2p), ò. å. x � 22p.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå R íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, ò. å. íàéäóòñÿ
òî÷êè {x, y, z} ⊆ W òàêèå, ÷òî xRy è yRz, íî íåâåðíî xRz. Ðàññìîòðèì ìîäåëü µ := 〈F , v〉,
ãäå v(p) := W \ {z}. Òîãäà x � 2p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y 2 2p (òàê êàê yRz è z 2 p), îòêóäà
x 2 22p. Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî F 2 2p→ 22p.

5. Ïóñòü îòíîøåíèå R åâêëèäîâî è µ = 〈F , v〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x � 3p. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy è y � p. Åñëè xRz, òî zRy ïî åâêëèäîâîñòè. Òåì ñàìûì,
z � 3p. Â èòîãå ïîëó÷àåì ∀z (xRz ⇒ z � 3p), ò. å. x � 23p.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå R íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, ò. å. íàéäóòñÿ òî÷êè
{x, y, z} ⊆ W òàêèå, ÷òî xRy, xRz è ïðè ýòîì íå èìååì ìåñòà yRz. Âîçüì�åì ìîäåëü
µ := 〈F , v〉, ãäå v(p) := {z}. Èç z � p ñëåäóåò x � 3p. Âìåñòå ñ òåì, x 2 23p, òàê êàê
y 2 3p.

9. Äîïóñòèì, îòíîøåíèå R ñëàáî ñâÿçíî è µ = 〈F , v〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî
x 2 2 ((p ∧2p)→ q), ò. å. íàéä�åòñÿ ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy, y � p ∧2p è y 2 q.
Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå x � 2 ((q ∧2q)→ p). Ïóñòü xRz. Òîãäà y = z, èëè yRz, èëè
zRy. Åñëè y = z, òî z � p, îòêóäà z � ((q ∧2q)→ p). Åñëè yRz, òî z � p ââèäó y � 2p.
Îïÿòü ïîëó÷àåì z � ((q ∧2q)→ p). Åñëè æå zRy, òî z 2 2q, òàê êàê y 2 q. Ñòàëî áûòü,
z 2 q ∧2q è z � ((q ∧2q)→ p).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå R íå ñëàáî ñâÿçíî, ò. å. ñóùåñòâóþò ìèðû x, y
è z òàêèå, ÷òî xRy, xRz, y 6= z, íî íåâåðíî íè yRz, íè zRy. Çàäàäèì ìîäåëü µ := 〈F , v〉,
ãäå v(p) := W \ {y} è v(q) := W \ {z}. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì y � q ∧2q è y 2 p, îòêóäà
x 2 2 ((q ∧2q)→ p). Âìåñòå ñ òåì z � p ∧2p è z 2 q, ò. å. x 2 2 ((p ∧2p)→ q).

10. Ïóñòü îòíîøåíèå R ñëàáî íàïðàâëåíî è x � 32p äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè µ íàä F .
Ïóñòü ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy è ∀z (yRz ⇒ z � p). Åñëè xRz, òî íàéäåòñÿ t ∈ W òàêîé,
÷òî zRt è yRt. Èç yRt ñëåäóåò t � p, ïîýòîìó z � 3p. Òåì ñàìûì, ∀z (xRz ⇒ z � 3p),
ò. å. x � 23p.

Ïóñòü ñëàáàÿ íàïðàâëåííîñòü íàðóøàåòñÿ íà òî÷êàõ x, y è z, ò. å. xRy, xRz è íè äëÿ
êàêîãî t íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî âåðíî yRt è zRt. Ðàññìîòðèì ìîäåëü µ := 〈F , v〉, ãäå
v(p) := {t | yRt}. Î÷åâèäíî, y � 2p, ïîýòîìó x � 32p. Îäíàêî èç óñëîâèÿ íà t ïîëó÷àåì
z 2 3p, ñëåäîâàòåëüíî, x 2 23p.

Îñòàâøèåñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äîêàçûâàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî è îñòàâëåíû â êà-
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÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîãèå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé, âûðàçèìûå â
ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà (â ñèãíàòóðå {R2}), ìîãóò áûòü çàäàíû òàêæå ñ ïîìîùüþ ìîäàëü-
íûõ ôîðìóë. Òåïåðü ïðèâåä�åì ïðèìåð ïåðâî-ïîðÿäêîâîãî ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
R, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíîé ôîðìóëû. Òàêèì ñâîéñòâîì ÿâëÿ-
åòñÿ èððåôëåêñèâíîñòü: ∀x¬ (xRx). Îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî êëàññ èð-
ðåôëåêñèâíûõ øêàë íåëüçÿ çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíîé ôîðìóëû, íàì ïðèä�åòñÿ ââåñòè
ñïåöèàëüíûé êëàññ îòîáðàæåíèé ìåæäó øêàëàìè, ñîõðàíÿþùèé èñòèííîñòü Lm-ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ïóñòü µ1 = 〈W1, R1, v1〉 è µ2 = 〈W2, R2, v2〉 � ïðîèçâîëüíûå ìîäåëè.
Îòîáðàæåíèå f : W1 → W2 íàçûâàåòñÿ p-ìîðôèçìîì èç µ1 â µ2 (â òàêîì ñëó÷àå ïèøåì
f : µ1 → µ2), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1) ∀x, y ∈ W1 (xR1y =⇒ f(x)R2f(y)) ;

2) ∀x ∈ W1 ∀z ∈ W2 (f(x)R2z =⇒ ∃y ∈ W1 (xR1y è f(y) = z)) ;

3) ∀x ∈ W1 ∀p ∈ Prop (x ∈ v1(p) ⇐⇒ f(x) ∈ v2(p)) .

Îòîáðàæåíèå f : W1 → W2 íàçûâàåòñÿ p-ìîðôèçìîì èç øêàëû F1 = 〈W1, R1〉 â
øêàëó F2 = 〈W2, R2〉 (â äàííîé ñèòóàöèè ïèøåì f : F1 → F2), åñëè âûïîëíåíû ïåðâûå äâà
èç ïðèâåä�åííûõ âûøå óñëîâèé.

Ëåììà 4.2.3 (Ïåðâàÿ ëåììà î p-ìîðôèçìàõ). Ïóñòü µ1 = 〈W1, R1, v1〉 è µ2 = 〈W2, R2, v2〉 �
ïðîèçâîëüíûå ìîäåëè, à f : µ1 → µ2 � íåêèé p-ìîðôèçì ìåæäó íèìè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
Lm-ôîðìóëû ϕ è ìèðà x ∈ W1 âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

µ1, x � ϕ ⇐⇒ µ2, f(x) � ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. Áàçèñ èíäóêöèè ñëå-
äóåò èç òðåòüåãî óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè p-ìîðôèçìà, à ïåðåõîä äëÿ íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê
ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïóñòü ϕ = 2ψ. Ïðåäïîëîæèì µ1, x � 2ψ, ò. å. ∀y ∈ W1 (xR1y ⇒ µ1, y � ψ). Åñëè
f(x)R2z, òî ïî óñëîâèþ 2 èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.2 íàéä�åòñÿ y ∈ W1 òàêîé, ÷òî xR1y è f(y) = z.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ µ1, y � ψ ⇔ µ2, f(y) � ψ . Òàêèì îáðàçîì, µ1, x � 2ψ
âëå÷�åò µ2, f(x) � 2ψ.

Ïóñòü òåïåðü µ2, f(x) � 2ψ , ò. å. ∀z ∈ W2 (f(x)R1z ⇒ µ2, z � ψ) . Åñëè xR1y, òî
f(x)R2f(y) ïî óñëîâèþ 1 èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.2. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â
÷àñòíîñòè, èç µ2, f(y) � ψ ñëåäóåò µ1, y � ψ. Èòàê, ìû äîêàçàëè îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ:
µ2, f(x) � 2ψ âëå÷�åò µ1, x � 2ψ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Åñëè f � ñþðúåêòèâíûé p-ìîðôèçì èç øêàëû F1 = 〈W1, R1〉 â
øêàëó F2 = 〈W2, R2〉 (â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî f (W1) = W2), òî øêàëà F2 íàçûâàåòñÿ
p-ìîðôíûì îáðàçîì øêàëû F1.

Ëåììà 4.2.5 (Âòîðàÿ ëåììà î p-ìîðôèçìàõ). Åñëè øêàëà F2 = 〈W2, R2〉 åñòü p-
ìîðôíûé îáðàç øêàëû F1 = 〈W1, R1〉, òî äëÿ Lm-ëþáîé ôîðìóëû ϕ èìååì

F1 � ϕ =⇒ F2 � ϕ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî F1 6� ϕ, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëè µ2 = 〈F2, v2〉 è y ∈ W2

ïîëó÷àåì µ2, y 2 ϕ. Ïóñòü f : F1 → F2 � ñþðúåêòèâíûé p-ìîðôèçì, ñóùåñòâóþùèé ïî
óñëîâèþ ëåììû. Îïðåäåëèì ìîäåëü µ1 := 〈F1, v1〉, ïîëàãàÿ

v1 (p) := {x ∈ W1 | f(x) ∈ v2 (p)}

äëÿ âñåõ p ∈ Prop. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî f � p-ìîðôèçì èç µ1 â µ2. Âîçüì�åì x, äëÿ êîòîðîãî
f(x) = y. Ïî ïåðâîé ëåììå î p-ìîðôèçìàõ µ1, x 2 ϕ, îòêóäà F1 2 ϕ.

Íàêîíåö, ìû ãîòîâû ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî èððåôëåêñèâíîñòè íå âûðàçèìî íà ìî-
äàëüíîì ÿçûêå.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.6. Íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëû ϕ ÿçûêà Lm òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé øêàëû
F = 〈W,R〉 âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

F |= ϕ ⇐⇒ îòíîøåíèå R èððåôëåêñèâíî .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî âòîðîé ëåììå î p-ìîðôèçìàõ, êëàññ øêàë, â êîòîðûõ èñòèííà
òà èëè èíàÿ ìîäàëüíàÿ ôîðìóëà, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî p-ìîðôíûõ îáðàçîâ. Ðàññìîòðèì
äâå øêàëû:

F1 := 〈ω,<〉 è F2 := 〈{0}, {(0, 0)}〉 ,

ãäå < � ñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæå-
íèå f : ω → {0}, çàäàííîå ïî ïðàâèëó f (x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ ω, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì
p-ìîðôèçìîì èç F1 íà F2. Ñþðúåêòèâíîñòü è ïåðâîå ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.2 âû-
ïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü âòîðîå ñâîéñòâî. Ïóñòü R2 := {(0, 0)}
(îòíîøåíèå øêàëû F2). Åñëè f (x)R20, òî äëÿ y := x+ 1 èìååì x < y è f (y) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, F2 îêàçûâàåòñÿ p-ìîðôíûì îáðàçîì F1. Ïðè ýòîì øêàëà F1 èððåôëåêñèâíà, à
øêàëà F2 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ðåôëåêñèâíîé òî÷êè. Çíà÷èò, êëàññ èððåôëåêñèâíûõ
øêàë íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî p-ìîðôíûõ îáðàçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò êëàññ íåëüçÿ çà-
äàòü ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíîé ôîðìóëû.

4.3. Íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà K

Ðàíåå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç K íàèìåíüøóþ ëîãèêó â êëàññå âñåõ íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ
ëîãèê. Òàêèì îáðàçîì, K � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ôîðìóë, ñîäåðæàùåå âñå òàâòî-
ëîãèè, ôîðìóëó 2 (p→ q) → (2p→ 2q) è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè,
modus ponens è íîðìàëèçàöèè RN ( ϕ

2ϕ
). Îòñþäà, ðàçóìååòñÿ, íåìåäëåííî èçâëåêàåòñÿ àê-

ñèîìàòèçàöèÿ ëîãèêè K.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ëîãèêà K � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî Lm-ôîðìóë, ñîäåðæàùåå
ôîðìóëû

1) p→ (q → p) ,

2) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r)) ,

3) (p ∧ q)→ p ,

4) (p ∧ q)→ q ,

5) (p→ q)→ ((p→ r)→ (p→ (q ∧ r))) ,
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6) p→ (p ∨ q) ,

7) q → (p ∨ q) ,

8) (p→ r)→ ((q → r)→ ((p ∨ q)→ r)) ,

9) (p→ q)→ ((p→ ¬q)→ ¬p) ,

10) ¬p→ (p→ q) ,

11) p ∨ ¬p ,

12) 2 (p→ q)→ (2p→ 2q)

è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, íîðìàëèçàöèè è modus ponens.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìû 1�11 � ýòî â òî÷íîñòè àêñèîìû êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè è ïîòîìó ïðèíàäëåæàò K. Àêñèîìà 12 òàêæå ëåæèò â K. Ïîýòîìó
ëîãèêà, çàäàííàÿ àêñèîìàìè 1�12, ñîäåðæèòñÿ â K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó ïîäñòàíîâêè èç êëàññè÷åñêîé òàâòîëîãèè, à êëàññè÷åñêàÿ òàâòîëî-
ãèÿ âûâîäèìà èç àêñèîì 1�11 ïðè ïîìîùè modus ponens è, îïÿòü æå, ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè.
Ïîýòîìó çàìûêàíèå àêñèîì 1�12 îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, íîðìàëèçàöèè èmodus
ponens åñòü íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà, à ïîòîìó K â í�åì ñîäåðæèòñÿ.

Ïðèâåä�åì åù�å îäèí ïîëåçíûé âàðèàíò àêñèîìàòèçàöèè äëÿ K.

Óïðàæíåíèå 4.3.2. Ëîãèêà K � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî Lm-ôîðìóë, ñîäåðæàùåå
àêñèîìû 1�11 êëàññè÷åñêîé ëîãèêè Cl, ìîäàëüíûå àêñèîìû

21. (2p ∧2q)→ 2 (p ∧ q) ,

22. 2 (p→ p)

è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, modus ponens è ïðàâèëà ìîíîòîííîñòè

(RM)
ϕ→ ψ

2ϕ→ 2ψ
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïîëó÷èòü

Óïðàæíåíèå 4.3.3. (2p1 ∧ . . . ∧2pn)→ 2 (p1 ∧ . . . ∧ pn) ∈ K.

Êðîìå òîãî, äëÿ ìîäàëüíîñòè 3 èìååì

Ïðåäëîæåíèå 4.3.4. 3 (ψ1 ∧ . . . ∧ ψm)→ (3ψ1 ∧ . . . ∧3ψm) ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé m = 2 (çàòåì ïî èíäóêöèè ðàññóæäíåíèå
ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãîm ≥ 2). Ïîñòðîèì êâàçèâûâîä ôîðìóëû 3(ϕ∧
ψ)→ (3ϕ ∧3ψ) â K:

1) ¬ϕ→ (¬ϕ ∨ ¬ψ) (êëàññè÷åñêàÿ òàâòîëîãèÿ);
2) 2 (¬ϕ→ (¬ϕ ∨ ¬ψ)) (ïî RN èç 1);
3) 2¬ϕ→ 2 (¬ϕ ∨ ¬ψ) (ïî àêñèîìå K è MP èç 2);
4) 2¬ψ → 2 (¬ϕ ∨ ¬ψ) (âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî 3);
5) (2¬ϕ ∨2¬ψ)→ 2 (¬ϕ ∨ ¬ψ) (ïî ïðàâèëó ðàçáîðà ñëó÷àåâ èç 3 è 4);
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6) ¬2 (¬ϕ ∨ ¬ψ)→ ¬ (2¬ϕ ∨2¬ψ) (ïî ïðàâèëó êîíòðàïîçèöèè èç 5);
7) ¬2¬ (ϕ ∧ ψ)→ (¬2¬ϕ ∧ ¬2¬ψ) (ïî çàêîíàì Äå Ìîðãàíà è ïðàâèëó çàìåíû èç

6).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà 7 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèôðîâêó ñîêðàùåííîé

çàïèñè 3(ϕ ∧ ψ)→ (3ϕ ∧3ψ).

Ïðåäëîæåíèå 4.3.5. Ïðàâèëî çàìåíû

ϕ↔ ψ

χ (ϕ)↔ χ (ψ)

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â ëîãèêå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðàâèëà RM , ïðîèçâîäíîñòü êîòîðîãî ìû óñòàíîâèëè â ïðåäûäóùåì
óïðàæíåíèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâèëî

(RE)
ϕ↔ ψ

2ϕ↔ 2ψ

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì. Òåïåðü, ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë, ìû ìî-
æåì ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, à èíäóêöèîííûé ïåðåõîä â ñëó÷àå ôîðìóë âèäà 2χ áóäåò ñëåäîâàòü
èç ïðîèçâîäíîñòè RE.

Ñëåäñòâèå 4.3.6. Â ëþáîé íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêå ïðàâèëî çàìåíû ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîäíûì.

Òåïåðü ìû çàéì�åìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïîëíîòû ëîãèêè K îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ
øêàë. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ââåä�åì êàíîíè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ
ëîãèê.

Ïóñòü L � íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà. Ìíîæåñòâî Lm-ôîðìóë Γ íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòîé L-òåîðèåé, åñëè: 1) L ⊆ Γ; 2) ìíîæåñòâî Γ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî modus ponens;
3) èç ϕ ∨ ψ ∈ Γ ñëåäóåò ϕ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ; 4) ìíîæåñòâî Γ íåòðèâèàëüíî, ò. å. îòëè÷íî îò
ForLm .

Ëåììà 4.3.7. Ïóñòü L � íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà. Òîãäà ëþáàÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ
ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ, à ϕ � íåêîòîðàÿ Lm-ôîðìóëà. Ïîñêîëüêó
ϕ ∨ ¬ϕ åñòü êëàññè÷åñêàÿ òàâòîëîãèÿ, òî ϕ ∨ ¬ϕ ∈ L è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∨ ¬ϕ ∈ Γ. Ïî
äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó äëÿ Γ èìååì ϕ ∈ Γ èëè ¬ϕ ∈ Γ.

Äàëåå, çàïèñü Γ `L ϕ îçíà÷àåò, ÷òî ϕ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ýëåìåíòîâ Γ ∪ L ñ
ïîìîùüþ îäíîãî ëèøü modus ponens. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè óäî-
âëåòâîðÿåò òåîðåìå äåäóêöèè. Äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè L è ìíîæåñòâà
Γ ∪ {ϕ, ψ} ⊆ ForLm âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ, ϕ `L ψ ⇐⇒ Γ `L ϕ→ ψ .

Åñëè Γ è ∆ ñóòü ìíîæåñòâà Lm-ôîðìóë, òî ïèøåì Γ `L ∆, åñëè è òîëüêî åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ ∆ òàêîå, ÷òî

Γ `L ϕ1 ∨ . . . ∨ ϕn .

Ëåììà î ðàñøèðåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (è ïîòîìó
îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
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Ëåììà 4.3.8 (Î ðàñøèðåíèè). Äëÿ ëþáûõ íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè L è ìíî-
æåñòâ Lm-ôîðìóë Σ è ∆, åñëè Σ 6`L ∆, òî íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ ⊇ Σ òàêàÿ,
÷òî Γ 6`L ∆.

Îïðåäåëåíèå 4.3.9. Ïóñòü L � íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà. Êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà �
ýòî FL := 〈WL, RL〉, ãäå

1) WL � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ L-òåîðèé;

2) ΓRL∆ ⇐⇒ Γ2 ⊆ ∆ , ãäå Γ2 := {ϕ | 2ϕ ∈ Γ}.

Êàíîíè÷åñêàÿ L-ìîäåëü µL ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç êàíîíè÷åñêîé L-øêàëû
FL è îöåíêè vL, çàäàííîé ïîñðåäñòâîì

vL (p) :=
{

Γ ∈ WL | p ∈ Γ
}

äëÿ êàæäîãî p ∈ Prop .

Ëåììà 4.3.10. Äëÿ ëþáûõ Γ è ∆ èç WL âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

ΓRL∆ ⇐⇒ ∆3 ⊆ Γ ,

ãäå ∆3 := {3ϕ | ϕ ∈ ∆} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ΓRL∆, ò. å. Γ2 ⊆ ∆. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ∈ ∆, íî ïðè ýòîì
3ϕ 6∈ Γ, ò. å. ¬2¬ϕ 6∈ Γ. Èç ïîëíîòû òåîðèè Γ ñëåäóåò 2¬ϕ ∈ Γ, îòêóäà ¬ϕ ∈ ∆, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ∆. Èòàê, ìû äîêàçàëè ∆3 ⊆ Γ.

Ïóñòü òåïåðü ∆3 ⊆ Γ è 2ϕ ∈ Γ. Åñëè ϕ 6∈ ∆, òî ââèäó ïîëíîòû ∆ èìååì ¬ϕ ∈ ∆.
Îòêóäà 3¬ϕ ∈ Γ, ò. å. ¬2¬¬ϕ ∈ Γ. Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ¬¬ϕ ↔
ϕ è ïðàâèëî çàìåíû, ïîëó÷àåì ¬2ϕ ∈ Γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè Γ. Òàêèì
îáðàçîì, Γ2 ⊆ ∆.

Ëåììà 4.3.11 (Î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè). Ïóñòü L � íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà.
Â êàíîíè÷åñêîé L-ìîäåëè µL äëÿ ëþáûõ Γ ∈ WL è ϕ ∈ ForLm âåðíî

µL,Γ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. Áàçà èíäóêöèè è ïåðåõîä äëÿ íåìî-
äàëüíûõ ñâÿçîê íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäíîñòåé. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ Lm-ôîðìóëà, è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ Γ ∈ WL óæå äîêàçàíà íóæíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó 2ϕ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

µL,Γ |= 2ϕ ⇐⇒ ∀∆ ∈ WL
(
Γ2 ⊆ ∆ ⇒ µL,∆ |= ϕ

)
,

÷òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíîñèëüíî

∀∆ ∈ WL (Γ2 ⊆ ∆ ⇒ ϕ ∈ ∆) .

Óñòàíîâèì ýêâèâàëåíòíîñòü

∀∆ ∈ WL (Γ2 ⊆ ∆ ⇒ ϕ ∈ ∆) ⇐⇒ 2ϕ ∈ Γ .

Åñëè 2ϕ ∈ Γ, òî èç Γ2 ⊆ ∆ ñëåäóåò ϕ ∈ ∆ ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Γ2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2ϕ 6∈ Γ, è ïîñòðîèì ïðîñòóþ L-òåîðèþ ∆, äëÿ êîòîðîé Γ2 ⊆ ∆ è

ϕ 6∈ ∆. Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Γ2 0L ϕ.
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Ïóñòü Γ2 `L ϕ. Òîãäà íàéäóòñÿ {ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γ2 òàêèå, ÷òî (ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ ∈ L.
Ïî ïðàâèëó RN èìååì

2 ((ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ) ∈ L .

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ àêñèîìû Êðèïêå ïîëó÷àåì

2 (ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ 2ϕ ∈ L .

Âîñïîëüçîâàâøèñü óïðàæíåíèåì 4.3.3 è òðàíçèòèâíîñòüþ èìïëèêàöèè, èìååì

(2ψ1 ∧ . . . ∧2ψn)→ 2ϕ ∈ L ,

îòêóäà 2ϕ ∈ Γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ 2ϕ 6∈ Γ.

Ïóñòü K � êëàññ øêàë. Îòíîøåíèå Γ �K ϕ èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
êàæäîé øêàëû W = 〈W,R〉 èç K, ëþáîé ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉 íàä W è âñåõ x ∈ W âåðíà
èìïëèêàöèÿ

∀ψ ∈ Γ (µ, x � ψ) =⇒ µ, x � ϕ .

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ïîëíîòû è ñèëüíîé ïîëíîòû ëîãèêè îòíîñèòåëüíî êëàññà
øêàë. Ãîâîðèì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà L ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë K,
åñëè

ϕ ∈ L ⇐⇒ K |= ϕ

äëÿ ëþáîé Lm-ôîðìóëû ϕ; è L ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë K, åñëè îòíîøå-
íèå `L ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì �K.

Òåîðåìà 4.3.12. Ëîãèêà K ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �K îçíà÷àåò îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ íà êëàññå âñåõ øêàë. Âêëþ-
÷åíèå `K ⊆ �K ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû î êîððåêòíîñòè (òåîðåìà 4.1.7).

Ïóñòü Γ 6`K ϕ. Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ K-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî
Γ ⊆ Γ′ è ϕ 6∈ Γ′. Äàëåå, ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè,

∀ψ ∈ Γ
(
µK,Γ′ |= ψ

)
è µK,Γ′ 6|= ϕ .

4.4. Êàíîíè÷åñêèå ìîäàëüíûå ëîãèêè

Òåîðåìà 4.4.1. Åñëè íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà L ñîäåðæèò îäíó èç ôîðìóë 1�8 èëè
10 èç ñïèñêà 2, òî îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè RL êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè µL óäîâëåòâîðÿ-
åò ñîîòâåòñòâóþùåìó óñëîâèþ èç ñïèñêà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ñëó÷àè ïóíêòîâ 2, 4, 5 è 8 èç ñïèñêà 2.
2. Ïóñòü ôîðìóëà Áðàóýðà p → 23p ëåæèò â L. Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå RL ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòûå L-òåîðèè Γ è ∆ òàêîâû, ÷òî Γ2 ⊆ ∆,
íî ∆2 * Γ. Òîãäà íàéä�åòñÿ ôîðìóëà ϕ, äëÿ êîòîðîé 2ϕ ∈ ∆ è ϕ 6∈ Γ. Ïîñêîëüêó ïðî-
ñòûå òåîðèè ïîëíû (ëåììà 4.3.7), ¬ϕ ∈ Γ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Áðàóýðà, èìååì
23¬ϕ ∈ Γ. Èç âêëþ÷åíèÿ Γ2 ⊆ ∆ ñëåäóåò 3¬ϕ ∈ ∆, ò. å. ¬2¬¬ϕ ∈ ∆. Èç êëàññè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ¬¬ϕ ↔ ϕ è ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì ¬2ϕ ∈ ∆. Ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðèÿ ∆ ïðîòèâîðå÷èâà è ïîòîìó òðèâèàëüíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðîñòîé
òåîðèè. Òåì ñàìûì, Γ2 ⊆ ∆ âñåãäà âëå÷�åò ∆2 ⊆ Γ.
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4. Ïóñòü 2p→ 22p ∈ L. Óñòàíîâèì òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ RL. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ {Γ,∆,Σ} ⊆ WL âåðíî ΓRL∆ è ∆RLΣ, ò. å. Γ2 ⊆ ∆ è ∆2 ⊆ Σ. Òåïåðü åñëè ϕ ∈ Γ2,
÷òî ðàâíîñèëüíî 2ϕ ∈ Γ, òî 22ϕ ∈ Γ ââèäó 2p→ 22p ∈ L. Ïîýòîìó 2ϕ ∈ Γ2 ⊆ ∆,
îòêóäà ϕ ∈ ∆2 ⊆ Σ. Èòàê, ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèå Γ2 ⊆ Σ, ò. å. ΓRLΣ.

5. Äîïóñòèì, ôîðìóëà 5 = 3p → 23p ëåæèò â L, è ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå RL �
ýâêëèäîâî. Ïóñòü äëÿ {Γ,∆,Σ} ⊆ WL âûïîëíåíî ΓRL∆ è ΓRLΣ, ò. å. Γ2 ⊆ ∆ è Σ3 ⊆ Γ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆2 * Σ è ôîðìóëà ϕ òàêîâà, ÷òî 2ϕ ∈ ∆ è ϕ 6∈ Σ. Òîãäà ¬ϕ ∈ Σ â
ñèëó ïîëíîòû Σ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó Σ3 ⊆ Γ, òî 3¬ϕ ∈ Γ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó 5, èìååì
23¬ϕ ∈ Γ, îòêóäà ñ ó÷�åòîì Γ2 ⊆ ∆ ñëåäóåò 3¬ϕ ∈ ∆, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ¬2ϕ ∈ ∆. Â èòîãå
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èâîñòü ìíîæåñòâà ∆, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Òàêèì îáðàçîì, èç ΓRL∆
è ΓRLΣ âñåãäà âûòåêàåò ∆RLΣ.

8. Ïóñòü 22p→ 2p ∈ L. Äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå RL ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîòíûì. Ïóñòü
äëÿ {Γ,∆} ⊆ WL âåðíî ΓRL∆. Íàéä�åì òåîðèþ Σ ∈ WL, äëÿ êîòîðîé ΓRLΣ è ΣRL∆, ÷òî ñ
ó÷�åòîì ëåììû 4.3.10 ðàâíîñèëüíî Γ2 ⊆ Σ è ∆3 ⊆ Σ. Äëÿ ýòîãî ââèäó ëåììû î ðàñøèðåíèè
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåòðèâèàëüíîñòü ìíîæåñòâà

Γ2 ∪∆3 = {ϕ | 2ϕ ∈ Γ} ∪ {3ψ | ψ ∈ ∆}

îòíîñèòåëüíî L, ò. å. ÷òî íå ëþáàÿ Lm-ôîðìóëà âûâîäèìà èç äàííîãî ìíîæåñòâà (ïî `L).
Ïîêàæåì, ÷òî Γ2∪∆3 0L ⊥. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Äîïóñòèì, íàéäóòñÿ ôîðìóëû

2ϕ1, . . . ,2ϕn ∈ Γ è ψ1, . . . , ψm ∈ ∆, äëÿ êîòîðûõ âåðíî

{ϕ1, . . . , ϕn,3ψ1, . . . ,3ψm} `L ⊥ .

Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî, ïî òåîðåìå äåäóêöèè äëÿ `L, ñîîòíîøåíèþ

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧3ψ1 ∧ . . . ∧3ψm)→ ⊥ ∈ L ,

îòêóäà
(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ ¬ (3ψ1 ∧ . . . ∧3ψm) ∈ L . (4.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷àÿ Ψ := ψ1 ∧ . . . ∧ ψm, ïî ïðåäëîæåíèþ 4.3.4 èìååì

3Ψ→ (3ψ1 ∧ . . . ∧3ψm) ∈ L ,

è çíà÷èò, ââèäó ïðàâèëà êîíòðàïîçèöèè,

¬ (3ψ1 ∧ . . . ∧3ψm)→ ¬3Ψ ∈ L . (4.2)

Äàëåå, èç (4.1) è (4.2) â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè → ïîëó÷àåì

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ ¬3Ψ ∈ L .

Îòñþäà, êîìáèíèðóÿ àêñèîìó K è ïðàâèëî RN , ïðèõîäèì ê

2 (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ 2¬3Ψ ∈ L .

Âîñïîëüçîâàâøèñü àêñèîìîé 21 (ñì. óïðàæíåíèå 4.3.2), ïîëó÷àåì

(2ϕ1 ∧ . . . ∧2ϕn)→ 2¬3Ψ ∈ L .

Ñëåäîâàòåëüíî, 2¬3Ψ ∈ Γ, ò. å. 22¬Ψ ∈ Γ. Òîãäà èç 22¬Ψ→ 2¬Ψ ∈ Γ âûòåêàåò 2¬Ψ ∈
Γ. Çíà÷èò, ¬Ψ ∈ ∆, ïîñêîëüêó Γ2 ⊆ ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ψ ∈ ∆. Ïîýòîìó ïðîñòàÿ
L-òåîðèÿ ∆ ïðîòèâîðå÷èâà è, òåì ñàìûì, òðèâèàëüíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå
Γ2 ∪∆3 `L ⊥ ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Îñòàâøèåñÿ ïóíêòû îñòàþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ.
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Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà L íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, åñëè
FL |= L, ãäå FL � êàíîíè÷åñêàÿ L-øêàëà.

Ñëåäñòâèå 4.4.3. Åñëè íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà L ïîëó÷àåòñÿ èç ëîãèêè K ïðè-
ñîåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ (âîçìîæíî, íè îäíîé) ôîðìóë ñ íîìåðàìè 1�8 èëè 10 (ñì. ñïè-
ñîê 2), òî ëîãèêà L ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷íîñòü ëîãèêè K î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó å�å òåîðåìû èñòèííû âî
âñåõ øêàëàõ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íîðìàëüíóþ ìîäàëüíóþ ëîãèêó

L := K + {2p→ p, p→ 23p,2p→ 22p} ,

ïîëó÷åííóþ ïðèñîåäèíåíèåì ê ëîãèêå K àêñèîì T, B è 4 (ñ íîìåðàìè 1, 2 è 4 ñîîòâåò-
ñòâåííî). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé îòíîøåíèå RL êàíîíè÷åñêîé L-øêàëû
FL = 〈WL, RL〉 áóäåò ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì, ò. å. îêàæåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêèâàëåíòíîñòè. Èç òåîðåìû 4.2.1 ñëåäóåò

FL |= T, B, 4 ,

à ïîòîìó FL � L. Ïîñëåäíåå êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî L � êàíîíè÷åñêàÿ ëîãèêà.

Ñëåäñòâèå 4.4.4. Åñëè íîðìàëüíàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãèêà L ïîëó÷àåòñÿ èç ëîãèêè K ïðè-
ñîåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ (âîçìîæíî, íè îäíîé) ôîðìóë ñ íîìåðàìè 1�8 èëè 10 (ñì. ñïè-
ñîê 2), òî ëîãèêà L ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-
âåòñòâóþùåìó íàáîðó ñâîéñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òó æå ëîãèêó L := K + {T,B,4} è ïîêàæåì,
÷òî îíà ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ïóñòü Γ 6`L ϕ. Ïî ëåììå î
ðàñøèðåíèè íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ L-òåîðèÿ Γ′ òàêàÿ, ÷òî Γ ⊆ Γ′ è ϕ 6∈ Γ′. Òîãäà ïî ëåììå î
êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè

∀ψ ∈ Γ
(
µL,Γ′ |= ψ

)
è µL,Γ′ 6|= ϕ .

Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî øêàëà FL êàíîíè÷åñêîé L-ìîäåëè µL ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.

Ìû óñòàíîâèëè, òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû ïîëíîòû óæå äëÿ äîâîëüíî áîëüøîãî ÷èñëà
ìîäàëüíûõ ëîãèê. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ýòè ëîãèêè îáîçíà÷àòü. Óñëîâèìñÿ, ÷òî îáîçíà-
÷åíèå äëÿ ëîãèêè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèñîåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ àêñèîì ê ëîãèêå
K, ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà ê áóêâå K àááðåâèàòóð ñîîòâåòñòâóþùèõ àêñèîì.
Ðàçóìååòñÿ, îäíà è òà æå ëîãèêà ìîæåò ïîëó÷èòü ïðè ýòîì íåñêîëüêî íàèìåíîâàíèé. Ñêà-
æåì, ëîãèêà L, ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà â äîêàçàòåëüñòâàõ äâóõ ïîñëåäíèõ
ñëåäñòâèé, äîëæíà ïîëó÷èòü îáîçíà÷åíèå KTB4. Â òî æå âðåìÿ åñëè îòíîøåíèå R ðå-
ôëåêñèâíî è åâêëèäîâî, òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî R áóäåò ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü åñòü ýâêëèäîâî îòíîøåíèå. Ïîòîìó èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

KTB4 = KT5 .

Êðîìå òîãî, ðÿä èçâåñòíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê èìååò òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ (òà æå
ëîãèêà KTB4 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê S5).

Ïðèâîäèìûé íèæå ñïèñîê ñîäåðæèò òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðÿäà ëîãèê. Êðî-
ìå òîãî, â í�åì óêàçàíû êëàññû øêàë, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ýòè ëîãèêè ñèëüíî ïîëíû. Äëÿ
á�îëüøåé ïîëíîòû êàðòèíû íàì ïîíàäîáÿòñÿ åù�å äâå àêñèîìû:
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M : 23p→ 32p (ôîðìóëà ÌàêÊèíñè);

W : 2 (2p→ p)→ 2p (ôîðìóëà Ë�åáà).

Ñïèñîê 3. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê.

1. T := KT ðåôëåêñèâíûå øêàëû
2. D := KD ñåðèàëüíûå øêàëû
3. K4 òðàíçèòèâíûå øêàëû
4. B := KB ñèììåòðè÷íûå øêàëû
5. S4 := KT4 ïðåäïîðÿäêè
6. S5 := KTB4 = KT5 ýêâèâàëåíòíîñòè
7. K4.1 := K4M ?
8. K4.2 := K4G òðàíçèòèâíûå, ñëàáî íàïðàâëåííûå øêàëû
9. K4.3 := K4L òðàíçèòèâíûå, ñëàáî ñâÿçíûå øêàëû
10. S4.1 := KT4M ?
11. S4.2 := KT4G ðåôëåêñèâíûå, òðàíçèòèâíûå,

ñëàáî íàïðàâëåííûå øêàëû
12. S4.3 := KT4L ðåôëåêñèâíûå, òðàíçèòèâíûå,

ñëàáî ñâÿçíûå øêàëû
13. GL := KW = K4W ?

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.4.1 (è å�å ñëåäñòâèé) íåëüçÿ óñòàíîâèòü ïîëíîòó
ëîãèê K4.3 è S4.3 (õîòÿ îíà è èìååò ìåñòî). Çäåñü ìû äîêàæåì ëèøü òåîðåìó ïîëíîòû
äëÿ S4.3.

Òåîðåìà 4.4.5. Ëîãèêà S4.3 ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ øêàë, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåôëåêñèâíûìè, òðàíçèòèâíûìè è ñëàáî ñâÿçíûìè îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó T ∈ S4.3, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (p ∧2p)↔ p ∈ S4.3.
Âîñïîëüçîâàâøèñü äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ïðàâèëîì çàìåíû, ìîæíî óïðîñòèòü ôîð-
ìóëó Ëåììîíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S4.3 `K L↔ (2 (2p→ q) ∨2 (2q → p)) .

Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 = 〈WS4.3, RS4.3, vS4.3〉. Èç òåîðåìû 4.4.1 âûòåêàåò ðåôëåêñèâ-
íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ R. Äîêàæåì, ÷òî R ñëàáî ñâÿçíî. Â ñèëó åãî ðåôëåê-
ñèâíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

∀Γ,∆1,∆2 ∈ W ((ΓR∆1 è ΓR∆2) ⇒ (∆1R∆2 èëè ∆2R∆1)) .

Ïóñòü, íàïðîòèâ, íàøëèñü òàêèå ïðîñòûå S4.3-òåîðèè {Γ,∆1,∆2} ⊆ W , äëÿ êîòîðûõ

ΓR∆1 , ΓR∆2 , ¬ (∆1R∆2) è ¬ (∆2R∆1) .

Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ìîäàëüíûå ôîðìóëû ϕ è ψ òàêèå, ÷òî

2ϕ ∈ ∆1, ϕ 6∈ ∆2 è 2ψ ∈ ∆2, ψ 6∈ ∆1 .

Ïîñêîëüêó Γ � ïðîñòàÿ S4.3-òåîðèÿ, èìååì 2 (2ϕ→ ψ) ∨2 (2ψ → ϕ) ∈ Γ. Êðîìå òîãî,
ïðîñòûå òåîðèè îáëàäàþò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì, ïîýòîìó

2 (2ϕ→ ψ) ∈ Γ èëè 2 (2ψ → ϕ) ∈ Γ .
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Äëÿ îïðåäåë�åííîñòè, ïóñòü 2(2ϕ → ψ) ∈ Γ. Òîãäà 2ϕ→ ψ ∈ ∆1. Èç 2ϕ ∈ ∆1 ïîëó÷àåì
ψ ∈ ∆1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ψ. Â ñëó÷àå 2 (2ψ → ϕ) ∈ Γ ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ,
ðàññóæäàÿ ïî ñèììåòðè÷íîé ñõåìå.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ øêàëà ëîãèêè S4.3 ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è
ñëàáî ñâÿçíà. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîé ïîëíîòû çàâåðøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Îòìåòèì åù�å îäèí ïðîñòîé, íî âàæíûé ôàêò. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå
W áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíûì, åñëè R = W 2.

Òåîðåìà 4.4.6. Ëîãèêà S5 ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ øêàë ñ óíèâåðñàëü-
íûì îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè (ò. å. óíèâåðñàëüíûõ øêàë).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî S5 ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòåé. Îòíîøåíèå W 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñèëüíàÿ
êîððåêòíîñòü S5 îòíîñèòåëüíî óíèâåðñàëüíûõ øêàë.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ 6`S5 ϕ. Ïóñòü ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉 è ìèð w ∈ W òàêîâû, ÷òî
R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè è

∀ψ ∈ Γ (µ,w � ψ) è µ,w 2 ϕ .

Ñîãëàñíî ëåììå î ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëè (ñëåäñòâèå 4.1.13) èìååì

∀ψ ∈ Γ
(
µw↑

∗
, w � ψ

)
è µw↑

∗
, w 2 ϕ .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî w ↑∗ = [w]R = {u | wRu} è R ∩ (w ↑∗)2 = (w ↑∗)2.

4.5. Ìåòîä ôèëüòðàöèè, ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ìîäåëåé

Ñåé÷àñ ìû çàéìåìñÿ àäàïòàöèåé ìåòîäà ôèëüòðàöèé äëÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê. Ïóñòü äàíû
ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉 ÿçûêà Lm, à òàêæå ìíîæåñòâî Φ ⊆ ForLm , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ïîäôîðìóë. Êàê è ðàíåå, îïðåäåëèì íà W îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

x ≡Φ y ⇐⇒ ∀ϕ ∈ Φ (µ, x � ϕ ⇔ µ, y � ϕ) ,

ãäå {x, y} ⊆ W . Äàëåå, ïîëàãàåì

W/Φ := {[x]Φ | x ∈ W} , ãäå [x]Φ := {y ∈ W | x ≡Φ y} .

Çàäàäèì îöåíêó v/Φ : Prop→ 2W/Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v/Φ (p) := {[x]Φ | x ∈ v(p) è p ∈ Φ} .

ÎòíîøåíèåR′ íà ìíîæåñòâåW/Φ íàçûâàåòñÿ Φ-ôèëüòðàöèåé îòíîøåíèÿ R (â ìîäåëè
µ), åñëè äëÿ âñåõ {x, y} ⊆ W âûïîëíåíî:

(F1) xRy =⇒ [x]ΦR
′[y]Φ ;

(F2) [x]ΦR
′[y]Φ =⇒ ∀ϕ ((2ϕ ∈ Φ è µ, x � 2ϕ) ⇒ µ, y � ϕ) .

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 � ìîäåëü (ÿçûêà Lm). Ëþáóþ ìîäåëü âèäà
µ′ = 〈W/Φ, R

′, v/Φ〉, ãäå R′ ÿâëÿåòñÿ Φ-ôèëüòðàöèåé îòíîøåíèÿ R (â µ), áóäåì íàçûâàòü
Φ-ôèëüòðàöèåé ìîäåëè µ.
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Îïÿòü æå ÿñíî, ÷òî Φ-ôèëüòðàöèÿ îòíîøåíèÿ R îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôèëüòðàöèé. Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü íèæíèé èíäåêñ
â îáîçíà÷åíèè [x]Φ, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

1. Íàèìåíüøàÿ ôèëüòðàöèÿ Rσ:

[x]Rσ[y] ⇐⇒ ∃x′ ∈ [x]∃y′ ∈ [y] (x′Ry′) .

2. Íàèáîëüøàÿ ôèëüòðàöèÿ Rλ:

[x]Rλ[y] ⇐⇒ ∀ϕ ((2ϕ ∈ Φ è µ, x � 2ϕ) ⇒ µ, y � ϕ) .

3. Òðàíçèòèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ Rτ :

[x]Rτ [y] ⇐⇒ ∀ϕ ((2ϕ ∈ Φ è µ, x � 2ϕ) ⇒ µ, y � 2ϕ ∧ ϕ) .

Ïðåäëîæåíèå 4.5.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Îòíîøåíèÿ Rσ è Rλ ÿâëÿþòñÿ Φ-ôèëüòðàöèÿìè îòíîøåíèÿ R.

2. Åñëè R′ � ïðîèçâîëüíàÿ Φ-ôèëüòðàöèÿ îòíîøåíèÿ R, òî Rσ ⊆ R′ ⊆ Rλ.

3. Îòíîøåíèå Rτ òðàíçèòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F2). Åñëè ê òîìó æå
ñàìî îòíîøåíèå R òðàíçèòèâíî, òî Rτ � Φ-ôèëüòðàöèÿ îòíîøåíèÿ R.

4. Òàêèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ R, êàê ðåôëåêñèâíîñòü, ñåðèàëüíîñòü, ñëàáàÿ ñâÿç-
íîñòü è ñëàáàÿ íàïðàâëåííîñòü, ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ëþáîé Φ-ôèëüòðàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ.

Ëåììà 4.5.3 (Î ôèëüòðàöèè). Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 � ìîäåëü (ÿçûêà Lm), Φ � ìíîæå-
ñòâî Lm-ôîðìóë, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, à µ′ = 〈W/Φ, R

′, v/Φ〉 � íåêîòîðàÿ
Φ-ôèëüòðàöèÿ ìîäåëè µ. Òîãäà äëÿ âñåõ ϕ ∈ Φ è x ∈ W áóäåò âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

µ, x � ϕ ⇐⇒ µ′, [x] |= ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. Áàçèñ èíäóêöèè íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îöåíêè v/Φ. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äëÿ ñëó÷àÿ íåìî-
äàëüíûõ ñâÿçîê òðèâèàëåí ââèäó òîãî, ÷òî îíè âåäóò ñåáÿ êëàññè÷åñêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýêâèâàëåíòíîñòü

µ, x � ϕ ⇐⇒ µ′, [x] � ϕ

óñòàíîâëåíà äëÿ íåêîòîðîé ϕ ∈ Φ è ëþáîãî ìèðà x ∈ W . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé
2ϕ ∈ Φ è (äëÿ âñÿêîãî x ∈ W ) äîêàæåì, ÷òî

∀y ∈ W (xRy ⇒ µ, y � ϕ) ⇐⇒ ∀y ∈ W ([x]R[y] ⇒ µ′, [y] � ϕ) .

Äîïóñòèì, âûïîëíåíî óñëîâèå ñëåâà, ò. å. µ, x � 2ϕ. Òîãäà, åñëè [x]R[y], òî ââèäó ñâîéñòâà
(F2) èç µ, x � 2ϕ ñëåäóåò µ, y � ϕ, îòêóäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ çàêëþ÷àåì
µ′, [y] � ϕ.

Íàïðîòèâ, äîïóñòèì, ÷òî µ′, [x] � ϕ, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå ñïðàâà. Åñëè xRy, òî
[x]R[y] ïî ñâîéñòâó (F1), ïîýòîìó µ′, [y] � ϕ, îòêóäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
èìååì µ, y � ϕ.
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Óïðàæíåíèå 4.5.4. Ïóñòü Φ � ìíîæåñòâî Lm-ôîðìóë, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîä-
ôîðìóë, à Φb � áóëåâî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Φ, ò. å. çàìûêàíèå Φ îòíîñèòåëüíî ëèøü
íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ëåììà î ôèëüòðàöèè áóäåò
âåðíà äëÿ âñåõ ôîðìóë èç Φb.

Òåîðåìà 4.5.5. Ëîãèêà K ñëàáî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ (ìîäàëüíûõ) øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ K, òî ïî òåîðåìå î êîððåêòíîñòè (òåîðåìà 4.1.7) ôîðìóëà ϕ
èñòèííà â ëþáîé øêàëå è, â ÷àñòíîñòè, âî âñåõ êîíå÷íûõ øêàëàõ.

Åñëè ϕ 6∈ K, òî íàéäóòñÿ ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉 è ìèð x ∈ W òàêèå, ÷òî µ, x 2 ϕ.
Âîçüì�åì â êà÷åñòâå Φ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ Φ-ôèëüòðàöèþ µ′ = 〈W/Φ, R

′, v/Φ〉 ìîäåëè µ. Ïî ëåììå î ôèëüòðàöèè, µ′, [x] 2 ϕ.
Èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Φ ëåãêî ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà W/Φ: äåéñòâèòåëüíî,∣∣W/Φ

∣∣ ≤ 2|W |. Ìû äîêàçàëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáàÿ Lm-ôîðìóëà ϕ 6∈ K îïðîâåðãàåòñÿ
íà íåêîòîðîé êîíå÷íîé øêàëå.

Òåì ñàìûì, ëîãèêà K ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà è ïî òåîðåìå Õàððîïà ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.5.6. Ëîãèêà K ðàçðåøèìà.

Óïðàæíåíèå 4.5.7. Äëÿ êàêèõ åù�å ðàñøèðåíèé ëîãèêè K ìîæíî äîêàçàòü ôèíèòíóþ
àïïðîêñèìèðóåìîñòü è ðàçðåøèìîñòü ñ ïîìîùüþ ëåììû î ôèëüòðàöèè è ïðåäëîæå-
íèÿ 4.5.2?

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ëîãèêàK ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë Êðèï-
êå. Ïîêàæåì, ÷òî ëîãèêà K íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýòîãî êëàññà øêàë.
Ïóñòü

Kfin := {〈W,R〉 | W � êîíå÷íî} .

Ïðåäëîæåíèå 4.5.8. `K 6= �Kfin
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ è ôîðìóëó ϕ òàêèå, ÷òî Γ �Kfin
ϕ, íî

ïðè ýòîì Γ 0K ϕ. Ìíîæåñòâî Γ äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî Γ = {ψ1, . . . , ψn} è Γ 0K ϕ, òîãäà ïî òåîðåìå äåäóêöèè

(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ 6∈ K .

Â ñèëó ïîëíîòû ëîãèêè K îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë íàéäóòñÿ êîíå÷íàÿ øêàëà
F = 〈W,R〉, ìîäåëü µ = 〈F , v〉 è ìèð x ∈ W òàêèå, ÷òî

µ, x 2 (ψ1 ∧ . . . ∧ ψn)→ ϕ ,

ò. å. µ, x � ψi ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n} è µ, x 2 ϕ. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò, ÷òî Γ 2Kfin
ϕ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìóë

Γ := {2 (pi ↔ pj)→ p0 | i 6= j, i, j > 0}

è ïîêàæåì, ÷òî Γ �Kfin
p0. Ïóñòü F = 〈W,R〉 ∈ Kfin è µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü

íàä F . Ìíîæåñòâî 2W êîíå÷íî, ïîýòîìó íàéäóòñÿ òàêèå i è j, ÷òî i 6= j è v (pi) = v (pj).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ W âûïîëíåíî µ, x � pi ↔ pj. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ W
âåðíî

µ, x � 2 (pi ↔ pj) .
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Åñëè x 6∈ v (p0), òî µ, x 2 2 (pi ↔ pj)→ p0. Ïîýòîìó µ, x 2 Γ è èìïëèêàöèÿ

µ, x � Γ ⇒ µ, x � p0 (?)

âåðíà. Åñëè æå x ∈ v (p0), òî µ, x � p0, è èìïëèêàöèÿ (?) âåðíà òðèâèàëüíûì îáðàçîì.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî Γ �Kfin

p0. Ïîêàæåì, ÷òî Γ 6`K p0. Ââèäó ñèëüíîé ïîëíîòû K
îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ øêàë äîñòàòî÷íî íàéòè ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉 è x ∈ W òàêèå, ÷òî
µ, x � Γ, íî ïðè ýòîì x 6∈ v (p0).

Ïóñòü W := ω; R := {(0, i) | i > 0}; v (p0) := ∅, v (pi) := {i} äëÿ i > 0. Îòíîøåíèå R
ïðåäñòàâëåíî íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

p0
p1 p2 p3 . . .
@

@
A
A

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ i è j, åñëè i 6= j, òî µ, 0 2 2 (pi ↔ pj). Ñëåäîâàòåëüíî,
µ, 0 ` 2 (pi ↔ pj)→ p0 ïðè i 6= j, ò. å. µ, 0 � Γ. Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ µ, 0 2 p0.

4.6. Ëîãèêà äîêàçóåìîñòè GL

Ëîãèêîé Ã�åäåëÿ � Ë�åáà áóäåì íàçûâàòü ââåä�åííóþ ðàíåå íîðìàëüíóþ ìîäàëüíóþ ëîãèêó
GL (èç ñïèñêà 3). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ GL = KW. Êðîìå òîãî, íàìè áûëî îòìå÷åííî
ðàâåíñòâî KW = K4W, êîòîðîå ñðàçó æå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.1. GL � 2p→ 22p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîò êâàçèâûâîä àêñèîìû 4 â ëîãèêå KW:

1) (22p ∧2p ∧ p)→ (2p ∧ p) � êëàññè÷åñêàÿ òàâòîëîãèÿ;

2) (22p ∧2p)→ (p→ (2p ∧ p)) � ýêñïîðò ïîñûëêè;

3) 2 (2p ∧ p)→ (22p ∧2p) � ÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû 21;

4) 2 (2p ∧ p)→ (p→ (2p ∧ p)) � ïî òðàíçèòèâíîñòè èìëèêàöèè èç 3 è 2;

5) p→ (2 (2p ∧ p)→ (2p ∧ p)) � ïåðåñòàíîâêà ïîñûëîê â 4;

6) 2p → 2 (2 (2p ∧ p)→ (2p ∧ p)) � ñíà÷àëà ïðèìåíÿåì ïðàâèëî RM ê 5, à çàòåì
ïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé Êðèïêå;

7) 2 (2 (2p ∧ p)→ (2p ∧ p))→ 2 (2p ∧ p) � ÷àñòíûé ñëó÷àé W;

8) 2p→ 2 (2p ∧ p) � ïî òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêàöèè èç 6 è 7;

9) (2p ∧ p)→ 2p � êëàññè÷åñêàÿ òàâòîëîãèÿ;

10) 2 (2p ∧ p) → 22p � ñíà÷àëà ïðèìåíÿåì ïðàâèëî RM ê 9, à çàòåì ïîëüçóåìñÿ
àêñèîìîé Êðèïêå;

11) 2p→ 22p � ïî òðàíçèòèâíîñòè èìïëèêàöèè èç 8 è 10.
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Òåïåðü ïîñòàðàåìñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ëîãèêàGL íàçûâàåòñÿ ëîãèêîé äîêàçóåìîñòè
(àíãë. provability logic). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ýêñêóðñ â ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó.
Íàïîìíèì, ÷òî àðèôìåòèêà Ïåàíî � ýòî òåîðèÿ PA ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñ ðàâåíñòâîì) â
ñèãíàòóðå σ := {00, s1,+2, ·2}, çàäàííàÿ àêñèîìàìè

Q1. ∀x (s (x) 6= 0),

Q2. ∀x∀y (s (x) = s (y)→ x = y),

Q3. ∀x (x 6= 0→ ∃y (x = s (y))),

Q4. ∀x (x+ 0 = x),

Q5. ∀x∀y (x+ s (y) = s (x+ y)),

Q6. ∀x (x · 0 = 0),

Q7. ∀x∀y (x · s (y) = x · y + x)

âìåñòå ñî ñõåìîé àêñèîì èíäóêöèè

Ind. (ϕ (0) ∧ ∀x (ϕ (x)→ ϕ (s (x))))→ ∀xϕ (x) äëÿ âñåõ σ-ôîðìóë ϕ .

Ïóñòü γ : Termσ ∪ Forσ → ω � ã�åäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ òåðìîâ è ôîðìóë ñèãíàòóðû
àðèôìåòèêè PA. Òåðìû âèäà

n̄ := s . . . s︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(0)

áóäåì íàçûâàòü íóìåðàëàìè. Ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ

ptq := γ (t) è pϕq := γ (ϕ) ;

èíûìè ñëîâàìè, ptq è pϕq � ýòî íóìåðàëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ã�åäåëåâñêèå íîìåðà òåðìà t
è ôîðìóëû ϕ ñîîòâåòñòâåííî.

Èç êóðñà ëîãèêè èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âûïèñàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó

PrfPA (x, y) ,

îçíà÷àþùóþ (èíòóèòèâíî), ÷òî �x åñòü ã�åäåëåâñêèé íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ñ
ã�åäåëåâñêèì íîìåðîì y�. Ïðè ýòîì åñëè ψ0, . . . , ψn = ϕ � äîêàçàòåëüñòâî â àðèôìåòè-
êå Ïåàíî, òî ýòî ìîæíî óñòàíîâèòü â ñàìîé PA, ò. å.

PA ` PrfPA (p(ψ0, . . . , ψn)q, pϕq) . (∗)

Åñëè æå ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ ã�åäåëåâñêèì íîìåðîì äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ϕ, òî

PA ` ¬PrfPA (n, pϕq) .

Çàïèñü p(ψ0, . . . , ψn)q ïîäðàçóìåâàåò ðàñøèðåíèå ã�åäåëåâñêîé íóìåðàöèè íà êîíå÷íûå êîð-
òåæè òåðìîâ è ôîðìóë. Îáû÷íî ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ ((ψ0, . . . , ψn)) := p
γ(ψ0)+1
0 · . . . · pγ(ψn)+1

n , p(ψ0, . . . , ψn)q := γ ((ψ0, . . . , ψn))

(çäåñü pi � i-å ïðîñòîå ÷èñëî). Äàëåå, ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PrPA (x) := ∃y PrfPA (y, x) .

Èçâåñòíî, ÷òî ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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(L1) PA ` ϕ =⇒ PA ` PrPA (pϕq) ;

(L2) PA ` (PrPA (pϕq) ∧ PrPA (pϕ→ ψq))→ PrPA (pψq) ;

(L3) PA ` PrPA (pϕq)→ PrPA (pPrPA (pϕq)q) .

Äàííûå ñâîéñòâà íàçûâàþò åù�å óñëîâèÿìè Ë�åáà íà ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè. Ñâîéñòâî
(L1) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (∗). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ (L2) è (L3) òðåáóåòñÿ çíà÷è-
òåëüíî á�îëüøèé îáúåì ðàáîòû, ÷åì òîò, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòà-
âèìîñòè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé â àðèôìåòèêå. Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (L2) íåîá-
õîäèìî äîêàçàòü â PA ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè:

(PrfPA (x, pϕq) ∧ PrfPA (y, pϕ→ ψq))→ PrfPA (x ∗ y ∗ pψq, pψq) ,

ãäå ∗ � ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî ã�åäåëåâñêèì íîìåðàì êîðòåæåé
ôîðìóë ñòðîèò ã�åäåëåâñêèé íîìåð èõ êîíêàòåíàöèè.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå èìååò òàê íàçûâàåìàÿ
äèàãîíàëèçàöèîííàÿ ëåììà. Â íåé ñòðîèòñÿ ïðåäëîæåíèå, óòâåðæäàþùåå (èíòóèòèâíî)
íå÷òî î ñåáå ñàìîì; ïðåäëîæåíèÿ òàêîãî ðîäà ëåæàò â îñíîâå áîëüøèíñòâà ëîãè÷åñêèõ ïà-
ðàäîêñîâ. Ñêàæåì, ïàðàäîêñ ëæåöà ñâÿçàí ñ ïðåäëîæåíèåì, óòâåðæäàþùèì ñîáñòâåííóþ
ëîæíîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè sub (x, y)
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ σ-ôîðìóëû ϕ (x) c åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x è íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî sub (γ (ϕ (x)) , n) = γ (ϕ (n)) � ýòî ïðèìèòèâíî
ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ââèäó ïðåäñòàâèìîñòè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé â àðèôìåòèêå Ïåàíî
ñóùåñòâóåò σ-ôîðìóëà Φsub (x, y, z) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ σ-ôîðìóëû ϕ (x) c åäèíñòâåííîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñïðàâåäëèâî

PA ` Φsub (pϕ (x)q, n, pϕ (n)q).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü âèäà Ψ (sub (x, y)) â êà÷åñòâå ñîêðàùåíèÿ äëÿ
àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû ∃z (Ψ (z) ∧ Φsub (x, y, z)) .

Ëåììà 4.6.2 (Î äèàãîíàëèçàöèè). Äëÿ êàæäîé σ-ôîðìóëû ϕ (x) ñ åäèíñòâåííîé ñâî-
áîäíîé ïåðåìåííîé x íàéä�åòñÿ σ-ïðåäëîæåíèå ψ òàêîå, ÷òî

PA ` ψ ↔ ϕ (pψq) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì �äèàãîíàëèçàöèþ� äëÿ ϕ (x), îïðåäåëÿåìóþ êàê

θ (x) := ϕ (sub (x, x)) .

Äàëåå, ïóñòü m := γ (θ (x)) è ψ := θ (m). Äîêàæåì, ÷òî ψ � òðåáóåìîå ïðåäëîæåíèå. Â PA
äîêàçóåìà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíîñòåé:

ψ ↔ θ (m) ↔ ϕ (sub (m,m))
↔ ϕ (sub (pθ (x)q,m)) (òàê êàê m = γ (θ (x)))
↔ ϕ (pθ (m)q)↔ ϕ (pψq) .

Òåîðåìà 4.6.3 (1-ÿ òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå). Ïóñòü σ-ïðåäëîæåíèå ϕ òàêîâî,
÷òî PA ` ϕ↔ ¬PrPA (pϕq). Åñëè òåîðèÿ PA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî PA 0 ϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, PA ` ϕ, òîãäà PA ` PrPA (pϕq) ïî óñëîâèþ (L1). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, PA ` ¬PrPA (pϕq), òàê êàê PA ` ϕ↔ ¬PrPA (pϕq). Ïîëó÷èëè, ÷òî PA ïðî-
òèâîðå÷èâà.

Ïðåäëîæåíèå ϕ èç ôîðìóëèðîâêè äàííîé òåîðåìû óòâåðæäàåò ñîáñòâåííóþ íåäîêà-
çóåìîñòü. Ïðè ýòîì ϕ íà ñàìîì äåëå íåäîêàçóåìî â PA, ïîýòîìó (èíòóèòèâíî) ϕ äîëæíî
áûòü èñòèííî â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè 〈ω; 0, s,+, ·〉. È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, õî-
òÿ ôîðìàëüíîå óñòàíîâëåíèå äàííîãî ôàêòà (íàïðèìåð, â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC)
òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé. Òàêèì îáðàçîì, 1-ÿ òåîðåìà î íåïîëíîòå äà�åò ïðèìåð
èñòèííîãî, íî íå äîêàçóåìîãî ïðåäëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 4.6.4 (2-ÿ òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå). Ïóñòü

ConPA := ¬PrPA (p⊥q) ,

ãäå ⊥ := 0 = s (0). Åñëè òåîðèÿ PA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî PA 0 ConPA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü PA ` ϕ↔ ¬PrPA (pϕq). Ïîêàæåì, ÷òî PA ` ϕ↔ ConPA.

Èç PA ` ⊥ → ϕ ïî óñëîâèþ (L1) ïîëó÷àåì PA ` PrPA (p⊥ → ϕq). Îòêóäà ïî (L2)
ñëåäóåò PA ` PrPA (p⊥q) → PrPA (pϕq). Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êîíòðàïîçèöèè, ïðèõîäèì ê
PA ` ¬PrPA (pϕq) → ¬PrPA (p⊥q). Ñîãëàñíî âûáîðó ϕ, èìååì PA ` ϕ→ ¬PrPA (pϕq).
Â èòîãå PA ` ϕ→ ¬PrPA (p⊥q), ò. å.

PA ` ϕ→ ConPA .

Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ. Ó÷èòûâàÿ âûáîð ϕ, ïî êîíòðàïîçèöèè ïîëó÷àåì
PA ` PrPA (pϕq)→ ¬ϕ, îòêóäà PA ` PrPA (pPrPA (pϕq)→ ¬ϕq) ïî (L1), à çíà÷èò, PA `
PrPA (pPrPA (pϕq)q)→ PrPA (p¬ϕq) ïî (L2). Äàëåå, ñîãëàñíî (L3), PA ` PrPA(pϕq) →
PrPA(pPrPA(pϕq)q). Òàêèì îáðàçîì, PA ` PrPA (pϕq) → PrPA (p¬ϕq), ò. å. èìååò ìåñòî
PA ` PrPA (pϕq) → PrPA (pϕ→ ⊥q). Çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü êëàññè÷åñêîé òàâòîëîãèåé
(A→ B)→ (A→ (A ∧B)), ïðèõîäèì ê

PA ` PrPA (pϕq)→ (PrPA (pϕq) ∧ PrPA (pϕ→ ⊥q)) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî (L2) èìååì

PA ` (PrPA (pϕq) ∧ PrPA (pϕ→ ⊥q))→ PrPA (p⊥q) .

Îòñþäà ïî òðàíçèòèâíîñòè ïîëó÷àåì PA ` PrPA (pϕq)→ PrPA (p⊥q). Íàêîíåö, åù�å ðàç
âîñïîëüçóåìñÿ êîíòðàïîçèöèåé: PA ` ¬PrPA (p⊥q)→ ¬PrPA (pϕq), ò. å.

PA ` ConPA → ¬PrPA (pϕq) ,

îòêóäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ϕ, èìååì

PA ` ConPA → ϕ .

Òåïåðü íåâûâîäèìîñòü ConPA ñëåäóåò èç íåâûâîäèìîñòè ôîðìóëû ϕ (ò. å. èç 1-é òåî-
ðåìû Ã�åäåëÿ).
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Íàñòàëî âðåìÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íà àíàëîãèþ ìåæäó óñëîâèÿìè Ë�åáà è àêñèîìàìè
è ïðàâèëàìè ìîäàëüíîé ëîãèêè. Çäåñü (L1) ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó íîðìàëèçàöèè RN ,
(L2) � ìîäàëüíîé àêñèîìå K, à (L3) � àêñèîìå 4. Áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî 2-é òåîðåìû
î íåïîëíîòå â ñóùíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûâîä â ëîãèêå K4.

Îòêóäà æå ïîÿâèòñÿ àíàëîã àêñèîìû W? Äåëî â òîì, ÷òî íàì èçâåñòíû åù�å íå âñå
ìîäàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè â àðèôìåòèêå Ïåàíî. �Íåäîñòàþùåå� ñâîé-
ñòâî áûëî îòêðûòî Ì. Ë�åáîì (M. L�ob) â ðåçóëüòàòå ïîèñêà îòâåòà íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé
â 1952 ã. Ë. Ãåíêèíîì (L. Henkin):

¾×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäëîæåíèÿõ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû
óòâåðæäåíèþ î ñâîåé ñîáñòâåííîé äîêàçóåìîñòè?¿

Â 1955 ã. Ë�åá óñòàíîâèë, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè äîêàçóåìûå â PA ïðåäëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 4.6.5 (Ë�åáà). Äëÿ ëþáîãî σ-ïðåäëîæåíèÿ ϕ âûïîëíåíî

PA ` PrPA (pϕq)→ ϕ ⇐⇒ PA ` ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüPA ` PrPA (pϕq)→ ϕ. Ïðèìåíèì ëåììó î äèàãîíàëèçàöèè ê ôîð-
ìóëå PrPA (x)→ ϕ. Ïóñòü σ-ïðåäëîæåíèå ψ òàêîâî, ÷òî

PA ` ψ ↔ (PrPA (pψq)→ ϕ) .

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèÿìè (L1) è (L2), ïîëó÷àåì

PA ` PrPA (pψq)↔ PrPA (pPrPA (pψq)→ ϕq) .

Ïðèìåíèì (L2) åù�å ðàç:

PA ` PrPA (pψq)→ (PrPA (pPrPA (pψq)q)→ PrPA (pϕq)) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî (L3) èìååì PA ` PrPA (pψq)→ PrPA (pPrPA (pψq)q). Ñëåäîâàòåëü-
íî, PA ` PrPA(pψq) → PrPA(pϕq). Ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì PA `
PrPA (pϕq)→ ϕ, îòêóäà PA ` PrPA (pψq)→ ϕ. Îòñþäà, èñõîäÿ èç âûáîðà ψ, ïîëó÷àåì
PA ` ψ. Çíà÷èò, PA ` PrPA (pψq) ïî (L1). Â èòîãå PA ` ϕ.

Îáðàòíàÿ æå èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà.

Çàìåòèì, ÷òî 2-ÿ òåîðåìà î íåïîëíîòå � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ë�åáà:

PA ` PrPA (p⊥q)→ ⊥ (↔ ConPA) =⇒ PA ` ⊥ .

Ôîðìàëèçàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ë�åáà âíóòðè PA (ò. å. åãî �àðèôìåòèçàöèÿ�)
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå ìû îñòàâëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.6.6 (Ôîðìàëèçîâàííàÿ òåîðåìà Ë�åáà). Äëÿ âñåõ σ-ïðåäëîæåíèé ϕ âåðíî

PA ` PrPA (pPrPA (pϕq)→ ϕq)→ PrPA (pϕq) .

Âûøåóêàçàííàÿ ñõåìà ôîðìóë äà�åò, ïî ñóòè, åù�å îäíî óñëîâèå íà ïðåäèêàò äîêàçóå-
ìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå, ðàçóìååòñÿ, ìîäàëüíîé àêñèîìå W. Îêàçûâàåòñÿ, ìû ïåðå÷èñëè-
ëè âñå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè (òî÷íûé ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
äà�åòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé).
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Îïðåäåëåíèå 4.6.7. Îòîáðàæåíèå f : ForLm → Forσ íàçîâ�åì ðåàëèçàöèåé, åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) f (p) åñòü σ-ïðåäëîæåíèå, ïðè âñåõ p ∈ Prop ;

2) f (¬ϕ) = f (ϕ)→ ⊥ ;

3) f (ϕ ∗ ψ) = f (ϕ) ∗ f (ψ) , ïðè ∗ ∈ {∨,∧,→} ;

4) f (2ϕ) = PrPA (pf (ϕ)q) .

Òåîðåìà 4.6.8 (R. Solovay, 1976). Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ForLm èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíò-
íîñòü

GL ` ϕ ⇐⇒ PA ` f (ϕ) äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè f .

Òàêèì îáðàçîì, ëîãèêà Ã�åäåëÿ � Ë�åáà GL â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîëíîñòüþ îïèñû-
âàåò ìîäàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè â àðèôìåòèêå Ïåàíî (îòíîñèòåëüíî
ââåä�åííîãî ïîíÿòèÿ ðåàëèçàöèè).

4.7. Í�åòåðîâû øêàëû, íåêàíîíè÷íîñòü ëîãèêè GL

Âûøå ìû óáåäèëèñü, ÷òî îïåðàòîð íåîáõîäèìîñòè â ëîãèêåGL èìååò ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, êîòîðàÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà äëÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè. Ñåé÷àñ ìû
çàéì�åìñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ëîãèêè GL. Ñíà÷àëà ïîñìîòðèì, êàêîé êëàññ øêàë âûäåëÿåò
àêñèîìà W = 2 (2p→ p)→ 2p.

Øêàëà 〈W,R〉 íàçûâàåòñÿ í�eòåðîâîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòà-
þùèõ R-öåïåé, ò. å. íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà W òàêîé, ÷òî xiRxi+1 äëÿ âñåõ i. Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x0, x1, . . . íå äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïîýòîìó øêàëà 〈W,R〉, ñîäåðæàùàÿ ðåôëåêñèâ-
íóþ òî÷êó x0 (x0Rx0), íå ÿâëÿåòñÿ í�eòåðîâîé, èáî òî÷êà x0 ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ öåïü
x0Rx0Rx0 . . ..

Øêàëà 〈W,R〉 íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì, åñëè îòíîøåíèå R èððåôëåêñèâíî è
òðàíçèòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.1. Äëÿ ëþáîé øêàëû F = 〈W,R〉 ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

F �W ⇐⇒ F � í�eòåðîâ ñòðîãèé ïîðÿäîê .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � í�eòåðîâ ñòðîãèé ïîðÿäîê è µ = 〈F , v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìî-
äåëü íàä F . Äîïóñòèì, ÷òî µ, x0 2W äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ W . Òîãäà µ, x0 � 2 (2p→ p) è
µ, x0 2 2p. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä�åòñÿ x1 ∈ W , äëÿ êîòîðîãî x0Rx1 è µ, x1 2 p. Íî ïðè ýòîì
µ, x1 � 2p → p, ïîýòîìó µ, x1 2 2p è ñóùåñòâóåò x2 ∈ W òàêîé, ÷òî x1Rx2 è µ, x2 2 p.
Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ R èìååì x0Rx2, îòêóäà µ, x2 � 2p→ p è µ, x2 2 2p. Ïðî-
äîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ öåïü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
í�eòåðîâîñòè øêàëû F . Òàêèì îáðàçîì, F �W.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ í�eòåðîâûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì, è ïîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå F 2W. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

à) F � ñòðîãèé ïîðÿäîê, ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ öåïü x0Rx1Rx2 . . .
Ïîëîæèì C := {x0, x1, x2, . . .} è ðàññìîòðèì ìîäåëü µ := 〈F , v〉, ãäå v (p) := W \ C.
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Î÷åâèäíî, µ, x0 2 2p. Ïîêàæåì, ÷òî µ, x0 � 2 (2p→ p). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0Ry è
y 6∈ C, òî µ, y � p è, òåì ñàìûì, µ, y � 2p→ p. Åñëè æå x0Ry è y ∈ C, òî äëÿ íåêîòîðîãî
i ∈ ω èìååì y = xi è xiRxi+1. Ñëåäîâàòåëüíî, µ, y 2 2p è µ, y � 2p→ p.

á) Øêàëà F ñîäåðæèò ðåôëåêñèâíóþ òî÷êó x0. Ýòà òî÷êà ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ
âîçðàñòàþùóþ öåïü x0Rx0Rx0 . . . è ìû ìîæåì ðàññóæäàòü òàê æå, êàê è â ïðåäøåñòâóþ-
ùåì ñëó÷àå.

â) Øêàëà F íå òðàíçèòèâíà. Ïóñòü {x, y, z} ⊆ W òàêîâû, ÷òî xRy è yRz, íî íåâåðíî
xRz. Ðàññìîòðèì ìîäåëü µ := 〈F , v〉, ãäå v (p) := W \ {y, z}. ßñíî, ÷òî µ, x 2 2p. Ïîêàæåì,
÷òî µ, x � 2 (2p→ p). Åñëè xRt è t 6∈ {y, z}, òî µ, t � p è, òåì ñàìûì, µ, t � 2p→ p. Â
òî æå âðåìÿ xRy è µ, y 2 2p, òàê êàê yRz. Ïîýòîìó µ, y � 2p→ p. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò z
íåäîñòèæèì èç x, ìû ïîëó÷èëè µ, x � 2 (2p→ p).

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ í�eòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ íå àêñèîìàòèçèðóåì â ëîãèêå ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü T � ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ í�eòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ, ò. å. ìíîæåñòâî
âñåõ ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû {R2} ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðûå èñòèí-
íû âî âñåõ í�eòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêàõ. Ïîêàæåì, ÷òî òåîðèÿ T èìååò ìîäåëü, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ í�eòåðîâûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìóë

Σ := T ∪ {R (xi, xi+1) | i ∈ ω} .

Ìíîæåñòâî ôîðìóë Σ ëîêàëüíî ñîâìåñòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
Σ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ôîðìóë âèäà

Σn := T ∪ {R (xi, xi+1) | i < n}

äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ∈ ω, à ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë âûïîëíèìî â ëþáîì
í�eòåðîâîì ñòðîãîì ïîðÿäêå, ñîäåðæàùåì âîçðàñòàþùóþ öåïü äëèíû n + 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî òåîðåìå êîìïàêòíîñòè Ã�åäåëÿ � Ìàëüöåâà ìíîæåñòâî ôîðìóë Σ âûïîëíèìî. Åñëè
M � Σ [γ], òî çíà÷åíèÿ γ (xi) ïåðåìåííûõ xi îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ öåïü
îòíîñèòåëüíî èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòà R â ìîäåëè M. Ñòàëî áûòü, M � T , íî ïðè ýòîì
ìîäåëü M íå ÿâëÿåòñÿ í�eòåðîâûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ïðèìåð ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé, êîòîðîå âûðàçèìî
â ìîäàëüíîì ÿçûêå, íî íå âûðàçèìî â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.2. Ëîãèêà GL íå êàíîíè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî 〈WGL, RGL〉 2 GL, ãäå 〈WGL, RGL〉 �
êàíîíè÷åñêàÿ GL-øêàëà. Ïîñêîëüêó GL = KW è âñå ôîðìóëû ëîãèêè K èñòèííû â
ëþáîé øêàëå, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî 〈WGL, RGL〉 2 W, ò. å. êàíîíè÷åñêàÿ GL øêàëà
íå ÿâëÿåòñÿ í�eòåðîâûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì. Ïîêàæåì, ÷òî øêàëà 〈WGL, RGL〉 ñîäåðæèò
ðåôëåêñèâíóþ òî÷êó.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìóë

Γ0 := {¬2ϕ | ϕ 6∈ GL} .

Äîïóñòèì, Γ0 íåïðîòèâîðå÷èâî. Òîãäà ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè íàéä�åòñÿ Γ ∈ WGL òàêàÿ,
÷òî Γ0 ⊆ Γ. Ïðîâåðèì, ÷òî ΓRGLΓ, ò. å. Γ2 ⊆ Γ. Ïóñòü ϕ 6∈ Γ, â ÷àñòíîñòè, ϕ 6∈ GL. Òîãäà
¬2ϕ ∈ Γ0 ⊆ Γ. Ïîñêîëüêó òåîðèÿ Γ íåïðîòèâîðå÷èâà, ïîëó÷àåì 2ϕ 6∈ Γ.

Îñòà�åòñÿ óñòàíîâèòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ìíîæåñòâà Γ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëû
ϕ1, . . . , ϕn òàêîâû, ÷òî ϕi 6∈ GL ïðè i ∈ {1, . . . , n}, íî ïðè ýòîì

¬2ϕ1 ∧ . . . ∧ ¬2ϕn `GL ⊥ , ò. å. ¬ (¬2ϕ1 ∧ . . . ∧ ¬2ϕn) ∈ GL.
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Ïî ëåììå î ðàñøèðåíèè äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ òåîðèÿ Γi ∈ WGL

òàêàÿ, ÷òî ϕi 6∈ Γi. Ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè,

µGL,Γi 2 ϕi äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} .

Ðàññìîòðèì ïîðîæä�åííûå ïîäìîäåëè µi :=
(
µGL

)Γi↑∗ , òîãäà ñîãëàñíî ëåììå î ïîðîæä�åííîé
ïîäìîäåëè

µi,Γi 2 ϕi äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} .

Ïóñòü µi = 〈Wi, Ri, vi〉. Ïîñòðîèì íîâóþ ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉, ãäå

W := W1 ∪ . . . ∪Wn ∪ {∞} ,
R := R1 ∪ . . . ∪Rn ∪ {(∞, x) | x ∈ W, x 6=∞} ,
v (p) := v1 (p) ∪ . . . ∪ vn (p) .

Ïðîâåðèì, ÷òî µ � GL. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìèðà x ∈ W
è ëþáîé ôîðìóëû ϕ âûïîëíåíî

µ, x � 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ .

Êàæäàÿ èç ìîäåëåé µi, i ∈ {1, . . . , n}, ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîðîæä�åííîé ïîäìîäåëüþ
êàíîíè÷åñêîé GL-ìîäåëè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, µi � ïîðîæä�åííàÿ ïîäìîäåëü â µ. Ïîýòîìó
µ, x � 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ âûïîëíåíî ïðè âñåõ x ∈ W1 ∪ . . . ∪Wn. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

µ,∞ � 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ .

Äîïóñòèì, ÷òî µ,∞ � 2 (2ϕ→ ϕ) è µ,∞ 2 2ϕ. Òîãäà íàéäóòñÿ i ∈ {1, . . . , n} è x ∈ Wi,
äëÿ êîòîðûõ µ, x 2 ϕ. Íî ïðè ýòîì µ, x � 2ϕ→ ϕ ââèäó ∞Rx. Ñëåäîâàòåëüíî, µ, x 2 2ϕ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî y ∈ Wi âûïîëíåíî ∞Ry. Ïîýòîìó µ, y � 2ϕ→ ϕ
äëÿ âñåõ y ∈ Wi, îòêóäà µ, x � 2 (2ϕ→ ϕ). Ïîëó÷àåì µ, x 2 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ, ò. å.
µi, x 2 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê µi åñòü ïîðîæä�åííàÿ ïîäìîäåëü
ìîäåëè µGL. Ñëåäîâàòåëüíî, µ |= GL è, â ÷àñòíîñòè,

µ � ¬ (¬2ϕ1 ∧ . . . ∧ ¬2ϕn) .

Îäíàêî èç µi 2 ϕi (çäåñü i ∈ {1, . . . , n}) ñëåäóåò

µ �∞ ¬2ϕ1 ∧ . . . ∧ ¬2ϕn.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ¬ (¬2ϕ1 ∧ . . . ∧ ¬2ϕn) 6∈ GL. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ0 äåéñòâèòåëüíî íåïðîòèâîðå÷èâî.

Ââèäó óñëîâèÿ (F1) èç îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðàöèè ëþáàÿ ôèëüòðàöèÿ êàíîíè÷åñêîé
GL-ìîäåëè áóäåò ñîäåðæàòü ðåôëåêñèâíóþ òî÷êó, ò. å. íå áóäåò ìîäåëüþ ëîãèêè GL. Òà-
êèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôèëüòðàöèé ìû íå ñìîæåì äîêàçàòü ïîëíîòó ëîãèêè GL
îòíîñèòåëüíî êëàññà í�eòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ.
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4.8. Ñèñòåìû Õèíòèêêè

Ïàðó (Γ,∆), ãäå Γ,∆ ⊆ ForLm , áóäåì íàçûâàòü (ñåìàíòè÷åñêîé) òàáëèöåé. Òàêàÿ òàáëèöà
(Γ,∆) íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòíîé, åñëè Γ ∩∆ = ∅ è äëÿ ëþáîé Lm-ôîðìóëû ϕ âûïîëíåíî
{ϕ,¬ϕ} 6⊆ Γ è {ϕ,¬ϕ} 6⊆ ∆.

Îïðåäåëåíèå 4.8.1. Òàáëèöà (Γ,∆) íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë
{ψ, χ} ⊆ ForLm âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(S1) ψ ∧ χ ∈ Γ =⇒ ψ ∈ Γ è χ ∈ Γ ;

(S2) ψ ∨ χ ∈ Γ =⇒ ψ ∈ Γ èëè χ ∈ Γ ;

(S3) ψ → χ ∈ Γ =⇒ ψ ∈ ∆ èëè χ ∈ Γ ;

(S4) ψ ∧ χ ∈ ∆ =⇒ ψ ∈ ∆ èëè χ ∈ ∆ ;

(S5) ψ ∨ χ ∈ ∆ =⇒ ψ ∈ ∆ è χ ∈ ∆ ;

(S6) ψ → χ ∈ ∆ =⇒ ψ ∈ Γ è χ ∈ ∆ .

Ãîâîðèì, ÷òî òàáëèöà t = (Γ,∆) åñòü ðàñøèðåíèå òàáëèöû t′ = (Γ′,∆′) (t′ åñòü ïîä-
òàáëèöà òàáëèöû t), è ïèøåì t′ ≤ t, åñëè Γ′ ⊆ Γ è ∆′ ⊆ ∆.

Òàáëèöà t = (Γ,∆) ðåàëèçóåòñÿ â ìèðå x ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉, åñëè µ, x � ϕ äëÿ âñåõ
ϕ ∈ Γ è µ, x 2 ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ ∆. Òàáëèöà t ðåàëèçóåìà â ëîãèêå K, åñëè îíà ðåàëèçóåòñÿ
â íåêîòîðîì ìèðå íåêîòîðîé ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 4.8.2. Ñèñòåìîé Õèíòèêêè äëÿ ëîãèêè K íàçûâàåòñÿ ïàðà H = (T, S),
ãäå T � íåïóñòîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòíûõ íàñûùåííûõ òàáëèö, S ⊆ T × T è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(HS1) åñëè {(Γ,∆) , (Γ′,∆′)} ⊆ T è (Γ,∆)S (Γ′,∆′), òî ϕ ∈ Γ′ äëÿ âñåõ 2ϕ ∈ Γ ;

(HS2) åñëè (Γ,∆) ∈ T è 2ϕ ∈ ∆, òî íàéä�åòñÿ (Γ′,∆′) ∈ T òàêàÿ, ÷òî (Γ,∆)S (Γ′,∆′)
è ϕ ∈ ∆′ .

Ãîâîðèì, ÷òî H = (T, S) � ñèñòåìà Õèíòèêêè äëÿ òàáëèöû t, åñëè t ≤ t′ äëÿ
íåêîòîðîé òàáëèöû t′ ∈ T .

Ïðåäëîæåíèå 4.8.3. Òàáëèöà t ðåàëèçóåìà â K, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòå-
ìà Õèíòèêêè äëÿ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàáëèöà t ðåàëèçóåòñÿ â ìèðå x0 ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉.
Ïîñòðîèì ñèñòåìó Õèíòèêêè äëÿ t.

Êàæäîìó ìèðó x ∈ W ñîïîñòàâèì òàáëèöó

tx := ({ϕ | µ, x � ϕ} , {ψ | µ, x 2 ψ}) .

Î÷åâèäíî, tx � äèçúþíêòíàÿ íàñûùåííàÿ òàáëèöà, ïðè÷�åì t ≤ tx0 .
Ðàññìîòðèì ïàðó H = (T, S), ãäå T := {tx | x ∈ W} è txSty ⇔ xRy. Íå ñîñòàâëÿ-

åò òðóäà ïðîâåðèòü, ÷òî H � ñèñòåìà Õèíòèêêè. Èç t ≤ tx0 ñëåäóåò, ÷òî H � ñèñòåìà
Õèíòèêêè äëÿ t.

Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ. Ïóñòü H = (T, S) � ñèñòåìà Õèíòèêêè äëÿ t. Ðàñ-
ñìîòðèì ìîäåëü µ := 〈W,R, v〉, ãäå W := T , S := R è

v (p) := {(Γ,∆) ∈ T | p ∈ Γ} äëÿ ëþáîé p ∈ Prop .
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Ëåììà 4.8.4. Äëÿ ëþáûõ t = (Γ,∆) ∈ T è ϕ ∈ ForLm âåðíû èìïëèêàöèè:

ϕ ∈ Γ =⇒ µ, t � ϕ ;

ϕ ∈ ∆ =⇒ µ, t 2 ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p ∈ Γ, òî µ �t p ïî îïðåäåëåíèþ îöåíêè v. Åñëè p ∈ ∆, òî p 6∈ Γ,
òàê êàê òàáëèöà t äèçúþíêòíà. Îïÿòü ïî îïðåäåëåíèþ îöåíêè v ïîëó÷àåì µ, t 2 p.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äëÿ íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íà-
ñûùåííîé òàáëèöû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàêëþ÷åíèå ëåììû âåðíî äëÿ Lm-ôîðìóëû ϕ è âñåõ òàáëèö t ∈ T .
Åñëè 2ϕ ∈ Γ, òî ïî óñëîâèþ (HS1) äëÿ êàæäîé òàáëèöû t′ = (Γ′,∆′) ∈ T èç tSt′

ñëåäóåò ϕ ∈ Γ′. Ñ ó÷åòîì èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
t′ ∈ W èç tRt′ âûòåêàåò µ, t′ � ϕ, ò. å. µ, t � 2ϕ.

Åñëè æå 2ϕ ∈ ∆, òî ïî óñëîâèþ (HS2) íàéä�åòñÿ òàáëèöà t′ = (Γ′,∆′) ∈ T , äëÿ êîòîðîé
tSt′ è ϕ ∈ ∆′. Îòñþäà, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, èìååì t′ ∈ W òàêóþ, ÷òî
tRt′ è µ, t′ 2 ϕ, à çíà÷èò, µ, t 2 2ϕ.

Èç äàííîé ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî òàáëèöà t ðåàëèçóåòñÿ â ìèðå t′ ìîäåëè µ,
ãäå t′ ∈ T è t ≤ t′.

Ñëåäñòâèå 4.8.5. Êîíå÷íàÿ òàáëèöà t = (Γ,∆) ðåàëèçóåìà â K, åñëè è òîëüêî åñëè
ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Õèíòèêêè äëÿ t, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå 2|Σ| êîíå÷íûõ òàáëèö, ãäå
Σ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóë èç t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òàáëèöà t ðåàëèçóåìà â ìèðå x0 ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉. Ïîñòðîèì
ñèñòåìó Õèíòèêêè äëÿ t, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå 2|Σ| òàáëèö.

Êàæäîìó x ∈ W ñîïîñòàâèì òàáëèöó tx := (Γx,∆x), ãäå

Γx := {ϕ ∈ Σ | µ, x � ϕ} , ∆x := {ψ ∈ Σ | µ, x 2 ψ} .

Î÷åâèäíî, tx � äèçúþíêòíàÿ íàñûùåííàÿ òàáëèöà.
Ðàññìîòðèì ïàðó H := (T, S), ãäå T := {txb | x ∈ W}, à îòíîøåíèå S çàäàíî íà T

ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè:

txSty ⇐⇒ ∀ 2ϕ ∈ Σ (2ϕ ∈ Γx ⇒ ϕ ∈ Γy) .

ßñíî, ÷òî |T | ≤ 2|Σ| è t ≤ tx0 . Ïðîâåðèì, ÷òîH = (T, S) � ñèñòåìà Õèíòèêêè. Óñëîâèå
(HS1) âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ S. Ïðîâåðèì óñëîâèå (HS2).

Ïóñòü tx = (Γx,∆x) ∈ T è 2ϕ ∈ ∆x. Òîãäà µ, x 2 2ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä�åòñÿ y ∈ W
òàêîé, ÷òî xRy è µ, y 2 ϕ. Èç 2ϕ ∈ ∆x âûòåêàåò 2ϕ ∈ Σ, ïîýòîìó ϕ ∈ Σ. Çíà÷èò, ϕ ∈ ∆y.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî xRy âëå÷�åò txSty.

Îòìåòèì, ÷òî èç äàííîãî ñëåäñòâèÿ òàêæå âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü ëîãèêè K.

4.9. Ñëàáàÿ ïîëíîòà è îòñóòñòâèå ñèëüíîé ïîëíîòû äëÿ

GL

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîé ïîëíîòû ëîãèêè GL îòíîñè-
òåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ. Ëåãêî ïîíÿòü, ýòîò êëàññ ïîïðîñòó ñîâïàäàåò
ñ êëàññîì âñåõ êîíå÷íûõ í�åòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì îäíî âñïî-
ìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 4.9.1. Ïóñòü ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉, ìèð x ∈ W è Lm-ôîðìóëà ϕ òàêîâû, ÷òî
µ � GL è µ, x 2 2ϕ. Òîãäà íàéä�åòñÿ èððåôëåêñèâíûé ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy,
µ, y 2 ϕ è µ, y � 2ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó µ � GL, òî âûïîëíåíî µ, x � 2 (2ϕ→ ϕ)→ 2ϕ. Ïîýòîìó
µ, x 2 2 (2ϕ→ ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy è µ, y 2 2ϕ→ ϕ, ò. å.
µ, y � 2ϕ è µ, y 2 ϕ. Åñëè áû yRy, òî èìåëè áû µ, y 2 2ϕ. Çíà÷èò, ìèð y èððåôëåêñèâåí.

Çàìåòèì, ëåììà óñòàíîâëåíà äëÿ ìîäåëåé íàä ïðîèçâîëüíûìè øêàëàìè. Òåïåðü ïðè-
ñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïîëíîòû äëÿ ëîãèêè Ã�åäåëÿ � Ë�åáà.

Òåîðåìà 4.9.2. Ëîãèêà GL (ñëàáî) ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ñòðîãèõ
ïîðÿäêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ GL, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7.1 ýòà ôîðìóëà èñòèííà íà ëþáîì
í�åòåðîâîì ñòðîãîì ïîðÿäêå, â ÷àñòíîñòè, íà ëþáîì êîíå÷íîì còðîãîì ïîðÿäêå.

Ïóñòü òåïåðü Lm-ôîðìóëà ϕ íå ëåæèò â GL. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ GL-ìîäåëü

µGL = 〈WGL, RGL, vGL〉

Èç 4 ∈ GL è òåîðåìû 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå RGL òðàíçèòèâíî.
Ôîðìóëà ϕ äîëæíà îïðîâåðãàòüñÿ â íåêîòîðîì ìèðå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: µGL, x 6|=

ϕ. Åñëè ìèð x ðåôëåêñèâåí, òî, î÷åâèäíî, µGL, x 6|= 2ϕ. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 4.9.1,
íàéä�åòñÿ èððåôëåêñèâíàÿ òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî xR

GLx0, µ
GL, x0 6|= ϕ è µGL, x0 |= 2ϕ. Òî÷êà

x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà êîíå÷íîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêà V = 〈V, S〉, êîòîðûé ìû äàëåå áóäåì
ñòðîèòü ïî øàãàì.

Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ. Ïîëàãàåì

V0 := {x0} è θx0 :=
{
2ψ ∈ Σ | µGL, x0 6|= 2ψ

}
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè θx0 = ∅, òî ïàðà 〈{tx0} ,∅〉, ãäå

tx0 :=
({
ψ ∈ Σ | µGL, x0 |= ψ

}
,
{
χ ∈ Σ | µGL, x0 6|= χ

})
,

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Õèíòèêêè äëÿ òàáëèöû (∅, {ϕ}). Äåéñòâèòåëüíî, òàáëèöà tx0 íàñû-
ùåíà è äèçúþíêòíà î÷åâèäíûì îáðàçîì. Óñëîâèå (HS1) èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû Õèí-
òèêêè (îïðåäåëåíèå 4.8.2) ñðàçó ñëåäóåò èç ïóñòîòû îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè. Ïîñêîëüêó
θx0 = ∅, ìíîæåñòâî

{
χ ∈ Σ | µGL, x0 6|= χ

}
íå ñîäåðæèò ôîðìóë âèäà 2ψ, ÷òî òðèâèàëü-

íûì îáðàçîì âëå÷åò âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (HS2). Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.8.3
ñëåäóåò, ÷òî ϕ îïðîâåðãàåòñÿ íà îäíîýëåìåíòíîì ñòðîãîì ïîðÿäêå.

Â ñëó÷àå, êîãäà θx0 6= ∅, íàì ïðèä�åòñÿ ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå. Ïóñòü ê êîíöó øàãà n
óæå ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Vn = {x1, . . . , xm}, ñîñòîÿùåå èç èððåôëåêñèâíûõ ìèðîâ ìîäåëè
µGL. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

θxi :=
{
2ψ ∈ Σ | µGL, xi 6|= 2ψ

}
, i ∈ {1, . . . ,m} .

Åñëè êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïóñòî, òî ïîëàãàåì

V :=
n⋃
i=0

Vi è S := RGL ∩ V 2.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî xi òàêîãî, ÷òî θxi 6= ∅, è êàæäîé ôîðìóëû 2ψ ∈ θxi âûáè-
ðàåì èððåôëåêñèâíóþ òî÷êó y, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: xiRy, µ

GL, y 6|= ψ
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è µGL, y |= 2ψ � òàêîé âûáîð âîçìîæåí ââèäó ëåììû 4.9.1 è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
RGL. Ïóñòü Vn+1 ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ òî÷åê y (ïî âñåì xi). Â ñèëó 4 ∈ GL èìååì |θy| < |θxi|
ïðè xiRy. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè µ

GL, xi |= 2ψ, òî µGL, xi |= 22ψ, îòêóäà µGL, y |= 2ψ, ò. å.
θy ⊆ θxi . È êðîìå òîãî, òî÷êè y âûáèðàëèñü òàê, ÷òî îäíà èç ôîðìóë âèäà 2ψ ∈ Σ, ëîæíàÿ
â ìèðå xi, ñòàëà èñòèííîé â ìèðå y. Èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Σ ñëåäóåò, ÷òî ìû äîñòèãíåì
øàãà k òàêîãî, ÷òî θx = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ Vk. Ïîëàãàåì â ýòîì ñëó÷àå

V :=
k⋃

n=0

Vn è S := RGL ∩ V 2 .

Íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ ìû âûáèðàëè òîëüêî èððåôëåêñèâíûå òî÷êè, ïîýòîìó øêàëà
V = 〈V, S〉 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì (íà ñàìîì äåëå, äàæå ñòðîãèì äåðåâîì).

Äëÿ êàæäîãî x ∈ V ïîëàãàåì tx := (Γx,∆x), ãäå

Γx :=
{
ψ ∈ Σ | µGL, x |= ψ

}
è ∆x :=

{
χ ∈ Σ | µGL, x 6|= χ

}
.

Ðàññìîòðèì ïàðó H := (T, S), ãäå

T := {tx | x ∈ V } è txSty ⇔ xSy .

Ýòî ñèñòåìà Õèíòèêêè äëÿ òàáëèöû (∅, {ϕ}). Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (HS1) ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî θy ⊆ θx ïðè xSy. Óñëîâèå (HS2) âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè x ∈ Vn è
2ψ ∈ ∆x, òî íà øàãå n+ 1 áûë äîáàâëåí ýëåìåíò y òàêîé, ÷òî ψ ∈ ∆y.

Ðàññóæäàÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4.8.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ îïðîâåðãàåòñÿ
íà ñòðîãîì ïîðÿäêå V .

Ñëåäñòâèå 4.9.3. Ëîãèêà GL ñëàáî ïîëíà îòíîñèòåëüíî

1) êëàññà í�åòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ;

2) êëàññà êîíå÷íûõ ñòðîãî óïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ.

Äàëåå, èç òåîðåìû Õàððîïà èìååì

Ñëåäñòâèå 4.9.4. Ëîãèêà GL ðàçðåøèìà.

Îòñóòñòâèå êîìïàêòíîñòè ñåìàíòèêè è ñèëüíîé ïîëíîòû

Ïîñêîëüêó GL íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, ìåòîä êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé (êàê ñïîñîá äîêà-
çàòåëüñòâà ñèëüíîé ïîëíîòû) îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèì. Òåì íå ìåíåå ýòî åù�å íå âëå÷�åò
îòñóòñòâèÿ ñèëüíîé ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî í�åòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîä ëîãèêàìè ìû áóäåì âñþäó ïîíèìàòü íîðìàëüíûå ìîäàëü-
íûå ëîãèêè. Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ âûïîëíèìî â ìîäåëè µ, åñëè îíî èñòèííî â
íåêîòîðîì ìèðå ýòîé ìîäåëè, è Γ âûïîëíèìî íàä W , åñëè îíî âûïîëíèìî â íåêîé ìîäåëè
íàä W .

Îïðåäåëåíèå 4.9.5. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ ëîãèêà è K � ôèêñèðîâàííûé êëàññ øêàë.
Ñåìàíòè÷åñêàÿ êîìïàêòíîñòü L îòíîñèòåëüíî K îçíà÷àåò, ÷òî K � L è äëÿ âñÿêîãî
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ, åñëè ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî íàä íåêîòîðîé
øêàëîé èç K, òî è ñàìî Γ âûïîëíèìî íàä íåêîòîðîé øêàëîé èç K.
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Ïîêàæåì, ÷òî GL íå ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêè êîìïàêòíîé îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ
í�åòåðîâûõ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ (äëÿ ïîñëåäíåãî ââåä�åì oáîçíà÷åíèåNSO). Â êà÷åñòâå êîíòð-
ïðèìåðà ðàññìîòðèì

Γ := {3p0,2 (p0 → 3p1) ,2 (p1 → 3p2) , . . . ,2 (pn → 3pn+1) , . . . } .

Òîãäà âñÿêîå êîíå÷íîå ∆ ⊂ Γ ñîäåðæèòñÿ â

{3p0,2 (p0 → 3p1),2 (p1 → 3p2), . . . ,2 (pn → 3pn+1)}

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n. Âîçüì�åì øêàëó 〈W,R〉 := 〈{0, . . . , n+ 2} , <〉 (c åñòåñòâåííûì
ñòðîãèì ïîðÿäêîì) è ïîëîæèì µ := 〈W,R, v〉, ãäå v (pi) := {i+ 1} äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n+ 1}
(è îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíî íà îñòàâøèõñÿ pi). Î÷åâèäíî, íàøà øêàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíå÷íûé ñòðîãèé ïîðÿäîê, à ïîòîìó ëåæèò â íóæíîì êëàññå. Òîãäà µ, 0 � 3p0, µ, 0 �
2 (p0 → 3p1) (ñ ó÷�åòîì µ, 1 � 3p1), è ò. ä. Â èòîãå èìååì µ, 0 � ∆, ò. å. ìíîæåñòâî ôîðìóë
Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü ìîäåëü µ′ = 〈W ′, R′, v′〉 è ìèð x ∈ W ′ òàêèå,
÷òî µ′, x � Γ, ïðè÷�åì 〈W ′, R′〉 � í�åòåðîâ ñòðîãèé ïîðÿäîê. Ïîñêîëüêó µ′, x � 3p0, òî ñó-
ùåñòâóåò x0 ñî ñâîéñòâàìè xR′x0 è µ′, x0 � p0. Äàëåå, èç µ

′, x � 2 (p0 → 3p1) ñëåäóåò
µ′, x0 � 3p1, îòêóäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå x1 ñî ñâîéñòâàìè x0R

′x1 (â ñèëó òðàíçèòèâ-
íîñòè xR′x1) è µ

′, x1 � p1. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ
öåïü x0R

′x1R
′x2R

′ . . . , ïðèòîì âñå xi ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé (èíà÷å 〈W ′, R′〉 íå áûë áû
ñòðîãèì ïîðÿäêîì). Íî íàëè÷èå óêàçàííîé öåïè ïðîòèâîðå÷èò í�åòåðîâîñòè 〈W ′, R′〉.

Îòìåòèì êàê ñëåäñòâèå îòñóòñòâèå ñèëüíîé ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî í�åòåðîâûõ ñòðî-
ãèõ ïîðÿäêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ëþáîå êîíå÷íîå ∆ ⊂ Γ âûïîëíèìî íàä íåêîòîðîé
ïîäõîäÿùåé øêàëîé (è, ñòàëî áûòü, ∆ 6`GL ⊥), òî ââèäó êîíå÷íîñòè âûâîäà èìååì Γ 6`GL ⊥.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Γ íå âûïîëíèìî íè íàä êàêèì í�åòåðîâûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì,
òî Γ �NSO ⊥. Ïðèâåä�åííîå ðàññóæäåíèå, ïî ñóòè, áàçèðóåòñÿ íà áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîì,
õîòü è ïðîñòî óñòàíàâëèâàåìîì ôàêòå.

Óïðàæíåíèå 4.9.6. Ëîãèêà L ñëàáî ïîëíà è ñåìàíòè÷åñêè êîìïàêòíà îòíîñèòåëüíî
êëàññà øêàë K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî K.

Â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì ñèëüíîé ïîëíîòû GL îòíîñèòåëüíî NSO ÷èòàòåëþ ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ ïðàâîìåðíûì âîïðîñ:

Áûòü ìîæåò, ìû ïðîñòî íåóäà÷íî âûáðàëè êëàññ øêàë?

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îäíàêî, ðàçáèâàåò ýòè íàäåæäû.

Ïðåäëîæåíèå 4.9.7. Íå ñóùåñòâóåò êëàññà øêàë K òàêîãî, ÷òî GL ñèëüíî ïîëíà îò-
íîñèòåëüíî K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, òàêîé êëàññ K íàø�åëñÿ. Ïîñêîëüêó K � GL, òî, â ÷àñòíîñòè,
K � W, îòêóäà K ⊆ NSO. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ, ââåä�åííîå âûøå, ðàçóìååòñÿ,
íå ìîæåò áûòü âûïîëíèìî íàä êàêîé áû òî íè áûëî øêàëîé èç K. Ââèäó ñåìàíòè÷åñêîé
êîìïàêòíîñòè GL îòíîñèòåëüíî K (ñëåäóþùåé èç óïðàæíåíèÿ 4.9.6) äîëæíî ñóùåñòâî-
âàòü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ∆ ⊂ Γ, êîíúþíêöèÿ ôîðìóë êîòîðîãî (îáîçíà÷èì å�å çà ψ)
ëîæíà âî âñåõ ìèðàõ âñåõ ìîäåëåé íàä øêàëàìè èç K. Îòñþäà, â ñèëó ïîëíîòû GL îò-
íîñèòåëüíî K, èìååì ¬ψ ∈ GL. Âìåñòå ñ òåì ïî äîêàçàííîìó âûøå ∆ (è, çíà÷èò, ñàìî
ψ) âûïîëíèìî íàä íåêîòîðûì êîíå÷íûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì, à ïîòîìó ¬ψ îïðîâåðãàåòñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùåé øêàëå è íå ìîæåò ëåæàòü â GL (ñì. òåîðåìó 4.9.2). Ïðîòèâîðå÷èå.
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4.10. Àêñèîìà ÌàêÊèíñè

Àêñèîìà ÌàêÊèíñè
M : 23p→ 32p

äà�åò åù�å îäèí èíòåðåñíûé ïðèìåð ìîäàëüíîé ôîðìóëû, êëàññ øêàë äëÿ êîòîðîé íå ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëè. Ïóñòü M è N ñóòü ìîäåëè îäíîé è
òîé æå ñèãíàòóðû σ. Ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëüþ ìîäåëè N, åñëè
|M| ⊆ |N| è äëÿ ëþáîé σ-ôîðìóëû ϕ (x1, . . . , xn) è ýëåìåíòîâ {a1, . . . , an} ⊆ |M| âåðíà
ýêâèâàëåíòíîñòü

M |= ϕ (a1, . . . , an) ⇐⇒ N |= ϕ (a1, . . . , an) .

Òåîðåìà 4.10.1 (Ë�åâåíãåéìà � Ñêîëåìà). Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìîäåëü ñ÷åòíîé
ñèãíàòóðû σ, X ⊆ |M| è X ñ÷�åòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü N (òîé æå
ñèãíàòóðû σ) òàêàÿ, ÷òî X ⊆ |N| è N � ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü â M.

Òåîðåìà 4.10.2. Êëàññ øêàë, íà êîòîðûõ èñòèííà àêñèîìà ÌàêÊèíñè, íå àêñèîìàòè-
çèðóåì â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì øêàëó F := 〈W,R〉, ãäå

W := {w} ∪
{
vn, v(n,i) | n ∈ ω, i ∈ {0, 1}

}
∪ {zf | f : ω → {0, 1}} ,

R :=
{

(w, vn) ,
(
vn, v(n,i)

)
,
(
v(n,i), v(n,i)

)
| n ∈ ω, i ∈ {0, 1}

}
∪

∪
{

(w, zf ) ,
(
zf , v(n,f(n))

)
| n ∈ ω, f : ω → {0, 1}

}
.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî ìîäåëü àêñèîìû ÌàêÊèíñè, ò. å.

F |= 23p→ 32p .

Ïóñòü µ = 〈F , v〉� ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä F . Â äàëüíåéøåì ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ âìåñòî
µ, x |= ϕ ïèøåì ïðîñòî x |= ϕ. Åñëè vn |= 23p, òî v(n,i) |= 3p (äëÿ âñåõ i). Òî÷êè v(n,i)

ðåôëåêñèâíû è íèêàêèå äðóãèå ìèðû èç íèõ íå äîñòèæèìû, ïîýòîìó v(n,i) |= p è v(n,i) |= 2p.
Ñëåäîâàòåëüíî vn |= 32p. Èç v(n,i) |= 23p àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì v(n,i) |= 32p.

Ïóñòü zf |= 23p. Òîãäà v(n,f(n)) |= 3p äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ðàññóæäàÿ, êàê è âûøå,
ïîëó÷àåì v(n,f(n)) |= p è v(n,f(n)) |= 2p. Ñëåäîâàòåëüíî, zf |= 32p.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ìèð w. Ïóñòü w |= 23p. Çíà÷èò, vn |= 3p äëÿ âñåõ n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n ∈ ω èìååì v(n,0) |= p èëè v(n,1) |= p. Ïóñòü ôóíöèÿ f : ω → {0, 1}
òàêîâà, ÷òî v(n, f (n)) |= p äëÿ ëþáîãî n ∈ ω. Òîãäà zf |= 2p, îòêóäà w |= 32p.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ë�åâåíãåéìà � Ñêîëåìà íàéä�åòñÿ ñ÷�åòíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü
F ′ = 〈W ′, R′〉 ìîäåëè F = 〈W,R〉 òàêàÿ, ÷òî

{w} ∪
{
vn, v(n,i) | n ∈ ω, i ∈ {0, 1}

}
⊆ W ′ .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : ω → {0, 1}, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî zf 6∈ W ′. Ïóñòü
µ′ := 〈F ′, v′〉, ãäå v′ (p) :=

{
v(n,f(n)) | n ∈ w

}
ïðè âñåõ p ∈ Prop.

Ïðîâåðèì, ÷òî µ′, w 6|= 32p. Äëÿ êàæäîãî n, ïåðåìåííàÿ p ëîæíà â ìèðå v(n,0) èëè
â ìèðå v(n,1) ìîäåëè µ′, à ïîòîìó µ′, vn 6|= 2p. Ïóñòü òåïåðü zg ∈ W ′. Òîãäà g 6= f, ò. å.
g (m) 6= f (m) ïðè íåêîòîðîìm ∈ ω. Äëÿ äàííîãîm èìååì µ′, v(m,g(m)) 6|= p. Ñëåäîâàòåëüíî,
µ′, zg 6|= 2p. Èòàê, ìû äîêàçàëè µ′, w 6|= 32p.
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Ïîêàæåì, ÷òî µ′, w |= 23p. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, µ′, vn |= 3p äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.
Âîçüì�åì òåïåðü zg ∈ W ′. Åñëè µ′, zg 6|= 3p, òî g (n) 6= f (n) äëÿ âñåõ n. Íàçîâåì òàêîå
îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè zf è zg îòíîøåíèåì êîìïëèìåíòàðíîñòè. Ýòî îòíîøåíèå
âûðàçèìî â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà: ýëåìåíòû zh è zk êîìïëèìåíòàðíû, ò. å. h (n) 6= k (n)
äëÿ ëþáîãî n, åñëè è òîëüêî åñëè F |=FOL C (zh, zk), ãäå

C (x, y) := ∃≥3z (R (x, z) ∧R (z, z)) ∧ ∃≥3z (R (y, z) ∧R (z, z))∧
∀z (R (z, z)→ (R (x, z)↔ ¬R (y, z))) .

Åñëè ýëåìåíò zg ∈ W ′ ÿâëÿåòñÿ êîìïëèìåíòàðíûì ê zf , òî F |= ∃y C (zg, y). Ñëåäîâàòåëüíî,
F ′ |= ∃y C (zg, y), òàê êàê F ′ � ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü F . Îäíàêî ó êàæäîãî ýëåìåíòà
åñòü òîëüêî îäèí êîìïëèìåíòàðíûé è zf 6∈ F ′. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
èìååò ìåñòî zg |= 3p äëÿ âñåõ zg ∈ W ′. Çíà÷èò, µ′, w |= 23p.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

µ′, w 6|= 23p→ 32p .

Äîïóñòèì, ÷òî T � ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû {R2},
àêñèîìàòèçèðóþùåå êëàññ âñåõ øêàë (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìîäåëè óêàçàííîé ñèãíàòó-
ðû), íà êîòîðûõ èñòèííà àêñèîìà M. Òîãäà F |=FOL T è îòñþäà F ′ |=FOL T , ïîñêîëüêó
F ′ � ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü â F . Íî F ′ 6|= M, è ïîòîìó òàêîãî ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé
T íå ñóùåñòâóåò.

Òåì íå ìåíåå àêñèîìà ÌàêÊèíñè âûäåëÿåò ýëåìåíòàðíûé ïîäêëàññ (ñì. íèæå) â
êëàññå âñåõ òðàíçèòèâíûõ øêàë. Ïîïðîáóåì îïðîâåðãíóòü àêñèîìó M íà òðàíçèòèâíîé
ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉. Ïóñòü ìèð x0 ∈ W òàêîâ, ÷òî

µ, x0 |= 23p è µ, x0 6|= 32p .

Äàëåå, ëèáî x0 ÿâëÿåòñÿ òóïèêîì, ò. å. ∀y ¬ (x0Ry), ëèáî íàéä�åòñÿ x1 ∈ W , äëÿ êîòîðîãî
x0Rx1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååì µ, x1 6|= 2p ââèäó µ, x0 6|= 32p, íî ïðè ýòîì µ, x1 |= 3p �
â ñèëó µ, x0 |= 23p. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x1, äîñòèæèìîãî (ïî R) èç x0, ñóùåñòâóþò
äâà ðàçíûõ ìèðà x2 è x3 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ñ îäíîé ñòîðîíû, x1Rx2 è µ, x2 |= p, à
ñ äðóãîé � x1Rx3 è µ, x3 6|= p. Çíà÷èò, îòíîøåíèå R òðàíçèòèâíîé øêàëû, îïðîâåðãàþùåé
M, äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∃x ∀y (xRy → ∃u, v (yRu ∧ yRv ∧ u 6= v)) ,

êîòîðîå ñ ó÷�åòîì òðàíçèòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíî

∃x ∀y (xRy → ∃z (yRz ∧ y 6= z)) .

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòðèöàíèå ïîëó÷åííîé ïåðâîïîðÿäêîâîé ôîðìóëû, íàçûâàåìîå óñëî-
âèåì ÌàêÊèíñè:

∀x ∃y (xRy ∧ ∀z (yRz → y = z)) .

Ïðåäëîæåíèå 4.10.3. Ïóñòü F � ñ÷�åòíàÿ òðàíçèòèâíàÿ øêàëà. Òîãäà âåðíà ýêâèâà-
ëåíòíîñòü:

F |= M ⇐⇒ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÌàêÊèíñè .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëà äîêàçàíà îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ (ñïðàâà íàëåâî). Óñòàíîâèì
ñïðàâåäëèâîñòü ïðÿìîé èìïëèêàöèè. Ïóñòü F íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÌàêÊèíñè, ò. å.
ñóùåñòâóåò ìèð x ∈ W , êîòîðûé ëèáî ÿâëÿåòñÿ òóïèêîì, ëèáî ëþáîé åãî ïîñëåäîâàòåëü,
â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò ñîáñòâåííîãî (îòëè÷íîãî îò íåãî ñàìîãî) ïîñëåäîâàòåëÿ. Ñëó÷àé
òóïèêà î÷åâèäåí. Ïóñòü X := x ↑. Âûáåðåì â X ïîäìíîæåñòâî Y òàêîå, ÷òî

∀u ∈ X ∃v ∈ Y ∃w ∈ X\Y (uRv ∧ uRw) .

Ðàññìîòðèì µ = 〈F , v〉, ãäå v (p) := Y ïðè ëþáîì p ∈ Prop. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî u ∈ X
èìååì u |= 3p è u 6|= 2p. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî X = x ↑, ïîëó÷àåì x |= 23p è x 6|= 32p.
Òåì ñàìûì, F 6|= M.

Íà ñàìîì äåëå, ýêâèâàëåíòíîñòü èç ôîðìóëèðîâêè ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ îñòà-
�åòñÿ âåðíîé è â ñëó÷àå òðàíçèòèâíûõ øêàë ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè. Ïîýòîìó àêñèîìà
ÌàêÊèíñè âûäåëÿåò ýëåìåíòàðíûé ïîäêëàññ â êëàññå âñåõ òðàíçèòèâíûõ øêàë; èíûìè
ñëîâàìè, êëàññ øêàë, íà êîòîðûõ èñòèííû îäíîâðåìåííî àêñèîìû 4 è M, ýëåìåíòàðåí.

4.11. Ñâÿçü ñ ëîãèêàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ

Â ïåðâîé ïîëîâèíå ðàçäåëà ìû îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûå ñòàíäàðòíûå òðàíñëÿöèè íàè-
ìåíüøåé íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè K âî ôðàãìåíòû ëîãèê ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-
êîâ (â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ñèãíàòóðàõ).

Ðàññìîòðèì ÿçûê L 1
m ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû σm := {R2, P 1

1 , P
1
2 , . . . },

â êîòîðîé êàæäîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé pi ìîäàëüíîãî ÿçûêà Lm ñîïîñòàâëåí
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Pi è, êðîìå òîãî, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé äâóìåñòíûé ïðåäèêàò R,
îòâå÷àþùèé, ðàçóìååòñÿ, îòíîøåíèþ äîñòèæèìîñòè íà ìèðàõ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â
ïåðâîïîðÿäêîâûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû σm âìåñòî èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîäñòàâ-
ëÿòü ëþáûå äðóãèå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå (äðóãèõ òåðìîâ ó íàñ ïîïðîñòó íåò), ïðè ýòîì
ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåèìåíîâûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì (òàê, ÷òî-
áû íå âîçíèêàëî êîëëèçèé).

Çàôèêñèðóåì èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå x è y è çàäàäèì òðàíñëÿöèþ ST x : ForLm →
Forσm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ST x (pi) := Pi (x) ;
ST x (¬ϕ) := ¬ST x (ϕ) ;

ST x (ϕ ∨ ψ) := ST x (ϕ) ∨ ST x (ψ) ;
ST x (ϕ ∧ ψ) := ST x (ϕ) ∧ ST x (ψ) ;
ST x (ϕ→ ψ) := ST x (ϕ)→ ST x (ψ) ;

ST x (2ϕ) := ∀y (R (x, y)→ ST y (ϕ)) .

Çäåñü ST y (ϕ) îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè y âìåñòî x â ôîðìóëó ST x (ϕ). Íåñëîæíî
çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ∈ ForLm å�å òðàíñëÿöèÿ ST x (ϕ) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäíó ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ x.

Ðàññìîòðèì øêàëó Êðèïêå F = 〈W,R〉 è ìîäåëü µ = 〈F , v〉 íàä ýòîé øêàëîé (âñ�å â
ÿçûêå Lm). Ïîñëåäíåé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðâîïîðÿäêîâóþ σm-ìîäåëü

Mµ := 〈W ;Rµ, P µ
1 , P

µ
2 , . . .〉 , ãäå

Rµ := R è P µ
i := v (pi) äëÿ âñåõ i ∈ ω .
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, îòîáðàæåíèå µ 7→Mµ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìîäåëÿìè íàä øêàëàìè Êðèïêå â Lm è ïåðâîïîðÿäêîâûìè ìîäåëÿìè ñèãíàòóðû
σm. Â äàëüíåéøåì ïðîîáðàç σm-ìîäåëè M îòíîñèòåëüíî äàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ áóäåì îáî-
çíà÷àòü µM.

Ïðåäëîæåíèå 4.11.1. Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü Êðèïêå, è ϕ ∈ ForLm.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) äëÿ ëþáîãî ìèðà w ∈ W è ëþáîé èíòåðïðåòàöèè èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ γ
òàêîé, ÷òî γ (x) = w, âåðíî

µ,w |= ϕ ⇐⇒ Mµ |= ST x (ϕ) [γ] ;

2) µ |= ϕ ⇐⇒ Mµ |= ∀xST x (ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ
èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè Lm-ôîðìóë, à âòîðîé íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ïåðâîãî.

Òåîðåìà 4.11.2. Ñòàíäàðòíàÿ òðàíñëÿöèÿ ST x òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó K â ëîãèêó
ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿçûêà L 1

m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ K, òî Lm-ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ëþáîì ìèðå w ëþáîé ìîäåëè
Êðèïêå µ = 〈W,R, v〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíàÿ σm-ìîäåëü M âñåãäà ïðåäñòàâèìà
â âèäå M = Mµ, ãäå µ := 〈W,RM, v〉, W � íîñèòåëü ìîäåëè M, RM � èíòåðïðåòàöèÿ
ïðåäèêàòà R â äàííîé ìîäåëè, à îöåíêà v çàäàíà ïîñðåäñòâîì v (pi) := PM

i (äëÿ âñåõ
p ∈ Prop). Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 4.11.1 (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ∈ K å�å
òðàíñëÿöèÿ ST x (ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîïîðÿäêîâîé òàâòîëîãèåé (ñèãíàòóðû σm).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.11.1 (2) âûòåêàåò, ÷òî åñëè ST x (ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîïîðÿäêîâîé σm-
òàâòîëîãèåé, òî Lm-ôîðìóëà ϕ áóäåò èñòèííà âî âñåõ ìîäåëÿõ Êðèïêå, ò. å. ϕ ∈ K.

Òåïåðü ïåðåéä�åì ê ðàññìîòðåíèþ ÿçûêà ëîãèêè âòîðîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû {R2}
ñ ìíîæåñòâîì îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ïåðåìåííûõ P1, P2, . . . Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì
ýòîò ÿçûê (ÿâëÿþùèéñÿ, ïî ñóùåñòâó, ëèøü ôðàãìåíòîì ÿçûêà âòîðîãî ïîðÿäêà óêàçàííîé
ñèãíàòóðû) L 2

m.
Äàëåå, îïðåäåëèì òðàíñëÿöèþ ST 2

x èç ìîäàëüíîãî (ïðîïîçèöèîíàëüíîãî) ÿçûêà Lm
â îïèñàííûé âûøå (âòîðîïîðÿäêîâûé) ÿçûê L 2

m. Äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
ïîëàãàåì

ST 2
x (pi) := Pi (x) .

Îòìåòèì, õîòÿ ãðàôè÷åñêè ôîðìóëà ST 2
x (pi) âûãëÿäèò òî÷íî òàê æå, êàê ST x (pi), â ïåð-

âîì èç ñëó÷åâ Pi � ýòî ïðåäèêàòíàÿ ïåðåìåííàÿ, à íå îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
èç ñèãíàòóðû. Çàòåì ðàñïðîñòðàíèì ST 2

x íà áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû ïî àíàëîãèè ñ STx:

ST 2
x (¬ϕ) := ¬ST 2

x (ϕ) ;
ST 2

x (ϕ ∨ ψ) := ST 2
x (ϕ) ∨ ST 2

x (ψ) ;
ST 2

x (ϕ ∧ ψ) := ST 2
x (ϕ) ∧ ST 2

x (ψ) ;
ST 2

x (ϕ→ ψ) := ST 2
x (ϕ)→ ST 2

x (ψ) ;
ST 2

x (2ϕ) := ∀y
(
R (x, y)→ ST 2

y (ϕ)
)
.

Î÷åâèäíî, êëàññ øêàë Êðèïêå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ìîäåëåé ñèãíàòóðû {R2}, ò. å. ñ
êëàññîì ìîäåëåé äëÿ ÿçûêà L 2

m.
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Ïðåäëîæåíèå 4.11.3. Ïóñòü F = 〈W,R〉 � ïðîèçâîëüíàÿ øêàëà Êðèïêå, µ = 〈F , v〉 �
ìîäåëü íàä ýòîé øêàëîé, è ϕ = ϕ (p1, . . . , pn) ∈ ForLm. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) äëÿ ëþáîãî ìèðà w ∈ W è ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ γ òàêîé, ÷òî
èìååò ìåñòî γ (x) = w è γ (Pi) = v (pi) ïðè âñåõ i ∈ ω, âåðíî

µ,w |= ϕ ⇐⇒ F |= ST 2
x (ϕ) [γ] ;

2) F |= ϕ ⇐⇒ F |= ∀P1 . . . ∀Pn ∀xST 2
x (ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 4.11.1.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ïðåäëîæåíèåì, òàêæå íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

Òåîðåìà 4.11.4. Ñòàíäàðòíàÿ òðàíñëÿöèÿ ST 2
x òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó K â ëîãèêó

âòîðîãî ïîðÿäêà ÿçûêà L 2
m.

Òåïåðü çàéì�åìñÿ âîïðîñîì î òîì, êàêèå ôîðìóëû ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû ñòàíäàðòíûì òðàíñëÿöèÿì ìîäàëüíûõ ôîðìóë. Âàæíîñòü ýòîãî âîïðîñà
îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ëîãèêà K ðàçðåøèìà, â îòëè÷èå îò ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà (åñëè â
ñèãíàòóðå ïîñëåäíåé èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë).

Îïðåäåëåíèå 4.11.5. Ïóñòü äàíû ìîäåëè Êðèïêå µ = 〈W,R, v〉 è µ′ = 〈W ′, R′, v′〉. Îòíî-
øåíèå Z ⊆ W ×W ′ íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé (áèïîäîáèåì) ìåæäó µ è µ′, åñëè Z 6= ∅ è
äëÿ ëþáûõ w ∈ W è w′ ∈ W ′ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) wZw′ ⇒ ∀p ∈ Prop(w ∈ v(p) ⇔ w′ ∈ v′(p));

2) wZw′ è wRu ⇒ ∃u′(uZu′ è w′R′u′);

3) wZw′ è w′Ru′ ⇒ ∃u(uZu′ è wRu).

Ïóñòü äàíû äâå (ïåðâîïîðÿäêîâûå) ìîäåëè M è N ñèãíàòóðû σm. Îòíîøåíèå Z ⊆
|M| × |N| íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé (áèïîäîáèåì) ìåæäó M è N, åñëè Z ÿâëÿåòñÿ áèïî-
äîáèåì ìåæäó ìîäåëÿìè Êðèïêå µM è µN.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 è µ′ = 〈W ′, R′, v′〉 � ìîäåëè Êðèïêå, à f : W →
W ′ � p-ìîðôèçì èç µ â µ′. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè f áóäåò áèñèìóëÿöèåé ìåæäó ìîäåëÿìè
µ è µ′.

2. Ïóñòü µ � ïîðîæä�åííàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëè µ′. Â òàêîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííîå
âëîæåíèå idW : W → W ′ ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ìåæäó ìîäåëÿìè µ è µ′.

3. Âîçüì�åì ìîäåëü µ := 〈{1, 2, 3, 4, 5} , {(1, 2) , (2, 3) , (3, 4) , (3, 5)} , v〉, ãäå v (p) := {1, 3}
è v (q) := {2, 4, 5}.
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Êðîìå òîãî, ïóñòü µ′ := 〈{a, b, c, d, e} , {(a, b) , (a, c) , (b, d) , (c, d) , (d, e)} , v〉, ãäå v (p) := {a, d}
è v (q) := {b, c, e}.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå

Z := {(1, a) , (2, b) , (2, c) , (3, d) , (4, e) , (5, e)}

îêàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ìåæäó µ è µ′.

Òåîðåìà 4.11.6. Ïóñòü Z � áèñèìóëÿöèÿ ìåæäó ìîäåëÿìè Êðèïêå µ = 〈W,R, v〉 è
µ′ = 〈W ′, R′, v′〉. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìèðîâ w ∈ W , w′ ∈ W ′ è ïðîèçâîëüíîé Lm-ôîðìóëû ϕ
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

wZw′ =⇒ (µ,w � ϕ ⇔ µ′, w′ � ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñëîæíîé èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè
Lm-ôîðìóëû ϕ.

Îïðåäåëåíèå 4.11.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðâîïîðÿäêîâàÿ σm-ôîðìóëà α (x) èíâàðè-
àíòíà îòíîñèòåëüíî áèñèìóëÿöèé, åñëè äëÿ ëþáûõ σm-ìîäåëåé M è N è áèñèìóëÿöèè
Z ìåæäó íèìè âûïîëíåíî

∀w ∈ |M| ∀v ∈ |N| (wZv ⇒ (M � α (w) ⇔ N � α (v))) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ âàí Áåíòåìó (J. van Benthem), ïðèâîäèòñÿ áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.11.8. Ïåðâîïîðÿäêîâàÿ ôîðìóëà α (x) ñèãíàòóðû σm èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî áèñèìóëÿöèé, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ëîãè÷åñêè ýêèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé òðàíñ-
ëÿöèè íåêîòîðîé ìîäàëüíîé ôîðìóëû.

Îõðàíÿåìûé ôðàãìåíò ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Èçâåñòíî, ÷òî ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà íåðàçðåøèìà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòó-
ðû. Îäíàêî â ðÿäå ñèòóàöèé ðàçðåøèìîñòü âñ�å-òàêè èìååò ìåñòî: íàïðèìåð, äëÿ ëîãèêè
îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, à òàêæå äëÿ ôðàãìåíòà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ èíäè-
âèäíûìè ïåðåìåííûìè.

Ñòàíäàðòíàÿ òðàíñëÿöèÿ ìîäàëüíîãî ÿçûêà â ÿçûêL 1
m ïîäñêàçûâàåò, êàê îïðåäåëèòü

åù�å îäèí íåòðèâèàëüíûé ðàçðåøèìûé ôðàãìåíò ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 4.11.9. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèãíàòóðà. Îõðàíÿåìûì
ôðàãìåíòîì ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû σ áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî
(ïåðâîïîðÿäêîâûõ) σ-ôîðìóë GFσ òàêîå, ÷òî:

1) âñå σ-àòîìû ëåæàò â GFσ ;

2) åñëè ϕ è ψ ëåæàò â GFσ, òî ¬ϕ, ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ è ϕ→ ψ òàêæå ëåæàò â GFσ ;

3) åñëè ψ åñòü σ-àòîì, ϕ ëåæèò â GFσ, à íàáîð èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ x̄ óäîâëå-
òâîðÿåò x̄ ⊆ FV (ϕ) ⊆ FV (ψ), òî ∃x̄ (ψ ∧ ϕ) è ∀x̄ (ψ → ϕ) îáå ëåæàò â GFσ.
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Ïðè ýòîì ôèãóðèðóþùèé â òðåòüåì ïóíêòå àòîì ψ íàçûâàåòñÿ îõðàííèêîì (guard).

Ïðèìåðû ôîðìóë, ëåæàùèõ â îõðàíÿåìîì ôðàãìåíòå:

à) x = y ∨ P (x, y, z), ãäå x = y è P (x1, . . . , pn) ñóòü σ-àòîìû;

á) ∃x ∃y P (x, y, z) (= ∃x ∃y (P (x, y, z) ∧ P (x, y, z)));

â) ∃x∃y (P (x, y, z) ∧ ∀u (R (u, z)→ S (u, z))).

Ïðèìåðû ôîðìóë, íå ïðèíàäëåæàùèõ îõðàíÿåìîìó ôðàãìåíòó:

à) ∀xP (x, y, z);

á) ∀x∀y ∀z (P (x, y, z) ∧ x = y);

â) ∀x∀y ∀z ((R (x, y) ∧R (y, z))→ R (x, z));

ã) ∀x∀y ∀z ((R (x, y) ∧R (x, z))→ y = z).

Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëû (c) è (d) íå ýêâèâàëåíòíû (â FOL) íèêàêîé ôîðìóëå
èç îõðàíÿåìîãî ôðàãìåíòà ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðû.

Îïðåäåëåíèå 4.11.10. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìîäåëü ñèãíàòóðû σ. Ïîäìíîæåñòâî X ⊆
|M| íàçûâàåòñÿ îõðàíÿåìûì, åñëè ëèáî X îäíîýëåìåíòíî, ëèáî ñóùåñòâóþò R ∈ σ è
(a1, . . . , an) ∈ RM òàêèå, ÷òî X = {a1, . . . , an}.

Èíòåðïðåòàöèÿ èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ γ : V ar → |M| íàçûâàåòñÿ îõðàíÿåìîé, åñëè
range (γ) � îõðàíÿåìîå ïîäìíîæåñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè.

Ïðåäëîæåíèå 4.11.11. Ïóñòü ϕ ∈ GFσ. Òîãäà ϕ âûïîëíèìà â íåêîòîðîé σ-ìîäåëè, åñëè
è òîëüêî åñëè ϕ âûïîëíèìà íà êàêîé-íèáóäü îõðàíÿåìîé èíòåðïðåòàöèè äàííîé ìîäåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ GFσ, M � ìîäåëü ñèãíàòóðû σ, à γ � èíòåðïðåòàöèÿ ïåðå-
ìåííûõ â M. Ïîêàæåì, ÷òî íàéä�åòñÿ îõðàíÿåìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ γ′ òàêàÿ, ÷òî

M |= ϕ [γ] ⇐⇒ M |= ϕ [γ′] .

Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè σ-ôîðìóë. Åñëè ϕ = P (x1, . . . , pn), òî ïî-
ëàãàåì γ′ (xi) := γ (xi) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, è γ′ (y) := γ (x1) äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
ßñíî, ÷òî γ � òðåáóåìàÿ îõðàíÿåìàÿ èíòåïðåòàöèÿ.

Ïóñòü òåïåðü ϕ = ¬ψ è γ′ � îõðàíÿåìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, äëÿ êîòîðîé

M |= ψ [γ] ⇐⇒ M |= ψ [γ′] .

Òîãäà

M |= ¬ψ [γ] ⇐⇒ M 6|= ψ [γ] ⇐⇒ M 6|= ψ [γ′] ⇐⇒ M |= ¬ψ [γ′] .

Äàëåå, ïóñòü èíäóêöèîííàÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà äëÿ σ-ôîðìóë ϕ è ψ. Åñëè γ′ è
γ′′ � òðåáóåìûå îõðàíÿåìûå èíòåðïðåòàöèè äëÿ ϕ è ψ ñîîòâåòñòâåííî, òî âåðíû öåïî÷êè
ýêâèâàëåíòíîñòåé:

M |= ϕ ∨ ψ [γ] ⇐⇒ M |= ϕ [γ] èëè M |= ψ [γ] ⇐⇒
M |= ϕ [γ′] èëè M |= ψ [γ′′] ⇐⇒
M |= ϕ ∨ ψ [γ′] èëè M |= ϕ ∨ ψ [γ′′] ;
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M 6|= ϕ ∧ ψ [γ] ⇐⇒ M 6|= ϕ [γ] èëè M 6|= ψ [γ] ⇐⇒
M 6|= ϕ [γ′] èëè M 6|= ψ [γ′′] ⇐⇒
M 6|= ϕ ∧ ψ [γ′] èëè M 6|= ϕ ∧ ψ [γ′′] .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôîðìóëû ∃x̄ (ψ ∧ ϕ), ãäå ψ åñòü σ-àòîì è x̄ ⊆ FV (ϕ) ⊆ FV (ψ).
Äîïóñòèì,M |= ∃x̄ (ψ ∧ ϕ) [γ]. Òîãäà íàéä�åòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ γ′′ òàêàÿ, ÷òîM |= ψ ∧ ϕ [γ′′].
Ïîëàãàåì γ′ (x) := γ′′ (x) äëÿ âñåõ x ∈ FV (ψ), è γ′ (y) := γ′ (x1) äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ
y (çäåñü x1 � íåêàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ èç FV (ψ)). ßñíî, ÷òî γ′ áóäåò îõðàíÿåìîé
èíòåðïðåòàöèåé è M |= ∃x̄ (ψ ∧ ϕ) [γ′]. Åñëè æå M 6|= ∃x̄ (ψ ∧ ϕ) [γ], òî ïðîñòî çàäàäèì
γ′ (x) := γ (x) äëÿ âñåõ x ∈ FV (ψ), è γ′ (y) := γ′ (x1) äëÿ îñòàëüíûõ y (îïÿòü ôèêñèðóåì
íåêîòîðóþ x1 ∈ FV (ψ)).

Íàêîíåö, ñëó÷àé ôîðìóëû ∀x̄ (ψ → ϕ) ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó, ïîñêîëüêó

M |= ∀x̄(ψ → ϕ) [γ] ⇐⇒ M |= ¬∃x̄ (ψ ∧ ¬ϕ) [γ] .

Òåîðåìà 4.11.12. Ïóñòü ϕ ∈ GFσ. Òîãäà ϕ îáùåçíà÷èìà, åñëè è òîëüêî åñëè ϕ èñòèííà
â ëþáîé σ-ìîäåëè íà âñåõ îõðàíÿåìûõ èíòåðïðåòàöèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà. Óñòàíîâèì îáðàòíóþ. Ïóñòü ϕ íå îá-
ùåçíà÷èìà. Îòñþäà M 6|= ϕ [γ] äëÿ íåêîòîðûõ σ-ìîäåëè M è èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ
γ. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå M |= ¬ϕ [γ]. Ïîñêîëüêó ¬ϕ ∈ GFσ, òî ïðåäëîæåíèå 4.11.11
ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îõðàíÿåìîé èíòåðïðåòàöèè γ′ òàêîé, ÷òî M |= ¬ϕ [γ′], ò. å.
M 6|= ϕ [γ′].

Îïðåäåëåíèå 4.11.13. Ïóñòü M è N � ïðîèçâîëüíûå ìîäåëè ñèãíàòóðû σ. Íåïóñòîå
ìíîæåñòâî Z êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ ìåæäó M è N íàçûâàåòñÿ îõðàíÿåìîé
áèñèìóëÿöèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî f ∈ Z âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäîãî îõðàíÿåìîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ |M| íàéä�åòñÿ g ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî
dom (g) = X è g �dom(f)∩X = f �dom(f)∩X ;

2) äëÿ êàæäîãî îõðàíÿåìîãî ïîäìíîæåñòâà X ′ ⊆ |N| íàéä�åòñÿ g ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî
range (g) = X è g−1 �range(f)∩X = f−1 �range(f)∩X .

Óñòîé÷èâîñòü ôîðìóë îòíîñèòåëüíî îõðàíÿåìûõ áèñèìóëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïðèâåä�åì áåç äîêàçàòåëüñòâà åù�å äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.11.14 (H. Andr�eka, J. van Benthem, I. N�emeti). Ôîðìóëà ϕ ñèãíàòó-
ðû σ ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íåêîé ôîðìóëå èç GFσ, åñëè è òîëüêî åñëè ϕ óñòîé÷èâà
îòíîñèòåëüíî îõðàíÿåìûõ áèñèìóëÿöèé.

Òåîðåìà 4.11.15 (E. Gr�adel, 1999). Äëÿ ëþáîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ ïðîáëåìà
âûïîëíèìîñòè äëÿ ôîðìóë èç GFσ ðàçðåøèìà.
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4.12. Âëîæåíèå ëîãèêè Int â íîðìàëüíóþ ìîäàëüíóþ

ëîãèêó S4

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ òðàíñëÿöèþ Ã�eäåëÿ � Òàðñêîãî èç ÿçûêà èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè L⊥ â ÿçûê ìîäàëüíîé ëîãèêè Lm:

T (p) := 2p ;
T (⊥) := 2⊥ ;

T (ϕ ∧ ψ) := T (ϕ) ∧ T (ψ) ;
T (ϕ ∨ ψ) := T (ϕ) ∨ T (ψ) ;
T (ϕ→ ψ) := 2 (T (ϕ)→ T (ψ)) .

Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëè ëîãèêè Int, êàê è ìîäåëè íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, èìåþò
âèä 〈W,R, v〉, ãäå 〈W,R〉 � ïðåäïîðÿäîê. Îäíàêî â ñëó÷àå S4-ìîäåëåé îöåíêè v äåéñòâî-
âóþò èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ W ,
òîãäà êàê â ñëó÷àå Int-ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äîëæíû ñîïîñòàâëÿòü ïðîïîçè-
öèîíàëüíûì ïåðåìåííûì êîíóñà ïðåäïîðÿäêà 〈W,R〉. Çíà÷èò, êëàññ Int-ìîäåëåé óæå.

Êàæäîé S4-ìîäåëè µ = 〈W,R, v〉 ñîïîñòàâèì Int-ìîäåëü µi := 〈W,R, vi〉, ãäå

vi (p) := {w ∈ W | µ,w � 2p} .

Ëåãêî ïîíÿòü, µi äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ Int-ìîäåëüþ, ò. å. vi (p) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â 〈W,R〉
äëÿ ëþáîãî p ∈ Prop.

Ëåììà 4.12.1. Ïóñòü µ = 〈W,R, v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ S4-ìîäåëü, w ∈ W è ϕ ∈ ForL⊥.
Òîãäà

µi, w � ϕ ⇐⇒ µ,w � T (ϕ) .

Â ÷àñòíîñòè,
µi � ϕ ⇐⇒ µ � T (ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. Äëÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èìååì:

µi, w � p ⇐⇒ w ∈ vi (p) ⇐⇒ µ,w � 2p (= T (p)) .

Äëÿ ⊥ ýêâèâàëåíòíîñòü òîæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äëÿ ∧ è ∨ ïîëó-
÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé èìïëèêàöèè:

µi, w � ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀u
(
wRu ⇒

(
µi, u � ϕ ⇒ µi, u � ψ

)) èíä. ãèïîòåçà⇐⇒
∀u (wRu ⇒ (µ, u � T (ϕ) ⇒ µ, u � T (ψ))) ⇐⇒

∀u (wRu ⇒ µ, u � T (ϕ)→ T (ψ)) ⇐⇒
µ,w � 2 (T (ϕ)→ T (ψ)) (= T (ϕ→ ψ)) .

Òåîðåìà 4.12.2. Òðàíñëÿöèÿ T òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó Int â ëîãèêó S4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Int. Âîçüì�åì ïðîèçâîëüíóþ S4-ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉. Ââèäó
ϕ ∈ Int èìååì µi � ϕ. Ïî ëåììå 4.12.1 ïîëó÷àåì µ � T (ϕ). Ìîäåëü µ ïðîèçâîëüíà, ïîýòîìó
T (ϕ) ∈ S4.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ϕ 6∈ Int. Òîãäà ñóùåñòâóþò Int-ìîäåëü µ = 〈W,R, v〉 è w ∈ W
òàêèå, ÷òî µ,w 2 ϕ. Îäíàêî µ ÿâëÿåòñÿ òàêæå S4-ìîäåëüþ, ïðè÷�åì µ = µi. Òàêèì îáðàçîì,
µi, w 2 ϕ, îòêóäà µ,w 2 T (ϕ) ââèäó ëåììû 4.12.1. Ñëåäîâàòåëüíî, T (ϕ) 6∈ S4.
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Âïðî÷åì, ëîãèêà S4 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêîé, â
êîòîðóþ ïîñðåäñòâîì T òî÷íî âêëàäûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ.

Ðàññìîòðèì ëîãèêó Ãæåãîð÷èêà (A. Grzegorczyk) Grz := S4 + grz, ãäå

grz := 2 (2 (p→ 2p)→ p)→ p .

Äàëåå ìû ïðèâåä�åì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðÿä ôàêòîâ îòíîñèòåëüíî Grz.
Øêàëà F = 〈W,R〉 (äëÿ Lm) íàçûâàåòñÿ ñëàáî í�åòåðîâîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ R-öåïî÷åê èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (òàêèì îáðàçîì,
ðåôëåêñèâíûå òî÷êè íå çàïðåùàþòñÿ).

Ïðåäëîæåíèå 4.12.3. Ïóñòü F = 〈W,R〉 � øêàëà (äëÿ Lm). Ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíò-
íîñòü:

F � grz ⇐⇒ F � ñëàáî í�eòåðîâ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê .

Ðàçóìååòñÿ, ëþáîé êîíå÷íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ñëàáî í�åòåðîâûì. Áîëåå
òîãî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.12.4. ËîãèêàGrz ñëàáî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ
ïîðÿäêîâ.

Íà ñàìîì äåëå, äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû (ñëàáîé) ïîëíîòû äëÿ ëîãèêè Ã�eäåëÿ � Ë�eáà (çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ
âûáîðî÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëîãèêà Int òàêæå ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ
ïîðÿäêîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.12.5. Òðàíñëÿöèÿ T òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó Int â ëîãèêó Grz.

Ïóñòü òåïåðü L � ïðîèçâîëüíàÿ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà. Îïðåäåëèì äâå íîð-
ìàëüíûå ìîäàëüíûå ëîãèêè:

ρL := S4 + {T (ϕ) | ϕ ∈ L} è σL := ρL+ {grz}.

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, S4 = ρInt è Grz = σInt.

Òåîðåìà 4.12.6. Ïóñòü L � ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà, à L′ � íîðìàëüíàÿ ìî-
äàëüíàÿ ëîãèêà. Åñëè S4 ⊆ L′, òî òðàíñëÿöèÿ T òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó L â ëîãèêó
L′, åñëè è òîëüêî åñëè

ρL ⊆ L′ ⊆ σL .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè S4 ⊆ L′, òî òðàíñëÿöèÿ T òî÷íî âêëàäûâàåò ëîãèêó Int â ëîãèêó L′,
åñëè è òîëüêî åñëè

S4 ⊆ L′ ⊆ Grz .

Ëîãèêè ρL è σL íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ìîäàëü-
íûìè íàïàðíèêàìè ëîãèêè L. Â ÷àñòíîñòè, êàê ìû óæå ïîíÿëè, ëîãèêè S4 è Grz ñóòü
íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ìîäàëüíûå íàïàðíèêè äëÿ Int.

Èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî Êðåéãà äëÿ S4 è Int

Ïóñòü V arϕ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â
ôîðìóëó ϕ. Äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ïîëàãàåì V arΓ :=

⋂
ϕ∈Γ V arϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî ëîãèêà L îáëàäàåò èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì Êðåéãà (CIP), åñëè
äëÿ ëþáîé èìïëèêàöèè ϕ→ ψ ∈ L íàéä�åòñÿ ôîðìóëà χ òàêàÿ, ÷òî

{ϕ→ χ, χ→ ψ} ⊆ L è V arχ ⊆ V arϕ ∩ V arψ .
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Òåîðåìà 4.12.7. Ëîãèêà S4 îáëàäàåò CIP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà ïîä ôîðìóëàìè ìû áóäåì ïîíè-
ìàòü ôîðìóëû â ÿçûêå ëîãèêè S4 (äàëåå óïîìèíàíèå î ÿçûêå îïóñêàåòñÿ).

Ïóñòü ôîðìóëû α è β òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîé γ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ V arγ ⊆
V arα ∩ V arβ, âûïîëíåíî ëèáî α→ γ 6∈ S4, ëèáî γ → β 6∈ S4. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
α→ β 6∈ S4.

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàáëèöû âèäà t = (Γ,∆), ãäå
V arΓ ⊆ V arα è V ar∆ ⊆ V arβ.

Òàáëèöà t (âûøåóêàçàííîãî âèäà) íåîòäåëèìà (îòíîñèòåëüíî α è β), åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò ôîðìóëû γ òàêîé, ÷òî V arγ ⊆ V arα ∩ V arβ è

n∧
i=1

ϕi → γ , γ →
m∨
i=1

ψi ∈ S4

äëÿ íåêîòîðûõ {ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ Γ è {ψ1, . . . , ψm} ⊆ ∆ (çäåñü n,m ≥ 1).
Çàìåòèì, ÷òî òàáëèöà ({α}, {β}) íåîòäåëèìà â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
Òàáëèöà t íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (îòíîñèòåëüíî α è β), åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì V arϕ ⊆ V arα è V arψ ⊆ V arβ, îäíà èç ôîðìóë ϕ ëèáî ¬ϕ
ëåæèò â Γ, è îäíà èç ôîðìóë ψ ëèáî ¬ψ ëåæèò â ∆.

Ëåììà 4.12.8. Êàæäàÿ íåîòäåëèìàÿ òàáëèöà t0 = (Γ0,∆0) ðàñøèðÿåòñÿ äî ïîëíîé
íåîòäåëèìîé òàáëèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ1, ϕ2, . . . � ñïèñîê âñåõ ôîðìóë ñ ïåðåìåííûìè èç ìíîæåñòâà
V arα, à ψ1, ψ2, . . . � ñïèñîê âñåõ ôîðìóë ñ ïåðåìåííûìè èç V arβ. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì
òàáëèöû t′i = (Γ′i,∆

′
i) è ti+1 = (Γi+1,∆i+1) äëÿ i ∈ ω (ïðè ýòîì t′i, ïî ñóòè, áóäóò íîñèòü

âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð): åñëè tn óæå îïðåäåëåíî (íà÷èíàåì ñ èìåþùåãîñÿ ïî óñëîâèþ
t0, ðàçóìååòñÿ), òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàåì

t′n :=

{
(Γn ∪ {ϕn},∆n) , åñëè ýòî íåîòäåëèìàÿ òàáëèöà

(Γn ∪ {¬ϕn},∆n) , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

tn+1 :=

{
(Γ′n,∆

′
n ∪ {ψn}) , åñëè ýòî íåîòäåëèìàÿ òàáëèöà

(Γ′n,∆
′
n ∪ {¬ψn}) , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Íàêîíåö, çàäàäèì t∗ := (Γ∗,∆∗), ãäå Γ∗ :=
⋃
n<ω Γn è ∆∗ :=

⋃
n<ω ∆n. Ïî îïðåäåëåíèþ,

òàáëèöà t∗ ïîëíà è ðàñøèðÿåò t0.
Óñòàíîâèì íåîòäåëèìîñòü òàáëèöû t∗. Åñëè áû îíà áûëà îòäåëèìà, òî íàøëèñü áû

{α1, . . . , αn} ⊆ Γ∗, {β1, . . . , βm} ⊆ ∆∗ è ôîðìóëà γ ñ ïåðåìåííûìè èç V arα ∩ V arβ òàêèå,
÷òî

n∧
i=1

αi → γ , γ →
m∨
i=1

βi ∈ S4 .

Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò k < ω, äëÿ êîòîðîãî {α1, . . . , αn} ⊆ Γk è {β1, . . . , βm} ⊆ ∆k. Èòàê,
åñëè òàáëèöà t∗ îòäåëèìà, òî äëÿ íåêîòîðîãî k óæå òàáëèöà tk îòäåëèìà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òîáû óñòàíîâèòü íåîòäåëèìîñòü tk (ïî èíäóêöèè), äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè òàáëèöà t = (Γ,∆) íåîòäåëèìà, V arϕ ⊆ V arα è V arψ ⊆ V arβ, òî:

1) îäíà èç òàáëèö (Γ ∪ {ϕ},∆) èëè (Γ ∪ {¬ϕ},∆) íåîòäåëèìà;
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2) îäíà èç òàáëèö (Γ,∆ ∪ {ψ}) èëè (Γ,∆ ∪ {¬ψ}) íåîòäåëèìà.

Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå (âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü îáå òàáëè-
öû (Γ ∪ {ϕ},∆) è (Γ ∪ {¬ϕ},∆) îòäåëèìû. Òîãäà íàéäóòñÿ ôîðìóëû γ1 è γ2 ñ ïåðåìåííûìè
èç V arα∩V arβ òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ {ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ Γ è {ψ1, . . . , ψm} ⊆ ∆ âûïîëíåíî

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ϕ)→ γ1 , γ1 → (ψ1 ∨ . . . ∨ ψm) ∈ S4 ;

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ¬ϕ)→ γ2 , γ2 → (ψ1 ∨ . . . ∨ ψm) ∈ S4 .

Îòñþäà

((ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ϕ) ∨ (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ¬ϕ))→ (γ1 ∨ γ2) ∈ S4

è (γ1 ∨ γ2)→ (ψ1 ∨ . . . ∨ ψm) ∈ S4 .

Ââèäó òîãî, ÷òî

((ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ϕ) ∨ (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∧ ¬ϕ))↔ (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn) ∈ S4 ,

ïîëó÷àåì
(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)→ (γ1 ∨ γ2) , (γ1 ∨ γ2)→ (ψ1 ∨ . . . ∨ ψm) ∈ S4 .

Ïîñêîëüêó V ar (γ1 ∨ γ2) ⊆ V arα ∩ V arβ, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåîòäåëèìîñòüþ
òàáëèöû t.

Ðàññìîòðèì øêàëó F = 〈W,R〉, ãäå W � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ íåîòäåëèìûõ òàá-
ëèö, à îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ t1 = (Γ1,∆1) è
t2 = (Γ2,∆2) èç W ïîëàãàåì

t1Rt2 ⇐⇒ ∀ϕ ((V arϕ ⊆ V arα è 2ϕ ∈ Γ1) ⇒ ϕ ∈ Γ2) è

∀ψ ((V arψ ⊆ V arβ è ¬2ψ ∈ ∆1) ⇒ ¬ψ ∈ ∆2).

Ñ ïîìîùüþ àêñèîì 2p→ p è 2p→ 22p ëîãèêè S4 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå
R ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì íà W .

Äàëåå, äëÿ p ∈ V ar (α→ β) çàäàäèì

v (p) := {(Γ,∆) ∈ W | p ∈ Γ èëè (p ∈ V arβ è p 6∈ ∆)}

(à íà îñòàëüíûõ p èç Prop ìû îïðåäåëÿåì v ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì). Òåïåðü ðàññìîò-
ðèì S4-ìîäåëü µ = 〈F , v〉.

Ëåììà 4.12.9. Äëÿ ëþáîé òàáëèöû t = (Γ,∆) èç W è ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ òàêèõ, ÷òî
V arϕ ⊆ V arα è V arψ ⊆ V arβ, âåðíû ýêâèâàëåíòíîñòè

µ, t � ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ ;

µ, t 2 ψ ⇐⇒ ψ ∈ ∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì áàçèñ èí-
äóêöèè.

Ïóñòü p ∈ V arα. Åñëè p ∈ Γ, òî (Γ,∆) ∈ v (p). Ñëåäîâàòåëüíî, µ, t � p.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü p 6∈ Γ. Åñëè p 6∈ V arβ èëè p ∈ ∆, òî (Γ,∆) 6∈ v (p), ò. å. µ, t 2 p.

Äîïóñòèì, p ∈ V arβ è p 6∈ ∆. Ïîñêîëüêó òàáëèöà t ïîëíà, èìååì ¬p ∈ Γ ∩∆, ïðè ýòîì
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p ∈ V arα ∩ V arβ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íåîòäåëèìîñòüþ òàáëèöû t. Ñòàëî áûòü, ìû
äîêàçàëè, ÷òî µ, t � p ⇔ p ∈ Γ.

Ïóñòü p ∈ V arβ. Åñëè p 6∈ ∆, òî (Γ,∆) ∈ v (p) è, òåì ñàìûì, µ, t � p. Íàïðîòèâ,
äîïóñòèì p ∈ ∆. Åñëè ïðè ýòîì p ∈ Γ, òî p ∈ V arα ∩ V arβ è ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ
íåîòäåëèìîñòüþ (Γ,∆); ñëåäîâàòåëüíî, p 6∈ Γ, à ïîòîìó (Γ,∆) 6∈ v (p), ò. å. µ, t 2 p. Â èòîãå
µ, t 2 p ⇔ p ∈ ∆.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äëÿ íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Ïóñòü ϕ = 2ϕ1, ïðè÷�åì V arϕ ⊆ V arα. Åñëè µ, t � 2ϕ1, òî äëÿ ëþáîé òàáëèöû

t′ = (Γ′,∆′) òàêîé, ÷òî tRt′, èìååì µ, t′ � ϕ1, îòêóäà ϕ1 ∈ Γ′ â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Äîïóñòèì, 2ϕ1 6∈ Γ, òîãäà èç ïîëíîòû t ïîëó÷àåì ¬2ϕ1 ∈ Γ. Ðàññìîòðèì
òàáëèöó t0 = (Γ0,∆0), â êîòîðîé

Γ0 := {¬ϕ1} ∪ {χ | 2χ ∈ Γ} è ∆0 := {¬χ | ¬2χ ∈ ∆} .

Äîïóñòèì, íàøëàñü ôîðìóëà γ òàêàÿ, ÷òî V arγ ⊆ V arα∩V arβ, è äëÿ íåêîòîðûõ ôîðìóë
{2χ1, . . . ,2χn} ⊆ Γ è {¬2χn+1, . . . ,¬2χm} ⊆ ∆ âûïîëíåíî

(¬ϕ1 ∧ χ1 ∧ . . . ∧ χn)→ γ , γ → (¬χn+1 ∨ . . . ∨ ¬χm) ∈ S4 .

Êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, èìååò ìåñòî

Óïðàæíåíèå 4.12.10.

2 ((p ∧ q1 ∧ . . . ∧ qn)→ r)→ ((3p ∧2q1 ∧ . . . ∧2qn)→ 3r) ∈ K ,

2 (r → (p1 ∨ . . . ∨ pk))→ (3r → (3p1 ∨ . . . ∨3pk)) ∈ K .

Èç óïðàæíåíèÿ 4.12.10 è ïðàâèëà íîðìàëèçàöèè ïîëó÷àåì

(3¬ϕ1 ∧2χ1 ∧ . . . ∧2χn)→ 3γ , 3γ → (3¬χn+1 ∨ . . . ∨3¬χm) ∈ S4 ,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü 3¬p↔ ¬2p ∈ K, âûâîäèì

(¬2ϕ1 ∧2χ1 ∧ . . . ∧2χn)→ 3γ , 3γ → (¬2χn+1 ∨ . . . ∨ ¬2χm) ∈ S4 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåîòäåëèìîñòè òàáëèöû t. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà t0 íåîòäåëèìà. Ïóñòü
t∗ = (Γ∗,∆∗) � ïîëíîå íåîòäåëèìîå ðàñøèðåíèå òàáëèöû t0 (ñì. ëåììó 4.12.8). Ïî îïðå-
äåëåíèþ, tRt∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ1 ∈ Γ∗, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ¬ϕ1 ∈ Γ0 ⊆ Γ∗ è íåîòäåëèìîñòè
òàáëèöû t∗. Â ðåçóëüòàòå äîêàçàëè, ÷òî µ, t � 2ϕ1 âëå÷�åò 2ϕ1 ∈ Γ.

Ïóñòü 2ϕ1 ∈ Γ. Òîãäà äëÿ êàæäîé òàáëèöû t′ = (Γ′,∆′), åñëè tRt′, òî ϕ1 ∈ Γ′ (ïî
îïðåäåëåíèþ R), ò. å. µ, t′ � ϕ1 (â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
µ, t � 2ϕ1.

Ñëó÷àé 2ψ1 ∈ ∆ ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå, òàáëèöà ({α} , {β}) � íåîòäåëèìà. Ïóñòü t∗ � íåêîòîðàÿ
ðàñøèðÿþùàÿ å�å ïîëíàÿ è íåîòäåëèìàÿ òàáëèöà (ñóùåñòâóþùàÿ ïî ëåììå 4.12.8). Ðàçó-
ìååòñÿ, t∗ ∈ W , à ïîòîìó µ, t∗ � α è µ, t∗ 6� β (ïî ëåììå 4.12.9), ò. å. µ, t∗ 6� α→ β. Çíà÷èò,
α→ β 6∈ S4 (ïîñêîëüêó α→ β îïðîâåðãàåòñÿ â íåêîé S4-ìîäåëè).

Àêñèîìû T è 4 (ëîãèêè S4 = KT4) èñïîëüçîâàëèñü â ïîñëåäíåì äîêàçàòåëüñòâå,
ïî ñóòè, ëèøü ñ öåëüþ ïîêàçàòü, ÷òî øêàëà 〈W,R〉 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì. Ïîýòîìó, êàê
íåñëîæíî ïðîâåðèòü, àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò è äëÿ ëîãèê K, T è K4, ò. å.
èìååò ìåñòî
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Ñëåäñòâèå 4.12.11. Ëîãèêè K, T è K4 îáëàäàþò CIP.

Êðîìå òîãî, íàøå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè èíòåðïîëÿöèîííîå
ñâîéñòâî ñ S4 íà èíòóèöèîíèñòñêóþ ëîãèêó.

Òåîðåìà 4.12.12. Ïóñòü L ∈ EInt. Åñëè íàèìåíüøèé ìîäàëüíûé íàïàðíèê ρL ëîãèêè L
îáëàäàåò CIP, òî è ñàìà L îáëàäàåò CIP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè, ìû ïðèâåä¸ì ëèøü íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü α→ β ∈
L. Òîãäà 2 (T (α)→ T (β)) ∈ ρL. Ñ ó÷�åòîì âêëþ÷åíèÿ S4 ⊆ ρL ïîëó÷àåì T (α)→ T (β) ∈
ρL. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, íàéä�åòñÿ ôîðìóëà γ′ òàêàÿ, ÷òî V arγ′ ⊆ V arα ∩ V arβ è

T (α)→ γ′, γ′ → T (β) ∈ ρL .

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå

Óïðàæíåíèå 4.12.13. Äëÿ ëþáîé L⊥-ôîðìóëû ϕ = ϕ (p1, . . . , pn) èìååì

T (ϕ)↔ 2T (ϕ) ∈ S4 ,

T (ϕ (p1, . . . , pn))↔ T (ϕ (2p1, . . . ,2pn)) ∈ S4 .

Âîçïîëüçîâàâøèñü äàííûì óïðàæíåíèåì, ìû ïðèõîäèì ê

T (α)→ 2γ∗ , 2γ∗ → T (β) ∈ ρL , (∗)

ãäå γ∗ ïîëó÷àåòñÿ èç γ′ çàìåíîé êàæäîé ïåðåìåííîé p íà 2p.
Äàëåå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé Lm-ôîðìóëû ψ (p1, . . . , pn) ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî ñóùåñòâóåò L⊥-ôîðìóëà ϕ (p1, . . . , pn), äëÿ êîòîðîé

2ψ (2p1, . . . ,2pn)↔ T (ϕ (p1, . . . , pn)) ∈ S4 .

Òîãäà ìîæíî íàéòè L⊥-ôîðìóëó γ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

V arγ = V arγ∗ è 2γ∗ ↔ T (γ) ∈ S4 .

Ïîñëåäíåå âìåñòå ñ (∗) âëå÷�åò

T (α )→ T (γ) , T (γ)→ T (β) ∈ ρL .

Ïðèìåíèâ ïðàâèëî íîðìàëèçàöèè, èìååì

2 (T (α)→ T (γ)) , 2 (T (γ)→ T (β)) ∈ ρL .

Îòñþäà (ñì. òåîðåìó 4.12.6) çàêëþ÷àåì, ÷òî

α→ γ , γ → α ∈ L .

Ïîñêîëüêó íàèìåíüøèì ìîäàëüíûì íàïàðíèêîì äëÿ Int ÿâëÿåòñÿ S4, òî äâå ïîñëåä-
íèå òåîðåìû äàþò

Ñëåäñòâèå 4.12.14. Ëîãèêà Int îáëàäàåò CIP.
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