
Ïðîãðàììà êóðñà "Îïðåäåëèìîñòü è âû÷èñëèìîñòü".
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1 Òåîðèÿ KPU.

Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë ðàâåíñòâà. Òåî-
ðèÿ KPU îïðåäåëÿåòñÿ â ñèãíàòóðå σ∗ = σ∪{∈, . . .}, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
äîáàâëåíèåì ê ñèãíàòóðå σ ñèìâîëà ïðèíàäëåæíîñòè ∈, à òàêæå, âîçìîæ-
íî, äðóãèõ ïðåäèêàòíûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ èëè êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü σ∗ òî÷íî, îïèøåì êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì ýòîé ñèãíàòóðû, îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ âîçìîæíîñòü ôîðìàëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ σ∗.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà AM = (M;A,E, . . .) ñèãíàòó-
ðû σ∗ ñîñòîèò èç

(i) àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M = ⟨M, . . .⟩ ñèãíàòóðû σ, ïðè÷åì âîç-
ìîæåí ñëó÷àé M = ∅ (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ ïðàýëå-
ìåíòàìè AM);

(ii) íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ M (ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè AM);

(iii) îòíîøåíèÿ E ⊆ (M ∪ A) × A (êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåò îòíî-
øåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈);

(iv) äðóãèõ îòíîøåíèé, ôóíêöèé è êîíñòàíò íà ìíîæåñòâå A∪M ,
èíòåðïðåòèðóþùèå îñòàëüíûå ñèìâîëû èç σ∪{∈, . . .} (ñïèñîê êîòîðûõ
îáîçíà÷åí ìíîãîòî÷èåì).

Ñèìâîë ðàâåíñòâà ñèãíàòóðû σ∗ âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ îáû÷íûì
îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà.

Äëÿ îáîçíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ââåäåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: â àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìå AM = (M;A,E, . . .) ïåðåìåííûå

p, q, p1, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç M (ïðàýëåìåíòû),
a, b, c, d, f, r, a1, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç A (ìíîæåñòâà),
x, y, z, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç M ∪ A.

Ïîäîáíûé ñïîñîá îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ôîðìóëèðîâàòü óòâåð-
æäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîæåñòâàì èëè ïðàýëåìåíòàì. Íàïðèìåð, ôîð-
ìóëà ∀p∃a∀x(x ∈ a ↔ x = p) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî {p} ñóùåñòâóåò
äëÿ âñÿêîãî ïðàýëåìåíòà p, òîãäà êàê ôîðìóëà ∀p∃a∀q(q ∈ a ↔ q = p)
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî a, ïåðåñåêàþùååñÿ ñ êëàññîì ïðà-
ýëåìåíòîâ òîëüêî ïî p.

Â äàëüíåéøåì ñèìâîëû u, v, w áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êàê ïðàýëåìåíòû, òàê è
ìíîæåñòâà.
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Àêñèîìû òåîðèè KPU ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà. Àêñèîìû ýêñ-
òåíñèîíàëüíîñòè è ôóíäèðîâàííîñòè âûðàæàþò îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíî-
æåñòâ. Àêñèîìû ïàðû, îáúåäèíåíèÿ ∆0-âûäåëåíèÿ îïðåäåëÿþò âîçìîæ-
íûå ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ. Íàèáîëåå âàæíàÿ àêñèîìà �
∆0-îðãàíè÷åííîñòè � ãàðàíòèðóåò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ øàãîâ
êîíñòðóèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü äâå ïîñëåäíèå àêñè-
îìû, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ∆0-ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ∪{∈, . . .}
(Ëåâè, 1965).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ∆0-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ∪{∈, . . .} � ýòî
íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî Y , ñîäåðæàùåå âñå àòîìàðíûå ôîðìóëû ñèã-
íàòóðû σ ∪ {∈, . . .}, äëÿ êîòîðîãî

(i) åñëè φ ∈ Y , òî ¬φ ∈ Y ;
(ii) åñëè φ, ψ ∈ Y , òî (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ) ∈ Y ;
(iii) åñëè φ ∈ Y , òî ∀u ∈ v φ ∈ Y è ∃u ∈ v φ ∈ Y äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ

u, v.

Âàæíîñòü∆0-ôîðìóë ñëåäóåò èç ìåòàìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêòà, ñîñòîÿ-
ùåãî â òîì, ÷òî âñÿêèé ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé ñ ïîìîùüþ∆0-ôîðìóëû,
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì (ñì. äàëåå), è ýìïèðè÷åñêîãî ôàêòà (êîòîðûé áó-
äåò óñòàíîâëåí â äàëüíåéøåì), ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ìíîãèå øèðîêî èñ-
ïîëüçóåìûå ïðåäèêàòû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ∆0-ôîðìóë
(ñì. òàáëèöó 1).

Îïðåäåëåíèå 3. Àêñèîìû òåîðèè KPU (äëÿ ñèãíàòóðû σ ∪ {∈, . . .})
� ýòî óíèâåðñàëüíûå çàìûêàíèÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

Ýêñòåíñèîíàëüíîñòü: ∀x(x ∈ a↔ x ∈ b) → a = b;

Ôóíäèðîâàííîñòü: ∃xφ(x) → ∃x[φ(x) ∧ ∀y ∈ x¬φ(y)] äëÿ âñåõ ôîð-
ìóë φ(x), íå ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé y;

Ñóùåñòâîâàíèå ïàðû: ∃a(x ∈ a ∧ y ∈ a);

Îáúåäèíåíèå: ∃b∀y ∈ a∀x ∈ y(x ∈ b);

∆0-âûäåëåíèå: ∃b∀x(x ∈ b ↔ x ∈ a ∧ φ(x)) äëÿ âñåõ ∆0-ôîðìóë, íå
ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé b;

∆0-îãðàíè÷åííîñòü: ∀x ∈ a∃y φ(x, y) → ∃b∀x ∈ a∃y ∈ b φ(x, y) äëÿ
âñåõ ∆0-ôîðìóë, íå ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé
b.
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Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû φ(x) è φ(x, y) ìîãóò èìåòü ñâîáîäíûå ïåðå-
ìåííûå, îòëè÷íûå îò x è y.

Îïðåäåëåíèå 4. Àêñèîìû òåîðèè KPU+ � ýòî àêñèîìû òåîðèè KPU,
è àêñèîìà

∃a∀x[x ∈ a↔ ∃p(x = p)],

óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðàýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Àêñèîìû òåîðèè KP � ýòî àêñèîìû òåîðèè KPU,
è àêñèîìà

∀x∃a(x = a),

óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, òî åñòü
îòñóòñòâóþò ïðàýëåìåíòû.

Çàìå÷àíèå 1. Íåêîòîðûå èç àêñèîì âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñèãíàòóðû σ ∪ {∈, . . .}. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû â ÿâíîì
âèäå ôîðìóëèðóþò íåêîòîðûå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé (âñå èõ ñëåäóåò
ñ÷èòàòü àêñèîìàìè òåîðèè KPU):

∀p∀a(p ̸= a),

∃a(a = a),

∀p∀x(x /∈ p).

Ïðåäëîæåíèå 1. (i) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî 0, íå ñî-
äåðæàùåå ýëåìåíòîâ.

(ii) Äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî b = ∪a, äëÿ
êîòîðîãî x ∈ b ⇐⇒ ∃y ∈ a(x ∈ y).

(iii) Äëÿ ëþáûõ a, b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî c = a∪ b,
äëÿ êîòîðîãî x ∈ c ⇐⇒ x ∈ a èëè x ∈ b.

(iv) Äëÿ ëþáûõ a, b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî c = a∩ b,
äëÿ êîòîðîãî x ∈ c ⇐⇒ x ∈ a è x ∈ b.

Êàê îáû÷íî, óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ x è y � ýòî ìíîæåñòâî

⟨x, y⟩ = {{x}, {x, y}}.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ⟨x, y⟩ = ⟨z, w⟩ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = z è
y = w.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ a, b ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî c = a × b
(äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå a è b), òàêîå, ÷òî

c = {⟨x, y⟩|x ∈ a è y ∈ b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òàáëèöå 1, óñëîâèå íà a, b, u âèäà

u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ a ∧ y ∈ b

îïðåäåëÿåòñÿ ∆0-ôîðìóëîé, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìîé
∆0-âûäåëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ìíîæåñòâà c òàêîãî, ÷òî ⟨x, y⟩ ∈ c äëÿ âñåõ
x ∈ a, y ∈ b. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà c âûòåêàåò èç àêñèîìû ∆0-
îãðàíè÷åííîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âcÿêîãî x ∈ a ñóøåñòâóåò wx
òàêîå, ÷òî ⟨x, y⟩ ∈ wx äëÿ âñåõ y ∈ b. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äàííîãî y ∈ b
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî d = ⟨x, y⟩, ïîýòîìó ïî àêñèîìå ∆0-îãðàíè÷åííîñòè
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî wx òàêîå, ÷òî ⟨x, y⟩ ∈ wx äëÿ âñåõ y ∈ b. Âîñïîëü-
çóåìñÿ àêñèîìîé ∆0-îãðàíè÷åííîñòè åùå ðàç. Èìååì

∀x ∈ a∃w ∀y ∈ b∃d ∈ w(d = ⟨x, y⟩)︸ ︷︷ ︸
∆0

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî c1 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ a, y ∈ b ⟨x, y⟩ ∈
w äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ c1. Äëÿ ìíîæåñòâà c = ∪c1 èìååì ⟨x, y⟩ ∈ c äëÿ
âñåõ x ∈ a, y,∈ b.

Êàê îáû÷íî, èíäóêöèåé ïî n îïðåäåëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå n-êè äëÿ
n > 2:

⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨x1, ⟨x2, . . . , xn⟩⟩,
è, àíàëîãè÷íî,

a1 × . . .× an = a1 × (a2 × . . .× an).

Òàêèì îáðàçîì, a1 × . . .× an ýòî ìíîæåñòâî n-îê ⟨x1, . . . , xn⟩, ãäå xi ∈ ai
äëÿ i = 1, . . . , n.

Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû è óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà
ìîæíî, êàê îáû÷íî, îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ îòíîøåíèÿ, ôóíêöèè è ò.ï., èñ-
ïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî òîëüêî ∆0-ôîðìóëû (ñì. òàáëèöó 1).

Ìíîæåñòâî a íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì (îáîçí. Tran(a)), åñëè

∀x ∈ a∀z ∈ x(z ∈ a),

òàêèì îáðàçîì, Tran(a) � ∆0-ôîðìóëà. Ïðàýëåìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ
íå ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè. Âñÿêîå ìíîæåñòâî ïðàýëåìåíòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ òðàíçèòèâíûì. Ïóñòîå ìíîæåñòâî 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.
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Îïðåäåëåíèå 6. Îáîçíà÷èì P(a) = a ∪ {a}.
Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå (ìåòîäîì èíäóêöèè), ÷òî äëÿ ëþáîãî n

KPU ⊢ ∀x1 . . . ∀xn∃a(a = {x1, . . . , xn}).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � ìíîæåñòâî òðàíçèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ, òî ∪a � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ìíîæåñòâî a òðàíçèòèâíî, è b ⊆ a, òî ìíîæåñòâî a ∪ {b} òàêæå
òðàíçèòèâíî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a òðàíçèòèâíî, òî òðàíçèòèâíî è
P(a).

Îïðåäåëåíèå 7. Îðäèíàëîì íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî,
êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Ôîðìàëü-
íî,

Ord(a) ⇐⇒ Tran(a) ∧ ∀x ∈ aTran(x).

Îðäèíàëû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè α, β, γ, . . .. Çàïèñü α < β îçíà-
÷àåò, ÷òî α ∈ β. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, åñëè äëÿ
âñåõ β 6 α ïðè β ̸= 0 èìååì β = P(γ) äëÿ íåêîòîðîãî γ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû n,m, . . ..

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå â KPU:
(i) 0 ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì;
(ii) åñëè α � îðäèíàë, òî P(α) � òàêæå îðäèíàë, êîòîðûé îáîçíà÷à-

åòñÿ α + 1;
(iii) åñëè α ̸= β, òî α < β èëè β < α (èñïîëüçóéòå àêñèîìó ôóíäè-

ðîâàííîñòè);
(iv) äëÿ âñåõ α âåðíî α ̸< α;
(v) åñëè a � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ, òî β = ∪a òàêæå ÿâëÿåòñÿ

îðäèíàëîì, ïðè÷åì α 6 β äëÿ âñåõ α ∈ a è ∃α ∈ a(γ 6 α) äëÿ âñåõ γ < β
(òî åñòü β = sup(a) � ñóïðåìóì ìíîæåñòâà a);

(vi) åñëè α < β, òî α + 1 6 β;
(vii) ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ èìååò íàèìåíüøèé ýëå-

ìåíò.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî a íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò áèåêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé dom(f) = a, à ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìíîæåñòâî a íàçûâàåòñÿ
ñ÷åòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé dom(f) = a, à ìíî-
æåñòâîì çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë.
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Óïðàæíåíèå 4. (i) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò îðäèíàëà ÿâëÿåò-
ñÿ îðäèíàëîì.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî òðàíçèòèâíî, à åãî ýëåìåíòû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû
îòíîøåíèåì ∈.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî îðäèíàë êîíå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Òàáëèöà 1. Íåêîòîðûå ∆0-ïðåäèêàòû.
îáîçíà÷åíèå ∆0-îïðåäåëåíèå
x ⊆ y ∀z ∈ x(z ∈ y)
a = {x, y} (x ∈ a) ∧ (y ∈ a) ∧ ∀z ∈ a((z = x) ∨ (z = y))
a = ⟨x, y⟩ ∃b ∈ a∃c ∈ a((b = {x}) ∧ (c = {x, y}) ∧ (a = {b, c}))
Pair(a) ∃c ∈ a∃x ∈ c∃y ∈ c(a = ⟨x, y⟩)
pr1(a) = x ∃c ∈ a∃y ∈ c(a = ⟨x, y⟩)
pr2(a) = y ∃c ∈ a∃x ∈ c(a = ⟨x, y⟩)
Reln(a) ∀x ∈ aPair(x)
Fun(f) Reln(f) ∧ ∀a ∈ f∀b ∈ f((pr1(a) = pr1(b)) → (pr2(a) = pr2(b)))
a = dom(r) Reln(r) ∧ ∀b ∈ r(pr1(b) ∈ a) ∧ ∀x ∈ a∃b ∈ r(pr1(b) = x)
a = rng(r) Reln(r) ∧ ∀b ∈ r(pr2(b) ∈ a) ∧ ∀x ∈ a∃b ∈ r(pr2(b) = x)
y = f(x) Fun(f) ∧ (⟨x, y⟩ ∈ f)
a = ∪b ∀x ∈ b∀y ∈ x(y ∈ a) ∧ ∀y ∈ a∃x ∈ b(y ∈ x)

Êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà � ïåðâûå ïðèìåðû ïîíÿòèé, êîòîðûå
íåëüçÿ îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ∆0-ôîðìóë. Äàííûå îïðåäåëåíèÿ ôîð-
ìàëüíî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∃fφ(f, a),

ãäå φ � ∆0-ôîðìóëà. Ôîðìóëû âèäà ∃uφ(u), ãäå φ � ∆0-ôîðìóëà, íàçû-
âàþòñÿ Σ1-ôîðìóëàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ
ôîðìóë, ýêâèâàëåíòíûõ Σ1-ôîðìóëàì, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
ïðèíöèïàõ âûäåëåíèÿ, îãðàíè÷åííîñòè è çàìåùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Êëàññ Σ-ôîðìóë � ýòî íàèìåíüøèé êëàññ Y , ñîäåð-
æàùèé âñå ∆0-ôîðìóëû, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè, äèçú-
þíêöèè, îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè, è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
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(i) åñëè φ ∈ Y , òî ∃uφ ∈ Y äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ u.
Êëàññ Π-ôîðìóë � ýòî íàèìåíüøèé êëàññ Y ′, ñîäåðæàùèé âñå ∆0-
ôîðìóëû, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè, îãðàíè-
÷åííîé êâàíòèôèêàöèè, è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

(ii) åñëè φ ∈ Y , òî ∀uφ ∈ Y äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ u.

Íàïðèìåð, ôîðìóëû

∀b ∈ a[b ñ÷åòíî] è ∀x ∈ a∃b[Tran(b) ∧ x ∈ b]

� Σ-ôîðìóëû, íî íå Σ1-ôîðìóëû. Î÷åâèäíî, ÷òî îòðèöàíèå Σ-ôîðìóëû
ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Π-ôîðìóëå, è íàîáîðîò. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
ê òåîðåìå 1 ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé Σ-ôîðìóëû φ ñóùåñòâóåò Σ1-
ôîðìóëà φ′ òàêàÿ, ÷òî

KPU ⊢ φ↔ φ′.

Åñëè φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, w � ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ
â ýòîé ôîðìóëå, òî ÷åðåç φ(w) îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò îãðàíè÷åíèÿ âñåõ
íåîãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ â φ ïåðåìåííîé w, òî åñòü â ôîðìóëå φ âñå
êâàíòîðû âèäà ∃u çàìåíÿþòñÿ íà ∃u ∈ w, à âñå êâàíòîðû âèäà ∀u � íà
∀u ∈ w. Òàêèì îáðàçîì, φ(w) � ∆0-ôîðìóëà. Åñëè φ � ∆0-ôîðìóëà, òî
î÷åâèäíî φ(w) = φ. Âñþäó äàëåå çàïèñü φ(w) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî w íå
âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå φ.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé Σ-ôîðìóëû φ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îáùåçíà-
÷èìû (òî åñòü èñòèííû âî âñåõ ñèñòåìàõ âèäà AM):

(i) (φ(u) ∧ u ⊆ v) → φ(v),
(ii) φ(u) → φ,

ãäå u ⊆ v åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ ôîðìóëû ∀x[x ∈ u → x ∈ v]. (Íà ñàìîì
äåëåå, òî÷íåå ãîâîðèòü îá îáùåçíà÷èìîñòè óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé
ôîðìóë (i) è (ii)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîëüêî óòâåðæäåíèÿ (i).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ Σ-ôîðìóëû φ. Ïóñòü
AM = (M, A, E, . . .), x, y ∈ A ∪ M , è x ⊆ y âåðíî â AM. Åñëè φ �
∆0-ôîðìóëà, òî î÷åâèäíî φ(x) = φ(y) = φ. Åñëè φ èìååò âèä φ1 ∗ φ2,
∗ ∈ {∧,∨}, òî ïî èíäóêöèè èç φ

(x)
i ñëåäóåò φ(y) (i=1,2), ïîýòîìó èç φ(x)

ñëåäóåò φ(y). Àíàëîãè÷íî äëÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ.
Ïóñòü òåïåðü φ èìååò âèä ∃wφ1(w), è ïóñòü φ

(x) âåðíî â AM, òî åñòü ñó-
ùåñòâóåò w ∈ x, äëÿ êîòîðîãî φ1(w)

(x) âåðíî â AM. Ïî èíäóêöèè φ1(w)
(y)

âåðíî â AM, à òàê êàê x ⊆ y, òî âåðíî è ∃w ∈ y(φ1(w)
(y)), òî åñòü φ(y).
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Òåîðåìà 1. (ïðèíöèï Σ-ðåôëåêñèè) Äëÿ ëþáîé Σ-ôîðìóëû φ

KPU ⊢ φ↔ ∃aφ(a).

Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè KPUëþáàÿ Σ-ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà Σ1-ôîðìóëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ôîðìóëà ∃aφ(a) → φ îáùåçíà-
÷èìà, ïîýòîìó àêñèìû KPU íóæíû ëèøü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà φ→ ∃aφ(a).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ φ, ïðè÷åì ñëó÷àé,
êîãäà φ � ∆0-ôîðìóëà, òðèâèàëåí. Ðàññìîòðèì òðè íàèáîëåå èíòåðåñíûõ
ñëó÷àÿ, îñòàâëÿÿ äâà äðóãèõ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëó÷àé 1. Ôîðìóëà φ èìååò âèä ψ ∧ θ. Ïî èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî

KPU ⊢ ψ ↔ ∃aψ(a) è

KPU ⊢ θ ↔ ∃aθ(a).

Ïîêàæåì, ÷òî
KPU ⊢ (ψ ∧ θ) → ∃a[ψ ∧ θ](a).

Ïóñòü èìååò ìåñòî ψ ∧ θ. Ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóþò a1 è a2 òàêèå, ÷òî
ψ(a1) è θ(a2). Åñëè òåïåðü âçÿòü a = a1 ∪ a2, òî ψ(a) è θ(a) èìåþò ìåñòî ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå.

Ñëó÷àé 2. Ôîðìóëà φ èìååò âèä ∀u ∈ vψ(u). Ïî èíäóêöèè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî

KPU ⊢ ψ ↔ ∃aψ(a).

Ïóñòü èìååò ìåñòî ∀u ∈ vψ(u). Ïîêàæåì, ÷òî ∃a∀u ∈ vψ(u)(a). Äëÿ êàæ-
äîãî u ∈ v ñóùåñòâóåò b òàêîå, ÷òî ψ(u)(b), ïîýòîìó ïî ïðèíöèïó ∆0-
îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâóåò a0 òàêîå, ÷òî ∀u ∈ v∃b ∈ a0ψ(u)

(b). Ïîëî-
æèì a = ∪a0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ v èìååì ∃b ⊆ aψ(u)(b), ïîýòîìó
∀u ∈ vψ(u)(a) ïî ïðåäûäóùåé ëåììå.

Ñëó÷àé 3. Ôîðìóëà φ èìååò âèä ∃uψ(u). Ïî èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ψ(u) ↔ ∃bψ(u)(b). Ïóñòü èìååò ìåñòî ∃uψ(u). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò a, äëÿ êîòîðîãî ∃u ∈ aψ(u)(a). Ïóñòü èìååò ìåñòî ψ(u); âîçü-
ìåì b, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ψ(u)(b), è ïîëîæèì a = b ∪ {u}. Òîãäà
u ∈ a è ψ(u)(a) ïî ïðåäûäóùåé ëåììå.

Â ïåðâîíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, äàííîì Ïëà-
òåêîì, ïðèíöèï Σ-ðåôëåêñèè ïîñòóëèðóåòñÿ â êà÷åñòâå àêñèîìû. Ðîëü
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ýòîãî ïðèíöèïà î÷åíü âåëèêà, êàê ìû óâèäèì äàëåå. Îäíàêî ïðèíöèï
∆0-îãðàíè÷åííîñòè, âî-ïåðâûõ, ëåã÷å ïðîâåðÿåòñÿ â êîíêðåòíûõ ñèñòå-
ìàõ, âî-âòîðûõ, îí áîëüøå ïîõîæ íà ïðèâû÷íóþ àêñèîìó çàìåíû èç ZF.

Òåîðåìà 2. (ïðèíöèï Σ-îãðàíè÷åííîñòè). Äëÿ êàæäîé Σ-ôîðìóëû φ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé KPU: åñëè ∀x ∈ a∃yφ(x, y),
òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî b òàêîå, ÷òî ∀x ∈ a∃y ∈ bφ(x, y) è ∀y ∈
b∃x ∈ aφ(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∀x ∈ a∃yφ(x, y). Ïî ïðèíöèïó Σ-ðåôëåêñèè ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî c òàêîå, ÷òî

(1) ∀x ∈ a∃y ∈ cφ(c)(x, y).

Ïóñòü
(2) b = {y ∈ c|∃x ∈ aφ(c)(x, y)},

ýòî ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò ïî ïðèíöèïó ∆0-âûäåëåíèÿ. Òàê êàê ïî äîêà-
çàííîé ðàíåå ëåììå φ(c)(x, y) → φ(x, y), èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

∀x ∈ a∃y ∈ bφ(x, y),

à èç (2) ñëåäóåò, ÷òî
∀y ∈ b∃x ∈ aφ(x, y).

Òåîðåìà 3. (ïðèçíàê ∆-âûäåëåíèÿ). Äëÿ ëþáîé Σ-ôîðìóëû φ(x) è ëþ-
áîé Π-ôîðìóëû ψ(x) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé KPU:
åñëè ∀x ∈ a(φ(x) ↔ ψ(x)), òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî b = {x ∈ a|φ(x)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∀x ∈ a(φ(x) ↔ ψ(x)). Òîãäà ∀x ∈ a(φ(x) ∨
¬ψ(x)). Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà Σ-ôîðìóëå, ñóùåñòâó-
åò c òàêîå, ÷òî ∀x ∈ a(φ(c)(x) ∨ ¬ψ(c)(x)). Ïî ïðèíöèïó ∆0-âûäåëåíèÿ,
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî b = {x ∈ a|φ(c)(x)}. ßñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ b
âåðíî φ(x). Åñëè x ∈ a è φ(x), òî ψ(x), à çíà÷èò è ψ(c)(x) (òàê êàê
ψ(x) → ψ(c)(x)), ïîýòîìó φ(c)(x). Òàêèì îáðàçîì, x ∈ b.

Òåîðåìà 4. (ïðèíöèï Σ-çàìåùåíèÿ). Äëÿ ëþáîé Σ-ôîðìóëû φ(x, y) ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé KPU: åñëè ∀x ∈ a∃!yφ(x, y),
òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé dom(f) = a è ∀x ∈ aφ(x, f(x)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðèíöèïó Σ-îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
b òàêîå, ÷òî ∀x ∈ a∃y ∈ bφ(x, y). Ïî ïðèíöèïó ∆-âûäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî f òàêîå, ÷òî

f = {⟨x, y⟩ ∈ a× b|φ(x, y)} =

= {⟨x, y⟩ ∈ a× b|¬∃z(φ(x, z) ∧ y ̸= z)}.

Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå íà ïðàêòèêå òðóäíî èñïîëüçîâàòü èç-çà
êâàíòîðà ∃! â ïîñûëêå. ×àñòî áûâàåò ïîëåçíåé

Òåîðåìà 5. (ïðèíöèï ñèëüíîãî Σ-çàìåùåíèÿ). Äëÿ êàæäîé Σ-ôîðìóëû
φ(x, y) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé KPU: åñëè ∀x ∈
a∃yφ(x, y), òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî dom(f) = a è

(i) ∀x ∈ a f(x) ̸= 0;
(ii) ∀x ∈ a∀y ∈ f(x) φ(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðèíöèïó Σ-îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
b òàêîå, ÷òî ∀x ∈ a∃y ∈ bφ(x, y) è ∀y ∈ b∃x ∈ aφ(x, y). Ïî ïðèíöèïó Σ-
ðåôëåêñèè ñóùåñòâóåò w òàêîå, ÷òî

∀x ∈ a∃y ∈ bφ(w)(x, y) è ∀y ∈ b∃x ∈ aφ(w)(x, y).

Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî x ∈ a âñëåäñòâèå àêñèîì ∆0-âûäåëåíèÿ è ýêñ-
òåíñèîíàëüíîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî cx òàêîå, ÷òî

cx = {y ∈ b|φ(w)(x, y)}.

Ïî ïðèíöèïó Σ-çàìåùåíèÿ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé dom(f) =
a è f(x) = cx äëÿ âñåõ x ∈ a.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü φ(x1, . . . , xn) � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗, à
ψ(x1,. . . ,xn) � Π-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗, òàêèå, ÷òî

KPU ⊢ φ↔ ψ.
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Ïóñòü R � íîâûé n-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, îïðåäåëÿåìûé ïðåä-
ëîæåíèåì

(R) ∀x1 . . . ∀xn[R(x1, . . . , xn) ↔ φ(x1, . . . , xn)].

Òîãäà R íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì ∆-îòíîøåíèÿ â KPU.

Ëåììà 2. Ïóñòü òåîðèÿ KPUðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèãíàòóðå σ∗, è ïóñòü
R � ñèìâîë ∆-îòíîøåíèÿ â KPU. ×åðåç KPU′ îáîçíà÷èì òåîðèþ KPUäëÿ
ñèãíàòóðû σ∗(R) âìåñòå ñ àêñèîìîé (R).

(i) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû θ(x̄) ñèãíàòóðû σ∗(R) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
θ0(x̄) ñèãíàòóðû σ∗ òàêàÿ, ÷òî â KPU+(R) âûâîäèìà

θ(x̄) ↔ θ0(x̄).

Êðîìå òîãî, åñëè θ � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗(R), òî θ0 � Σ-ôîðìóëà
ñèãíàòóðû σ∗.

(ii) Äëÿ ëþáîé ∆0-ôîðìóëû θ(x̄) ñèãíàòóðû σ∗(R) ñóùåñòâóþò Σ- è
Π-ôîðìóëû θ0(x̄) è θ1(x̄) ñèãíàòóðû σ∗ òàêèå, ÷òî â KPU+(R) âûâîäè-
ìû

θ(x̄) ↔ θ0(x̄) è θ(x̄) ↔ θ1(x̄).

(iii) KPU′ ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì KPU, òî åñòü
äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ θ ñèãíàòóðû σ∗

KPU′ ⊢ θ ⇐⇒ KPU ⊢ θ.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü φ(x1, . . . , xn, y) � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗,
äëÿ êîòîðîé

KPU ⊢ ∀x1 . . . ∀xn∃!yφ(x1, . . . , xn, y).

Ïóñòü F � íîâûé n-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, îïðåäåëÿåìûé
ïðåäëîæåíèåì

(F) ∀x1 . . . ∀xn∀y[F(x1, . . . , xn) = y ↔ φ(x1, . . . , xn, y)].

Òîãäà F íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Σ-ôóíêöèè â KPU.

Ëåììà 3. Ïóñòü òåîðèÿ KPUðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèãíàòóðå σ∗, è ïóñòü
F � ñèìâîë Σ-ôóíêöèè â KPU. ×åðåç KPU′ îáîçíà÷èì òåîðèþ KPUäëÿ
ñèãíàòóðû σ∗(F) âìåñòå ñ àêñèîìîé (F).
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(i) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû θ(x̄) ñèãíàòóðû σ∗(F) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
θ0(x̄) ñèãíàòóðû σ∗ òàêàÿ, ÷òî â KPU+(F) âûâîäèìà

θ(x̄) ↔ θ0(x̄).

Êðîìå òîãî, åñëè θ � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗(F), òî θ0 � Σ-ôîðìóëà
ñèãíàòóðû σ∗.

(ii) Äëÿ ëþáîé ∆0-ôîðìóëû θ(x̄) ñèãíàòóðû σ∗(F) ñóùåñòâóþò Σ- è
Π-ôîðìóëû θ0(x̄) è θ1(x̄) ñèãíàòóðû σ

∗ òàêèå, ÷òî â KPU+(F) âûâîäèìû

θ(x̄) ↔ θ0(x̄) è θ(x̄) ↔ θ1(x̄).

(iii) KPU′ ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì KPU.

2 Σ-ðåêóðñèÿ.

Òåîðåìà 6. (Ñóùåñòâîâàíèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ). Â KPUìîæíî
îïðåäåëèòü ñèìâîë Σ-ôóíêöèè TC òàê, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè KPU: äëÿ ëþáîãî x TC(x) � òðàíçèòèâíîå
ìíîæåñòâî, x ⊆ TC(x), è äëÿ ëþáîãî òðàíçèòèâíîãî ìíîæåñòâà a èç
x ⊆ a ñëåäóåò TC(x) ⊆ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé îòíîñèòåëüíî
∈: äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ àêñèîìó ôóíäèðîâàííîñòè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∀x(∀y ∈ xφ(y) → φ(x)) → ∀xφ(x).

Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ∀xφ(x), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x φ(x) âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè φ(y) äëÿ âñåõ y ∈ x.

Åñëè áû ñóùåñòâîâàíèå îðäèíàëà ω ìîæíî áûëî äîêàçàòü â KPU, ñ
åãî ïîìîùüþ ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü

TC(a) = a ∪ (∪a) ∪ (∪ ∪ a) ∪ . . . .

Äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîå çàìå÷àíèå ñëåäóåò èìåòü â âèäó.
Îïðåäåëèì ïðåäèêàò Q(x, a) êàê

x ⊆ a ∧ Tran(a) ∧ ∀b(x ⊆ b ∧ Tran(b) → a ⊆ b).
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Ïðåäèêàò Q îïðåäåëÿåòñÿ Π-ôîðìóëîé, è Q(x, a) îçíà÷àåò, ÷òî a � íàè-
ìåíüøåå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x. ßñíî, ÷òî Q(x, a) ∧
Q(x, a′) → a = a′.

Äàëåå, ïóñòü P (x, a) � Σ-ïðåäèêàò, îïðåäåëÿåìûé êàê

x � ïðàýëåìåíò ∧ a = 0, èëè

x � ìíîæåñòâî, x ⊆ a,Tran(a) ∧ ∀z ∈ a∃f [Fun(f) ∧ dom(f)

� íàòóðàëüíîå ÷èñëî n+1 = {0, . . . , n}∧z = f(0) ∈ f(1) ∈ . . . ∈ f(n) ∈ x.

(Ìíîãîòî÷èå . . . ëåãêî ôîðìàëèçóåìî, ïîýòîìó äàííîå îïðåäåëåíèå íå
ñîäåðæèò "ñêðûòîé"ðåêóðñèè.) Ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíûì ÷èñ-
ëàì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî P (x, a) → Q(x, a). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, P (x, a)∧
P (x, a′) → a = a′.

Åñëè áû äëÿ êàæäîãî x ñóùåñòâîâàëî ìíîæåñòâî a òàêîå, ÷òî P (x, a),
òî Σ-ôóíêöèÿ TC îïðåäåëÿëàñü áû óñëîâèåì

TC(x) = a ⇐⇒ P (x, a)

è TC(x) äåéñòâèòåëüíî áûëî áû òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì x. Èòàê,
íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ∀x∃aP (x, a). Åñëè x � ïðàýëåìåíò, òî a = 0, ïî-
ýòîìó óñòàíîâèì ∀b∃aP (b, a) èíäóêöèåé îòíîñèòåëüíî ∈. Äëÿ äàííîãî b
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∀x ∈ b∃cP (x, c),

à çíà÷èò è
∀x ∈ b∃!cP (x, c).

Ïî ïðèíöèïó Σ-çàìåùåíèÿ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g, äëÿ êîòîðîé dom(g) =
b è P (x, g(x)) äëÿ âñåõ x ∈ b. Ïîëîæèì

a = b ∪ (∪rng(g)) = b ∪ (∪x∈bg(x)).

ßñíî, ÷òî b ⊆ a, è, êðîìå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî a òðàíçèòèâíî.
Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè P (b, a). Ïóñòü z ∈ a. Åñëè z ∈
b, ïîëîæèì f = {⟨0, z⟩}. Ïóñòü òåïåðü z ∈ ∪rng(g), òî åñòü z ∈ g(x) äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈ b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h, äëÿ êîòîðîé dom(h) =
n+ 1, h(0) = z, h(i) ∈ h(i+ 1), è h(n) ∈ x (òàê êàê P (x, g(x))). Ïîëîæèì
f = h∪{⟨n+1, x⟩}. Òîãäà f(0) = z ∈ f(1) ∈ f(2) ∈ . . . ∈ f(n+1) = x ∈ b,
à çíà÷èò P (a, b).
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óñèëèòü ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èíäóê-
öèåé îòíîñèòåëüíî ∈.

Òåîðåìà 7. (Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî TC.) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
φ(x) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé KPU: åñëè äëÿ ëþáîãî
x èç ∀y ∈ TC(x)φ(y) ñëåäóåò φ(x), òî ∀xφ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç äàííîé ïîñûëêè ñëåäóåò, ÷òî ∀x∀y ∈
TC(x)φ(y). Â ýòîì ñëó÷àå âåðíî è ∀xφ(x), òàê êàê x ∈ TC({x}). Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ x

(1) ∀y ∈ TC(z)φ(y),

äîêàçûâàÿ èíäóêöèåé ïî ∈, ÷òî ∀y ∈ TC(x)φ(y). Îòñþäà ââèäó ïîñûëêè
ñëåäóåò, ÷òî φ(z), òî åñòü èìååò ìåñòî φ(y) äëÿ âñåõ y∈x ∪ (∪{TC(z)|z ∈
x}) = TC(x).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæå-
íèè.

Òåîðåìà 8. (Îïðåäåëåíèå ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè.) Ïóñòü G � ñèìâîë
n + 2-ìåñòíîé Σ-ôóíêöèè, n > 0. Ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé ñèìâîë
Σ-ôóíêöèè F , äëÿ êîòîðîãî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò òåîðåìîé
KPU+ (F ) (ãäå (F ) � àêñèîìà, îïðåäåëÿþùàÿ F ): äëÿ âñåõ x1, . . . , xn, y

(i) F (x1, . . . , xn, y) = G(x1, . . . , xn, y, {⟨z, F (x1, . . . , xn, z)⟩|z ∈ TC(y)}).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîâîëüíî äëèííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 8, ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé. Íàïðèìåð, (i) ìîæíî
çàìåíèòü íà

F (x1, . . . , xn, y) = G(x1, . . . , xn, y, {⟨z, F (x1, . . . , xn, z)⟩|z ∈ y}).

(Âîçüìåì G′(x̄, y, f) = G(x̄, y, f � y) è ïðèìåíèì òåîðåìó 8.) Ìîæíî òàê-
æå ïî äâóì ôóíêöèÿì G è H îïðåäåëèòü

F (x1, . . . , xn, p) = H(x1, . . . , xn, p),

F (x1, . . . , xn, a) = G(x1, . . . , xn, a, {⟨z, F (x1, . . . , xn, z)⟩|z ∈ TC(a)}).

Îáû÷íî èìåííî â òàêîì âèäå îïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè áóäóò
äàâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèâ, ÷òî ôóíêöèÿ F óæå îïðåäåëåíà, íóæíî óñòà-
íîâèòü, ÷òî äëÿ âñåõ x1, . . . , xn, y ñóùåñòâóåò f òàêîå, ÷òî

(1) f � ôóíêöèÿ ∧ dom(f) = TC(y),

(2) ∀w ∈ dom(f) (f(w) = F (x1, . . . , xn, w)), è

(3) F (x1, . . . , xn, y) = G(x1, . . . , xn, y, f).

Ýòè çàìå÷àíèÿ äàþò èäåþ íóæíîãî îïðåäåëåíèÿ F . Äëÿ óäîáñòâà îáî-
çíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 1. Ïóñòü P (x, y, z, f) � Σ-ïðåäèêàò,
îçíà÷àþùèé, ÷òî

f � ôóíêöèÿ ∧ dom(f) = TC(y)

∧∀w ∈ TC(y) (f(w) = G(x,w, f � TC(w)))
∧z = G(x, y, f).

Ìû äîêàæåì, ÷òî

(4) ∀x∀y∃!z∃fP (x, y, z, f);

è ââèäó ýòîãî ñìîæåì îïðåäåëèòü ñèìâîë Σ-ôóíêöèè f òàê:

(5) F (x, y) = z ⇐⇒ ∃fP (x, y, z, f)

(ÿñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ÿâëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
(4) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

(6) P (x, y, z, f) ∧ P (x, y, z′, f ′) → z = z′ ∧ f = f ′, è

(7) ∀y∃z∃fP (x, y, z, f).

Äîêàæåì (6) è (7) èíäóêöèåé ïî TC(y). Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ñâîéñòâà (8) è (9), âûòåêàþùèå èç îïðåäåëåíèÿ P :

(8) P (x, y, z, f) → z = G(x, y, f);

(9) P (x, y, z, f) ∧ w ∈ TC(y) → P (x,w, f(w), f � TC(w)).
Èòàê, äîêàæåì (6) èíäóêöèåé ïî TC(y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ w ∈
TC(y) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî u è íå áîëåå îäíîãî g, äëÿ êîòîðûõ
P (x,w, u, g), è ïîêàæåì, ÷òî P (x, y, z, f)∧P (x, y, z′, f ′) → z = z′ ∧ f = f ′.
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Òàê êàê z = G(x, y, f) è z′ = G(x, y, f ′), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f = f ′.
Íî f è f ′ � ôóíêöèè ñ îäèíàêîâîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ TC(y), ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f(w) = f ′(w) äëÿ âñåõ w ∈ TC(y). Íî ïî (9) èìå-
þò ìåñòî P (x,w, f(w), f � TC(w)) è P (x,w, f ′(w), f ′ � TC(w)), ïîýòîìó
f(w) = f ′(w) ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü
(7), è çäåñü êàê ðàç èñïîëüçóåòñÿ ∆0-îãðàíè÷åííîñòü â ôîðìå ïðèíöè-
ïà Σ-çàìåùåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ∃z∃fP (x, y, z, f), ïðåäïîëàãàÿ, èíäóêöè-
åé îòíîñèòåëüíî TC, ÷òî ∀w ∈ TC(y)∃u∃gP (x,w, u, g), à çíà÷èò, âñëåä-
ñòâèå (6), ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå uw, gw, äëÿ êîòîðûõ P (x,w, uw, gw).
Ïî ïðèíöèïó Σ-çàìåùåíèÿ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f = {⟨w, uw⟩|w ∈ TC(y)}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (7) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî P (x, y,G(x, y, f), f),
à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀z ∈ TC(y)(f(z) = G(x, z, f �
TC(z))). Òàê êàê P (x, z, uz, gz), òî f(z) = uz = G(x, y, gz). Ïîýòîìó îñòà-
åòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî f � TC(z) = gz. Äëÿ w ∈ dom(gz) = TC(z)
èç (9) ñëåäóåò, ÷òî P (x,w, gz(w), gz � TC(w)). Îòñþäà ïî (6) ïîëó÷àåì,
÷òî gz(w) = uw = f(w), à çíà÷èò gz = f � TC(z), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òàêèì îáðàçîì, (7) äîêàçàíî. Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü F ñ ïîìîùüþ
(5) è ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ (i) èç ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû. Ñîãëàñíî (5),

F (x, y) = G(x, y, f), åñëè P (x, y,G(x, y, f), f),

ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

f = {⟨z, F (x, z)⟩|z ∈ TC(y)}.

Äëÿ z ∈ TC(y) èç (9) ñëåäóåò, ÷òî P (x, z, f(z), f � TC(z)), ïîýòîìó èç (5)
ïîëó÷àåì F (x, z) = f(z), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óïðàæíåíèå 5. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè F1, F2 îáå óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ (i) òåîðåìû 8 ïðè âñåõ x1, . . . , xn, y, òî F1(x1, . . . , xn, y) =
F2(x1, . . . , xn, y) ïðè âñåõ x1, . . . , xn, y.

Äëÿ ïðèìåíåíèé òåîðåìû 8 îáû÷íî íåò íåîáõîäèìîñòè â ÿâíîì âèäå
îïðåäåëÿòü ôóíêöèè G è H.

Ñëåäñòâèå 1. (∆-ïðåäèêàòû, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè). Ïóñòü
P è Q � ñîîòâåòñòâåííî n + 1- è n + 2-ìåñòíûå ∆-ïðåäèêàòû, n > 0.
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Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ∆-ïðåäèêàò R òàê, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ äîêàçóåìû â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàñøèðåíèè KPU:

(i) R(x1, . . . , xn, p) ↔ P (x1, . . . , xn, p);

(ii) R(x1, . . . , xn, a) ↔ Q(x1, . . . , xn, a, {b ∈ TC(a)|R(x1, . . . , xn, b)}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G è H � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðåäè-
êàòîâ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ Σ-ðåêóðñèþ, îïðåäåëèì F � õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ R, òîãäà

R(x1, . . . , xn, y) ↔ F (x1, . . . , xn, y) = 1

↔ F (x1, . . . , xn, y) ̸= 0,

ïîýòîìó R áóäåò ∆-ïðåäèêàòîì.

Ïðèìåðû Σ-ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè:
1) ôóíêöèÿ rnk, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó KPU-ìîäåëè
îðäèíàë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ýòîãî ýëåìåíòà:

rnk(p) = 0,
rnk(a) = sup{rnk(x) + 1 |x ∈ a};

2) ôóíêöèÿ sp, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó KPU-ìîäåëè
ìíîæåñòâî ïðàýëåìåíòîâ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ýòîãî ýëåìåíòà:

sp(p) = {p},
sp(a) = ∪{sp(x) |x ∈ a};

3) ôóíêöèè + è ·, ñîïîñòàâëÿþùèå ïðîèçâîëüíîé ïàðå îðäèíàëîâ KPU-
ìîäåëè îðäèíàëû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èõ ñóììîé è
ïðîèçâåäåíèåì:

α + β = α ∪ sup{(α + γ) + 1 | γ < β},
α · β = sup{(α · γ) + α | γ < β}.

3 Óñòîé÷èâûå è àáñîëþòíûå ïðåäèêàòû.

Â ýòîì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì àêñèîìû âûäå-
ëåíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè â òåîðèè KPU ïîñòóëèðóþòñÿ òîëüêî äëÿ ∆0-
ôîðìóë. Îáîñíîâàíèå òàêîãî âûáîðà èñïîëüçóåò îäíî èç öåíòðàëüíûõ
ïîíÿòèé äàííîãî êóðñà � ïîíÿòèå àáñîëþòíîñòè.

Íàïîìíèì ïðîöåññ çàäàíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíîãî óíèâåðñóìà VM

(ñì. íà÷àëî ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà). Ìíîæåñòâà äîáàâëÿþòñÿ â VM ïî
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øàãàì, è ïðèíöèï âûäåëåíèÿ ðåãëàìåíòèðóåò âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ìíîæåñòâ íà êàæäîì øàãå. Ñóòü ïðèíöèïà ∆0-âûäåëåíèÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî b = {x ∈ a|φ(x, y)} ìîæåò áûòü îáðàçîâàíî íà
øàãå α òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà óæå ïîñòðîåíû a è y, è çíà÷åíèå
φ(x, y) ïîëíîñòüþ (àáñîëþòíî) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ äî øàãà α. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà áîëåå ïîçäíåì
øàãå β ìíîæåñòâî {x ∈ a|φ(x, y)} äîëæíî ñîâïàäàòü ñ b, íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî òåïåðü èìååòñÿ áîëüøå ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãëè áû èçìåíèòü
çíà÷åíèå φ(x, y), áóäü òàì íåîãðàíè÷åííûå êâàíòîðû.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è â ñëó÷àå ïðèíöèïà îãðàíè÷åíííîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿVM îêàçàëîñü, ÷òî ∀x ∈ a∃yφ(x, y).
Íóæíî, ÷òîáû íà ñëåäóþùåì ùàãå ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî b,
äëÿ êîòîðîãî ∀x ∈ a∃y ∈ bφ(x, y) áûëî ñïðàâåäëèâî íà ýòîì è âñåõ ïîñëå-
äóþùèõ øàãàõ. Íî ÷òî åñëè óæå ïîÿâëåíèå ñàìîãî ìíîæåñòâà b ïðèâå-
äåò ê íàðóøåíèþ φ(x, y) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ a? Òàêîå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,
åñëè φ ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííûå êâàíòîðû. Èñõäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæå-
íèé, ïðèíöèï îãðàíè÷åííîñòè äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ ôîðìóë
φ(x, y), êîòîðûå íå ìîãóò ìåíÿòü çíà÷åíèÿ ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ ýëå-
ìåíòîâ â óíèâåðñóì ìíîæåñòâ. Èíûìè ñëîâàìè, ôîðìóëà φ(x, y) äîëæíà
áûòü àáñîëþòíîé.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü AM = (M, A, E, . . .) � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñèãíàòóðû σ∗. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ïóñòü

aE = {y ∈M ∪ A|yEa}.

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå aE çàâèñèò êàê îò a, òàê è îò AM. Ãðóáî ãî-
âîðÿ, aE � ìíîæåñòâî, êîòîðûì a "âèäèòñÿ"èç AM.

Ñòàíäàðòíîå ïîíÿòèå ïîäñèñòåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ
è íà ñèñòåìû ñèãíàòóðû σ∗. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî AM � ïîäñèñòåìà BN,
è îáîçíà÷àòü AM 6 BN, ãäå AM = (M, A, E, . . .),BN = (N, B,E ′, . . .), åñëè
M 6 N (êàê ñèñòåìû ñèãíàòóðû σ), A ⊆ B, è èíòåðïðåòàöèè E, . . . ÿâëÿ-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà M ∪ A ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðïðåòàöèé E ′, . . ..

Îäíàêî äàííîå îïðåäåëåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü åñòåñòâåííûì ïðè èçó÷å-
íèè ìîäåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈ A. Ïðîáëåìà â
òîì, ÷òî ìíîæåñòâî a êàê ýëåìåíò AM è êàê ýëåìåíò BN ìîæåò "ðàçäâî-
èòüñÿ". Óñëîâèå AM 6 BN ãàðàíòèðóåò ëèøü, ÷òî aE ⊆ aE′ , íå èñêëþ÷àÿ
âîçìîæíîñòè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ B \A âåðíî x ∈ aE′ \ aE. Áåçóñëîâ-
íî, òàêóþ ñèòóàöèþ íåëüçÿ ñ÷èòàòü íîðìàëüíîé (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
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äîëæíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè), ïîýòîìó ìû ââå-
äåì áîëåå ñèëüíîå ïîíÿòèå ïîäñèñòåìû, îòâå÷àþùåå òðåáîâàíèÿì òåîðèè
ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü AM = (M, A, E, . . .) è BN = (N, B,E ′, . . .) �
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñèãíàòóðû σ∗. Ñèñòåìà AM íàçûâàåòñÿ êîí-
öåâîé ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû BN (îáîçí. AM 6end BN), åñëè AM 6 BN

è aE = aE′ äëÿ âñåõ a ∈ A.

Åñëè A � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, B ⊇ A, E =∈ ∩A2 è E ′ =∈ ∩B2,
òî

(M, A, E) 6end (M, B,E ′),

òàê êàê äëÿ ëþáîãî a ∈ A èìååì aE = aE′ = a. Åñëè æå A íå ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíûì, òî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Ëåììà 4. Ïóñòü AM,BN � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñèãíàòóðû σ∗, è
ïóñòü AM 6end BN. Åñëè φ � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗, òî äëÿ ëþáûõ
x1, . . . , xn ∈ AM èç AM |= φ(x1, . . . , xn) ñëåäóåò BN |= φ(x1, . . . , xn).

Îïðåäåëåíèå 14. Ôîðìóëà φ(u1, . . . , un) ñèãíàòóðû σ
∗ íàçûâàåòñÿ óñòîé-

÷èâîé îòíîñèòåëüíî òåîðèè T ñèãíàòóðû σ∗, åñëè äëÿ ëþáûõ ìîäåëåé
AM, BN òåîðèè T ñ óñëîâèåì AM 6end BN, è äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ AM

AM |= φ(x1, . . . , xn) ⇒ BN |= φ(x1, . . . , xn).

Ôîðìóëà φ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé îòíîñèòåëüíî òåîðèè T , åñëè äëÿ
ëþáûõ AM, BN, x1, . . . , xn ñ òåìè æå óñëîâèÿìè

AM |= φ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ BN |= φ(x1, . . . , xn).

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáàÿ Σ-ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, è ëþáàÿ ∆0-
ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîé (îòíîñèòåëüíî ëþáîé òåîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ëþáàÿ Σ-ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâîé, ïîýòîìó ëþáàÿ ∆0-ôîðìóëà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Êðîìå
òîãî, êëàññ∆0-ôîðìóë çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îòðèöàíèÿ, è ïðîèçâîëüíàÿ
ôîðìóëà φ àáñîëþòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ è ¬φ óñòîé÷èâû.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáîé òåîðèè T ñèãíàòóðû σ∗ âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè
φ(x1, . . . , xn) � óñòîé÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî òåîðèè T ôîðìóëà, òî äëÿ
íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëû ψ(x1, . . . , xn)

T ⊢ ∀x1 . . . ∀xn[φ(x1, . . . , xn) ↔ ψ(x1, . . . , xn)].
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Êàê ñëåäñòâèå, åñëè φ(x1, . . . , xn) � àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíî òåîðèè
T ôîðìóëà, òî äëÿ íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëû ψ(x1, . . . , xn) è íåêîòîðîé Π-
ôîðìóëû θ(x1, . . . , xn)

T ⊢ ∀x1 . . . ∀xn[(φ(x1, . . . , xn) ↔ ψ(x1, . . . , xn))∧(φ(x1, . . . , xn) ↔ θ(x1, . . . , xn))].

4 Äîïóñòèìûå îðäèíàëû è äîïóñòèìûå ìíî-

æåñòâà.

Äëÿ óäîáñòâà çàôèêñèðóåì ìàêñèìàëüíî áîëüøîé óíèâåðñóì ìíîæåñòâ
íàä ïðîèçâîëüíûì ñåìåéñòâîì ïðàýëåìåíòîâM . Îïðåäåëèì ïî ðåêóðñèè

VM(0) = 0,

VM(α + 1) = P (M ∪ VM(α)),

VM(λ) =
∪
α<λ

VM(α), åñëè λ ïðåäåëüíûé,

VM =
∪
α

VM(α),

ãäå ïîñëåäíåå îáúåäèíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îðäèíàëàì α. (Â ýòîì
îïðåäåëåíèè íà ïåðâîì øàãå VM(0) = 0, à íå VM(0) = M èç òåõ ñîîáðà-
æåíèé, ÷òî VM äîëæíî áûòü ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ íàä M). Áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñèìâîë ∈M äëÿ îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íà VM , îïóñêàÿ
íèæíèé èíäåêñ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.
Åñëè M = ⟨M, . . . , ⟩, äëÿ VM áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå VM.
Åñëè M ïóñòî, áóäåì VM(α) îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (α), à VM � ÷åðåç V.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü σ∗ = σ∪{∈, . . .}, è ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñèãíàòóðû σ. Äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì íàäM íàçûâàåòñÿ
ìîäåëü KPU AM âèäà

AM = (M, A,∈, . . .),

ãäå M ∪ A òðàíçèòèâíî â VM , à ∈ � îãðàíè÷åíèå ∈M íà M ∪ A. Äîïó-
ñòèìîå ìíîæåñòâî AM íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ñ M, åñëè M ∈ A,
òî åñòü AM |= KPU+.
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèÿ A,B,C. Åñëè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó M, ëåæàùóþ â
îñíîâå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå AM.

Èòàê, äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà � ýòî ìîäåëè KPU, íîñèòåëè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè ÷àñòÿìè VM, à ñèìâîë ïðèíàäëåæíîñòè èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êàê ∈M . Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ ñèìâîëà ïðèíàäëåæíîñòè äîëæíà áûòü ñòàíäàðòíîé, ïðåäû-
äóùåå îïðåäåëåíèå íå òðåáóåò ýòîãî äëÿ îñòàëüíûõ ñèìâîëîâ èç . . . â
σ ∪ {∈, . . .}. Íàïðèìåð, åñëè σ∗ = σ ∪ {∈,P} è â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå
AM = (M, A,∈, P ) âûïîëíåíà àêñèîìà Power, òî âîâñå íå îáÿçàòåëüíî,
÷òî P (a) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì-ñòåïåíüþ äëÿ a, îíî âïîëíå
ìîæåò áûòü íåêîòîðîé ìàëåíüêîé ÷àñòüþ íàñòîÿùåãî ìíîæåñòâà-ñòåïåíè
äëÿ a.

Ëåììà 5. Ïóñòü AM = (M, A,∈M , . . .), BN = (N, B,∈N , . . .) � äîïóñòè-
ìûå ìíîæåñòâà, è AM 6 BN. Òîãäà AM 6end BN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ A, òî a∈M
= a = a∈N

, òàê êàê M ∪A òðàíçè-
òèâíî â VM .

Äàííàÿ ëåììà âåðíà è äëÿ ñëó÷àÿ BN = VN, õîòÿ VN è íå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ýòà î÷åâèäíàÿ ëåììà èìååò î÷åíü âàæíîå çíà-
÷åíèå: âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îíà ãàðàíòèðóåò, ÷òî
∆-ïðåäèêàòû è Σ-ôóíêöèè KPU èìåþò òîò æå ñìûñë, êàêîé îíè èìåþò
â VM.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì Σ-ôóíêöèè TC è P (ìíîæåñòâî-ñòåïåíü), è
â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A = (M, A,∈, P ) âûïîëíåíà àêñèîìà Power:
∀x∀y[x ∈ P(y) ↔ (S(x)∧x ⊆ y)]. Äëÿ êàæäîãî a ∈ A äëÿ çíà÷åíèé TC(a)
è P(a) âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè. Äëÿ TC ïóñòü b0 è b1 �
ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ

A |= TC(a) = b0 è VM |= TC(a) = b1.

Äëÿ P ïóñòü c0 è c1 � ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ

A |= P(a) = c0 è VM |= P(a) = c1.

Òàê êàê AM 6end VM è TC � Σ-ôóíêöèÿ â KPU, òî VM |= TC(a) = b0, è
çíà÷èò b0 = b1. Ïîýòîìó b0 äåéñòâèòåëüíî áóäåò òðàíçèòèâíûì çàìûêà-
íèåì a, òî åñòü

b0 =
∩

{b|b òðàíçèòèâíî, b ⊆ a}.
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Äëÿ P, îäíàêî, ýòî íå òàê. Ïîñêîëüêó x ⊆ y � ∆0-îòíîøåíèå, òî c0 ⊆ c1,
è ýòî âñå, ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü. Êàê ïðàâèëî, c0 áóäåò ñîáñòâåííûì
ïîäìíîæåñòâîì c1 � íàñòîÿùåãî ìíîæåñòâà-ñòåïåíè äëÿ a.

Îïðåäåëåíèå 16. Ìíîæåñòâî a ∈ VM íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì ìíîæå-

ñòâîì, åñëè åãî íîñèòåëü ïóñò, òî åñòü TC(a) ∩M = 0. (Íàïðèìåð,
âñå îðäèíàëû ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûìè ìíîæåñòâàìè.) Äîïóñòèìîå ìíîæå-
ñòâî íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, åñëè îíî íå ñî-
äåðæèò ïðàýëåìåíòîâ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè KP. ×èñòûå
äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ A = (A,∈, . . .), åñëè ïðè
ýòîì σ∗ = {∈}, òî âìåñòî A = (A,∈) áóäåì ïðîñòî ïèñàòü A.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü AM = (M, A,∈) � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü
A0 = {a ∈ A|a - ÷èñòîå ìíîæåñòâî}. Òîãäà A0 � ÷èñòîå äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé ÷àñòüþ AM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5 èìååì A0 6end AM 6end VM. Âñëåäñòâèå
àáñîëþòíîñòè, sp(a) èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå â AM è VM. Ïðîâåðèì
èñòèííîñòü àêñèîì ∆0-îãðàíè÷åííîñòè, îñòàâèâ ïðîâåðêó îñòàëüíûõ àê-
ñèîì KPU â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü a, b ∈ A0, è ïóñòü â A0 âû-
ïîëíåíà ôîðìóëà ∀x ∈ a∃yφ(x, y, b), ãäå φ � ∆0-ôîðìóëà. Åñëè ôîðìóëà
φ(x, y, b) èñòèííà â A0, òî îíà èñòèííà è â AM âñëåäñòâèå àáñîëþòíîñòè,
ïîýòîìó â AM èñòèííà ôîðìóëà

∀x ∈ a∃y[sp(y) = 0 ∧ φ(x, y, b)].

Ïî ïðèíöèïó Σ-îãðàíè÷åííîñòè, â AM ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî c, äëÿ êî-
òîðîãî

(1) ∀x ∈ a∃y ∈ c[sp(y) = 0 ∧ φ(x, y, b)] è
(2) ∀y ∈ c∃x ∈ a[sp(y) = 0 ∧ φ(x, y, b)].

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî sp(c) = 0, òàê êàê sp(c) = ∪{sp(y)|y ∈ c}, ïîýòîìó
c ∈ A0. Íî òîãäà (1) � ∆0-ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç A0, êîòîðàÿ èñòèííà
â AM. Âñëåäñòâèå àáñîëþòíîñòè, (1) èñòèííî è â A0.

Îïðåäåëåíèå 17. Îðäèíàëîì o(AM) äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà AM íà-
çûâàåòñÿ íàèìåíüøèé îðäèíàë, íå ëåæàùèé â AM, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, ïîðÿäêîâûé òèï îðäèíàëîâ èç AM. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ äî-

ïóñòèìûì, åñëè α = o(AM) äëÿ íåêòîðîé ñèñòåìû M è íåêîòîðîãî
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà AM. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ M-äîïóñòèìûì,
åñëè α = o(AM) äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà AM ñ óñëîâèåì
M ∈ A.
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Ñëåäñòâèå 3. Îðäèíàë α ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè α = o(A) äëÿ
íåêîòîðîãî ÷èñòîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = o(AM) è AM � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, òî
α = o(A0), ãäå A0 � ÷èñòàÿ ÷àñòü AM.

Êàêèå îðäèíàëû ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè? Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ω � äîïóñòèìûé îðäèíàë. Èç òîãî, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä îð-
äèíàëàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äî-
ïóñòèìûé îðäèíàë α äîëæåí áûòü çàìêíóò îòíîñòåëüíî îïåðàöèé âçÿòèÿ
ïîñëåäîâàòåëÿ, ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ïîýòîìó
íàèìåíüøèé äîïóñòèìûé îðäèíàë α > ω äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì

ω + ω, ω · ω, ωω, ωωω

, . . . , ϵ0, . . .

(îïåðàöèè çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ îðäèíàëüíîé (à íå êàðäèíàëüíîé)
àðèôìåòèêè). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë
κ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, è ÷òî äëÿ ëþáîãî β < κ ñóùåñòâóåò κ äîïóñòè-
ìûõ îðäèíàëîâ ìåæäó β è κ (è çíà÷èò κ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äîïóñòèìûõ
îðäèíàëîâ).

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü A = AM = (M, A,∈, . . .). Â äàëüíåéøåì ÷àñòî
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Îáúåêò
x íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì A (îáîçí. x ∈ A), åñëè x ∈ A∪M . Îòíîøåíè-
åì íà A áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå íà A∪M . n-ìåñòíîå îòíîøåíèå S
íà A íàçûâàòñÿ Σ1-îòíîøåíèåì íà A, åñëè äëÿ íåêîòîðîé Σ1-ôîðìóëû
φ, âîçìîæíî, ñ ïàðàìåòðàìè èç A

(1) S(x1, . . . , xn) ⇐⇒ A |= φ(x1, . . . , xn)

äëÿ âñåõ x1, . . . , xn ∈ A. Îòíîøåíèå S íàçûâàåòñÿ Π1-îòíîøåíèåì íà

A, åñëè (1) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîé Π1-ôîðìóëû φ, è ∆1-îòíîøåíèåì

íà A, åñëè S ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî Σ1- è Π1-îòíîøåíèåì íà A. Ôóíê-
öèÿ F íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé íà A, åñëè åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (M ∪ A)n äëÿ íåêîòîðîãî n, à îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé � ïîäìíîæåñòâî M ∪ A. Åñëè ïðè ýòîì ãðàôèê F ÿâëÿåòñÿ Σ1-
îòíîøåíèåì íà A, òî F íàçûâàåòñÿ Σ1-ôóíêöèåé íà A.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.
(i) Åñëè a ∈ A, òî a � ∆1-îòíîøåíèå íà A.

24



(ii) Åñëè x ∈ A, òî {x} � ∆1-îòíîøåíèå íà A.
(iii) Êëàññ Σ1-îòíîøåíèé íà A çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ∧,∨,∃x ∈

a,∀x ∈ a,∃x.

Ìíîæåñòâî a ∈ VM íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûì, åñëè
TC(a) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü HF(M) � ìíîæåñòâî íàñëåäñòâåí-
íî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç VM. Ìîæíî îïðåäåëèòü ýòî ìíîæåñòâî áîëåå
êîíñòðóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HF0(M) = Pfin(M);

HFn+1(M) = Pfin(HFn(M) ∪M) ∪HFn(M);

HF(M) =
∪
n∈ω

HFn(M),

ãäå Pfin(X) � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 11. HF(M) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì
íàäM. Áîëåå ñòðîãî, ïóñòü σ∗ = σ∪{∈, . . .}, è ïóñòü HF(M) = (M,HF(M),∈
, . . .) � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû σ∗. Òîãäà

(i) HF(M) � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.
(ii) Åñëè AM = (M, A,∈, . . .) � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, òî

HF(M) ⊆ AM.

Ñèìâîëîì HF(M) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ìíîæåñòâî òàê è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îäíàêî èç êîíòåêñòà âñåãäà ÿñíî, ÷òî
èìåííî èìååòñÿ â âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (ii) î÷åâèäåí, òàê êàê A äîëæíî áûòü çàìêíó-
òî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïàðû è îáúåäèíåíèÿ, à çíà÷èò èíäóêöèåé ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n HFn(M) ⊆ A. Ïîêàæåì, ÷òî HF(M) � äîïóñòè-
ìîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê HF(M) òðàíçèòèâíî â VM, òî â HF(M) âåðíû
àêñèîìû ýêñòåíñèîíàëüíîñòè è ôóíäèðîâàííîñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî n HFn(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Åñëè x, y ∈ HFn(M),
òî {x, y} ∈ HFn+1(M), à çíà÷èò, â HF(M) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå àêñèî-
ìà ïàðû. Åñëè a ∈ HFn(M), òî ∪a � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî HFn(M),
à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì HFn+1(M), ïîýòîìó â HF(M) ñïðàâåäëè-
âà àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ. Åñëè a ⊆ b ∈ HFn(M), òî a ∈ HFn(M), ïî-
ñêîëüêó ëþáîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî, ïîýòîìó â
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HF(M) ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï (ïîëíîãî) âûäåëåíèÿ, à çíà÷èò âåðíà è àê-
ñèìà ∆0-âûäåëåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, â HF(M) ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï (ïîë-
íîé) îãðàíè÷åííîñòè, òàê êàê åñëè a ∈ HF(M) èìååò, íàïðèìåð, k ýëå-
ìåíòîâ x1, . . . , xk, è äëÿ êàæäîãî xi ñóùåñòâóåò yi òàêîå, ÷òî φ(xi, yi),
òî âñå ýëåìåíòû y1, . . . , yk ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì HFn(M), à çíà÷èò
{y1, . . . , yk} ∈ HFn+1(M).

Ñëåäñòâèå 4. Íàèìåíüøèì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ

HF = {a ∈ V|a - ÷èñòîå íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî}.

Íàèìåíüøèì äîïóñòèìûì îðäèíàëîì ÿâëÿåòñÿ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. HF � ÷èñòàÿ ÷àñòü äëÿ ëþáîãî HF(M), è o(HF) = ω.

Èìåííî ñ HF íà÷èíàåòñÿ èññëåäîâàíèå äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ. Òåîðèÿ
äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ âîçíèêëà èç ïîïûòîê îáîáùåíèÿ òåîðèè ðåêóðñèè
íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, è, êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, òåîðèÿ ðåêóðñèè íà
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ýêâèâàëåíòíà èçó÷åíèþ Σ1- è ∆1-îïðåäåëèìîñòè â
HF.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü S � îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
(i) S ð.ï. ⇐⇒ S � Σ1-îòíîøåíèå íà HF.
(ii) S ðåêóðñèâíî ⇐⇒ S � ∆1-îòíîøåíèå íà HF.

Âîçìîæíû ðåëÿòèâèçîâàííûå âåðñèè ýòîé òåîðåìû (êîòîðûå äîêàçû-
âàþòñÿ àíàëîãè÷íî): íàïðèìåð, S ðåêóðñèâíî îòíîñèòåëüíî f òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ∆1-îòíîøåíèå íà (HF,∈, f) (ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïî òåîðåìå 11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè ðåêóðñèè.

(⇒). Çàìåòèì, ÷òî èç (i) ñëåäóåò (ii), òàê êàê S ðåêóðñèâíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà S è ¬S ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìû. Òåì íå ìåíåå, äî-
êàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ (⇒) èç (ii), ÷òîáû çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ýòèì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé èìïëèêàöèè â (i). Î÷åâèäíî,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f (íà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëàõ) ïðîäîëæàåòñÿ äî Σ1-ôóíêöèè f̂ íà HF ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåíèÿ

f̂(x) = f(x), åñëè x ∈ ω
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= 0, åñëè x /∈ ω.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé êëàññà ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì ôóíêöèè îáðàçóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ áàçèñ-
íûõ, ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ (ïåðåâîäÿùèõ âñþäó îïðåäå-
ëåííûå ôóíêöèè âî âñþäó îïðåäåëåííûå). Âîçüìåì îïðåäåëåíèå èç ìî-
íîãðàôèè Äæ. Øåíôèëäà "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà"(õîòÿ âûáîð îïðå-
äåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ñëîæíîñòü äîêàçàòåëüñòâà). Èòàê,
êëàññ (âñþäó îïðåäåëåííûõ) ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé � ýòî íàèìåíüøèé
êëàññ, ñîäåðæàùèé +, ·, χ< (õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îòíîøåíèÿ
<), Inm(x1, . . . , xn) = xm(ïðîåêòèðóþùèå ôóíêöèè), çàìêíóòûé îòíîñè-
òåëüíî êîìïîçèöèè è îòíîñèòåëüíî µ-îïåðàòîðà (åñëè G � ðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ∀n̄∃m[G(n̄,m) = 0], è äëÿ âñåõ n̄

F (n̄) = µm[G(n̄,m) = 0] � íàèìåíüøåå m, äëÿ êîòîðîãî G(n̄,m) = 0,

òî F � òàêæå ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ.)
Íàìè óæå îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå îðäèíàëîâ Σ1-ôóíêöèè + è · è

∆0-îòíîøåíèå <. Êîìïîçèöèÿ âñþäó îïðåäåëåííûõ Σ1-ôóíêöèé ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé Σ1-ôóíêöèåé, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü
çàìêíóòîñòü êëàññà âñþäó îïðåäåëåííûõ Σ1-ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè ìèíèìèçàöèè. Ïóñòü ∀n̄∃m(G(n̄,m) = 0), G � ðåêóðñèâíàÿ ôóíê-
öèÿ, à çíà÷èò Ĝ � Σ1-ôóíêöèÿ â HF ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
è ïóñòü F (n̄) = µm[G(n̄,m) = 0]. Òîãäà F̂ (x̄) = y ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

((äëÿ íåêîòîðîãî i xi íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì) ∧ (y = 0)) ∨
((âñå xi è y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà)

∧ (G(x̄, y) = 0) ∧ (∀z < y∃n[n ̸= 0 ∧G(x̄, z) = n])).

Ýòî óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ Σ-ôîðìóëîé (òàê êàê G � Σ1-ôóíêöèÿ), à çíà-
÷èò, è Σ1-ôîðìóëîé. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ è âñÿ-
êèé ðåêóðñèâíûé ïðåäèêàò íà ω ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ∆1-ôóíêöèåé
è ∆1-ïðåäèêàòîì â HF. Íî âñÿêèé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé ïðåäèêàò
S(x̄) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∃nR(x̄, n), ãäå R � ðåêóðñèâíûé ïðåäèêàò,
ïîýòîìó âñÿêîå ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå îòíîøåíèå íà ω ÿâëÿåòñÿ Σ1-
îòíîøåíèåì â HF.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 6. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ e : ω → HF òàêàÿ, ÷òî
(i) e � áèåêöèÿ;
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(ii) e � Σ1-ôóíêöèÿ â ⟨HF ∈⟩;
(iii) n = e(m) � ðåêóðñèâíîå îòíîøåíèå íà ω;
(iv) äëÿ âñÿêîé ∆0-ôîðìóëû φ(x1, . . . , xk) îòíîøåíèå

{⟨n1, . . . , nk⟩|⟨HF,∈⟩ |= φ(e(n1), . . . , e(nk))} ðåêóðñèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ e ðåêóðñèâíî:
e(0) = 0;
e(1) = {e(0)} = {0};
e(2) = {e(1)};
...
e(5) = {e(2), e(0)};
...
e(2n1 + 2n2 + . . .+ 2nk) = {e(n1), . . . , e(nk)} (n1 > n2 > . . . > nk).
Ôóíêöèÿ e âñþäó îïðåäåëåíà, ïðè÷åì îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ðåêóðñèåé. Ïî-

ýòîìó ïî òåîðåìå 8 e ÿâëÿåòñÿ Σ1-ôóíêöèåé. Èíäóêöèåé ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî e � áèåêöèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) çàìåòèì, ÷òî åñëè e(k) � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n, òî e(k + 2k) = n+ 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iv) çàìåòèì,
÷òî e(n) ∈ e(m) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ â ðàçëî-
æåíèè m â âèäå 2k1 + . . .+2kl . Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îñòàëüíûõ ∆0-ôîðìóë
ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèè (⇐) òåîðåìû. Ïóñòü S �
Σ1-îòíîøåíèå íà HF, òî åñòü S(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà HF |=
∃yφ(n, y), ãäå φ � ∆0-ôîðìóëà (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî S � îäíîìåñò-
íîå îòíîøåíèå). Èìååì S(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃k∃m[e(k) =
n ∧ φ(e(k), e(m))]. Îòíîøåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì ïî ïóíê-
òàì (iii) è (iv) ëåììû, ïîýòîìó S � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå îòíîøå-
íèå.

Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ðåêóðñèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà íå êàê êîíå÷íûå îð-
äèíàëû, à êàê íåêèå áàçèñíûå îáúåêòû (ïðàýëåìåíòû) ñ çàäàííûìè íà
íèõ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè:

N = ⟨N,+, ·⟩.

Èìååò ìåñòî (äîêàçûâàåìàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé)
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü S � îòíîøåíèå íà ñèñòåìå N = ⟨N,+, ·⟩.
(i) S â.ï. ⇐⇒ S � Σ1-îòíîøåíèå íà HFN.
(ii) S âû÷èñëèìî ⇐⇒ S � ∆1-îòíîøåíèå íà HFN.

5 Σ-îïåðàòîðû è òåîðåìà Ãàíäè

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ñèãíàòóðà KPU-ìîäåëè A îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì σA, à åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿ-
þùèõñÿ ïðàýëåìåíòàìè (ìíîæåñòâî �ìíîæåñòâ�) � ñèìâîëàìè A è A∗,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü A � ìîäåëü KPU, P (A) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 19. Îòîáðàæåíèå F : P (A)n → P (A) (n ∈ ω) íàçûâàåòñÿ
Σ-îïåðàòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò Σ-ôîðìóëà Φ(x0, . . . , xn−1, y) ñèãíàòó-
ðû σA òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ S0, . . . , Sn−1 ∈ P (A)

F (S0, . . . , Sn−1) = {a | ∃a0 . . . ∃an−1(
∧
i<n

ai ⊆ Si ∧ A |= Φ(a0, . . . , an−1, a))}.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé Σ-îïåðàòîð îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: åñëè F : P (A)n → P (A) � Σ-îïðåðàòîð,
S0, . . . , Sn−1, S

′
0, . . . , S

′
n−1 ∈ P (A), òî

èç S0 ⊆ S ′
0, . . . , Sn−1 ⊆ S ′

n−1 ñëåäóåò, ÷òî F (S0, . . . , Sn−1) ⊆ F (S0, . . . , Sn−1).

Ïóñòü F : P (A) → P (A) � îäíîìåñòíûé Σ-îïåðàòîð. Ââèäó ìîíîòîí-
íîñòè îïåðàòîð F îáëàäàåò íàèìåíüøåé (ïî âêëþ÷åíèþ) íåïîäâèæíîé
òî÷êîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α (âíåøíåãî, íå îáÿçàòåëüíî èç A) îïðåäåëèì
ïîäìíîæåñòâî Γα ⊆ A òàê:

Γ0 = ∅, Γα+1 = F (Γα), Γβ =
∪
α<β

Γβ

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäåëüíîãî β. Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî α 6 β
âëå÷åò Γα ⊆ Γβ, à ââèäó "ìîùíîñòíûõ"ñîîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò îðäèíàë
α òàêîé, ÷òî Γα+1 = F (Γα) = Γα. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî äëÿM ⊆
A òàêîãî, ÷òî F (M) ⊆ M (â ÷àñòíîñòè, äëÿ F (M) = M)), ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå Γα ⊆ M äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Γα+1 =
Γα, òî Γα � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F . Ïóñòü α∗ � íàèìåíüøèé
îðäèíàë òàêîé, ÷òî Γα∗+1 = Γα∗ .

29



Òåîðåìà 14. (Ãàíäè) Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, F : P (A) →
P (A) � Σ-îïåðàòîð. Òîãäà íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Γ∗ îïåðàòî-
ðà F ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì A, à íàèìåíüøèé îðäèíàë α∗, òàêîé,
÷òî Γ∗ = Γα∗, íå ïðåâîñõîäèò îðäèíàëà o(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî A-êîíå÷íûõ ôóíêöèé:

B = {f | f − A− êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ, dom(f) − îðäèíàë, f(0) = ∅,
f ìîíîòîííà, ò.å. α 6 β < dom(f) âëå÷åò f(α) ⊆ f(β),
è äëÿ ëþáîãî α ∈ dom(f) âåðíî f(α) ⊆

∪
β<α

F (f(β))}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà B è îïðåäåëåíèÿ Σ-îïåðàòîðà âèäíî, ÷òî
ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. ßñíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî

C = {
∪

α∈dom(f)

f(α)|f ∈ B}

òàêæå ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì A.
Ïóñòü

∆ = ∪{c|c ∈ C}, ∆ ∈ Σ(A).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ∆ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Åñëè a ∈ A∗ è a ⊆ ∆, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ C òàêîé, ÷òî
a ⊆ c(⊆ ∆).

Èç îïðåäåëåíèÿ ∆ è óñëîâèÿ a ⊆ ∆ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

A |= ∀b ∈ a∃f(f ∈ B ∧ ∃α ∈ dom(f)(b ∈ f(α)))).

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Σ-îãðàíè÷åííîñòè, íàéäåì ýëåìåíò g ∈ A∗ òàêîé, ÷òî

A |= ∀b ∈ a∃f ∈ g(f ∈ B ∧ ∃α ∈ dom(f)(b ∈ f(α))) ∧ (∀f ∈ g(f ∈ B)).

Ïî A-êîíå÷íîìó ïîäìíîæåñòâó g ⊆ B îïðåäåëèì ôóíêöèþ f0 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

dom(f0) = ∪{dom(f)|f ∈ g},

f0(α) = ∪{f(γ)|f ∈ g, γ ∈ dom(f), γ 6 α}, α ∈ dom(f0).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f0 ÿâëÿåòñÿ A-êîíå÷íîé ôóíêöèåé. Áîëåå òî-
ãî, f0 ∈ B. Î÷åâèäíî, ÷òî f0(0) = ∅ è f0 ìîíîòîííà. Ïðîâåðèì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f0(α) ⊆
∪
β<α

F (f0(β)), α ∈ dom(f0).

Åñëè a ∈ f0(α), òî ñóùåñòâóþò f ∈ g, γ ∈ dom(f), γ 6 α òàêèå, ÷òî
a ∈ f(γ). Òàê êàê f ∈ g ⊆ B, òî

a ∈ f(γ) ⊆
∪
δ<γ

F (f0(δ)) ⊆
∪
β<α

F (f0(β)).

Òàêèì îáðàçîì, f0 ∈ B. Ïîëîæèì

c0 = ∪{f0(α)|α ∈ dom(f0)}.

Òîãäà c0 ∈ C è a ⊆ c0 ïî âûáîðó ñåìåéñòâà g è îïðåäåëåíèþ f0.

(2) F (∆) ⊆ ∆.

Ïóñòü b ∈ F (∆). Ïî îïðåäåëåíèþ Σ-îïåðàòîðà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a ∈ A∗ òàêîé, ÷òî a ⊆ ∆ è b ∈ F (a). Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà a íàéäåì, ïî
ïóíêòó (1), ôóíêöèþ f0 ∈ B òàêóþ, ÷òî

a ⊆
∪

α∈dom(f0)

f0(α) (⊆ ∆).

Ïîëîæèì

f1 = f0 ∪ {⟨domf0,
∪

α∈dom(f0)

f0(α)⟩} ∪ {⟨s(dom(f0)), (
∪

α∈dom(f0)

f0(α)) ∪ {b}⟩}.

ßñíî, ÷òî f1 � A-êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ, dom(f1) = s(s(dom(f0))),

f1(dom(f0)) =
∪

α∈dom(f0)

f0(α) ⊆
∪

α∈dom(f0)

F (f0(α)) =
∪

α∈dom(f0)

F (f1(α)).

Òàê êàê a ⊆
∪

α∈dom(f0)

f0(α) è b ∈ F (α), òî

f1(s(dom(f0))) ⊆
∪

α6dom(f0)

F (f1(α)).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

f1 ∈ B, b ∈ c1 =
∪

α∈dom(f1)

f1(α) ⊆ ∆.

Òàêèì îáðàçîì, F (∆) ⊆ ∆.

(3) ∆ ⊆ Γo(A).

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ B∪
α∈dom(f)

f(α) ⊆ Γdom(f).

Äëÿ ýòîãî èíäóêöèåé ïî α ∈ dom(f) óñòàíîâèì, ÷òî f(α) ⊆ Γ(α). Èìååì
f(0) = ∅ ⊆ Γ0. Åñëè f(α) ⊆ Γα, òî

f(α + 1) ⊆ F (f(α)) ⊆ F (Γα) = Γα+1.

Åñëè îðäèíàë α ïðåäåëüíûé è f(β) ⊆ Γβ äëÿ âñåõ β < α, òî

f(α) ⊆
∪
β<α

F (f(β)) ⊆
∪
β<α

Γβ = Γα.

Èç óñòàíîâëåííûõ ñîîòíîøåíèé F (∆) ⊆ ∆ è ∆ ⊆ Γo(A) ñëåäóåò, ÷òî
∆ = Γo(A), ∆ � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è α∗ 6 o(A). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

6 Óíèâåðñàëüíûé Σ-ïðåäèêàò

Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà, P � ñèìâîë îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà,
íå âõîäÿùèé â σ. Ìíîæåñòâî P -ïîçèòèâíûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ(P )
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

� âñÿêàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèòèâíîé;
� ôîðìóëà P (x) ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèòèâíîé;
� åñëè Φ è Ψ � P -ïîçèòèâíûå ôîðìóëû, òî ôîðìóëû Φ ∧ Ψ, Φ ∨ Ψ,

QxΦ, (Qx ∈ y)Φ (Q ∈ {∃, ∀}) ÿâëÿþòñÿ P -ïîçèòèâíûìè;
� äðóãèõ P -ïîçèòèâíûõ ôîðìóë íåò.
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Òîò ôàêò, ÷òî ôîðìóëà Φ ñèãíàòóðû σ(P ) ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåí-
íûìè ñðåäè x̄ ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèòèâíîé, áóäåì îáîçíà÷àòü óêàçàíèåì Φ =
Φ(x̄, P+).

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, Φ(x, P+) � P -ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà
ñèãíàòóðû σA(P ) ñ ïàðàìåòðàìè èç A. Îïåðàòîð ΓΦ : P (A) → P (A)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî S ∈ P (A)

ΓΦ(S) = {a ∈ A|⟨A, S⟩ |= Φ(a)}.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, Φ(x, P+) � P -
ïîçèòèâíàÿ Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σA(P ) ñ ïàðàìåòðàìè èç A. Òîãäà
ñóùåñòâóåò Σ-îïåðàòîð FΦ : P (A) → P (A) òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
Σ-ìíîæåñòâà S ⊆ A

ΓΦ(S) = FΦ(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Σ-îïåðàòîð FΦ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü
äëÿ ëþáîãî S ∈ P (A)

FΦ(S) = {a ∈ A|∃π ∈ A((π ⊆ S) ∧ Φ(a, π))},

ãäå Σ-ôîðìóëà Φ(x, π) ñèãíàòóðû σA ïîëó÷àåòñÿ èç Φ(x, P
+) çàìåíîé âñåõ

àòîìàðíûõ ïîäôîìóë âèäà P (t) íà t ∈ π.
Ïóñòü S ⊆ A � Σ-ìíîæåñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ â A Σ-ôîðìóëîé

Ψ(x) (ñ ïàðàìåòðàìè), è ïóñòü a ∈ A. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû
Φ(x, P+) ïîêàæåì, ÷òî A |= ΦP

Ψ(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A |=
∃π((π ⊆ ΨA) ∧ ΦP

π (a)). Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî
èìïëèêàöèÿ ñëåâà íàïðàâî, ïîñêîëüêó èìïëèêàöèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó
î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè ôîðìóëû Φ îòíîñèòåëüíî P .

1) åñëè Φ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû σA, èëè Φ = P (x), òî ýòî î÷åâèäíî;

2) åñëè Φ = Φ1∨Φ2, èëè Φ = ∃yΦ0(x, y, P
+), èëè Φ = (∃y ∈ z)Φ0(x, y, P

+),
òî ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ;

3) Åñëè Φ = Φ1 ∧ Φ2, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùå-
ñòâóþò π1, π2 ⊆ ΨA, ïîäòâåðæäàþùèå èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ
ôîðìóë Φ1 è Φ2 ñîîòâåòñòâåííî. Âñëåäñòâèå ìîíîòîííîñòè äëÿ ôîð-
ìóëû Φ ìîæíî âçÿòü π1 ∪ π2.
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4) åñëè Φ = (∀y ∈ a)Φ0(x, y, P
+), òî ïî èíäóêöèîîíîìó ïðåäïîëîæå-

íèþ èìååì (∀y ∈ a)(∃π ⊆ P )Φ0(x, y, π)⇔(∀y ∈ a)∃π((∀z ∈ π)Ψ(z) ∧
Φ0(x, y, π))), îòêóäà ïî ïðèíöèïó ∆0-îãðàíè÷åííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî
∃ρ(∀y ∈ a)(∃π ∈ ρ)((∀z ∈ π)Ψ(z) ∧ Φ0(x, π))∧(∀π ∈ ρ)(∃y ∈ a)((∀z ∈
π)Ψ(z) ∧ Φ0(x, π)). Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòà π0 = ∪ρ èìååì (π0 ⊆
S) ∧ (∀y ∈ a)Φ0(x, y, π0).

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè Φ � P-ïîçèòèâíàÿ Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σA(P ), òî
íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà ΓΦ ÿâëÿåòñÿ Σ-ìíîæåñòâîì
â A è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ0 = ∅,
Γα+1 = ΓΦ(Γα), Γδ = ∪α<δΓα äëÿ ïðåäåëüíûõ δ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ Γα+1 = Γα, ïðè÷åì α 6 o(A).

Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà. Ñòàíäàðíûì ñïîñîáîì îïðåäåëèì ãå-
äåëåâñêóþ íóìåðàöèþ g âñåõ òåðìîâ è RQ-ôîðìóë (òî åñòü ôîðìóë, äî-
ïóñêàþùèõ îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû âèäà ∀x ∈ y è ∃x ∈ y) ñèãíàòóðû σ∗,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî V âñåõ ïåðåìåííûõ ÿçûêà åñòü ìíîæåñòâî
{x0, x1, . . .}. Ê ïðèìåðó, äëÿ ïðîñòåéøåé ñèãíàòóðû σ∗ = ⟨U1,∈2⟩ ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè

g(xi) = c(0, i), i ∈ ω,
g(xi = xj) = c(1, c(i, j)), i, j ∈ ω,
g(xi ∈ xj) = c(2, (c(i, j)), i, j ∈ ω,
g(U(xi)) = c(3, i), i ∈ ω,
g(Φ0 ∧ Φ1) = c(4, c(g(Φ0), g(Φ1))), Φ0,Φ1 ∈ RQF (σ∗),
g(Φ0 ∨ Φ1) = c(5, c(g(Φ0), g(Φ1))), Φ0,Φ1 ∈ RQF (σ∗),
g(Φ0 → Φ1) = c(6, c(g(Φ0), g(Φ1))), Φ0,Φ1 ∈ RQF (σ∗),
g(¬Φ) = c(7, g(Φ)), Φ ∈ RQF (σ∗),
g(∃xi ∈ xjΦ) = c(8, c(c(i, j), g(Φ))), i, j ∈ ω, Φ ∈ RQF (σ∗),
g(∀xi ∈ xjΦ) = c(9, c(c(i, j), g(Φ))), i, j ∈ ω, Φ ∈ RQF (σ∗),
g(∃xiΦ) = c(10, c(i, g(Φ)), i ∈ ω, Φ ∈ RQF (σ∗),
g(∀xiΦ) = c(11, c(i, g(Φ)), i ∈ ω, Φ ∈ RQF (σ∗),

ãäå c : ω2 → ω � êàíòîðîâñêàÿ íóìåðàöèÿ ïàð, à RQF (σ∗) � êëàññ âñåõ
RQ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ∗.

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ÷àñòè÷íûå Σ-ôóíêöèè F0 è FΣ òàêèå, ÷òî dom(F0) = dom(FΣ) =
Nat(A) = ω è äëÿ a ∈ ω
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F0(a) =

{
1, åñëè ñóùåñòâóåò ∆0 −ôîðìóëà Φ òàêàÿ, ÷òî g(Φ) = a,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

FΣ(a) =

{
1, åñëè ñóùåñòâóåò Σ−ôîðìóëà Φ òàêàÿ, ÷òî g(Φ) = a,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì a ∈ A ñâÿæåì èíòåðïðåòàöèþ γa : V → A,
îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γa(xi) =

{
b, åñëè ⟨i, b⟩ ∈ a è äëÿ ëþáîãî c ∈ A èç ⟨i, c⟩ ∈ a ñëåäóåò b = c,

∅, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå γ̄ : A× ω → A òàê:

γ̄(a, 0) = ∅, γ̄(a, i+ 1) = γa(xi).

Î÷åâèäíî, ÷òî γ̄ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé Σ-ôóíêöèè íà A ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ A× ω.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñóùåñòâóåò äâóìåñòíàÿ ÷àñòè÷íàÿ Σ-ôóíêöèÿ T0
íà A òàêàÿ, ÷òî dom(T0) = ω × A è äëÿ a ∈ ω, b ∈ A ñïðàâåäëèâî

T0(a, b) =


1, åñëè F0(a) = 1, è åñëè Φ � ∆0 − ôîðìóëà òàêàÿ, ÷òî

g(Φ) = a, òî A |= Φ[γb],

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî îïðåäåëèòü Σ-ôîðìóëó Φ0(x0, x1, x2, P
+) ñèã-

íàòóðû σ∗ ∪ ⟨F0, l, r, γ̄, P ⟩, êîòîðàÿ áû �êîäèðîâàëà� èíäóêòèâíîå îðåäå-
ëåíèå èñòèííîñòè (ëîæíîñòè) ∆0-ôîðìóëû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

Φ0(x0, x1, x2, P
+) = [F0(x0) = 0 ∧ x2 = 0] ∨ [F0(x0) = 1 ∧ (ΦU(x0, x1, x2, P

+)
∨Φ=(x0, x1, x2, P

+) ∨ Φ∈(x0, x1, x2, P
+) ∨ Φ∧(x0, x1, x2, P

+)
∨Φ∨(x0, x1, x2, P

+) ∨ Φ→(x0, x1, x2, P
+) ∨ Φ¬(x0, x1, x2, P

+)
∨Φ∃x∈y(x0, x1, x2, P

+) ∨ Φ∀x∈y(x0, x1, x2, P
+)

∨Φ∃x(x0, x1, x2, P
+) ∨ Φ∀x(x0, x1, x2, P

+))],
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ãäå, íàïðèìåð, Φ∃x∈y(x0, x1, x2, P
+) èìååò âèä [(l(x0) = 8 ∧ ∃x3∃x4 ∈

γ̄(x1, rlr(x0))(x3 = (x1 \ {llr(x0)} ×A)∪ {⟨llr(x0), x4⟩} ∧ P (rr(x0), x3, 1))∧
x2 = 1))∨(∀x4 ∈ γ̄(x1, rlr(x0))∃x3(x3 = (x1\{llr(x0)}×A)∪{⟨llr(x0), x4⟩}∧
P (rr(x0), x3, 0)) ∧ x2 = 0))]. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè l è r, �îáðàòíûå� ê
ôóíêöèè c, êàê è ñàìà ôóíêöèÿ c, â ëþáîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êàê ÷àñòè÷íûå Σ-ôóíêöèè ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � íîìåð ∆0-ôîðìóëû Ψ, Q ⊆ A3 è äëÿ âñåõ m ∈
ω,m < n, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè m � íîìåð ∆0-ôîðìóëû
Ψ′, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A èìååì ⟨m, a, 1⟩ ∈ Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A |= Ψ′[γa], à ⟨m, a, 0⟩ ∈ Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A |= ¬Ψ′[γa]. Ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

⟨A, Q⟩ |= Φ0(n, a, 1) ⇐⇒ A |= Ψ[γa],

⟨A, Q⟩ |= Φ0(n, a, 0) ⇐⇒ A |= ¬Ψ[γa].

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Q ∈ P (A3) � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
îïåðàòîðà ΓΦ0 : P (A

3) → P (A3), òî Q åñòü (ãðàôèê) T0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 15. (Σ-îïðåäåëèìîñòü èñòèííîñòè Σ-ôîðìóë) Ñóùåñòâóåò
äâóìåñòíûõ Σ-ïðåäèêàò TΣ íà A òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ ω, a ∈
A ⟨n, a⟩ ∈ TΣ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ãåäåëåâûì íîìå-
ðîì Σ-ôîðìóëû Φ è A |= Φ[γa].
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Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 16. (ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî Σ-ïðåäèêàòà) Ñóùåñòâó-
åò Σ-ôîðìóëà Σ-Sat(x0, x1) áåç ïàðàìåòðîâ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî äî-
ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A è ëþáîé Σ-ôîðìóëû Φ(x0) (áûòü ìîæåò, ñ
ïàðàìåòðàìè èç A) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî

ΦA(x0) = Σ-SatA(x0, a).

Ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè, ëåãêî ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 6. Ñóùåñòâóåò Σ-ôîðìóëà Φ∗(x0) áåç ïàðàìåòðîñ òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé KPU-ìîäåëè A Σ-ìíîæåñòâî ΦA

∗ (x0) íå ÿâëÿåòñÿ ∆-
ìíîæåñòâîì â A.

7 Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè Áàðâàéñà

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû íàøåé ìåòàòåîðèåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ KPU
â ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû R,F,C è V ,
âûäåëÿþùèå ýëåìåíòû, êîòîðûå ñëóæàò îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðåäèêàò-
íûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ, êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ è ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå îäíîìåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû v è #.
Ýëåìåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäèêàòó R, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè
r, r1, . . ., à ñèìâîëû h, h1, . . . è c, c1, d, d1 . . . áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåí-
òàì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðåäèêàòàì F è C ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì òàêæå
ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèãíàòóðå íàøåé ìåòàòåîðèè ïðèñóòñòâóþò êîíñòàíòíûå
ñèìâîëû ¬,∨,∧,∀ è ∃. Íàøà ìåòàòåîðèÿ ñîäåðæàò ñëåäóþùèå àêñèîìû
ñèíòàêñèñà:

(1) àêñèîìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî êëàññû (îáîçíà÷åíèé äëÿ) ïðåäèêàò-
íûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ, êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ è ñèìâîëîâ ïåðåìåí-
íûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à çíà÷åíèÿ âñåõ ïÿòè êîíñòàíò ðàç-
ëè÷íû è íå ëåæàò íè â îäíîì èç ýòèõ êëàññîâ;

(2) àêñèîìà äëÿ (îáîçíà÷åíèé) ïåðåìåííûõ, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî (Ord(α)∧
Ord(β) ∧ α ̸= β → v(α) ̸= v(β)) è V (x) ↔ ∃α(Ord(α) ∧ x = v(α)) (â
äàëüíåéøåì âìåñòî v(α) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå vα);
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(3) àêñèîìà äëÿ ôóíêöèè �ìåñòíîñòè� #, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè x �
îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðåäèêàòíîãî èëè ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà, òî
#(x) � ïîëîæèòåëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ìåñòíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðåäèêàòà èëè ôóíêöèè).

Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì, åñëè L ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðå-
äèêàòíûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ è êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëåíèå 20. Ýëåìåíò t íàçûâàåòñÿ òåðìîì ÿçûêà L, åñëè t ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòíûì ñèìâîëîì ÿçûêà L, èëè èìååò
âèä ⟨h, y⟩, ãäå h � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ÿçûêà L, y = ⟨y1, . . . , y#(h)⟩,
è âñå yi ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè ÿçûêà L.

Îïðåäåëåíèå 21. Àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L � ýòî ìíîæåñòâî îä-
íîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(i) ⟨=, t1, t2⟩, ãäå t1, t2 � òåðìû ÿçûêà L (îáîçíà÷àåì (t1 = t2));
(ii) ⟨r, t1, . . . , tn⟩, ãäå r � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ÿçûêà L, n = #(r), è

t1, . . . , tn � òåðìû ÿçûêà L (îáîçíà÷àåì r(t1, . . . , tn)).

Îïðåäåëåíèå 22. Ìíîæåñòâî φ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé ôîðìóëîé ÿçûêà
L, åñëè

φ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨¬, ψ⟩, ãäå ψ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨∧, {φ, ψ}⟩ èëè ⟨∨, {φ, ψ}⟩, ãäå φ, ψ � êîíå÷íûå ôîðìóëû

ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨∃, v, ψ⟩ èëè ⟨∀, v, ψ⟩, ãäå v � ïåðåìåííàÿ, ψ � êîíå÷íàÿ

ôîðìóëà ÿçûêà L.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ôîðìóëû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ¬ψ, φ∨ψ, φ∧ψ,
∃vψ è ∀vψ ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå
φ→ ψ äëÿ ôîðìóëû (¬φ ∨ ψ).

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè âûïîëíÿíòñÿ àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè, òî äëÿ
ëþáîãî ÿçûêà L ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

Lωω = {φ|φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ñ ïåðåìåííûìè âèäà vn, n < ω}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

Terms = {t|t � òåðì ÿçûêà L, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûå âèäà vn, n ∈ ω}.
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Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî n ìíîæåñòâà

Terms(0) = {c ∈ L|c � êîíñòàíòíûé ñèìâîë} ∪ {vn|n ∈ ω},

T erms(n+ 1) = { ⟨h, t1, . . . , tk⟩|h ∈ L, h � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë,
k = #(h), t1, . . . , tk ∈ Terms(n)} ∪ Terms(n).

Ýòè ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò, åñëè ñóùåñòâóåò ω. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî

Terms = ∪n∈ωTerms(n).

Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà Lωω äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 23. Ìíîæåñòâî φ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé ôîðìóëîé,
åñëè

φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨¬, ψ⟩, ãäå ψ � áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨∃, v, ψ⟩ èëè ⟨∀, v, ψ⟩, ãäå v � ïåðåìåííàÿ, ψ � áåñêîíå÷-

íàÿ ôîðìóëà ÿçûêà L, ëèáî
φ èìååò âèä ⟨∧,Φ⟩ èëè ⟨∨,Φ⟩, ãäå Φ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî áåñêî-

íå÷íûõ ôîðìóë ÿçûêà L.

Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîé ôîðìóëû ÿçûêà L îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ∧Φ è ∨Φ äëÿ ôîðìóë ⟨∧,Φ⟩ è ⟨∨,Φ⟩
ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëà ∧Φ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèåé ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë Φ, à ôîðìóëà ∨Φ � äèçúþíêöèåé ìíîæåñòâà ôîðìóë Φ.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ èõ
ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå, à òàêæå ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåð-
ìà âìåñòî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé (îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèåé ïî òðàíçèòèâ-
íîìó çàìûêàíèþ ôîðìóëû). Áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
ôîðìóëó φ òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé v ÷åðåç φvt . Êàê îáû÷íî, ïðåäëî-
æåíèåì íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ôîðìóëû φ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî sub(φ) åå ïîäôîðìóë ðåêóðñèåé
ïî òðàíçèòèâíîìó çàìûêàíèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sub(φ) = {φ}, åñëè φ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà,
sub(φ) = {φ} ∪ sub(ψ), åñëè φ èìååò âèä ¬ψ, ∃vψ, èëè ∀vψ,
sub(φ) = {φ} ∪

∪
ψ∈Φ

sub(ψ), åñëè φ èìååò âèä ∧ Φ èëè ∨ Φ.
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Ëåììà 7. Åñëè ôîðìóëà φ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, òî ëþáàÿ åå ïîäôîðìóëà òàêæå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè φ � ïîäôîðìóëà íåêîòîðîãî ïðåäëîæå-
íèÿ, òî φ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ýòà ëåììà (ëåãêî äîêàçûâàåìàÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë)
ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 24. Áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè
îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ñèìâîëîì L∞ω îáî-
çíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë ÿçûêà L.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàëüíåéøåì áåñêîíå÷íûå ôîðìóëû áóäóò ðå-
ãóëÿðíûìè, ïîýòîìó óñëîâèìñÿ îïóñêàòü ïðèëàãàòåëüíîå "ðåãóëÿðíàÿ"äëÿ
êðàòêîñòè.

Äëÿ áåñêîíå÷íîé ôîðìóëû φ îïðåäåëèì áåñêîíå÷íóþ ôîðìóëó ∼ φ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∼ φ åñòü ¬φ, åñëè φ � àòîìíàÿ ôîðìóëà;
∼ (¬φ) åñòü φ;
∼ (∧Φ) åñòü ∨{¬φ|φ ∈ Φ};
∼ (∨Φ) åñòü ∧{¬φ|φ ∈ Φ};
∼ (∃vφ) åñòü ∀v¬φ;
∼ (∀vφ) åñòü ∃v¬φ.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïóñòü L � ÿçûê. Ôðàãìåíòîì L∞ω íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå ìíîæåñòâî LA áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë è ïåðåìåííûõ, òàêîå, ÷òî

(i) âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ôîðìóëà Lωω ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì LA;
(ii) åñëè φ ∈ LA, òî âñÿêàÿ ïîäôîðìóëà è ïåðåìåííàÿ ôîðìóëû φ

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì LA;
(iii) åñëè φ(v) ∈ LA è t � òåðì L, âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ïðèíàä-

ëåæàò LA, òî φ(t) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì LA;
(iv) åñëè φ, ψ, v ∈ LA, òî

¬φ,∼ φ,∃vφ, ∀vφ, φ ∨ ψ, φ ∧ ψ

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè LA.

Ïóñòü K � ÿçûê, C = {cn|n < ω} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîíñòàíòíûõ
ñèìâîëîâ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â K. Îáîçíà÷èì L = K ∪ C.
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Åñëè KA � ôðàãìåíò K∞ω, òî ñ íèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçû-
âàåòñÿ ôðàãìåíò LA = KA(C) ÿçûêà L∞ω: ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë
âèäà φ(ci1 , . . . , cin), ïîëó÷àþùèõñÿ çàìåíîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ êîíñòàíòàìè èç C. Çàôèêñèðóåì ýòè îáîçíà÷åíèÿ.

Òåðì t ôðàãìåíòà LA íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì, åñëè îí ÿëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì C èëè èìååò âèä h(ci1 , . . . , cin), ãäå h ∈ K, ci1 , . . . , cin ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 26. Ìåõàíèçìîì ñîâìåñòíîñòè äëÿ LA íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî S òàêîå, ÷òî âñÿêîå s ∈ S åñòü ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ôðàã-
ìåíòà LA, è äëÿ âñÿêîãî s ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

(C0) (ïðàâèëî òðèâèàëüíîñòè) ∅ ∈ S; åñëè s ⊆ s′ ∈ S, òî s∪{φ} ∈ S
äëÿ ëþáîãî φ ∈ s′;

(C1) (ïðàâèëî ñîâìåñòíîñòè) åñëè φ ∈ s, òî ¬φ /∈ s;
(C2) (¬-ïðàâèëî) åñëè ¬φ ∈ s, òî s ∪ {∼ φ} ∈ S;
(C3) (∧-ïðàâèëî) åñëè ∧Φ ∈ s, òî s ∪ {φ} ∈ S äëÿ âñåõ φ ∈ Φ;
(C4) (∀-ïðàâèëî) åñëè (∀vφ(v)) ∈ s, òî s∪ {φ(c)} ∈ S äëÿ âñåõ c ∈ C;
(C5) (∨-ïðàâèëî) åñëè ∨Φ ∈ s, òî s∪ {φ} ∈ S äëÿ íåêîòîðîãî φ ∈ Φ;
(C6) (∃-ïðàâèëî) åñëè (∃vφ(v)) ∈ s, òî s∪{φ(c)} ∈ S äëÿ íåêîòîðîãî

c ∈ C;
(Ñ7) (ïðàâèëî ðàâåíñòâà) Ïóñòü t � áàçèñíûé òåðì LA è c, d ∈ C,

òîãäà

(i) åñëè (c = d) ∈ s, òî s ∪ {(d = c)} ∈ S;
(ii) åñëè φ(t), (c = t) ∈ s, òî s ∪ {φ(c)} ∈ S;
(iii) s ∪ {e = t} ∈ S äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ C.

Ëåììà 8. Åñëè ìíîæåñòâî S óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èç ïðåäû-
äóùåãî îïðåäåëåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ (C0), òî ñóùåñòâóåò íàè-
ìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ìåõàíèçì ñîâìåñòíîñòè S ′ ⊇ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(0) = S ∪ {∅},

f(n+ 1) = f(n) ∪ {s ∪ {φ}|s ∈ f(n) ∧ ∃s′ ∈ f(n)[s ⊆ s′ ∧ φ ∈ s′]}.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî S ′ = ∪n∈ωf(n) ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì ñîâìåñòíîñòè.
Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà ñîâìåñòíîñòè S ′′ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå S ⊆ S ′′, òî f(n) ⊆ S ′′ äëÿ âñåõ n ∈ ω.
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Ëåììà 9. Ïóñòü S � ìåõàíèçì ñîâìåñòíîñòè, s ∈ S. Òîãäà
(i) åñëè φ, (φ→ ψ) ∈ s, òî s ∪ {ψ} ∈ S;
(ii) åñëè c ∈ C, òî s ∪ {c = c} ∈ S;
(iii) åñëè c, d, e ∈ C, (c = d) ∈ s, (d = e) ∈ s, òî s ∪ {c = e} ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ, φ → ψ ∈ s. Òàê êàê φ → ψ åñòü ñîêðàùåíèå
äëÿ ôîðìóëû ¬φ ∨ ψ, ïî ñâîéñòâó (C5) ïîëó÷àåì, ÷òî s ∪ {¬φ} ∈ S èëè
s ∪ {ψ} ∈ S. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî ñâîéñòâó (C1).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóíêòà (iii). Ïî ñâîé-
ñòâó (C7i) èìååì s′ = s ∪ {e = d} ∈ S. Ïî ñâîéñòâó (C7ii) èìååì
s′ ∪ {c = e} ∈ S, ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó (C0) ïîëó÷àåì s ∪ {c = e} ∈ S.

Íàêîíåö, äîêàæåì ïóíêò (ii). Ïóñòü c ∈ C. Ïî ñâîéñòâó (C7iii) ñó-
ùåñòâóåò e ∈ C, äëÿ êîòîðîãî s ∪ {c = e} ∈ S. Ïî ñâîéñòâó (C7i)
èìååì s ∪ {c = e, e = c} ∈ S. Ïðèìåíÿÿ ïóíêò (iii), ïîëó÷èì, ÷òî
s ∪ {c = e, e = c, c = c} ∈ S, îòêóäà ïî ñâîéñòâó (C0) s ∪ {c = c} ∈ S.

Òåîðåìà 17. (Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè) Ïóñòü LA � ñ÷åòíûé
ôðàãìåíò, S � ìåõàíèçì ñîâìåñòíîñòè äëÿ LA. Äëÿ âñåõ s ∈ S ñóùå-
ñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà M ÿçûêà L, ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäåëüþ äëÿ s,
òî åñòü M |= φ äëÿ âñåõ φ ∈ s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó LA ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ôðàãìåíòîì, ìîæíî
çàíóìåðîâàòü âñå åãî òåðìû t0, t1, . . . , tn, . . . è ôîðìóëû φ0, φ1, . . . , φn, . . .
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s0 ⊆ s1 ⊆ . . . ⊆ sn ⊆ . . .

ýëåìåíòîâ èç S ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì s0 = s (èç óñëîâèÿ òåîðå-
ìû). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî n ∈ ω ìíîæåñòâî sn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç sn äîáàâ-
ëåíèåì îäíîãî, äâóõ, èëè òðåõ ïðåäëîæåíèé èç LA.

Øàã 1. Íàéäåì ïåðâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë c ∈ C â ñïèñêå òåðìîâ,
äëÿ êîòîðîãî sn ∪ {c = tn} ∈ S, è ïîëîæèì s′n = sn ∪ {c = tn}.

Øàã 2. Åñëè s′n ∪ {φn} /∈ S, ïîëîæèì sn+1 = s′n. Åñëè æå s′n ∪ {φn} ∈
S, ïîëîæèì s′′n = s′n ∪ {φn}. Äàëåå âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ôîðìóëû φn.

Øàã 3. Åñëè φn íå íà÷èíàåòñÿ ñ ∃ èëè ∨, ïîëîæèì sn+1 = s′′n.
Øàã 4. Åñëè φn èìååò âèä ∃vψ, òî íàéäåì ïåðâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë

c ∈ C â ñïèñêå òåðìîâ, äëÿ êîòîðîãî s′′n ∪ {ψvc} ∈ S (îí ñóùåñòâóåò ïî
ñâîéñòâó (C6)), è ïîëîæèì sn+1 = s′′n ∪ {ψvc}.

42



Øàã 5. Åñëè φn èìååò âèä ∨Φ, òî íàéäåì ïåðâóþ ôîðìóëó ψ ∈ Φ â
ñïèñêå ôîðìóë, äëÿ êîòîðîé s′′n ∪ {ψ} ∈ S (îíà ñóùåñòâóåò ïî ñâîéñòâó
(C5)), è ïîëîæèì sn+1 = s′′n ∪ {ψ}.

Èòàê, ïóñòü sω = ∪n∈ωsn. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàí-
äàðòíûìè. Îïðåäåëèì íà C îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≈ òàê: c ≈ d
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (c = d) ∈ sω. Ïóñòü M = {c/ ≈ |c ∈ C}.
Ïî ñâîéñòâó (C7), åñëè φ(c1, . . . , cn) ∈ sω è ci ≈ di, 1 6 i 6 n, òî
φ(d1, . . . , dn) ∈ sω. Ïîýòîìó êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èíòåð-
ïðåòàöèé ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà L â ìîäåëè
M ñ íîñèòåëåì M :

⟨c1/ ≈, . . . , cn/ ≈⟩ ∈ rM ⇐⇒ r(c1, . . . , cn) ∈ sω,

hM(c1/ ≈, . . . , cn/ ≈) = d/ ≈ ⇐⇒ (h(c1, . . . , cn) = d) ∈ sω.

Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë èç La ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî M |= φ äëÿ
ëþáîé ôîðìóëû φ ∈ sω (èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (C0) � (C7)).

Òåîðåìà 18. (Ðàñøèðåííàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè) Ïóñòü
LA � ñ÷åòíûé ôðàãìåíò, S � ìåõàíèçì ñîâìåñòíîñòè äëÿ LA. Åñëè T
� ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé LA òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ S èç φ ∈ T
ñëåäóåò s ∪ {φ} ∈ S, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ S T ∪ s èìååò êàíîíè÷åñêóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ′ = {T ∪ s|s ∈ S}. Ìíîæåñòâî S ′ ïî÷òè ÿâëÿ-
åòñÿ ìåõàíèçìîì ñîâìåñòíîñòè: îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (C1) � (C7).
Ïðèìåíèâ ëåììó 8, ïîëó÷èì ìåõàíèçì ñîâìåñòíîñòè S ′′ ⊇ S ′. Òåïåðü
ïðèìåíèì òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè äëÿ (T ∪ s) ∈ S ′′.

Ïóñòü LA � ôðàãìåíò L∞ω. Ïðåäëîæåíèå φ ôðàãìåíòà LA íàçûâàåòñÿ
îáùåçíà÷èìûì (îáîçíà÷àåì |= φ), åñëè M |= φ äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M
ôðàãìåíòà LA.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü LA � ôðàãìåíò L. Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë
ôðàãìåíòà LA íàçûâàåòñÿ ìåõàíèçìîì îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ LA, åñ-
ëè Γ ñîäåðæèò ÷àñòíûå ñëó÷àè ñõåì àêñèîì (A1) � (A7) äëÿ ëþáîãî
φ ∈ LA, íå ñîäåðæèò φ∧¬φ, è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðàâèë âûâîäà
(R1) � (R3):

(A1) ïîäñòàíîâêè â òàâòîëîãèè êîíå÷íîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãè-
êè;
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(A2) ¬φ↔∼ φ;
(A3) ∧Φ → φ äëÿ ëþáîé φ ∈ Φ;
(A4) vα = vα;
(A5) vα = vβ → vβ = vα;
(A6) ∀vφ(v) → φ(t) äëÿ ëþáîãî òåðìà t, ñâîáîäíîãî äëÿ v â φ(v);
(A7) φ(v) ∧ (v = t) → φ(t) äëÿ ëþáîãî òåðìà t, ñâîáîäíîãî äëÿ v â

φ(v);
(R1) (Modus Ponens) åñëè φ, (φ→ ψ) ∈ Γ, òî ψ ∈ Γ;
(R2) (Ãåíåðàëèçàöèÿ) åñëè (φ → ψ(v)) ∈ Γ è v íå âõîäèò ñâîáîäíî â

φ, òî (φ→ ∀vψ(v));
(R3) (Êîíúþíêöèÿ) åñëè ∧Φ ∈ LA è (ψ → φ) ∈ Γ äëÿ âñåõ φ ∈ Φ, òî

(ψ → ∧Φ) ∈ Γ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå âûøå ôîðìóëû ÿâÿëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè LA.

Óïðàæíåíèå 6. (i) Ïóñòü M � ñèñòåìà ÿçûêà L è ïóñòü ΓM � ìíî-
æåñòâî ôîðìóë φ(v1, . . . , vn) ∈ LA, äëÿ êîòîðûõ

M |= ∀v1 . . . ∀vnφ(v1, . . . , vn).

ΓM ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïî ïðèíöèïó ∆-âûäåëåíèÿ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî ΓM ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì îáùåçíà÷èìîñòè.

(ii) Åñëè X � ìíîæåñòâî ìåõàíèçìîâ îáùåçíà÷èìîñòè, òî

∩X = ∩{Γ|Γ ∈ X}

ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì îáùåçíà÷èìîñòè.

Çàôèêñèðóåì ôðàãìåíò LA, ìíîæåñòâî C = {cn|n ∈ ω} íîâûõ êîí-
ñòàíòíûõ ñèìâîëîâ, è ïóñòü K = L ∪ C, è KA = LA(C) � ôðàãìåíò
K∞ω, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûé ñ LA: φ ∈ KA, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî ψ ∈ LA φ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ çàìåíîé ñèìâîëîâ íåêîòîðûõ ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ íà êîíñòàíòíûå ñèìâîëû:

φ = ψ
vα1 ,...,vαk
ci1 ,...,cik

.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ � ðåçóëüòàò ñâîáîäíîé ïîäñòàíîâêè â ψ.
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Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü Γ0 � ìåõàíèçì îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ ôðàãìåí-
òà LA, è ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ñâîáîäíûõ ïîäñòà-
íîâîê â ôîðìóëû èç Γ0. Îïðåäåëèì

S = {s|s � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî KA-ïðåäëîæåíèé, (¬ ∧ s) /∈ Γ}.

Òîãäà
(i) S ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì ñîâìåñòíîñòè äëÿ KA;
(ii) åñëè φ ∈ Γ, s ∈ S, òî s ∪ {φ} ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî Γ � ìåõàíèçì îáùåçíà÷èìîñòè
äëÿ KA. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äâóõ ïóíêòîâ.

(A7) Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèå ôðàãìåíòà KA âèäà

φ(c1, . . . , cn, v) ∧ v = t→ φ(c1, . . . , cn, t),

ãäå òåðì t òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü c1, . . . , cn. Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ñâîáîäíîé ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó âèäà

φ(w1, . . . , wn, v) ∧ v = t′ → φ(w1, . . . , wn, t
′),

ãäå t′ = tc1,...,cnw1,...,wn
. Ïî ñõåìå àêñèîì (A7) äëÿ Γ0 ýòà ôîðìóëà ïðèíàäëåæèò

Γ0, à çíà÷èò ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôîðìóëà ïðèíàäëåæèò Γ.
(R3) Ïóñòü (ψ → ∧Φ) ∈ KA, è ïóñòü (ψ → φ) ∈ Γ äëÿ âñåõ φ ∈ Φ.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî (ψ → ∧Φ) ∈ Γ. Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ñâîáîäíîé ïîäñòàíîâêè íåêîòîðîé ôîðìóëû èç LA, èìåþùåé, ê ïðèìåðó,
âèä

ψv1c1 → ∧{φv1c1 |φ(v1) ∈ Φ0}.

Òàê êàê (ψ(c1) → φ(c1)) ∈ Γ,ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ñâîáîäíîé ïîäñòàíîâêè, ê ïðèìåðó, ôîðìóëû

ψ
vβ
c1 → φ

vβ
c1 ,

ãäå ψ(vβ) → φ(vβ) ∈ Γ0. Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ (R1), (R2) è (A6) äëÿ Γ0,
ïîëó÷àåì, ÷òî (ψ(v1) → φ(v1)) ∈ Γ0 äëÿ âñåõ φ(v1) ∈ Φ0. Ïî ïðàâèëó
(R3) äëÿ Γ0, ψ(v1) → ∧{φ(v1)|φ(v1) ∈ Φ0} ïðèíàäëåæèò Γ0, à çíà÷èò ψ →
∧Φ ïðèíàäëåæèò Γ. Ïðîâåðêà îñòàëüíûõ ïóíêòîâ îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Èòàê, Γ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì îáùåçíà÷èìîñòè
äëÿ KA. Ïðîâåðêà ñâîéñòâà (ii) ÿâëÿåòñÿ ðóòèííîé: ïðåäïîëîæèì, ÷òî
φ ∈ Γ, s ∈ S, íî s ∪ {φ} /∈ Γ. Òîãäà ¬(∧s ∧ φ) ∈ Γ, îòêóäà ïî (A1) è
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(R1) (φ → ¬ ∧ s) ∈ Γ. Íî òîãäà ïî (R1) ¬ ∧ s ∈ Γ, ïîýòîìó s /∈ S �
ïðîòèâîðå÷èå. Îñòàëüíûå ïóíêòû, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî S � ìåõàíèçì
ñîâìåñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîé
òîíêîñòè äëÿ (C6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃vφ(v) ∈ s ∈ S, íî äëÿ âñåõ c ∈ C
s ∪ {φ(c)} /∈ S. Òîãäà ∧s→ ¬φ(c) ∈ Γ äëÿ âñåõ c ∈ C è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
íåêîòîðîãî c, íå âñòðå÷àþùåãîñÿ â S. Âñëåäñòâèå ýòîãî

∧s→ ¬φ(v)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñâîáîäíîé ïîäñòàíîâêè íåêîòîðîé ôîðìóëû
èç Γ0, à çíà÷èò ïðèíàäëåæèò Γ. Ïîýòîìó Γ ïðèíàäëåæàò è ôîðìóëû

∧s→ ∀v¬φ(v) (ïî (R2)),

∧s→ ¬∃vφ(v) (ïî (R1),(A1),(A2)),

¬ ∧ s (ïî (A1),(R1)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ s ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 28. Ïðåäëîæåíèå φ ∈ LA íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ôðàã-
ìåíòà LA, åñëè φ ∈ Γ äëÿ ëþáîãî ìåõàíèçìà îáùåçíà÷èìîñòè Γ ôðàã-
ìåíòà LA.

Çàìå÷àíèå: ïðåäèêàò �φ � òåîðåìà LA� ÿâëÿåòñÿ â KPU Π1-ïðåäè-
êàòîì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ∆1-ïðåäèêàòîì. Ïîýòîìó íåëü-
çÿ óòâåðæäàòü (â ðàìêàõ KPU), ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ òåîðåì
ôðàãìåíòà LA.

Òåîðåìà 19. (ñëàáàÿ òåîðåìà î ïîëíîòå äëÿ ñ÷åòíûõ ôðàãìåíòîâ)
Ïóñòü LA � ñ÷åòíûé ôðàãìåíò. Ïðåäëîæåíèå φ ∈ LA îáùåçíà÷èìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ � òåîðåìà LA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � òåîðåìà LA. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòå-
ìà, ΓM îïðåäåëåíî òàê æå, êàê â ïðèìåðå 6 (i). ΓM ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì
îáùåçíà÷èìîñòè ôðàãìåíòà LA, ïîýòîìó φ ∈ ΓM, òî åñòü M |= φ.

Ïóñòü òåïåðü φ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé LA. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ /∈ Γ0 äëÿ
íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà îáùåçíà÷èìîñòè Γ0. Ïóñòü Γ ⊇ Γ0 è S îïðåäåëåíû
êàê â ïðåäëîæåíèè 7. Òîãäà {¬φ} ∈ S ïî ïóíêòó (ii) ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ,
à òàê êàê S ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì ñîâìåñòíîñòè, òî ¬φ èìååò ìîäåëü ïî
òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè.
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Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ �ñëàáîé� â òîì ñìûñëå, ÷òî îäíî Π1-
óñëîâèå (|= φ) çàìåíÿåòñÿ íà äðóãîå Π1-óñëîâèå (φ � òåîðåìà LA). Íàøåé
äàëüíåéøåé öåëüþ áóäåò ïîëó÷åíèå �ñèëüíîé� òåîðåìû î ïîëíîòå âèäà

|= φ ⇐⇒ ∃P [P � äîêàçàòåëüñòâî φ],

ïðè÷åì ïîíÿòèå äîêàçàòåëüñòâà äîëæíî áûòü ∆1-îïðåäåëèìûì, è, ãðóáî
ãîâîðÿ, èìåòü òàêîé æå �ðàçìåð�, êàê è ýëåìåíòû LA. Òàêèì îáðàçîì,
áóäåò óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü |= φ íåêîòîðîìó Σ1-óñëîâèþ.

Îïðåäåëåíèå 29. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà P íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì äî-
êàçàòåëüñòâîì, åñëè âûïðîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(A1)� (A7) P = ⟨n, φ⟩, ãäå 1 6 n 6 7 è φ � ÷àñòíûé ñëó÷àé àêñèîìû
An èç îïðåäåëåíèÿ 27;

(R1) P = ⟨f, ψ⟩, ãäå f � ôóíêöèÿ, dom(f) = {0, 1}, f(0) � áåñêîíå÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî P0, ïðè÷åì pr2(P0) èìååò âèä (φ→ ψ), f(1) � áåñêîíå÷-
íîå äîêàçàòåëüñòâî P1, ïðè÷åì pr2(P1) = φ;

(R2) P = ⟨P0, (φ→ ∀vαψ(vα))⟩, ãäå P0 � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî,
äëÿ êîòîðîãî pr2(P0) èìååò âèä (φ→ ψ(vα)), ïðè÷åì vα íå âõîäèò ñâî-
áîäíî â φ;

(R3) P = ⟨f, (ψ → ∧Φ)⟩, ãäå f � ôóíêöèÿ, dom(f) = Φ, äëÿ ëþáîé
φ ∈ Φ f(φ) � íåïóñòîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ è äëÿ
êàæäîãî P0 ∈ f(φ) pr2(P0) = (ψ → φ).

Åñëè P � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî è φ = pr2(P ), òî P íàçûâàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû φ.

Îïðåäåëåíèå 29 ìîæåò áûòü ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàíî â KPU ðåêóðñè-
åé ïî TC(P ), ïðè÷åì â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ∆1-ïðåäèêàò. Òàêèì îáðàçîì,

∃P (P � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî φ)

ÿâëÿåòñÿ Σ1-ïðåäèêàòîì îòíîñèòåëüíî φ.
Ïóñòü A = AM � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñ êîíñòàíòàìè ∧,∨,¬,∃,∀,=,

ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìèR,F,C, V è ôóíêöèîíàëüíûìè ñèìâîëàìè v,#,
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû îïðåäåëåííûå â íà÷àëå ãëàâû àêñèîìû ñèí-
òàêñèñà. Âñå ïðåäûäóùèå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðî-
èíòåðïðåòèðîâàíû êàê â AM, òàê è â VM, ïðè÷åì äëÿ ∆1-îïðåäåëåíèé
âñëåäñòâèå àáñîëþòíîñòè ðåçóëüòàòû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýêâèâàëåíòíû. Íà-
ïðèìåð, äëÿ φ ∈ AM óòâåðæäåíèå "φ � áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà"èñòèííî â

47



AM òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíî èñòèííî (â VM). Àíàëîãè÷íî, åñëè
N, P ∈ AM, òî óòâåðæäåíèÿ "N |= φ"è "P � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî
φ"èñòèííû â A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èñòèííû (â VM).

Îïðåäåëåíèå 30. (i) Åñëè A = AM = (M;A,∈, . . .) � äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî è L � ÿçûê, ÿâëÿþùèéñÿ ∆1-ìíîæåñòâîì â A, òî

LA = {φ ∈ A|φ � áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà L∞ω}

= {φ ∈ A|A |= ”φ � áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà L∞ω”}

íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ôðàãìåíòîì L∞ω, ñîîòâåòñòâóþùèì A.
(ii) Åñëè P ∈ A è P � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî, òî P íàçûâàåòñÿ

LA-äîêàçàòåëüñòâîì.

Òðèâèàëüíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóñòèìûé ôðàãìåíò LA äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 25.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü LA � äîïóñòèìûé ôðàãìåíò L∞ω, è ïóñòü φ �
ïðåäëîæåíèå LA. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ∃P (P � LA-äîêàçàòåëüñòâî φ);
(ii) ∃P (P � áåñêîíå÷íîå äîêàçàòåëüñòâî φ);
(iii) φ � òåîðåìà LA, òî åñòü ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìåõàíèçìàõ îá-

ùåçíà÷èìîñòè äëÿ LA.

Çàìå÷àíèå: ýòîò ñïèñîê, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïðîäîëæèòü óñëîâèåì
(iv), óòâåðæäàþùèì, ÷òî φ ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìåõàíèçìàõ îáùåçíà÷èìî-
ñòè, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè A. Óñëîâèå (iv), êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî
ñëàáåå óñëîâèÿ (iii).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ⇒ (ii) î÷åâèäíî.
(ii) ⇒ (iii). Ïóñòü Γ � ìåõàíèçì îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ LA. Ðóòèííîå

äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî TC(P ) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè P � äîêàçà-
òåëüñòâî φ, òî φ ∈ Γ (òàê êàê Γ ñîäåðæèò àêñèîìû (A1) � (A7) è çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ïðàâèë (R1) � (R3)).

(iii) ⇒ (i). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

Γ = {ψ ∈ LA|∃P ∈ A(P � äîêàçàòåëüñòâî φ)}

ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì îáùåçíà÷èìîñòè äëÿ LA, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
φ ∈ Γ, ïîñêîëüêó φ ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìåõàíèçìàõ îáùåçíà÷èìîñòè.
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Èòàê, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî Γ ñîäåðæèò àêñèîìû (A1) � (A7) è çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ïðàâèë (R1) � (R3). Ïåðâîå î÷åâèäíî, ïðîâåðèì çàìêíó-
òîñòü îòíîñèòåëüíî (R1) è (R3) (äëÿ (R2) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî).

(R1) Ïóñòü φ, (ψ → φ) ∈ Γ. Òîãäà ñóùåñòâóþò P0, P1 ∈ A òàêèå, ÷òî
pr2(P0) = (φ → ψ), pr2(P1) = φ. Ïóñòü f(0) = P0, f(1) = P1. Òîãäà
P = ⟨f, ψ⟩ ∈ A è P ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ψ, ïîýòîìó ψ ∈ Γ.

(R3) Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ìíî-
æåñòâ è ñàìîãî ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü (ψ → ∧Φ) ∈ LA è (ψ →
φ) ∈ Γ äëÿ âñåõ φ ∈ Φ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî φ ∈ Φ ñóùåñòâóåò P ∈ A,
ÿâëÿþùååñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ (ψ → φ). Ïî ïðèíöèïó ñèëüíîãî Σ-
çàìåùåíèÿ äëÿ A ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ A òàêàÿ, ÷òî dom(f) = Φ, è
äëÿ êàæäîãî φ ∈ Φ f(φ) ̸= ∅ è âñÿêîå P ∈ f(φ) ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì (ψ → φ). Òîãäà ⟨f, (ψ → ∧Φ)⟩ ∈ A ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ
(ψ → ∧Φ), ïîýòîìó (ψ → ∧Φ) ∈ Γ.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè LA � äîïóñòèìûé ôðàãìåíò, òî ìíîæåñòâî òåî-
ðåì ôðàãìåíòà LA ÿâëÿåòñÿ Σ1-ïîäìíîæåñòâîì â A. Áîëåå òîãî, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ Σ1-ôîðìóëà íå ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ è íå çàâèñèò
îò A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìàÿ Σ1-ôîðìóëà � ýòî ∃P (P � äîêàçàòåëüñòâî φ).

×åðåç ⊢ φ îáîçíà÷èì Σ1-ôîðìóëó ∃P [P � äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû φ].
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 20 è ñëàáóþ òåîðåìó î ïîëíîòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 21. (Òåîðåìà Áàðâàéñà î ïîëíîòå) Ïóñòü LA � ñ÷åòíûé äî-
ïóñòèìûé ôðàãìåíò. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ ∈ LA ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(i) |= φ,
(ii) ⊢ φ,
(iii) â A âåðíî ⊢ φ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ïðåäëîæåíèé ôðàãìåí-
òà LA ÿâëÿåòñÿ Σ1-ìíîæåñòâîì â A.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü íå óòâåðæäàåòñÿ èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ �|=
φ ↔⊢ φ� â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A. Åñëè áû ýòî áûëî òàê, òî äëÿ
φ ∈ LA èç òîãî, ÷òî φ èìååò ìîäåëü, ñëåäîâàëî áû, ÷òî φ èìååò ìîäåëü
N ∈ A. Îäíàêî ýòî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå òàê.

Âàæíåéøèì ïðèëîæåíèåì òåîðåìû î ïîëíîòå ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 22. (Òåîðåìà Áàðâàéñà î êîìïàêòíîñòè) Ïóñòü LA � ñ÷åò-
íûé äîïóñòèìûé ôðàãìåíò L∞ω, è ïóñòü T � ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé
ôðàãìåíòà LA, ÿâëÿþùååñÿ Σ1-ìíîæåñòâîì â A. Åñëè âñÿêîå T0 ⊆ T ,
ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòîì A, èìååò ìîäåëü, òî T òàêæå èìååò ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîãàòèì, êàê îáû÷íî, ÿçûê L äî ÿçûêà K = L ∪
{cn|n < ω}, íî ïîçàáîòèìñÿ ÷òîáû K îñòàëñÿ ∆1-ìíîæåñòâîì â A. Ïóñòü
KA = LA(C) � ôðàãìåíò LA, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì àññîöèèðîâàííûé ñK.
Òàêèì îáðàçîì, KA åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäëîæåíèé K∞ω, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè A è ñîäåðæàò òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîíñòàíò
èç C. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè äëÿ KA.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ s ïðåäëîæåíèé KA,
òàêèõ, ÷òî âñÿêîå T0 ∪ s, ãäå T0 ⊆ T , T0 ∈ A, èìååò ìîäåëü. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè s ∈ S è φ ∈ T , òî s∪{φ} ∈ S, ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äëÿ T
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàñøèðåííîé òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè,
íóæíî ëèøü ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèòü, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì
ñîâìåñòíîñòè. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî (C5) � íàèáîëåå òðóäíûé ñëó÷àé. Èòàê,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∨Φ ∈ s ∈ S, íî s∪{φ} /∈ S äëÿ âñåõ φ ∈ Φ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî äëÿ êàæäîãî φ ∈ Φ ñóùåñòâóåò T0 ⊆ T , T0 ∈ A òàêîå, ÷òî T0∪ s∪{φ}
íå èìååò ìîäåëè. Ïóñòü θ(x) � Σ1-ôîðìóëà, îðïåäåëÿþùàÿ T â A. Ïî
òåîðåìå î ïîëíîòå äëÿ KA â A ñïðàâåäëèâî Σ-ïðåäëîæåíèå

∀φ ∈ Φ∃T0 [(∀ψ ∈ T0 θ(ψ)) ∧ (⊢ (∧(T0 ∪ s) → ¬φ))].

Ïî ïðèíöèïó Σ-ðåôëåêñèè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî a ∈ A òàêîå, ÷òî â
A ñïðàâåäëèâà ðåëÿòèâèçàöèÿ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ íà a. Ìîæíî
òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî a òðàíçèòèâíî. Ïóñòü

T1 = {ψ ∈ a|θ(a)(ψ)}.

Ïî ïðèíöèïó ∆0-âûäåëåíèÿ T1 ∈ A. Êðîìå òîãî, T1 ⊆ T , è äëÿ êàæäîãî
φ ∈ Φ

|= (∧(T1 ∪ s) → ¬φ),

òàê êàê äëÿ íåêîòîðîãî T0 ⊆ T1

|= (∧(T0 ∪ s) → ¬φ).

Íî òîãäà s ∪ T1 íå ìîæåò èìåòü ìîäåëè ââèäó òîãî, ÷òî ∨Φ ∈ s. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ s ∈ S.
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8 Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà âèäà HYP(M)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàí íåêîòîðûé íàáîð áèíàðíûõ Σ-ôóíêöèé
F1, . . . ,FN (â KPU), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (äàëåå èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå D(b) = b ∪ {Fi(x, y)|x, y ∈ b, 1 6 i 6 N}):

i) F1(x, y) = {x, y};

ii) F2(x, y) = ∪x;

iii) KPU ⊢ sp(Fi(x, y)) ⊆ sp(x) ∪ sp(y) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 N ;

iv) KPU ⊢ (Tran(b) → Tran(D(b)));

v) äëÿ ëþáîé ∆0-ôîðìóëû φ(x1, . . . , xn) (ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè
ñðåäè x1, . . . , xn) è äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n ñóùåñòâóåò òåðì F îò n
àðãóìåíòîâ, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé F1, . . . ,FN , òàêîé,
÷òî

KPU ⊢ F(a, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = {xi ∈ a|φ(x1, . . . , xn)}.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ýòèì òðåáîâàíèÿì. Â äàëüíåéøåì áóäåò óêàçàí îäèí èç íèõ.

Çàìåòèì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ Σ-ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
âñå ôóíêöèè F1, . . . ,FN . Îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè â KPU Σ-
ôóíêöèþ L(·, ·) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(a, 0) = TC(a),

L(a, α + 1) = D(L(a, α) ∪ {L(a, α)}), åñëè α � îðäèíàë,

L(a, λ) = ∪α<λL(a, α), åñëè λ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

Îïðåäåëåíèå 31. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ êîíñòðóèðóåìûì èç a (îáî-
çíà÷àåì ýòî êàê x ∈ L(a)), åñëè x ∈ L(a, α) äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà α.
Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ êîíñòðóèðóåìûì (îáîçíà÷àåì ýòî êàê x ∈ L),
åñëè x êîíñòðóèðóåì èç ∅.

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà a è ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β, â KPU
äîêàçóåìû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

i) åñëè a òðàíçèòèâíî, òî a ∈ L(a, 1);
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ii) L(a, α) òðàíçèòèâíî;

iii) åñëè α < β, òî L(a, α) ⊆ L(a, β);

iv) L(a, α) ∈ L(a, α + 1);

v) åñëè x, y ∈ L(a, α), òî Fi(x, y) ∈ L(a, α + 1) (1 6 i 6 N);

vi) åñëè α � îðäèíàë, òî α ∈ L(a, β) äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà β;

vii) åñëè p � ïðàýëåìåíò, òî p ∈ L(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
p ∈ sp(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû i),iii),iv) è v) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ L(a, α). Ïóíêò ii) óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî α, èñïîëüçóÿ
ïóíêò iv) ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóíêò vii) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî p ∈ L(a, α)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ∈ sp(a) (ýòî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé
ïî α, èñïîëüçóÿ ïóíêò iii) ïðåäïîëîæåíèÿ). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ïóíêò
vi), òàêæå èíäóêöèåé ïî α. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì
∀γ < α∃δ(γ ∈ L(a, δ)). Ïî ïðèíöèïó Σ-ðåôëåêñèè ñóùåñòâóåò îðäèíàë
λ òàêîé, ÷òî ∀γ < α∃δ < λ(γ ∈ L(a, δ)). Îòñþäà ïî ïóíêòó iii) ïîëó÷à-
åì, ÷òî ëþáîé îäèíàë γ < α ïðèíàäëåæèò L(a, λ), òî åñòü α ⊆ L(a, λ).
Ïðèìåíÿÿ âïåðâûå ïóíêò (v) ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî
b = {x ∈ L(a, λ)|Ord(x)} ïðèíàäëåæèò L(a, λ′) äëÿ íåêîòîðîãî λ′ > λ. Ïî-
ñêîëüêó L(a, λ) òðàíçèòèâíî, ìíîæåñòâî b ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì β, ïðè÷åì
α 6 β. Òàê êàê L(a, λ′) òàêæå òðàíçèòèâíî, òî α ∈ L(a, λ′) (òàê êàê α = β
èëè α ∈ β).

Îïðåäåëèì ðåëÿòèâèçàöèþ φL(a) ôîðìóëû φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� åñëè φ = U(x), òî φL(a) = (x ∈ sp(a));
� åñëè φ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, φ ̸= U(x), òî φL(a) = φ;

� åñëè φ = (φ1 ∗ φ2), ∗ ∈ {∧,∨,→} òî φL(a) = (φ
L(a)
1 ∗ φL(a)2 );

� åñëè φ = ¬ψ òî φL(a) = ¬ψL(a);
� åñëè φ = (Qx ∈ y)ψ, Q ∈ {∀,∃} òî φL(a) = (Qx ∈ y)φL(a);
� åñëè φ = ∃xψ òî φL(a) = ∃x((x ∈ L(a)) ∧ ψL(a));
� åñëè φ = ∀xψ òî φL(a) = ∀x((x ∈ L(a)) → ψL(a)).

×åðåç KPU+ áóäåì îáîçíà÷àòü òåîðèþ, àêñèîìû êîòîðîé ñîñòîÿò èç
àêñèîì KPU è àêñèîìû ∃x∀y(y ∈ x ↔ U(y)), óòâåðæäàþùåé, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðàýëåìåíòîâ.

52



Òåîðåìà 23. Äëÿ ëþáîé àêñèîìû φ òåîðèè KPU+ âåðíî KPU ⊢ φL(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåëÿòèâèçàöèè àêñèîì ýêçèñòåíöèîíàëüíîñòè è ôóí-
äèðîâàííîñòè ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðåëÿòèâèçîâàííûõ àêñè-
îì. Ðåëÿòèâèçàöèè àêñèîì ïàðû è îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé F1 è F2. Âûâîäèìîñòü ðåëÿòèâèçàöèé àêñèîì ∆0-âûäåëåíèÿ
ñëåäóåò èç ïóíêòà v) ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèÿõ F1, . . . ,FN .

Ðàññìîòðèì ñõåìó àêñèîì ∆0-îãðàíè÷åííîñòè. Ïóñòü φ(x, y, z) � ∆0-
ôîðìóëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 ∈ L(a), z ∈ L(a) è ∀x ∈ a0∃y ∈ L(a)φL(a)(x, y, z).
Äëÿ êðàòêîñòè íå áóäåì â äàëüíåéøåì óïîìèíàòü î ïàðàìåòðå z. Ïî
ñâîéñòâó (*) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀x ∈ a0∃α(∃y ∈ L(a, α)φ(x, y)). Ïî ïðèíöèïó
Σ-îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâóåò îðäèíàë β òàêîé, ÷òî

∀x ∈ a0∃α < β(∃y ∈ L(a, α)φ(x, y)).

Ïî ïóíêòó iii) ëåììû 10 èìååì ∀x ∈ a0∃y ∈ L(a, β)φ(x, y)). Ñíîâà èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâî (*) è ïîëàãàÿ b = L(a, β), ïîëó÷àåì, ÷òî

(∀x ∈ a0∃y ∈ bφ(x, y))L(a),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî â KPU äîêàçóåìî (∃b∀x(x ∈ b ↔ U(x)))L(a).

Ïî ïðèíöèïó ∆-âûäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî (∃b∀x(U(x) →
x ∈ b))L(a). Âîçüìåì b = TC(a) = L(a, 0). Ïî îïðåäåëåíèþ, b ∈ L(a, 1), à
U(x)L(a) åñòü x ∈ sp(a). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî sp(a) ⊆ b.

Îïðåäåëåíèå 32. L(M, α) = (M;L(M,α) ∪ VM,∈).

L(M, α) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ñèãíàòóðû σ∗ = σM(∈),
íî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì (ïåðåñå÷åíèå ñ VM

íåîáõîäèìî äëÿ óäàëåíèÿ ïðàýëåìåíòîâ). Áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî A = AM äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì íàä M, åñëè M ∈ A.

Òåîðåìà 24. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A = AM íàä
M, äëÿ êîòîðîãî o(AM) = α, òî L(M, α) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì äîïó-
ñòèìûì ìíîæåñòâîì ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Èíûìè ñëîâàìè, L(M, α)
� äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, L(M, α) ⊆ AM, M ∈ L(M, α) è 0(L(M, α)) =
α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ β < α, âñëåäñòâèå àáñîëþòíîñòè,
L(M,β) îáîçíà÷àåò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî â AM è â VM. ÏÎýòîìó, â
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÷àñòíîñòè, L(M, α) ⊆ AM. Ïî òåîðåìå 23 L(M, α) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì M ∈ L(M, α). Èç ïóíêòà vi) ëåììû 10 ñëåäóåò, ÷òî
o(L(M, α)) = α.

Îïðåäåëèì êëàññ äîóñòèìûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì íà-
ñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Îïðå-
äåëèì

Hκ(M) = {a ∈ VM | ìîùíîñòü TC(a) ìåíüøå κ}.
Â ÷àñòíîñòè, Hω(M) = HF (M). Äëÿ ñèñòåìû M îïðåäåëèì ñèñòåìó
Hκ(M) = (M;Hκ(M),∈). Òàê æå, êàê è äëÿ HF(M), ëåãêî äîêàçàòü ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 25. Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî êàðäèíàëà κ Hκ(M) ÿâëÿåòñÿ äî-
ïóñòèìûì ìíîæåñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, îíî áóäåò äîïóñòèìûì íàä M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ > card(M).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèíãóëÿðíûõ êàðäèíàëîâ óòâåðæäåíèå òåîðåìû
òàêæå âåðíî, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíûì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ â òåîðèè äî-
ïóñòèìûõ ìíîæåñòâ. Ïîäîáíî òîìó, êàê HF(M) åñòü íàèìåíüøåå äîïó-
ñòèìîå ìíîæåñòâî A ñ óñëîâèåì M ⊆ A, HYP(M) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàè-
ìåíüøåå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A ñ óñëîâèåì M ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 33. (ñëåäóþùåå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî)
(i) HYP(M) = (M;A,∈), ãäå A =

∩
{B|(M;B,∈) � äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî íàä M}.
(ii) O(M) = o(HYP(M)).

Òåîðåìà 26. Èìååò ìåñòî
(i) HYP(M) � íàèìåíüøåå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íàä M;
(ii) HYP(M) = L(M, α), ãäå α = O(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî HYP(M) äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó îíî î÷åâèäíî áóäåò ïîä-
ìíîæåñòâîì âî âñåõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, ñîäåðæàùèõ M êàê ýëå-
ìåíò. Ðàññìîòðèì äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà AM ñ óñëîâèåì M ∈ A (òàêèå
ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìå 25). Ïóñòü α � íàèìåíüøèé îðäèíàë
âèäà o(AM), ãäå AM � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íàä M. Ïðèìåíèì òåîðåìó
24 äëÿ AM.
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Ñëåäñòâèå 8. Îðäèíàë α ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà L(α) � (÷èñòîå) äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà,
îáúÿñíÿåò ñìûñë îáîçíà÷åíèÿ HYP(M).

Òåîðåìà 27. ÏóñòüM � ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, è ïóñòü
S ⊆Mn � n-ìåñòíîå îòíîøåíèå íà M . Òîãäà

i) S ∈ HYP(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ∆1
1-îòíîøåíèå íà

M;

ii) S � Σ1-ìíîæåñòâî â HYP(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S �
Π1

1-îòíîøåíèå íà M.

Îòìåòèì, òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà, åùå îäèí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò.
Ñèñòåìà M âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåí-
íîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ðåêóðñèâíîãî ìíîæåñòâà Φ(x, v1, . . . , vn) ôîðìóë
ñèãíàòóðû σ, ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ñðåäè x, v1, . . . , vn, è ëþáûõ
m1, . . . ,mn ∈ M èç ëîêàëüíîé ñîâìåñòíîñòè ìíîæåñòâà Φ(x,m1, . . . ,mn)
â M ñëåäóåò åãî ñîâìåñòíîñòü.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü M � ñèñòåìà êîíå÷íîé ñèãíàòóðû. O(M) = ω òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé F1, . . . ,FN . Íàè-
áîëåå ñèëüíûì òðåáîâàíèåì äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå v):
äëÿ ëþáîé ∆0-ôîðìóëû φ(x1, . . . , xn) è äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n ñóùåñòâóåò
òåðì F îò n àðãóìåíòîâ, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé F1, . . . ,FN ,
òàêîé, ÷òî

KPU ⊢ F(a, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = {xi ∈ a|φ(x1, . . . , xn)}.

Áóäåì â ïåðâóþ î÷åðåäü çàáîòèòüñÿ î âûïîëíåíèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ.
Ïî îïðåäåëåíèþ,

F1(x, y) = {x, y},
F2(x, y) = ∪x.

Èç ýòèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíê-
öèè:

{x} = F1(x, x),
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x ∪ y = ∪{x, y} = F2(F1(x, y), y),

s(x) = x ∪ {x}
⟨x, y⟩ = {{x}, {x, y}},

⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨x1, ⟨x2, . . . xn⟩⟩.
Ôóíêöèÿ F2 ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçêå ∨ â∆0-ôîðìóëàõ. Äëÿ îòðèöàíèÿ íåîá-
õîäèìî ââåñòè ôóíêöèþ

F3(x, y) = x \ y.

Èç íåå ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ x ∩ y = x \ (x \ y) =
F3(x,F3(x, y)), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçêå ∧ â ∆0-ôîðìóëàõ.

Íàëè÷èå â ∆0-ôîðìóëàõ êâàíòîðîâ ïðèâîäèò íàñ ê íåîáõîäèìîñòè
ââåñòè ñëåäóþùèå, áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè:

F4(x, y) = x× y,

F5(x, y) = dom(x) = {pr1(z)|z ∈ x, z � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà},
F6(x, y) = rng(x) = {pr2(z)|z ∈ x, z � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà},

F7(x, y) = {⟨u, v, w⟩|⟨u, v⟩ ∈ x,w ∈ y},
F8(x, y) = {⟨u,w, v⟩|⟨u, v⟩ ∈ x,w ∈ y}.

Îñòàëîñü òîëüêî ââåñòè ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìàðíûì ôîð-
ìóëàì:

FU(x, y) = {z ∈ x|x � ïðàýëåìåíò},
F=(x, y) = {⟨v, u⟩ ∈ y × x|u = v},
F∈(x, y) = {⟨v, u⟩ ∈ y × x|u ∈ v},

FR(x, y) = {⟨pn, . . . , p1, v⟩|⟨pn, . . . , p1⟩ ∈ x,R(p1, . . . , pn), v ∈ y}
äëÿ âñåõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ R(x1, . . . , xn) íàøåé ñèãíàòóðû.

Èìåÿ ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè F1, . . . ,FK , ìîæíî óñòà-
íîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, áîëåå îáùèé ÷åì òðåáîâàíèå v).

Ëåììà 11. Äëÿ âñÿêîé ∆0-ôîðìóëû φ(x1, . . . , xn), âñå ñâîáîäíûå ïåðå-
ìåííûå êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ñðåäè x1, . . . , xn, ñóùåñòâóåò òåðì Fφ, ñî-
ñòàâëåííûé èç ôóíêöèé F1, . . . ,FK, äëÿ êîòîðîãî

KPU ⊢ Fφ(a1, . . . , an) = {⟨xn, . . . , x1⟩ ∈ an × . . .× a1|φ(x1, . . . , xn)}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ∗ = σ ∪ {U,∈}, ãäå σ = {R1, . . . , Rl} � êîíå÷-
íàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèãíàòóðà, à ïåðåìåííûå, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëàõ,
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {x1, x2, . . .}. Çàïèñü φ(x1, . . . , xn) âñþäó äàëåå
îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ýòîé ôîðìóëû ñîäåðæàòñÿ ñðå-
äè x1, . . . , xn. Ôîðìóëó φ ñèãíàòóðû σ∗ áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé,
åñëè äëÿ âñÿêîãî âõîæäåíèÿ â φ êâàíòîðà Qxi ∈ xj èíäåêñ i ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì ñðåäè èíäåêñîâ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè äåéñòâèÿ
ýòîãî êâàíòîðà. Ñ ïîìîùüþ ïåðåèìåíîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ëåã-
êî ïîêàçàòü, ÷òî

(a) âñÿêàÿ ∆0-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ∗ ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà óïîðÿ-
äî÷åííîé ∆0-ôîðìóëå ñ òåìè æå ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè.

Áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó φ(x1, . . . , xn) òåðìàëüíîé, èëè t-ôîðìóëîé,
åñëè ñóùåñòâóåò òåðì Fφ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî îïðåäåëåíèå äîëæíî çàâèñåòü òàêæå è îò n, îä-
íàêî äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà êîððåêòíà. Íàøà
öåëü � èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ∆0-ôîðìóëà ÿâëÿ-
åòñÿ t-ôîðìóëîé.

(b) Åñëè KPU |= φ(x1, . . . , xn) ↔ ψ(x1, . . . , xn) è ψ � t-ôîðìóëà, òî φ �
òàêæå t-ôîðìóëà.

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì òîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ ∆0-ôîðìóë.

(c) Åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü ψ(x1, . . . , xn−1) è ψ � t-ôîðìóëà, òî φ � òàêæå
t-ôîðìóëà.

Äåéñòâèòåëüíî, Fφ(a1, . . . , an) = an ×Fψ(a1, . . . , an−1).

(d) Åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü ψ(x1, . . . , xn+1) è ψ � t-ôîðìóëà, òî φ � òàêæå
t-ôîðìóëà.

Çàìåòèì, ÷òî {∅} = {F3(a1, a1)} = F1(F3(a1, a1),F3(a1, a1)), ïîýòîìó
ìîæíî èñïîëüçîâàòü {∅} â òåðìàõ. Èìååì

Fφ(a1, . . . , an) = rng(Fψ(a1, . . . , an, {∅})).

(e) Åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü ψ(x1, . . . , xm) è ψ � t-ôîðìóëà, òî φ � òàêæå
t-ôîðìóëà.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n > m ýòî ñëåäóåò èç (c) èíäóêöèåé ïî n −m, ïðè
m > n � èç (d) èíäóêöèåé ïî m− n. Ïðè n = m äîêàçûâàòü íå÷åãî.

(f) Åñëè φ(x1, . . . , xn) � t-ôîðìóëà, òî ¬φ � òàêæå t-ôîðìóëà.

Èìååì F¬φ(a1, . . . , an) = (an × . . .× a1) \ Fφ(a1, . . . , an).

(g) Åñëè φ(x1, . . . , xn) è ψ(x1, . . . , xn) � t-ôîðìóëû, òî φ ∧ ψ � òàêæå
t-ôîðìóëà.

Èìååì Fφ∧ψ(a1, . . . , an) = Fφ(a1, . . . , an) ∩ Fψ(a1, . . . , an).

(h) Ìíîæåñòâî t-ôîðìóë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Ýòî ñëåäóåò èç (b),(e),(f) è (g).

(i) Åñëè ψ(x1, . . . , xn) � t-ôîðìóëà, è φ(x1, . . . , xn+1) åñòü [ψ]xnxn+1
, òî φ

� òàêæå t-ôîðìóëà.

Åñëè n = 1, îïðåäåëèì Fφ(a1, a2) = Fψ(a2)× a1. Åñëè n > 1, îïðåäåëèì

Fφ(a1, . . . , an+1) = F8(Fψ(a1, . . . , an−1, an+1), an)

= {⟨xn+1, . . . , x1⟩|xn ∈ an è ⟨xn+1, xn−1, . . . , x1⟩ ∈ Fψ(a1, . . . , an−1, an+1)}.

(j) Åñëè ψ(x1, x2) � t-ôîðìóëà è φ(x1, . . . , xn) åñòü [ψ]x1,x2xn−1,xn
, òî φ �

òàêæå t-ôîðìóëà.

Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè n > 2 è íóæäàåòñÿ â äîêàçà-
òåëüñòâå òîëüêî ïðè n > 2. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì

Fφ(a1, . . . , an) = F7(Fψ(an−1, an), an−2 × . . .× a1)

= {⟨xn, . . . , x1⟩ ∈ an × . . .× a1|⟨xn, xn−1⟩ ∈ Fψ(an−1, an)}.

Èç óòâåðæäåíèé (k) � (v) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âñå àòîìàðíûå ôîðìóëû
ÿâëÿþòñÿ t-ôîðìóëàìè.

(k) Äëÿ âñÿêîãî n, åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü U(xn), òî φ ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé.

Äåéñòâèòåëüíî, Fφ(a1, . . . , an) = FU(an, an)× an−1 × . . .× a1.

(l) (x1 = x2) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè F=).
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(m) (xn = xn+1) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé (ïî ïóíêòàì (l) è (j)).

(n) (xn = xm) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé äëÿ âñåõ m > n.

Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü èíäóêöèåé ïî m, èñïîëüçóÿ (m) êàê áàçó èíäóêöèè
è (i) êàê èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

(p) (xn = xm) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé äëÿ âñåõ n,m.

Äëÿ n < m ýòî óòâåðæäåíèå (n), äëÿ n = m âîçüìåì Fφ(a1, . . . , an) =
an × . . . × a1, äëÿ n > m çàìåòèì, ÷òî (xn = xm) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (xm = xn), è âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòàìè (b) è (n).

(q) (x1 ∈ x2) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè F∈).

(r) (xn+1 ∈ xn+2) ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé (ïî ïóíêòàì (q) è (j)).

(s) Åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü (xi ∈ xj), òî φ ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé.

Ïóñòü ψ(x1, . . . , xn+2) åñòü ôîðìóëà ((xi = xn+1) ∧ (xj = xn+2) ∧ (xn+1 ∈
xn+2)). Îíà ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé ïî ïóíêòàì (p),(r),(e) è (q). Ïîýòîìó
ìîæíî îïðåäåëèòü

Fψ(a1, . . . , an, ai, aj)

= {⟨xn+1, . . . , x1⟩ ∈ aj×ai×an×. . .×a1|(xi = xn+1), (xj = xn+2), (xi ∈ xj)}.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé F6:

Fφ(a1, . . . , an) = rng(rng(Fψ(a1, . . . , an, ai, aj))).

(t) Åñëè φ(x1, . . . , xk+m) åñòü R(xk+1, . . . , xk+m), ãäå R �m-ìåñòíûé ïðå-
äèêàòíûé ñèìâîë ñèãíàòóðû σ, k > 1, òî φ ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé.

Äåéñòâèòåëüíî, Fφ(a1, . . . , ak+m) = FR(ak+m × . . .× ak+1, ak × . . .× a1).

(u) Åñëè φ(x1, . . . , xn) åñòü R(xi1 , . . . , xim), ãäå R � m-ìåñòíûé ïðåäè-
êàòíûé ñèìâîë ñèãíàòóðû σ, òî φ ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé.

Ïóñòü ψ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) åñòü ôîðìóëà (R(xn+1, . . . , xn+m)∧(xi1 =
xn+1)∧ . . .∧ (xim = xn+m)). Îíà ÿâëÿåòñÿ t-ôîðìóëîé ïî ïóíêòàì (t), (p),
(e) è (g). Îïðåäåëèì

Fφ(a1, . . . , an) = rngn(Fψ(a1, . . . , an, ai1 , . . . , aim)).
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(v) Âñå àòîìàðíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ∗ ÿâëÿþòñÿ t-ôîðìóëàìè.

Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé. Êðîìå òîãî, ðàíåå áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî t-ôîðìóë çàìíêíóòî îòîíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê. Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ.

(w) Åñëè ψ(x1, . . . , xn+1) � t-ôîðìóëà, è φ(x1, . . . , xn) åñòü ôîðìóëà ∃xn+1 ∈
xjψ(x1, . . . , xn+1), òî φ � òàêæå t-ôîðìóëà.

Ïóñòü θ(x1, . . . , xn+1) åñòü (xn+1 ∈ xj), òîãäà ψ∧θ � t-ôîðìóëà, îáîçíà÷èì
åå ρ(x1, . . . , xn+1). Çàìåòèì, ÷òî

Fρ(a1, . . . , an,∪aj)

= {⟨xn+1, . . . , x1⟩|xn+1 ∈ xj, xi ∈ ai äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n, è ψ(x1, . . . , xn+1)}.
Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü Fφ(a1, . . . , an) = rng(Fρ(a1, . . . , an,∪aj)).
(x) Åñëè ψ(x1, . . . , xk) � t-ôîðìóëà, è φ(x1, . . . , xn) åñòü ∃xk ∈ xjψ(x1, . . . , xk),

ãäå k > n, òî φ � òàêæå t-ôîðìóëà.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî rng
ïðèìåíÿåòñÿ k − n ðàç.

(y) Åñëè ψ(x1, . . . , xk) � t-ôîðìóëà, è φ(x1, . . . , xn) åñòü ∀xk ∈ xjψ(x1, . . . , xk),
ãäå k > n, òî φ � òàêæå t-ôîðìóëà.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç (b), (f) è (x), ïîñêîëüêó

∀xk ∈ xjψ ↔ ¬∃xk ∈ xj¬ψ.

Òàêèì îáðàçîì, èç (v), (h), (x) è (y) ïîëó÷àåì

(z) Âñå óïîðÿäî÷åííûå ∆0-ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ t-ôîðìóëàìè.

Ñëåäñòâèå 9. Ôóíêöèè F1, . . . ,FK óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(x1, . . . , xn) � ∆0-ôîðìóëà. Ïîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òåðì F òàêîé, ÷òî

F(a, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = {xi ∈ a|φ(x1, . . . , xn)}.

Äåéñòâèòåëüíî,
F(a, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

= dom(rngn−i(Fφ({x1}, . . . , {xi−1}, a, {xi+1}, . . . , {xn}))).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèå òðàíçèòèâíîñòè, îïðåäå-
ëèì, äëÿ âñåõ n > 2, ôóíêöèè G1

n,G2
n, è ôóíêöèè H1,H2,H3 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

G1
n(x, y) =

{
⟨xn, . . . , x1, y⟩, åñëè x = ⟨xn, . . . , x1, y⟩,

∅, èíà÷å;

G2
n(x, y) =

{
{xn, ⟨xn−1, . . . , x1, y⟩}, åñëè x = ⟨xn, . . . , x1, y⟩,

∅, èíà÷å;

H1(x, y) = ⟨x, y⟩;

H2(x, y) =

{
⟨u, y, v⟩, åñëè x = ⟨u, v⟩,

∅, èíà÷å;

H3(x, y) =

{
{u, ⟨y, v⟩}, åñëè x = ⟨u, v⟩,

∅, èíà÷å.

Îïðåäåëåíèå 34. Ïóñòü J � ìàêñèìàëüíàÿ ìåñòíîñòü ïðåäèêàòîâ
ñèãíàòóðû σ. Íàáîð ôóíêöèé F1, . . . ,FN ñîñòîèò èç ôóíêöèé F1, . . . ,FK,
ôóíêöèé G1

n,G2
n äëÿ âñåõ n 6 J , è ôóíêöèé H1,H2,H3.

Òåîðåìà 29. Íàáîð ôóíêöèé F1, . . . ,FN óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì i)
� v).

9 Ñèíòàêñè÷åñêèå êðèòåðèè íàñëåäñòâåííî

âû÷èñëèìûõ ñâîéñòâ ìîäåëåé

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë íå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäå-
ëÿåìîé ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé
òèï íîðìàëüíûõ ôîðì. Ôîðìóëà èç Lω1ω íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå äëÿ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ Σα-ôîðìóëîé èëè Πα-
ôîðìóëîé äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α. Êëàññû Σα-ôîðìóë è
Πα-ôîðìóë îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Êëàññû Σ0-ôîðìóë è Π0-ôîðìóë ñîâïàäàþò è ñîñòîÿò èç êîíå÷íûõ
áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë. Äëÿ îðäèíàëà α > 0 êëàññ Σα-ôîðìóë îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê: ôîðìóëà φ ÿâëÿåòñÿ Σα-ôîðìóëîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
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êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé äèçúþíêöèåé ôîðìóë âèäà ∃uψ, ãäå ψ åñòü
Πβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α. Àíàëîãè÷íî, ôîðìóëà φ ÿâëÿåòñÿ
Πα-ôîðìóëîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé
êîíúþíêöèåé ôîðìóë âèäà ∀uψ, ãäå ψ åñòü Σβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî
β < α.

Êëàññû âû÷èñëèìûõ Σ0-ôîðìóë è Π0-ôîðìóë ñîâïàäàþò è ñîñòîÿò
èç êîíå÷íûõ áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë. Äëÿ âû÷èñëèìîãî îðäèíàëà α > 0
êëàññ âû÷èñëèìûõ Σα-ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ôîðìóëà φ(x̄) ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëèìîé Σα-ôîðìóëîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé â.ï. ìíîæåñòâà ôîðìóë âèäà ∃ūψ, ãäå ψ åñòü âû÷èñëèìàÿ
Πβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α, à ū ñîäåðæèò âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåí-
íûå ôîðìóëû ψ, íå âõîäÿùèå â x̄ (âîçìîæíî è íåêîòîðûå ïåðåìåííûå èç
x̄). Àíàëîãè÷íî, ôîðìóëà φ(x̄) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé Πα-ôîðìóëîé â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé â.ï. ìíîæåñòâà
ôîðìóë âèäà ∀ūψ, ãäå ψ åñòü âû÷èñëèìàÿ Σβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî
β < α, à ū ñîäåðæèò âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû ψ, íå âõîäÿùèå
â x̄.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà áûëà ïîëó÷åíà Ìýííýñîì è Ñëýìýíîì,
çàòåì Ýøåì è Íàéò, è, íåçàâèñèìî, ×èçõîëìîì.

Òåîðåìà 30. Äëÿ âû÷èñëèìîé ñèñòåìû A è îòíîøåíèÿ R íà A ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) R îïðåäåëèìà â A c ïîìîùüþ âû÷èñëèìîé Σα-ôîðìóëû;

(2) â ëþáîé êîïèè B ñèñòåìû A îáðàç îòíîøåíèÿ R ÿâëÿåòñÿ
Σα(B)-îïðåäåëèìûì.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîë-
íåíî óñëîâèå (2), ïîñòðîèì "ãåíåðè÷åñêóþ"êîïèþB ñèñòåìû A. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ, îáðàç R â B ÿâëÿåòñÿ Σα(B)-îïðåäåëèìûì. Âûðàæàþùåå
ýòîò ôàêò ïðåäëîæåíèå äîëæíî áûòü "âûíóæäàåìûì"âñëåäñòâèå ãåíå-
ðè÷íîñòè B, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ Σα-ôîðìóëà äëÿ R.

Íà÷íåì ñ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè âûíóæäåíèÿ. Ïóñòü σ
� ñèãíàòóðà ñèñòåìû A, è ïóñòü B � áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæå-
ñòâî íîâûõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ, êîòîðîå áóäåò íîñèòåëåì ñèñòåìû B.
Ïóñòü F � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ðàçíîçíà÷íûõ ôóíêöèé èç A â B. Ýòî
ìíîæåñòâî áóäåò ìíîæåñòâîì óñëîâèé âûíóæäåíèÿ. Íà F ñóùåñòâóåò
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åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê � îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû èç F ñèìâîëàìè p, q, . . .. Â õîäå äî-
êàçàòåëüñòâà áóäåò ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîâèé
âûíóæäåíèÿ, îáúåäèíåíèå êîòîðîé áóäåò ðàçíîçíà÷íîé ôóíêöèåé èç A
íà B. Ñèñòåìà B ñ íîñèòåëåì B áóäåò îïðåäåëåíà òàê, ÷òîáû A ≡F B.

Íàì íåîáõîäèì îñîáûé ÿçûê âûíóæäåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñûâàòü
ñâîéñòâà ñòðîÿùèõñÿ ãåíåðè÷åñêîé êîïèè B è îáîãàùåíèÿ (B, F (R)).

Íóæíî, íàïðèìåð, îïðåäåëÿòü óñëîâèÿ âèäà "F (R) = W
∆0

α(B)
e ". Ñóùå-

ñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàäàíèÿ ÿçûêà âûíóæäåíèÿ. Òàê, íàïðè-
ìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäèêàòíûé ÿçûê ñ ñèãíàòóðîé, ïîëó÷åííîé
äîáàâëåíèåì ê σ ñèìâîëà îòíîøåíèÿ R, ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà F
äëÿ èçîìîðôèçìà, è êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû A. Â
äàííîì äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê
âûíóæäåíèÿ P , â êîòîðîì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñèìâîëû áóäóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü àòîìàðíûì ïðåäëîæåíèÿì ñèãíàòóðû σ∪{R}∪B. Òàêæå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîäÿçûê P ′, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñèìâîëû êîòîðîãî ñîîò-
âåòñòâóþò àòîìàðíûì ïðåäëîæåíèÿì ñèãíàòóðû σ ∪B.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë ÿçûêà P , S ′

� ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë ÿçûêà P ′. Ïîêàæåì, êà-
êèì îáðàçîì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû èç S èëè S ′ îïèñûâàþò ñè-
ñòåìû B è (B, F (R)). Ðàññìàòðèâàÿ (B, F (R)) êàê ñèñòåìó ñèãíàòóðû
σ ∪ {R} ∪ B, ïîëó÷èì ñèñòåìó B∗ äëÿ ÿçûêà P , â êîòîðîé îçíà÷èâàíèÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ àòîìàðíîé äèàãðàììîé
èñõîäíîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äëÿ P ′.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ φ ∈ P

B∗ |= φ ⇐⇒ (B, F (R)) |= φ,

ãäå â ëåâîé ÷àñòè φ ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà, à â
ïðàâîé êàê ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïîäõîäÿùåé ñèãíàòóðû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ôîðìóëû. Äëÿ ëþáûõ n, e ∈
ω ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ Σ1-ôîðìóëà φ ∈ S ′ òàêàÿ, ÷òî

B∗ |= φ ⇐⇒ n ∈ WB
e .

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ n, e ∈ ω è ëþáîãî âû÷èñëèìîãî îðäèíàëà α (îòîæ-
äåñòâëÿåìîãî ñ íåêîòîðûì îáîçíà÷åíèåì â íåêîòîðîì ïóòè â äåðåâå O)
ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ Σα-ôîðìóëà èç S

′, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óòâåðæäå-
íèþ

n ∈ W∆0
α(B)

e .
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé ôîðìóëû îáîçíà÷åíèå n ∈ WDα
e . Àíàëî-

ãè÷íî, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ Πα+1-ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óòâåð-
æäåíèþ

W∆0
α(B)

e = F (R).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé ôîðìóëû îáîçíà÷åíèå WDα
e = F (R).

Èòàê ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ìåõàíèçìà âûíóæäåíèÿ. Îïðåäåëèì
îòíîøåíèå "p âûíóæäàåò φ îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç p  φ, äëÿ φ ∈ S è
p ∈ F èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ. Õîòÿ φ è ÿâëÿåòñÿ ïðîï-
ïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëîé, ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî åå ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò àòîìàðíûì ïðåäëîæåíèÿì ñ êîíñòåíòàìè èç
B, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î "êîíñòàíòàõ"ôîðìóëû φ.

(1) Åñëè φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà, òî p  φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå êîíñòàíòû ôîðìóëû φ ïðèíàäëåæàò dom(p) è ïðè îòîáðàæåíèè p
ôîðìóëà φ èñòèííà â (A, R) (îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ
îòðèöàíèå, äàííîå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ
îòíîøåíèÿ âûíóæäåíèÿ),

(2) p 
∨
i φi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p  φi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ ω,

(3) p 
∧
i φi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ ω è ëþáîãî

q ⊇ p ñóùåñòâóåò r ⊇ q òàêîå, ÷òî r  φi.
Â ñëåäóþùèõ äàëåå ëåììàõ ôîðìóëèðóþòñÿ îñåíîâíûå ñâîéñòâà âû-

íóæäåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëèìîé Σα(Πα)-ôîðìóëû φ ÷åðåç ∼ φ áóäåì îáî-
çíà÷àòü âû÷èñëèìóþ Πα(Σα)-ôîðìóëó, ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ ¬φ, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì � çàíåñåíèåì â ¬φ îòðèöàíèÿ
âãëóáü ôîðìóëû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p ðåøàåò φ, åñëè ëèáî p  φ, ëèáî
p ∼ φ.

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáîãî p ∈ F è ëþáîé φ ∈ S ñóùåñòâóåò q ⊇ p òàêîå,
÷òî q ðåøàåò φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ.
(1) Åñëè φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà, òî îíà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, ïîíèìàå-
ìàÿ êàê ïðåäëîæåíèå èñëèñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî êîíñòàíò èç B. Åñëè q ⊇ p òàêîâî, ÷òî dom(q) ñîäåðæèò âñå ýòè
êîíñòàíòû, òî q ðåøàåò φ.

(2) Ïóñòü φ � âû÷èñëèìàÿ Σα-ôîðìóëà, òî åñòü

φ =
∨
i

φi,
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ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ ω φi � âû÷èñëèìàÿ Πβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ âñåõ
φi. Èìååì ∼ φ =

∧
i ∼ φi. Åñëè íèêàêîå ðàñøèðåíèå p íå âûíóæäàåò

φ, òî, ïî îïðåäåëåíèþ âûíóæäåíèÿ, äëÿ âñåõ i ∈ ω è âñåõ q ⊇ p âåðíî
q ̸ φi. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò r ⊇ q òàêîå, ÷òî
r ∼ φi. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p ∼ φ.

(3) Ïóñòü φ � âû÷èñëèìàÿ Πα-ôîðìóëà, òî åñòü

φ =
∧
i

φi,

ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ ω φi � âû÷èñëèìàÿ Σβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ âñåõ
φi. Èìååì ∼ φ =

∨
i ∼ φi. Åñëè p íå âûíóæäàåò φ, òî, ïî îïðåäåëåíèþ

âûíóæäåíèÿ, äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ ω è íåêîòîðîãî q ⊇ p íå ñóùåñòâóåò
r ⊇ q òàêîãî, ÷òî r  φi. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ ýòèõ i
è q ñóùåñòâóåò r ⊇ q òàêîå, ÷òî r ∼ φi. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî r ∼ φ.

Ëåììà 13. Åñëè p  φ è q ⊇ p, òî q  φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ.

Ëåììà 14. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ ∈ S è ëþáîãî óñëîâèÿ p íåâîçìîæíî,
÷òîáû îäíîâðåìåííî p  φ è p ∼ φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ.
(1) Åñëè φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
(2) Ïóñòü

φ =
∨
i

φi,

è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ âñåõ φi. Åñëè p  φ è p ∼ φ, òî, ïî
îïðåäåëåíèþ è ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ñóùåñòâóþò i ∈ ω è q ⊇ p òàêèå,
÷òî q  φi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

(3) Ïóñòü

φ =
∧
i

φi,

è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ âñåõ φi. Åñëè p  φ è p ∼ φ, òî, ïî
îïðåäåëåíèþ è ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ñóùåñòâóþò i ∈ ω è q ⊇ p òàêèå,
÷òî q  φi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
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Ìíîæåñòâî óñëîâèé D ⊆ F íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî
p ∈ F íàéäåòñÿ q ⊇ p òàêîå, ÷òî q ∈ D. Íàïðèìåð, ïëîòíûìè ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

Dφ = {p | p ðåøàåò φ}, φ ∈ S,

D′
a = {p | a ∈ rng(p)}, a ∈ A.

Ïóñòü D � ñåìåéñòâî âñåõ ïëîòíûõ ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà. Ïîëíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûíóæäåíèÿ (ñîêðàùåííî ï.ï.â.) íàçûâàåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (pn)n∈ω óñëîâèé âûíóæäåíèÿ, òàêàÿ, ÷òî pn ⊆ pn+1 äëÿ
ëþáîãî n ∈ ω, è äëÿ ëþáîãî D ∈ D ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîå, ÷òî pn ∈ D.
Òàê êàê D ñ÷åòíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùå-
ñòâóþò.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ï.ï.â. (pn)n∈ω, è ïîêàæåì êàê íà åå îñíîâå
ïîëó÷èòü ãåíåðè÷åñêóþ êîïèþ ñèñòåìû A.

Ïðåäëîæåíèå 8. Îáúåäèíåíèå ∪npn ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì èç B íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êàæäîå pn ÿâëÿåòñÿ ðàçíîçíà÷íîé ôóíêöèåé,
òî ∪npn ÿâëÿåòñÿ ðàçíîçíà÷íîé ôóíêöèåé èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
B â A. Òàê êàê D ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà âèäà D′

a, òî ìíîæåñòâîì çíà-
÷åíèé ôóíêöèè ∪npn ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî A. Òàê êàê D ñîäåðæèò âñå
ìíîæåñòâà âèäà Db=b, òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ∪npn ÿâëÿåòñÿ
âñå ìíîæåñòâî B.

Ïóñòü F � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ∪npn, òîãäà F åñòü áèåêöèÿ èç A íà B.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìóB, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ A ∼=F B � ãåíå-
ðè÷åñêóþ êîïèþ ñèñòåìû A. Ðàññìîòðèì òàêæå îáîãàùåíèå (B, F (R)),
ïî êîòîðîìó îáðàçóåì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñèñòåìó B∗ (ñîñòîÿùóþ èç
àòîìàðíûõ ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â (B, F (R)), òî÷íåå òàêèõ φ ∈ P ,
÷òî (B, F (R)) |= φ). Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ôîðìóëà φ ∈ S ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîâðåìåííî áåñêâàíòîðíûì ïðåäëîæåíèåì ñèãíàòóðû σ ∪ {R} ∪ B,
ïîýòîìó

B∗ |= φ ⇐⇒ (B, F (R)) |= φ.

Ëåììà 15. (èñòèííîñòü è âûíóæäåíèå) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ ∈ S

B∗ |= φ ⇐⇒ ∃n pn  φ.

66



Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ.
(1) Ïóñòü φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà. Èìååì B∗ |= φ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ n ∈ ω òàêèõ, ÷òî dom(pn) ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû,
âõîäÿùèå â φ, âûïîëíÿåòñÿ pn  φ.

(2) Ïóñòü φ =
∨
i φi, è óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôîðìóë

φi. Èìååì B∗ |= φ⇔ ∃iB∗ |= φi⇔ ∃i∃n pn  φi⇔ ∃n pn  φ.
(3) Ïóñòü φ =

∧
i φi, è óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôîðìóë

φi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B∗ |= φ. Òîãäà B∗ |= φi äëÿ âñåõ i ∈ ω. Âûáåðåì
n ∈ ω òàê, ÷òîáû pn ðåøàëî φ. Åñëè pn ∼ φ, òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈
ω èìååì pn ∼ φi. Íî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò
m ∈ ω òàêîå, ÷òî pm  φi. Âñëåäñòâèå ìîíîòîííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî m = n (âçÿâ íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé 14. Åñëè æå pn  φ, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ ω ñóùåñòâóåò m > n
òàêîå, ÷òî pm ðåøàåò φi. Òàê êàê pn  φ, òî ñóùåñòâóåò q ⊇ pm òàêîå, ÷òî
q  φi, à çíà÷èò pm  φi. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì,
÷òî B∗ |= φi. Ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ i ∈ ω, ïîëó÷àåì, ÷òî
B∗ |= φ.

Äî ñèõ ïîð ìû íèãäå íå èñïîëüçîâàëè S ′ � ïîäìíîæåñòâî S, ñîñòî-
ÿùåå èç ôîðìóë, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñèìâîëû êîòîðûõ (ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà P ′) ñîîòâåòñòâóþò àòîìàðíûì ïðåäëîæåíèÿì, íå ñîäåðæàùèì R.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ôîðìóë èç S ′ âûíóæäåíèå
îïðåäåëèìî â A.

Ëåììà 16. (îïðåäåëèìîñòü âûíóæäåíèÿ) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ ∈ S ′

è ëþáîãî íàáîðà b̄ ýëåìåíòîâ èç A ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ
ôîðìóëà Forceb̄,φ(x̄) ñèãíàòóðû σ òàêàÿ, ÷òî A |= Forceb̄,φ(ā) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ p, ïåðåâîäÿùåãî b̄ â ā,
ñïðàâåäëèâî p  φ. Êðîìå òîãî, åñëè φ � âû÷èñëèìàÿ Σα(Πα)-ôîðìóëà,
òî òàêîé æå áóäåò è ôîðìóëà Forceb̄,φ(x̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ.
(1) Ïóñòü φ � êîíå÷íàÿ ôîðìóëà. Åñëè b̄ ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû

èç B, âõîäÿùèå â φ, òî Forceb̄,φ(x̄) åñòü êîíå÷íàÿ êîíúþíêöèÿ áàçèñ-
íûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ (òî åñòü àòîìàðíûõ ôîðìóë è èõ îòðèöàíèé),
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà b̄ âìåñòî x̄ äåëàåò ôîðìóëó φ èñòèííîé.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçüìåì Forceb̄,φ(x̄) òîæäåñòâåííî ëîæíîé.

(2) Ïóñòü φ � âû÷èñëèìàÿ Σα-ôîðìóëà, òî åñòü φ =
∨
i φi, è äëÿ ëþ-

áîãî i φi åñòü âû÷èñëèìàÿ Πβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α. Ôîðìóëû
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Forceb̄,φi
(x̄) îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî i ∈ ω. Èìååì

Forceb̄,φ(x̄) =
∨
i

Forceb̄,φi
(x̄).

(3) Ïóñòü φ � âû÷èñëèìàÿ Πα-ôîðìóëà, òî åñòü φ =
∧
i φi, è äëÿ ëþ-

áîãî i φi åñòü âû÷èñëèìàÿ Σβ-ôîðìóëà äëÿ íåêîòîðîãî β < α. Ôîðìóëû
Forceb̄,d̄,φi

(x̄) îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî i ∈ ω è ëþáîãî íàáîðà d̄. Òîãäà
Forceb̄,φ(x̄) åñòü êîíúþíêöèÿ ïî âñåì i è b̄1 ôîðìóë âèäà

∀u1
∨
b̄2

∃ū2Forceb̄,b̄1,b̄2,φi
(x̄, ū1, ū2).

Çäåñü äëèíû íàáîðîâ ïåðåìåíííûõ ū1 è ū2 ñîâïàäàþò ñ äëèíàìè íàáîðîâ
b̄1 è b̄2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì ïîëíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âûíóæäåíèÿ (pn)n∈ω, è ïóñòü F è B åñòü ñîîòâåòñòâåííî
èçîìîðôèçì è êîïèÿ A, ïîñòðîåííûå ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïèñàí-
íûì âûøå ñïîñîáîì. Íàì íóæíî íàéòè âû÷èñëèìóþ Σα-ôîðìóëó, îïðå-
äåëÿþùóþ îòíîøåíèå R â A, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî F (R) ÿâëÿåòñÿ

Σα(B)-îïðåäåëèìûì. Èòàê, F (R) = W
∆0

α(B)
e äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ ω. Ïî

ëåììå 15 ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîå, ÷òî

pn  WDα
e = F (R).

Ïóñòü pn � ôóíêöèÿ ïåðåâîäÿùàÿ íàáîð d̄ â íàáîð c̄. Èç îïðåäåëåíèÿ
âûíóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî a ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
q ⊇ pn è b ∈ B òàêèå, ÷òî q(b) = a è q  b ∈ WDα

e .
Ïî ëåììå 16, äëÿ ëþáûõ b è b̄1 èç B ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ Σα-

ôîðìóëà Forced̄,b,b̄1,b∈WDα
e

(c̄, x, ū) ñèãíàòóðû σ òàêàÿ, ÷òî

A |= Forced̄,b,b̄1,b∈WDα
e

(c̄, a, ā1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ óñëîâèÿ q, ïåðåâîäÿùåãî d̄, b, b̄1 â c̄, a, ā1,
âûïîëíÿåòñÿ q  b ∈ WDα

e . Ïóñòü φ(c̄, x) � äèçúþíêöèÿ ïî âñåì b, b̄1 èç B
ôîðìóë âèäà

∃ūForced̄,b,b̄1,b∈WDα
e

(c̄, x, ū).

Òîãäà ôîðìóëà φ(c̄, x) îïðåäåëÿåò R â A, ïðè÷åì ëåãêî ïðèâåñòè åå ê
èñêîìîìó âèäó âû÷èñëèìîé Σα-ôîðìóëû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

68


