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Σ-îïðåäåëèìîñòü â íàñëåäñòâåííî
êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ è ïàðû ìîäåëåé

À.È. Ñòóêà÷åâ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîíÿòèÿ Σ-îïðåäåëèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ââåñòè àíàëîãè ïîíÿòèÿ êîí-

ñòðóêòèâíîñòè äëÿ íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Þ.Ë. Åðøîâûì â [1, 2] ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ

ïðîáëåìà: îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ òåîðèé, èìåþùèõ íåñ÷åòíûå ìîäåëè, Σ-îïðåäåëèìûå â

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè. Â [1] ïîëó÷åí

êðèòåðèé ýòîãî ñâîéñòâà â òåðìèíàõ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè ∗ω-ñïåêòðà òåîðèè, à â [2]

âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå òàê íàçûâàåìûå c-ïðîñòûå

òåîðèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé íåðàçëè÷èìîñòè, â òåðìèíàõ êî-

òîðîãî åäèíûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíû êðèòåðèè Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíîé ìîäåëè c-ïðîñòîé

òåîðèè â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè è áåñ-

êîíå÷íûìè ìîäåëÿìè ïóñòîé ñèãíàòóðû (ñ ðàâåíñòâîì). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòàíîâëåíî

ñóùåñòâîâàíèå c-ïðîñòîé òåîðèè (áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðû), íèêàêàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü êî-

òîðîé íå Σ-îïðåäåëèìà â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè

ïîðÿäêàìè.

Ââåäåííîå â ðàáîòå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé íåðàçëè÷èìîñòè îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè

ïàðû ìîäåëåé, îñíîâíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Â òåîðèè äî-

ïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ïàðû ìîäåëåé êàê àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

ñèãíàòóðû, ïîëó÷åííîé îáúåäèíåíèåì (íåïåðåñåêàþùèõñÿ) ñèãíàòóð èñõîäíûõ ìîäåëåé, ñ

äîáàâëåííûìè îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìè, âûäåëÿþùèìè èõ îñíîâíûå ìíî-

æåñòâà. Â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ òàêîé ñèñòåìû áåðåòñÿ îáúåäèíåíèå íîñèòåëåé èñõîäíûõ ìî-

äåëåé, ïðè÷åì íå ââîäèòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå. Äëÿ òàêèì

îáðàçîì îïðåäåëåííûõ ïàð ìîäåëåé â ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåêóðñèâíîé íàñûùåííî-

ñòè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîêàçàíî, ÷òî ïàðà, îáðàçîâàííàÿ ìîäåëÿìè c-ïðîñòûõ òåîðèé,

ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé. Ïðèâåäåí ïðèìåð òåîðèè T ñ ïðîñòîé ìîäåëüþ M0, âñå

ìîäåëè êîòîðîé ðåêóðñèâíî íàñûùåíû, íî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè T ïàðà (M0, M)

ðåêóðñèâíî íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ∼= M0. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîç-

âîëÿþò óêàçàòü ïðèìåð ìîäåëåé M è N òàêèõ, ÷òî O(M) = O(N) = ω, íî O(M, N) > ω, ãäå
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O(A) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøèé îðäèíàë, íå ëåæàùèé â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HY P (A) (ñì.

[3, 5]).

Òåðìèíîëîãèÿ, à òàêæå âñå èñïîëüçóåìûå â òåêñòå ðàáîòû îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàí-

äàðòíûìè è ñîîòâåòñòâóþò [3, 5, 8, 9]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíîé ñèãíàòóðû, ïðè÷åì íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèãíàòóðà ñî-

äåðæèò òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû. Çàïèñü σ = 〈Pn0
0 , . . . , Pnk

k , . . .〉 îçíà÷àåò, ÷òî Pk �

nk-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ñèãíàòóðû σ, ïðè÷åì åñëè f(k) = nk � âû÷èñëèìàÿ ôóíê-

öèÿ, òî ñèãíàòóðà σ òàêæå íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé. Åñëè A � ìîäåëü ñèãíàòóðû σ, òî ÷åðåç

PA
k îáîçíà÷àåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà Pk â ìîäåëè A, îñíîâíîå ìíîæåñòâî

ìîäåëè A îáîçíà÷àåòñÿ êàê |A|. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ÷åðåç M<ω îáîçíà÷àåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

1 Σ-îïðåäåëèìîñòü íàä êëàññàìè
ìîäåëåé c-ïðîñòûõ òåîðèé

Íàïîìíèì ïîíÿòèå Σ-îïðåäåëèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå [3],

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè. Ïóñòü M � àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû 〈Pn0
0 , . . . , Pnk

k , . . .〉, è ïóñòü A � äîïóñòè-

ìîå ìíîæåñòâî ñèãíàòóðû σ0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå
A, åñëè ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ0

Φ(x0, y),Ψ(x0, x1, y), Ψ∗(x0, x1, y), Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Φ∗0(x0, . . . , xn0−1, y), . . . ,Φk(x0, . . . , xnk−1, y), Φ∗k(x0, . . . , xnk−1, y), . . . ,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà a ∈ A ìíîæåñòâî M0 ® ΦA(x0, a) íåïóñòî, îòíî-

øåíèå η ® ΨA(x0, x1, a)∩M2
0 åñòü îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå

M0 ® 〈M0, P
M0
0 , . . . , PM0

k , . . .〉,

ãäå PM0
k ® ΦAk (x0, . . . , xnk−1) ∩Mnk

0 , k ∈ ω,

Ψ∗A(x0, x1, a) ∩M2
0 = M2

0 \ΨA(x0, x1, a),

Φ∗Ak (x0, . . . , xnk−1, a) ∩Mnk
0 = Mnk

0 \ ΦAk (x0, . . . , xnk−1)

äëÿ âñåõ k ∈ ω è ñèñòåìà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñèñòåìå M0�η. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,

÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë (ñ ïàðàìåòðîì a ∈ A) Σ-îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

M â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A.
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Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåò-

ñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêîé. Îðäèíàëàìè ëþáîé íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàä-

ñòðîéêè ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è òîëüêî îíè, ïîýòîìó ïîíÿòèå Σ-îïðåäåëèìîñòè â

ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå áëèçêî ïîíÿòèþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè. Äëÿ A = HF (∅) ïîíÿòèÿ

Σ-îïðåäåëèìîñòè â A è êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè ñîâïàäàþò. Ñëó÷àé, êîãäà A = HF (M), è

M � áåñêîíå÷íàÿ ñ÷åòíàÿ ìîäåëü, ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ îòíîñèòåëüíîé êîíñòðóê-

òèâèçèðóåìîñòè, èñïîëüçóþùåé ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè ñ îðàêóëîì. Íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà

â êà÷åñòâå A áåðåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîéêà íàä íåñ÷åòíîé ìîäåëüþ, èíòåðå-

ñåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè íåêîòîðûé àíàëîã (îòíîñèòåëüíîé) êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè

è äëÿ íåñ÷åòíûõ ñèñòåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M ìîæåò áûòü Σ-îïðåäåëåíà â ïîäõî-

äÿùåé íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå (íàïðèìåð, òðèâèàëüíûì îáðàçîì â HF (M)).

Ïîýòîìó áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î Σ-îïðåäåëèìîñòè M â íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè èç íåêîòîðîãî êëàññà K. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîäåëü M

Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì K, åñëè M Σ-îïðåäåëèìà â HF (A) äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè A

èç êëàññà K. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êëàññû âèäà Mod(T ), òî åñòü êëàññû

ìîäåëåé íåêîòîðûõ òåîðèé.

Ñîãëàñíî [3], òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ c-ïðîñòîé, åñëè îíà ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íà, ìîäåëüíî

ïîëíà, ðàçðåøèìà è èìååò ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôîðìóë. Âñþäó äàëåå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðà c-ïðîñòîé òåîðèè âû÷èñëèìà (òî åñòü íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íà). Âñÿêàÿ

c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ èìååò âñëåäñòâèå ω-êàòåãîðè÷íîñòè èìååò åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñ÷åòíóþ ìîäåëü, è, áîëåå òîãî, èìååò ðàçðåøèìóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ åäèíñòâåí-

íà ñ òî÷íîñòüþ äî âû÷èñëèìîãî èçîìîðôèçìà. Ðàçðåøèìîé íàçûâàåòñÿ ìîäåëü, îñíîâíîå

ìíîæåñòâî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âñå îïðåäåëè-

ìûå îòíîøåíèÿ êîòîðîé òàêæå (ðàâíîìåðíî) âû÷èñëèìû. Ìîäåëü íàçûâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé, åñëè åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, íî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìû ëèøü îòíîøåíèÿ, îïðåäåëèìûå àòîìàðíûìè ôîðìóëàìè.

Íàðÿäó ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé è

ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ìîäåëè [4].

Â òåðìèíàõ ðàçðåøèìûõ ìîäåëåé ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì c-

ïðîñòàÿ òåîðèÿ èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ íàä êëàññîì ìîäåëåé äðóãîé c-

ïðîñòîé òåîðèè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùåå îáùåå ïîíÿòèå, èìåþùåå ñìûñë äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ïàðû ìîäåëåé ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñíîâíûìè ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè M è N � íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, òî ìíîæåñòâî I ⊆
|M| ∩ |N| íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì M-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â N, åñëè äëÿ ëþáûõ
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i0, . . . , in, i′0, . . . , i
′
n ∈ I

〈M, i0, . . . , in〉 ≡ 〈M, i′0, . . . , i
′
n〉 ⇒ 〈N, i0, . . . , in〉 ≡ 〈N, i′0, . . . , i

′
n〉.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T1 è T2 � c-ïðîñòûå òåîðèè. Åñëè òåîðèÿ T2 èìååò íåñ÷åòíóþ ìî-

äåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ íàä êëàññîì Mod(T1), òî ñóùåñòâóþò ðàçðåøèìûå ìîäåëè M è N

òåîðèé T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî â ìîäåëè N ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñ-

ëèìîå ìíîæåñòâî M∗-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ, ãäå M∗ � íåêîòîðîå îáîãàùåíèå ìîäåëè

M êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T2 Σ-îïðåäåëèìà â íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå íàä íåêîòîðîé (íåñ÷åòíîé) ìîäåëüþ M′ òåîðèè T1 ïîñðåäñòâîì

íàáîðà Σ-ôîðìóë

Γ = 〈Φ, Ψ, Ψ∗, Φ0, Φ∗0, . . . ,Φk, Φ∗k, . . .〉,

(ãäå ôîðìóëû Ψ è Ψ∗ îïðåäåëÿþò îòíîøåíèå ðàâåíñòâà), ïðè÷åì íå íàðóøàÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðàýëåìåíòîâ m̄′ ∈ |M′|<ω. Ïóñòü M � ðàç-

ðåøèìàÿ ìîäåëü òåîðèè T1. Òàê êàê T1 � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, íàéäåòñÿ íàáîð m̄0 ýëåìåíòîâ M

òàêîé, ÷òî 〈M, m̄0〉 ≡ 〈M′, m̄′〉. Îòñþäà, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ëþáàÿ ìîäåëü c-ïðîñòîé òåîðèè

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé, ïîëó÷àåì, ÷òî 〈HF (M), m̄0〉 ≡ 〈HF (M′), m̄′〉 (íàïîìíèì,
÷òî ìîäåëü M0 íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé [3], åñëè ñóùåñòâóåò ω-íàñûùåííàÿ

ìîäåëü M1 òàêàÿ, ÷òî M04M1 è HF (M0)4HF (M1)). Ïîýòîìó íàáîð ôîðìóë Γ ñ ïàðà-

ìåòðîì m̄0 êîððåêòíî îïðåäåëÿåò â HF (M) ìîäåëü N′, êîòîðàÿ áóäåò ìîäåëüþ òåîðèè T2.

Ñèñòåìà ôîðìóë Γ ñ äàííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ íå ìîæåò îïðåäåëÿòü ìîäåëü ñ êîíå÷íûì

íîñèòåëåì (èíà÷å êîíå÷íîé áûëà áû è ìîäåëü, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì íàáîðîì â HF (M′)),

ïîýòîìó N′ áóäåò ñ÷åòíîé ìîäåëüþ òåîðèè T2. Êðîìå òîãî, ïî âñÿêîé ñèëüíîé êîíñòðóêòè-

âèçàöèè ìîäåëè M íàáîð Γ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâèçàöèþ ìîäåëè N′. Ïî ñïîñîáó

ïîñòðîåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëè N′ îáîçíà÷åíèå Γ(HF (M), m̄0).

Èçâåñòíî [3], ÷òî ëþáîé ýëåìåíò íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF (M) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå çíà÷åíèÿ òåðìà tκ(m̄), ãäå m̄ ∈ |M|<ω � íàáîð ïðàýëåìåíòîâ, à

κ ∈ HF (ω). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò κ ∈ HF (ω), òàêîé íàáîð m̄1 ∈ |M|<ω

è òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî X ⊆ M , ÷òî HF (M) |= Ψ∗(tκ(m, m̄1), tκ(m′, m̄1), m̄0) äëÿ

ëþáûõ ðàçëè÷íûõ m,m′ èç ìíîæåñòâà X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå,

òî, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî M � ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè T1, íàáîð ôîðìóë Γ îïðåäåëÿë áû íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìîäåëè íàä ëþáûìè ìîäåëÿìè òåîðèè T1.

Òàê êàê ìîäåëü M ðàçðåøèìà è Ψ∗ � Σ-ôîðìóëà, òî ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íîå âû÷èñëè-

ìîå ìíîæåñòâî I ⊆ X. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ X, äàëåå íàéòè (ýô-

ôåêòèâíî) x1 = µx(HF (M) |= Ψ∗(x0, x1, m̄0)), è òàê äàëåå, ïîëîæèâ â èòîãå I ® {x0, x1, . . .}.
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Âàæíîå ñâîéñòâî äîñòàòî÷íî íàñûùåííûõ ìîäåëåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü M0 �

äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü. Åñëè a0, a1∈ HF (M0), òî òèïû ýëåìåíòîâ a1 è a2 â HF (M0)

ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò n ∈ ω, κ ∈ HF (n), m̄0, m̄1 ∈ Mn
0 òàêèå,

÷òî a0 = tκ(m̄0), a1 = tκ(m̄1) è òèïû íàáîðîâ m̄0 è m̄1 ñîâïàäàþò â M0 (äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3]). Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê M äîñòàòî÷íî íàñûùåíà,

òî äëÿ ëþáûõ i0, . . . , in, i′0, . . . , i
′
n ∈ I èç òîãî, ÷òî 〈M, m̄2, i0, . . . , in〉 ≡ 〈M, m̄2, i

′
0, . . . , i

′
n〉,

ñëåäóåò, ÷òî

〈HF (M), tκ(i0, m̄1), . . . , tκ(in, m̄1)〉 ≡ 〈HF (M), tκ(i′0, m̄1), . . . , tκ(i′n, m̄1)〉,

ãäå m̄2 � íàáîð, ÿâëÿþùèéñÿ êîíêàòåíàöèåé íàáîðîâ m̄0 è m̄1. Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó ìîäåëü

N′ îïðåäåëÿåòñÿ â HF (M) íàáîðîì Σ-ôîðìóë, íà îñíîâå ïðîèçâîëüíîé êîíñòðóêòèâèçàöèè

µ ìîäåëè M ìîæíî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâèçàöèþ ν íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè

HF (M), äëÿ êîòîðîé µ−1(i) = ν−1(tκ(i, m̄0)) äëÿ âñåõ i ∈ I. Íà îñíîâå ýòîé êîíñòðóê-

òèâèçàöèè ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçðåøèìóþ ìîäåëü N ∼= N′, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî I áóäåò

áåñêîíå÷íûì âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì 〈M, m̄2〉-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â N.

Âûäåëèì òåïåðü ïîäêëàññ êëàññà c-ïðîñòûõ òåîðèé, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíûõ ñèñòåì áóäåò îäíîâðåìåííî è äîñòàòî÷íûì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå ðåëÿòèâèçîâàííûé âàðèàíò ôóíêöèè Ðûëü-Íàðäçåâñêîãî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ω-êàòåãîðè÷íîé ìîäåëè A è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ A îïðåäåëèì ôóíêöèþ

RA
X : ω → ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî n ∈ ω ïóñòü RA

X(n) � ÷èñëî n-òèïîâ,

ðåàëèçóåìûõ â ìîäåëè A ýëåìåíòàìè èç X. Âìåñòî RA
|A| áóäåì ïèñàòü ïðîñòî RA. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ω-êàòåãîðè÷íàÿ òåîðèÿ èìååò øèðîêèå ìîäåëè, åñëè äëÿ (ëþáîé) ìîäåëè A

ýòîé òåîðèè RA
X = RA äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ |A|. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé ìîäåëè ðåàëèçóåò âñå òèïû ýëåìåíòàðíîé òåîðèè

ýòîé ìîäåëè. Òåîðèÿ TE áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ïóñòîé ñèãíàòóðû (c ðàâåíñòâîì) è òåîðèÿ

TDLO ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ ìîãóò ñëóæèòü ïðèìåðàìè c-

ïðîñòûõ òåîðèé, âñå ìîäåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ øèðîêèìè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T1 è T2 � c-ïðîñòûå òåîðèè, è ïóñòü òåîðèÿ T1 èìååò øèðîêèå

ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T2 Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì Mod(T1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ðàçðåøèìûå ìîäåëè M è N òåîðèé T1 è T2,

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî â N ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî M∗-

íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ, ãäå M∗ � îáîãàùåíèå ìîäåëè M êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ïîêàçàíà â òåîðåìå 1, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü òîëü-

êî äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü M è N � ðàçðåøèìûå ìîäåëè òåîðèé T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü ìîäåëü

N îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì M∗-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ I ⊆ |N|,
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ãäå M∗ = 〈M, m̄0〉, m̄0 ∈ |M|<ω. Ïîñòðîèì êîíñòðóêòèâèçàöèþ ìîäåëè N, âçÿâ â êà÷åñòâå

îñíîâû ñêóëåìîâñêóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà |M| îòíîñèòåëüíî òåîðèè T2 (äëÿ ýòîãî ìíîæå-

ñòâî |M| ïðåäâàðèòåëüíî "ïðîåêòèðóåòñÿ"íà ìíîæåñòâî I ⊆ |M| ∪ |N|); â õîäå ïîñòðîåíèÿ

íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ íàáîð Γ Σ-ôîðìóë, êîòîðûé äëÿ ïîäõîäÿùåé ìîäåëè M′ òåî-

ðèè T1 ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìîùíîñòè îïðåäåëÿåò â HF (M′) ìîäåëü òåîðèè T2 òîé æå

ìîùíîñòè, ÷òî è M′. Ïðè çàäàíèè íà ìíîæåñòâå |M| ñòðóêòóðû ïîäìîäåëè íåêîòîðîé ìî-

äåëè òåîðèè T2 ïóòåì "ïðîåêòèðîâàíèÿ"íà I òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìîäåëü M áûëà øèðîêîé.

Ñêóëåìîâñêèé òåðì, ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå ∃yϕ(x̄, y) ñèãíàòóðû σ2, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

tϕ(x̄); äëÿ ñêóëåìîâñêèõ òåðìîâ ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå â ëþáîé íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå âñëåäñòâèå âû÷èñëèìîñòè ñèãíàòóðû σ2. Ïðè ïîñòðîåíèè íî-

âûå ñêóëåìîâêèå òåðìû äîáàâëÿþòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè äàííàÿ ôîðìóëà íå ìîæåò

áûòü óäîâëåòâîðåíà íèêàêèì äðóãèì ýëåìåíòîì, óæå ïîïàâøèì â ñêóëåìîâñêóþ îáîëî÷êó

ê äàííîìó øàãó.

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ êîíñòðóêöèè. Äëÿ êàæäîãî øàãà t áóäóò ýôôåêòèâíî îïðåäåëå-

íû ìíîæåñòâî St êàê ÷àñòü ñêóëåìîâñêîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà |M| îòíîñèòåëüíî òåîðèè

T2, ôóíêöèÿ pt : S<ω
t → (St ¹ I)<ω, ãäå St ¹ I � ïîäìíîæåñòâî St, îáðàçóþùåå ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ÷àñòü ñêóëåìîâñêîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà I, è ìíîæåñòâî Ft, ÿâëÿþùååñÿ

ïîëíîé äèàãðàììîé ìíîæåñòâà St â ñèãíàòóðå σ2. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-

þùåå ïîíÿòèå. C ïðîèçâîëüíîé ìîäåëüþ A ñâÿæåì ìîäåëü A<ω, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî |A|<ω, à ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ∼ è äâóìåñòíîé ôóíêöèè

,̂ îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ā1 ∼ ā2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû ā1 è ā2

èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è 〈A, ā1〉 ≡ 〈A, ā2〉, à ôóíêöèÿˆïî ïàðå íàáîðîâ ā1 è ā2 äàåò íà-

áîð ā1̂ ā2, ÿâëÿþùèéñÿ èõ êîíêàòåíàöèåé. Åñëè A � ñ÷åòíàÿ ìîäåëü c-ïðîñòîé òåîðèè, òî

î÷åâèäíî, ÷òî ìîäåëü A<ω êîíñòðóêòèâèçèðóåìà.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ êîíñòðóêòèâèçàöèþ µ ìîäåëè M<ω, êîíñòðóêòèâèçàöèþ ν ìî-

äåëè N<ω, à òàêæå íåêîòîðóþ âû÷èñëèìóþ ãåäåëåâñêóþ íóìåðàöèþ {ϕn(x̄)|n ∈ ω} ôîðìóë

ñèãíàòóðû σ2.

Øàã 0. Ïîëàãàåì S0 ® |M| è îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ p0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþ-

áîãî íàáîðà m̄ ∈ |M|<ω ïóñòü p0(m̄) ® n̄, ãäå n̄ � íàáîð ýëåìåíòîâ èç I ñ íàèìåíüøèì

âîçìîæíûì íîìåðîì â íóìåðàöèè µ, èìåþùèé â M∗ òîò æå òèï, ÷òî è íàáîð m̄ (òî åñòü

óäîâëåòâîðÿþùèé ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìîìó óñëîâèþ m̄0̂ m̄ ∼ m̄0̂ n̄). Òåïåðü (ýôôåêòèâíî)

îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî F0 òàê:

F0 ® {ϕ(m̄) | m̄ ∈ |M|<ω, ϕ − ôîðìóëà ñèãíàòóðûσ2, N |= ϕ(p0(m̄))}.

Øàã t+1. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà St, Ft è ôóíêöèÿ pt. Îïðåäåëèì äëÿ íàáî-

ðîâ ýëåìåíòîâ èç St ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî M∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

s̄1, s̄2 ∈ S<ω
t , òî íàçûâàåì íàáîðû s̄1 è s̄2 ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî M∗, åñëè íàáîðû
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s̄1 è s̄2 èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è pt(s̄1) = pt(s̄2) (äëÿ ñëó÷àÿ m̄1, m̄2 ∈ S0 íàáîðû m̄1 è

m̄2 ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî M∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû m̄1 è m̄2 èìåþò

îäèíàêîâóþ äëèíó è 〈M∗, m̄1〉 ≡ 〈M∗, m̄2〉).
Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ϕn(x̄, y), n < t, ñèãíàòóðû σ2, âñëåäñòâèå ω-êàòåãîðè÷íîñòè òåîðèè

T1 ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî M∗ íàáîðîâ

s̄ ýëåìåíòîâ èç St, òàêèõ, ÷òî ∃yϕk(s̄, y) ∈ Ft. Ïóñòü {〈ϕnk
, s̄k〉|1 ≤ k ≤ k0} � ñïèñîê âñåõ

òàêèõ ôîðìóë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íàáîðàìè. Ââåäåì ïðîìåæóòî÷íûå ìíîæåñòâà Sk
t , F k

t è

ôóíêöèþ pk
t äëÿ âñåõ k ≤ k0, ïîëîæèâ âíà÷àëå S0

t ® St, F 0
t ® Ft, p0

t ® pt, è äëÿ êàæäîãî

k ≤ k0 âûïîëíèì

Ïîäøàã k. Ïîëàãàåì ñíà÷àëà Sk
t ® Sk−1

t , F k
t ® F k−1

t , pk
t ® pk−1

t . Îïðåäåëÿåì (ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ýôôåêòèâíî), ñóùåñòâóåò ëè ýëåìåíò c ∈ Sk−1
t , äëÿ êîòîðîãî ϕnk

(s̄k̂ c) ∈ F k−1
t (ýô-

ôåêòèâíîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî t; äëÿ ñëó÷àÿ t = 0 ýòî âåðíî ñëåäóþùåãî çàìå-

÷àíèÿ: òàê êàê ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì M∗-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â N, òî äëÿ

ïðîâåðêè íåðåàëèçóåìîñòè äàííîé ôîðìóëû ýëåìåíòàìè èç I âñëåäñòâèå ω-êàòåãîðè÷íîñòè

ìîäåëè M∗ äîñòàòî÷íî ñäåëàòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîâåðîê, ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå M∗-

òèïû ïîòåíöèàëüíûõ ñâèäåòåëåé ðåàëèçóåìîñòè ôîðìóëû â N). Åñëè òàêîé ýëåìåíò åñòü,

òî íè÷åãî íå äåëàåì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáàâëÿåì â Sk
t

âñå ñêóëåìîâñêèå òåðìû, ýêâèâàëåíòíûå ñêóëåìîâñêîìó òåðìó tϕnk
(s̄k) îòíîñèòåëüíî M∗,

òî åñòü âñå òåðìû âèäà tϕnk
(s̄), äëÿ êîòîðûõ pk−1

t (s̄) = pk−1
t (s̄k). Äîîïðåäåëÿåì ôóíêöèþ pk

t

íà Sk
t , ïîëàãàÿ äëÿ âñåõ íîâûõ òåðìîâ pk

t (tϕnk
(s̄)) ® tϕnk

(pk−1
t (s̄)). Ìíîæåñòâî F k

t äîîïðå-

äåëÿåòñÿ òàê: äëÿ âñÿêîãî âíîâü äîáàâëåííîãî ñêóëåìîâñêîãî òåðìà tϕnk
(s̄) è äëÿ âñÿêîé

ïîëíîé îòíîñèòåëüíî òåîðèè T2 ôîðìóëû θ ñèãíàòóðû σ2 îò lh(s̄) + 1 ïåðåìåííûõ (çäåñü

lh(s̄) îáîçíà÷àåò äëèíó íàáîðà s̄) äîáàâëÿåì â F k
t ôîðìóëó θ(s̄, tϕnk

(s̄)), åñëè ôîðìóëà θ

èìååò íàèìåíüøèé ãåäåëåâñêèé íîìåð ñðåäè ïîëíûõ ôîðìóë ρ îò lh(s̄)+1 ïåðåìåííûõ, äëÿ

êîòîðûõ

∃y(ρ(s̄, y) ∧ ϕnk
(s̄, y)) ∈ F k−1

t .

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà s̄ ∈ Sk
t äîáàâëÿåì ôîðìóëó θ(s̄) â F k

t , åñëè θ � ïîëíàÿ

îòíîñèòåëüíî T2 ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ2 ñ íàèìåíüøèì ãåäåëåâñêèì íîìåðîì, äëÿ êîòîðîé

θ(s̄) ñîâìåñòíà (îòíîñèòåëüíî òåîðèè T2) ñî âñåìè ôîðìóëàìè èç F k
t ¹ s̄, ãäå F k

t ¹ s̄ ®

{ϕ(s̄′)|ϕ(s̄′) ∈ Ft, s̄′ ∈ (sp(s̄))<ω}, à ôóíêöèÿ sp îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî: äëÿ m ∈ M

ïîëàãàåì sp(m) ® {m}, äëÿ âñåõ ñêóëåìîâñêèõ òåðìîâ èç St ïîëàãàåì sp(tϕ(s̄)) ® {tϕ(s̄)}∪
sp(s̄), íàêîíåö, äëÿ êîðòåæåé ïîëàãàåì sp(〈s1, . . . , sn〉) ® sp(s1) ∪ . . . ∪ sp(sn).

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî F k
t òðåáóåòñÿ òàêæå çàìêíóòü ïî ëîãè÷åñêîé âû-

âîäèìîñòè îòíîñèòåëüíî òåîðèè T2. Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ, ìíîæåñòâî F k
t îïðåäåëÿåòñÿ

èíäóêòèâíî, à ñòàëî áûòü, ïî òåîðåìå Ãàíäè [3, 5], ýôôåêòèâíî.

Îïèñàíèå ïîäøàãà k çàêîí÷åíî.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ øàãà t + 1 îñòàåòñÿ ïîëîæèòü St+1 ® Sk0
t , Ft+1 ® F k0

t , pt+1 ® pk0
t .

Îïèñàíèå êîíñòðóêöèè çàêîí÷åíî. Èç åå ñâîéñòâ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïîëó-

÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè ñèñòåìà ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ∪t∈ωSt è (ïîëíîé)

äèàãðàììîé ∪t∈ωFt ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè T2; ñòàëî áûòü, äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿ-

åò ïî êîíñòðóêòèâèçàöèè ìîäåëè M<ω ïîñòðîèòü ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçàöèþ ìîäåëè N.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî âû÷èñëèìûì íàáîðîì Σ-ôîðìóë ñèãíà-

òóðû σ1 ∪ {∈, U}, êîòîðûé â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå íàä ïîäõîäÿùåé ìîäåëüþ

M′ òåîðèè T1 îïðåäåëÿåò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü òåîðèè T2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè θ(x, ȳ) � ïîë-

íàÿ ôîðìóëà òåîðèè T1, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî Iθ ® {i ∈ I|M |= θ(i, m̄0)} áåñêîíå÷íî

(òàêàÿ ôîðìóëà ñóùåñòâóåò âñëåäñòâèå ω-êàòåãîðè÷íîñòè òåîðèè T1), òî âîçüìåì ìîäåëü

M′ è íàáîð åå ýëåìåíòîâ m̄′ òàêèå, ÷òî ôîðìóëà θ(x, m̄′) îïðåäåëÿåò â M′ íåñ÷åòíîå ïîä-

ìíîæåñòâî. Òîãäà, åñëè Γ � íàáîð Σ-ôîðìóë, çàäàâàåìûé èçëîæåííîé âûøå êîíñòðóêöèåé,

òî èç ñâîéñòâ ýòîé êîíñòðóêöèè âûòåêàåò, ÷òî Γ(HF (M′), m̄′) � íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè

T2. Òàêèì îáðàçîì, íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T2 Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì Mod(T1).

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî íåñêîëüêî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðå-

ìû. Íàïðèìåð, íèêàêîé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñ êîíöåâûìè ýëåìåíòàìè íå ìîæåò

áûòü øèðîêîé ìîäåëüþ, õîòÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ î Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åò-

íîé ìîäåëè c-ïðîñòîé òåîðèè íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè ñ êîíöåâûìè ýëåìåí-

òàìè è áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíîñèëüíû. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñ-

ëè â åå ôîðìóëèðîâêå îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ñ÷åòíóþ ìîäåëü M òåîðèè T1 ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ n-òèïîâ, ðåàëèçóåìûõ â ìîäåëè M ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà

X ⊆ |M|, îáîçíà÷èòü ÷åðåç SM
X (n), òî äîñòàòî÷íî íàëîæèòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà M:

äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ⊆ |M| ñóùåñòâóåò (áåñêîíå÷íîå) îïðåäåëèìîå ìíî-

æåñòâî D ⊆ |M|, äëÿ êîòîðîãî SM
X = SM

D . Òàê êàê óñëîâèå SM
X = SM ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

RM
X = RM, òî âñÿêàÿ øèðîêàÿ ìîäåëü îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì. Äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì

áîëåå îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî òåì, ÷òî íà íà÷àëüíîì øàãå áåðåò-

ñÿ íå âñå ìíîæåñòâî |M|, à åãî îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî D (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé

ìîäåëè c-ïðîñòîé òåîðèè äëÿ ïîäìíîæåñòâ ýòîé ìîäåëè Σ-îïðåäåëèìîñòü â íàñëåäñòâåííî

êîíå÷íîé íàäñòðîéêå ðàâíîñèëüíà îáû÷íîé îïðåäåëèìîñòè).

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Ðàìñåÿ ïðè ïîìîùè òàêèõ æå ðàññóæäåíèé, ÷òî è â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû Ýðåíôîéõòà � Ìîñòîâñêîãî, âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ω-êàòåãîðè÷íûõ

ìîäåëåé: åñëè M � ω-êàòåãîðè÷íàÿ ìîäåëü, òî äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I ⊆ |M|
è ëþáîãî íàáîðà m̄0 ∈ |M|<ω ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî J ⊆ I òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ íàáîðîâ j̄1, j̄2 ýëåìåíòîâ èç J

〈M, j̄1〉 ≡ 〈M, j̄2〉 ⇒ 〈M∗, j̄1〉 ≡ 〈M∗, j̄2〉,
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ãäå M∗ = 〈M, m̄0〉.
Ýôôåêòèâèçàöèåé ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî c-

ïðîñòàÿ òåîðèÿ T äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êîíñòàíò, åñëè äëÿ ðàçðåøè-

ìîé ìîäåëè M òåîðèè T âåðíî ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî âû÷èñëèìîãî ìíîæå-

ñòâà I ⊆ |M| è ëþáîãî íàáîðà m̄0 ∈ |M|<ω ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî

J ⊆ I òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ j̄1, j̄2 ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà J

〈M, j̄1〉 ≡ 〈M, j̄2〉 ⇒ 〈M∗, j̄1〉 ≡ 〈M∗, j̄2〉,

ãäå M∗ = 〈M, m̄0〉, ïðè÷åì ìíîæåñòâî J íàõîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó I è íàáîðó m̄0 ýôôåêòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Òåîðèè TDLO è TE äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êîíñòàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈L,<〉 � ðàçðåøèìûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, è ïóñòü l̄ =

〈l0, . . . , ln〉 ∈ L<ω. Åñëè k � ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà l̄, òî L ðàçáèâàåòñÿ

ýòèìè ýëåìåíòàìè íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ U0, . . . , Uk, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷-

íîãî ìíîæåñòâà I ⊆ L íàéäåòñÿ èíòåðâàë Ui, i ≤ k, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî J ® I∩Ui. Î÷å-

âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ j̄1, j̄2 ∈ J<ω èç 〈L,<, j̄1〉 ≡ 〈L, <, j̄2〉 ñëåäóåò 〈L,<, l̄, j̄1〉 ≡ 〈L,<, l̄, j̄2〉.
Òàê êàê J åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà I ñ îïðåäåëèìûì ïîäìíîæåñòâîì L, èç âû÷èñëèìîñòè

I âûòåêàåò âû÷èñëèìîñòü J .

Ïóñòü òåïåðü 〈S〉� ðàçðåøèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü ïóñòîé ñèãíàòóðû, s̄ = 〈s0, . . . , sn〉 ∈
S<ω, è ïóñòü I ⊆ S � áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü J ® I \
{s0, . . . , sn}.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèè Σ-

îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíîé ìîäåëè c-ïðîñòîé òåîðèè íàä êëàññîì ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿä-

êîâ è íàä êëàññîì áåñêîíå÷íûõ ìîäåëåé ïóñòîé ñèãíàòóðû. Îáùåìó ïîíÿòèþ M-íåðàçëè÷èìîñòè

â äàííûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþò õîðîøî èçâåñòíûå â òåîðèè ìîäåëåé ïîíÿòèÿ óïîðÿ-

äî÷åííîé íåðàçëè÷èìîñòè è òîòàëüíîé íåðàçëè÷èìîñòè [9]. Ïóñòü TDLO îáîçíà÷àåò òåîðèþ

ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, à TE � òåîðèþ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ïóñòîé ñèãíàòóðû.

Áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî âû÷èñëèìîé ìîäåëè âû÷èñëèìûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëèìûì ïîäìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî áóäåì íà-

çûâàòü âû÷èñëèìûì, åñëè âû÷èñëèìûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è îòíîøåíèå ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü T � íåêîòîðàÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Òîãäà

1) òåîðèÿ T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ íàä êëàññîì Mod(TDLO) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ìîäåëè òåîðèè T ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ;
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2) òåîðèÿ T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ íàä êëàññîì Mod(TE) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ìîäåëè òåîðèè T ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî òîòàëüíî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è ïðåäëîæåíèÿ

1.

Þ.Ë. Åðøîâûì â [2] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ëþáàÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ T

èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ íàä êëàññîì Mod(TDLO). Îäíàêî, îñíîâûâàÿñü íà

òåîðåìå 3, ìîæíî óêàçàòü ïðèìåð c-ïðîñòîé òåîðèè (áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðû), äëÿ êîòîðîé

ýòî íå òàê. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé, èçëîæåííîé â ðàáîòàõ [6, 7].

Ïóñòü T ⊆ 2<ω � áèíàðíîå äåðåâî (çäåñü 2 = {0, 1}). ×åðåç P (T ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

áåñêîíå÷íûõ ïóòåé â ýòîì äåðåâå. Äëÿ ìîäåëè M ñ íîñèòåëåì ω ÷åðåç I(M) îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â M

(òî åñòü I(M) ⊆ ω<ω). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîáëåìà ïîèñêà áåñêîíå÷íîãî ïóòè â äåðåâå T
ýôôåêòèâíî ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå ïîèñêà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïîðÿäî-

÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â M, è îáîçíà÷àòü ýòî ÷åðåç P (T ) ≈ I(M), åñëè ñóùåñòâóþò

e, f ∈ ω, òàêèå, ÷òî

(i) åñëè I ∈ I(M), òî ϕI
e ∈ P (T ),

(ii) åñëè π ∈ P (T ), òî ϕπ
f ∈ I(M),

(iii) äëÿ âñåõ π ∈ P (T ), åñëè ϕπ
f = I, òî ϕI

e = π,

ãäå {ϕn|n ∈ ω} � íåêîòîðàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ îäíîìåñòíûõ ÷àñòè÷íî âû÷èñëè-

ìûõ ôóíêöèé ñ îðàêóëîì (ñì. [8]).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà Ã.Êèðñòåäîì è Äæ.Ðåììåëîì â [7].

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî âû÷èñëèìîãî áèíàðíîãî äåðåâà T ñóùåñòâóåò ðàçðå-

øèìàÿ, ìîäåëüíî ïîëíàÿ ω-êàòåãîðè÷íàÿ òåîðèÿ T ñ ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì ïîëíûõ

ôîðìóë, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàçðåøèìîé ìîäåëè M òåîðèè T èìååò ìåñòî P (T ) ≈
I(M).

Ïóñòü T0 � áåñêîíå÷íîå ðåêóðñèâíîå áèíàðíîå äåðåâî, íå èìåþùåå áåñêîíå÷íûõ ðåêóð-

ñèâíûõ âåòâåé. Òîãäà ïîñòðîåííàÿ ïî ýòîìó äåðåâó òåîðèÿ T0 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: åñëè M0 � ñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T0, òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííî

íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ M0 íåâû÷èñëèìî. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, íèêàêàÿ

íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T0 íå ìîæåò áûòü Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì Mod(TDLO). Â òî

æå âðåìÿ èç êîíñòðóêöèè Êèðñòåäà � Ðåììåëà ñëåäóåò, ÷òî T0 � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ T0, íèêàêàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü êîòîðîé íå

ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé íàä êëàññîì Mod(TDLO).
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Òåîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè Êèðñòåäà � Ðåììåëà, èìååò áåñêî-

íå÷íóþ ñèãíàòóðó. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü c-ïðîñòóþ òåîðèþ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèþ òåîðåìû 5, àâòîðó íåèçâåñòíî.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé

c-ïðîñòîé òåîðèè T (êîíå÷íîé ñèãíàòóðû) ñóùåñòâóåò c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ T ′, òàêàÿ, ÷òî íèêà-

êàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T ′ íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé íàä êëàññîì Mod(T )? Îòìåòèì

â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñîì îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.

Åñëè T1, T2 � c-ïðîñòûå òåîðèè, è íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T2 Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì

Mod(T2), òî èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ðàçðåøèìûå ìîäåëè M |= T1 è N |= T2 òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî

âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà I ⊆ |M| ∩ |N| âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî RN
I (n) ≤ RM

I (n) äëÿ âñåõ

n ∈ ω.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå è óêàæåì åãî ñâÿçü ñ ðàññìàòðèâàåìûìè ðàíåå

âîïðîñàìè. Ïóñòü K1 � íåêîòîðûé êëàññ ìîäåëåé ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ1, K2

� íåêîòîðûé êëàññ ìîäåëåé âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ2 = 〈Pn0
0 , . . . , Pnk

k , . . .〉.
Êëàññ K2 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíî Σ-îïðåäåëèìûì íàä êëàññîì K1, åñëè ñóùåñòâóåò

âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Γ = 〈Φ, Ψ, Ψ∗, Φ0, Φ∗0, . . . ,Φk, Φ∗k, . . .〉

Σ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ1∪{∈, U} òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M èç êëàññà K1 è ëþáîãî a ∈
HF (M) íàáîð ôîðìóë Γ ñ ïàðàìåòðîì a êîððåêòíî îïðåäåëÿåò â HF (M) ìîäåëü ñèãíàòóðû

σ2, ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó K2, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Sp(Γ(K1)) = Sp(K2),

ãäå Sp(K) îáîçíà÷àåò êëàññ ìîùíîñòåé ìîäåëåé èç êëàññà K, à Γ(K) îáîçíà÷àåò êëàññ

âñåõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè èç K

ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë Γ ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè T1 è T2 � c-ïðîñòûå òåîðèè, òî êëàññ Mod(T2) ñïåêòðàëüíî Σ-

îïðåäåëèì íàä êëàññîì Mod(T1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü

òåîðèè T2 Σ-îïðåäåëèìà íàä êëàññîì Mod(T1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü òîëüêî äîñòàòî÷-

íîñòü. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè M′ òåîðèè T1 â HF (M) ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Σ-ôîðìóë Γ îïðåäåëèìà íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T2, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåò-

ðîì ôîðìóë èç Γ ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðàýëåìåíòîâ m̄′ ∈ |M′|<ω. Òàê êàê òåîðèÿ T2 ÿâëÿåò-

ñÿ c-ïðîñòîé, ó íåå ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü N0, êîòîðàÿ î÷åâèäíî Σ-îïðåäåëèìà â
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ëþáîé íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë Γ∗ òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè T2 è ëþáîãî ýëåìåíòà

a ∈ HF (M)

Γ∗(HF (M), a) ®





Γ(HF (M), a), a = m̄ 〈M, m̄〉 ≡ 〈M′, m̄′〉,

N0, .

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óñëîâèå ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî T1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ c-

ïðîñòîé òåîðèåé. Òàê êàê óñëîâèå 〈M, m̄〉 ≡ 〈M′, m̄′〉 âëå÷åò 〈HF (M), m̄〉 ≡ 〈HF (M′), m̄′〉, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Γ∗ â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêå íàä ëþáîé ìîäåëüþ

òåîðèè T1 äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ìîäåëü òåîðèè T2. Òî, ÷òî òàêèì

îáðàçîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ìîäåëü ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, óñòàíàâëè-

âàåòñÿ òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

2 Î ïàðàõ ðåêóðñèâíî íàñûùåííûõ ñèñòåì

Ïóñòü σ1 = 〈Pn0
0 , . . . , Pnk

k , . . .〉 è σ2 = 〈Qm0
0 , . . . , Qml

l , . . .〉 � ïðåäèêàòíûå ñèãíàòóðû (ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî σ1∩σ2 = ∅), è ïóñòü M è N � ìîäåëè ñèãíàòóð σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä ïà-
ðîé (M,N) áóäåì ïîíèìàòü ìîäåëü ñèãíàòóðû σ ® 〈M1, N1, Pn0

0 , . . . , Pnk
k , . . . , Qm0

0 , . . . , Qml
l , . . .〉,

â êîòîðîé îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå |M| ∪ |N|, à ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû

èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: M (M,N) = |M|, N (M,N) = |N|, P
(M,N)
i = PM

i , i =

1, . . . , k, . . . , Q
(M,N)
j = QN

j , j = 1, . . . , l, . . ..

Çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðûå ãåäåëåâñêèå íóìåðàöèè ôîðìóë ñèãíàòóð σ1, σ2 è σ, áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ôîðìóë ýòèõ ñèãíàòóð ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíî-

æåñòâàìè èõ ãåäåëåâñêèõ íîìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî ôîðìóë áóäåì íàçûâàòü ðåêóð-

ñèâíûì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ãåäåëåâñêèõ íîìåðîâ ýòèõ ôîðìóë (ïðè óñëîâèè

âû÷èñëèìîñòè ñèãíàòóð σ1 è σ2). Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ïàðàãðàôà äëÿ åäèíñòâà èñïîëüçó-

åìîé çäåñü òåðìèíîëîãèè ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ îáúåêòîâ áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå

"ðåêóðñèâíûé"âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ "âû÷èñëèìûé".

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ′ íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñû-
ùåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ā ýëåìåíòîâ èç |A| ëþáîå ëîêàëüíî âûïîëíèìîå

â (A, ā) ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ) ñèãíàòóðû σ′ ∪ 〈ā〉 âûïîëíèìî â (A, ā). Ðåëÿòèâèçàöèåé äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëó-

÷àåòñÿ ïîíÿòèå X-ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé ñèñòåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ⊆ ω

(ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë, ðåêóðñèâíûå ñ îðàêóëîì X).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðåêóðñèâíîé íàñû-

ùåííîñòè ïàðû ìîäåëåé.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü M è N � ìîäåëè âû÷èñëèìûõ ñèãíàòóð. Ìîäåëü (M,N) ðåêóðñèâíî

íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1) ìîäåëü M Th(N, n̄)-ðåêóðñèâíî íàñûùåíà äëÿ âñåõ n̄ ∈ |N|<ω;

2) ìîäåëü N Th(M, m̄)-ðåêóðñèâíî íàñûùåíà äëÿ âñåõ m̄ ∈ |M|<ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ1 è σ2 � ñèãíàòóðû ìîäåëåé M è N ñîîòâåòñòâåííî (íå íàðóøàÿ

îáùíîñòè, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäèêàòíûìè), è ïóñòü äëÿ ìîäåëåé M è N âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëü (M,N) ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {θk(z̄) | k ∈ ω} � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ñèãíàòóðû σ, êîòîðîå

ëîêàëüíî ðåàëèçóåòñÿ â (M,N). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ ω

ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ θk+1(z̄) → θk(z̄) (äëÿ ýòîãî íóæíî ïåðåéòè ê ìíîæåñòâó ôîðìóë

θk∗(z̄) ® θ0(z̄) ∧ . . . ∧ θk(z̄), k ∈ ω).

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ âìåñòî îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ M è N , âûäåëÿþùèõ îñíîâíûå

ìíîæåñòâà |M| è |N|, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÿçûê ñ ïåðåìåííûìè äâóõ ñîðòîâ: x̄ è m̄ � äëÿ

ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì èç M, ȳ è n̄ � ýëåìåíòàì èç N. Äàëåå

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ìíîæåñòâî ôîðìóë èìååò âèä {θk(x̄, ȳ) | k ∈ ω},
ïðè÷åì âñå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå â ýòèõ ôîðìóëàõ òàêæå îäíîãî èç äâóõ âîçìîæíûõ ñîð-

òîâ. Â ñàìîì äåëå, âñÿêàÿ ôîðìóëà θ(. . . , z, . . .) â ìîäåëè (M, N) ýêâèâàëåíòíà äèçúþíêöèè

(M(z) ∧ θ) ∨ (N(z) ∧ θ), èëè, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, θ(. . . , x, . . .) ∨ θ(. . . , y, . . .).

Ïî ëþáîé ôîðìóëå θk(x̄, ȳ) ýôôåêòèâíî íàõîäèòñÿ åå ïðåíåêñíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòåé Pi(. . . , z, . . .) ∧ N(z) ≡ Qj(. . . , z, . . .) ∧ M(z) ≡ ¬(z = z), â ìàò-

ðèöå ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìû êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí θk
i (x̄i, ȳi) ýêâèâàëåíòåí

êîíúþíêöèè ϕk
i (x̄i) ∧ ψk

i (ȳi), ãäå ϕk
i (x̄i) è ψk

i (ȳi) � ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, â êîòîðûå

âõîäÿò òîëüêî ïðåäèêàòû è ïåðåìåííûå, îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà M è íà N. Îïè-

øåì òåïåðü ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ ïðîíîñèòü êâàíòîðû èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè âíóòðü

ìàòðèöû, â õîäå êîòîðîé öåïî÷êîé ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåíåêñíàÿ íîðìàëüíàÿ

ôîðìà ôîðìóëû θk(x̄, ȳ) ïåðåõîäèò â ôîðìóëó âèäà (ϕk
1(x̄)∧ψk

1 (ȳ))∨ . . .∨ (ϕk
nk

(x̄)∧ψk
nk

(ȳ)),

ãäå ϕk
i (x̄) è ψk

i (ȳ) � óæå ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû, âñå ïðåäèêàòû, à òàêæå ñâîáîäíûå è ñâÿ-

çàííûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ îïðåäåëåíû íà M è íà N ñîîòâåòñòâåííî. Êâàíòîðû ∃x è ∃y
ïðîíîñÿòñÿ âíóòðü äèçúþíêöèè î÷åâèäíûì îáðàçîì ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè

∃y(θk
1(x̄1, ȳ1) ∨ . . . ∨ θk

nk
(x̄nk

, ȳnk
)) ≡

≡ (ϕk
1(x̄1) ∧ ∃yψk

1 (ȳ1)) ∨ . . . ∨ (ϕk
nk

(x̄nk
) ∧ ∃yψk

nk
(ȳnk

))

(àíàëîãè÷íî äëÿ êâàíòîðà ∃x). Êâàíòîðû ∀x è ∀y ïðîíîñÿòñÿ âíóòðü äèçúþíêöèè òàê: èìååì

∀y(θk
1(x̄1, ȳ1) ∨ . . . ∨ θk

nk
(x̄nk

, ȳnk
)) ≡
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≡
∨

S⊆{1,...nk}
(
∧

s∈S

ϕk
s(x̄s) ∧ (∀y(

∨

s∈S

ψk
s (ȳs))).

Â èòîãå, ïðîäåëàâ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ êâàíòîðîâ èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïðåíåêñíîé

íîðìàëüíîé ôîðìû ôîðìóëû θk(x̄, ȳ), ïîëó÷èì ôîðìóëó âèäà

(ϕk
1(x̄, m̄) ∧ ψk

1 (ȳ, n̄)) ∨ . . . ∨ (ϕk
nk

(x̄, m̄) ∧ ψk
nk

(ȳ, n̄)),

ãäå m̄ è n̄ � íàáîðû ïàðàìåòðîâ èç M è N ñîîòâåòñòâåííî, âõîäÿùèå â ôîðìóëû θk(x̄, ȳ).

Äëÿ êàæäîãî k ∈ ω ïîëîæèì

Ψk(ȳ, n̄) ®
∨

S∈Sk

∧

s∈S

(ψk
s (ȳ, n̄),

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ Sk = {S ⊆ {1, . . . , nk} | M |= ∃x̄(
∨

s∈S

ϕk
s(x̄, m̄))}. Òàê êàê èñõîäíûé òèï

{θk(x̄, ȳ) | k ∈ ω} ëîêàëüíî ðåàëèçóåòñÿ â (M, N), òî Sn 6= ∅ äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ìíîæåñòâî

ôîðìóë {Ψk(ȳ, n̄)|k ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ Th(M, m̄)-ðåêóðñèâíûì, è, ïî óñëîâèþ, ëîêàëüíî ðåàëè-

çóåòñÿ â ìîäåëè N. Òàê êàê ìîäåëü N ÿâëÿåòñÿ Th(M, m̄)-ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé, ýòîò òèï

ðåàëèçóåòñÿ â ìîäåëè N íåêîòîðûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ c̄.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû

Φk(x̄, m̄) ®
∨

s∈Sk(c̄)

ϕk
s(x̄, m̄),

ãäå Sk(c̄) = {l ∈ {1, . . . , nk}|N |= ψk
l (c̄, n̄)}. Ìíîæåñòâî ôîðìóë {Φk(x̄, m̄)|k ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ

Th(N, n̄, c̄)-ðåêóðñèâíûì è ëîêàëüíî ðåàëèçóåòñÿ â M âñëåäñòâèå âûáîðà c̄. Òàê êàê M

ÿâëÿåòñÿ Th(M, n̄, c̄)-ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé, ñóùåñòâóåò íàáîð ā ýëåìåíòîâ èç M òàêîé,

÷òî M |= Φk(ā, m̄) äëÿ âñåõ k ∈ ω. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð 〈ā, c̄〉 ðåàëèçóåò â (M, N) òèï

{θk(x̄, ȳ, m̄, n̄) | k ∈ ω}, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â äðóãóþ ñòîðîíó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (M,N) ðåêóðñèâíî

íàñûùåíà. Ïóñòü n̄ � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç |N|, è ïóñòü Q = γ(Th(N, n̄)),

ãäå γ � íåêîòîðàÿ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ2. Ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëü M

ÿâëÿåòñÿ Q-ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé. Ïóñòü {ϕk(x̄, m̄) | k ∈ ω} � Q-ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî

ôîðìóë (c ïàðàìåòðàìè m̄ èç |M|.) Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå

{θk(x̄, m̄) | ∃Du ⊆ Q 〈k, u〉 ∈ Wz}

äëÿ íåêîòîðîãî z, ãäå θk = γ−1(k) (âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî Q � ïîëíûé òèï, ìîæíî îïóñòèòü

êâàíòîð ∃Dv ⊆ N \ Q.) Íî òîãäà (ëîêàëüíàÿ) âûïîëíèìîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà â ìîäåëè M

ðàâíîñèëüíà (ëîêàëüíîé) âûïîëíèìîñòè â ìîäåëè (M, N) ðåêóðñèâíîãî ìíîæåñòâà

{(θk(x̄, m̄) ∧ ψu(n̄)) | 〈k, u〉 ∈ Wz},

ôîðìóë ñèãíàòóðû σ, ãäå ψu = γ(i1) ∧ . . . ∧ γ(in) äëÿ Du = {i1, . . . , in}. Òàê êàê (M, N)

ðåêóðñèâíî íàñûùåíà, òî èç ëîêàëüíîé âûïîëíèìîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî äàí-

íîå ìíîæåñòâî âûïîëíèìî â (M,N), ÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíèìîñòè èñõîäíîãî òèïà â M.
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Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü N ÿâëÿåòñÿ P -ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé äëÿ âñåõ

P âèäà Th(M, m̄).

Ìîäåëü M ñèãíàòóðû σ áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé, åñëè Th(M, m̄) ðàçðå-

øèìà äëÿ ëþáîãî íàáîðà m̄ ýëåìåíòîâ èç |M|. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ ìîäåëü c-ïðîñòîé òåîðèè

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé. Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìîäåëè M è N ëîêàëüíî ðàçðåøèìû, òî (M, N) ðåêóðñèâíî íàñûùåíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M è N ðåêóðñèâíî íàñûùåíû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü M è N � ðåêóðñèâíî íàñûùåííûå ìîäåëè, òàêèå, ÷òî Th(M) =

Th(N), è ìîäåëü M ëîêàëüíî ðàçðåøèìà. Òîãäà (M, N) ðåêóðñèâíî íàñûùåíà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà N ëîêàëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (M, N) ðåêóðñèâíî íàñûùåíà. Äîïóñòèì, ÷òî ìîäåëü N íå ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé, òî åñòü ñóùåñòâóåò íàáîð n̄ ýëåìåíòîâ èç |N|, òàêîé, ÷òî Th(N, n̄) íå

ðàçðåøèìà. Òàê êàê Th(M) = Th(N), òèï, ðåàëèçóåìûé â ìîäåëè N íàáîðîì n̄, ÿâëÿåòñÿ

òèïîì è îòíîñèòåëüíî Th(M), à òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ìîäåëü M Th(N, n̄)-íàñûùåíà,

òî ýòîò òèï äîëæåí ðåàëèçîâàòüñÿ â M íåêîòîðûì íàáîðîì m̄. Òàêèì îáðàçîì, Th(M, m̄) =

Th(N, n̄), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ìîäåëè M.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü N ëîêàëüíî ðàçðåøèìà. Â ýòîì ñëó÷àå (M, N) áóäåò ðåêóð-

ñèâíî íàñûùåííîé ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 6, ïðèâåäåì ïðèìåð ïàðû ìîäåëåé M è N, òàêîé, ÷òî M è N ÿâ-

ëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííûìè ìîäåëÿìè, îäíàêî ìîäåëü (M,N) ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé

íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîñòðîåííûå ìîäåëè áóäóò, ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî, ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû.

Âîçüìåì ñèãíàòóðó σ ® {P 1
ε | ε ∈ E}, E = {0, 1}<ω, ñîñòîÿùóþ èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà îäíîìåñò-

íûõ ïðåäèêàòîâ, çàíóìåðîâàííûõ êîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç 0 è 1. Ïóñòü D ⊆ E

� áåñêîíå÷íîå ðåêóðñèâíîå áèíàðíîå äåðåâî, íå èìåþùåå áåñêîíå÷íûõ ðåêóðñèâíûõ âåòâåé.

Íà îñíîâå ýòîãî äåðåâà â [3] áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ TD ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì àêñèîì:

∀xPΛ(x),

∀x(Pε0(x) ∨ Pε1(x) → Pε(x)), ε ∈ E,

∀x((Pε0(x) → ¬Pε1(x)) ∧ (Pε1(x) → ¬Pε0(x))), ε ∈ E,

∃x(Pε(x) ∧ ¬Pε0(x) ∧ ¬Pε1(x)), ε ∈ D,

∀x¬Pε(x), ε ∈ E \D,

∀x∀y(Pε(x) ∧ ¬Pε0(x) ∧ ¬Pε1(x) ∧ Pε(y) ∧ ¬Pε0(y) ∧ ¬Pε1(y) → x = y), ε ∈ E.

Òåîðèÿ TD ïîëíà è ðàçðåøèìà. Èç îòñóòñòâèÿ áåñêîíå÷íûõ ðåêóðñèâíûõ âåòâåé â äåðåâå

D ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ìîäåëü òåîðèè TD ðåêóðñèâíî íàñûùåíà. Âñëåäñòâèå ýòîãî, òàêæå,
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åäèíñòâåííîé ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé ìîäåëüþ òåîðèè TD áóäåò åå ïðîñòàÿ ìîäåëü M0. Ïî-

ýòîìó, åñëè M � ìîäåëü òåîðèè TD, íåèçîìîðôíàÿ M0, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 6, (M, N) íå

ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè M0 � ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè TD, òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè

TD ìîäåëü (M,M0) ðåêóðñèâíî íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ∼= M0.

Ïóñòü M � ìîäåëü êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, òîãäà îïðåäåëåíî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî HY P (M).

Åñëè ÷åðåç O(M) îáîçíà÷èòü íàèìåíüøèé îðäèíàë, íå ëåæàùèé â HY P (M), òî ìîäåëü M

áóäåò ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà O(M) = ω (ñì. [3, 5]). Èçâåñòíî,

÷òî âñÿêàÿ ìîäåëü èìååò ðåêóðñèâíî íàñûùåííîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå, ïîýòîìó ñó-

ùåñòâóþò ðåêóðñèâíî íàñûùåííûå ìîäåëè ñî ñêîëü óãîäíî ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííóþ ìîäåëü M ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ýëåìåí-

òàðíîé òåîðèåé, òî, âçÿâ ðåêóðñèâíî íàñûùåííóþ, íî íå Th(M)-ðåêóðñèâíî íàñûùåííóþ

ìîäåëü N (î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ìîäåëåé ñì. [11]), è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 6, ìîæíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî ïàðà (M,N) íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñóùåñòâóþò ìîäåëè M è N ñ êîíå÷íûìè ñèãíàòóðàìè, äëÿ êîòîðûõ

O(M) = O(N) = ω, íî O(M,N) > ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pp(HY P (M)) "÷èñòóþ ÷àñòü"äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HY P (M), òî

åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïðàýëåìåí-

òîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M � ðåêóðñèâíî íàñûùåííàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ ν : ω → pp(HY P (M)) (âñå òàêèå íóìå-

ðàöèè âû÷èñëèìî ýêâèâàëåíòíû). Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò "÷èñòûå"Σ-ïîäìíîæåñòâà

HY P (M) â ñëó÷àå, êîãäà Th(M) ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé òåîðèåé.

Ëåììà 1. Ïóñòü T = Th(M) � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà P ⊆
pp(HY P (M)) âåðíî ñëåäóþùåå: P ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì â HY P (M) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ν−1(P ) âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ⊆ pp(HY P (M)) îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé Φ(x, c̄) ñ íàáîðîì

ïàðàìåòðîâ c̄. Ïî ôîðìóëå Φ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ∃-ôîðìóëó Φ∗(x) ñèãíàòóðû

〈+, ·, 0, 1〉 òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ pp(HY P (M))

HY P (M) |= Φ(x0, c̄) ⇐⇒ N |= Φ∗(ν−1(x0)).

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, â ñëó÷àå, êîãäà Th(M) � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, HY P (M)

êàê äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî Σ-îïðåäåëèìî â HF (M) (ñì. [12, 13]), è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðå-

çóëüòàòà äëÿ HF (M).
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Îòìåòèì, ÷òî èç èñïîëüçîâàííîãî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû óòâåðæäåíèÿ èç

[12, 13] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäåëè M c-ïðîñòîé òåîðèè ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

A Σ-îïðåäåëèìà â HY P (M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A Σ-îïðåäåëèìà â HF (M).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàA â [10] áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ΣA-íàñûùåííîñòè.

À èìåííî, ìîäåëü N ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ΣA-íàñûùåííîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîæå-

ñòâà ôîðìóë p(x̄, ȳ) ñèãíàòóðû σ, ÿâëÿþùåãîñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â A, èç òîãî, ÷òî êàæäîå

A-êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî q(x̄, n̄) ðåàëèçóåìî â N, ñëåäóåò, ÷òî p(x̄, n̄) ðåàëèçóåìî â N (ãäå

n̄ ∈ |N|<ω � íàáîð ïàðàìåòðîâ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîäåëåé M è N ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) N ðåêóðñèâíî íàñûùåíà;

2) N Th(M, m̄)-ðåêóðñèâíî íàñûùåíà äëÿ âñåõ m̄ ∈ |M|<ω;

3) N ΣHY P (M)-íàñûùåíà.

Äëÿ ëþáûõ M è N èìåþò ìåñòî ñëåäîâàíèÿ 3) ⇒ 2) è 2) ⇒ 1). Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå

ñëåäîâàíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó íå èìåþò ìåñòà. Âûäåëèì êëàññ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ýòè

òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè Th(M) � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, òî

1) ⇐⇒ 2) ⇐⇒ 3)

äëÿ ëþáîé ìîäåëè N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè M âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ.

Òàê êàê ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà Th(M) äëÿ ëþáîãî íàáîðà ā ∈ M<ω Th(M, ā) ðàçðåøè-

ìà, òî èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç ðåêóðñèâíîé íàñûùåí-

íîñòè ìîäåëè N ñëåäóåò, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ ΣHY P (M)-íàñûùåííîé. Íî ýòî íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñÿêîå "÷èñòîå"Σ-ïîäìíîæåñòâî HY P (M), â ñëó÷àå, êîãäà Th(M)

ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé òåîðèåé, ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì â ñìûñëå ëåììû 1.
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À.È. Ñòóêà÷åâ, Σ-îïðåäåëèìîñòü â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ è ïàðû ìîäå-

ëåé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíîé ìîäåëè c-ïðîñòîé òåîðèè â íà-

ñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè äðóãîé c-ïðîñòîé òåîðèè. Â òåðìèíàõ ðàç-

ðåøèìûõ ìîäåëåé è âåäåííîãî â ðàáîòå ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíîé íåðàçëè÷èìîñòè ïîëó÷åíî

îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ïîëó÷åí êðèòåðèé Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíîé ìîäåëè c-ïðîñòîé

òåîðèè â íàäñòðîéêàõ íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè è áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè ïó-

ñòîé ñèãíàòóðû. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå c-ïðîñòîé òåîðèè (áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðû),

íèêàêàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â íàäñòðîéêàõ íàä ïëîòíû-

ìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåêóðñèâíîé íàñûùåííîñòè äëÿ ïàð ìîäåëåé.


