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Àííîòàöèÿ

Ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì äèñêðåò-
íîñòè èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ âHF(L), L� ïëîòíûé ëèíåéíûé
ïîðÿäîê. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ âñåõ c-ïðîñòûõ òåîðèé
êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìîäåëüíî ïîëíûìè.

1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå, ïðîäîëæàþùåé ðàáîòó [5], èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîé ïðåä-
ñòàâèìîñòè (Σ-îïðåäåëèìîñòè) àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàä-
ñòðîéêàõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà α ÷åðåç Kα áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ
ñèñòåì ìîùíîñòè íå áîëüøå, ÷åì α, ñ êîíå÷íîé èëè âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðîé. Äëÿ
ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàôèêñèðîâàíà
íåêîòîðàÿ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë äàííîé ñèãíàòóðû. Äëÿ ñèñòåì A è B,
÷åðåç A 6Σ B áóäåì îáîçíà÷àòü òîò ôàêò, ÷òî A Σ-îïðåäåëèìà â HF(B) (ñì. [1]).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðà íàäñòðîéêè HF(B) ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
Sat2, èíòåðïðåòàöèåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàò èñòèííîñòè àòîìàðíûõ ôîðìóë
ñèñòåìû B, ñîãëàñîâàííûé ñ çàôèêñèðîâàííîé ãåäåëåâñêîé íóìåðàöèåé äëÿ ôîðìóë
ñèãíàòóðû ýòîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ñèñòåì êîíå÷íîé ñèãíàòóðû äîáàâëåíèå ïðåäèêàòà
Sat ê ñèãíàòóðå íàäñòðîéêè íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ïðåäïîðÿäîê 6Σ ïîðîæäàåò íà êëàññå Kα îòíîøåíèå Σ-ýêâèâàëåíòíîñòè: A ≡Σ B,
åñëè A 6Σ B è B 6Σ A. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ≡Σ áóäåì íàçûâàòü
ñòåïåíÿìè Σ-îïðåäåëèìîñòè, èëè Σ-ñòåïåíÿìè. Σ-ñòåïåíü ñèñòåìû A áóäåì îáîçíà-
÷àòü [A]Σ. Σ-ñòåïåíü áóäåì íàçûâàòü íåñ÷åòíîé, åñëè îíà ñîäåæèò ñèñòåìó íåêîòîðîé
íåñ÷åòíîé ìîùíîñòè (ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñå ñèñòåìû òàêîé Σ-ñòåïåíè èìåþò òàêóþ
æå ìîùíîñòü). Ñòðóêòóðà

SΣ(α) = 〈Kα/ ≡Σ,6Σ〉
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåíü, ñîñòîÿùàÿ èç êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ñèñòåì. Äëÿ ëþáûõ ñèñòåì A,B ∈ Kα,
[A]Σ ∨ [B]Σ = [(A, B)]Σ, ãäå (A,B) � òåîðåòèêî-ìîäåëüíàÿ ïàðà ñèñòåì A è B.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 06-01-04002-ÍÍÈÎà è 08-01-
00442à, Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ è ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë,
ïðîåêò ÍØ-335.2008.1
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Äëÿ ñèñòåìû A ∈ Kα è áåñêîíå÷íûõ êàðäèíàëîâ β 6 α è γ > α, ìíîæåñòâà

Iβ(A) = {[B]Σ |B ∈ Kβ, B 6Σ A}, Fγ(A) = {[B]Σ |B ∈ Kγ, A 6Σ B}

ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èäåàëîì â ïîëóðåøåòêå SΣ(β) (ãëàâíûì ïðè β = α) è
ôèëüòðîì â ïîëóðåøåòêå SΣ(γ) (ãëàâíûì ïðè ëþáîì γ > α). Ìíîæåñòâà Fγ(A) â
ïîëóðåøåòêàõ SΣ(γ) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ñïåêòðà ñèñòåìû A � ýòî ìíîæå-
ñòâà Σ-ñòåïåíåé ñèñòåì, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ A êîíñòðóêòèâèçèðóåìà. Ìíîæåñòâà
Iβ(A) â ïîëóðåøåòêàõ SΣ(β) ñîñòîÿò èç Σ-ñòåïåíåé ñèñòåì, êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ
îòíîñèòåëüíî A. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èäåàëîâ Iβ(A) â ñëó÷àå, êîãäà
β � íåñ÷åòíûé êàðäèíàë, à A � �äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ� ñèñòåìà.

Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé [1], åñëè îíà ìîäåëüíî ïîëíà è
ðàçðåøèìà, è c-ïðîñòîé [1], åñëè îíà ìîäåëüíî ïîëíà, ðàçðåøèìà, ω-êàòåãîðè÷íà è
èìååò ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôîðìóë. Àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì íà-
çûâàòü ðåãóëÿðíîé (c-ïðîñòîé), åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ åå ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ. Ïðè-
ìåðàìè ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ R, Qp è C äåéñòâèòåëüíûõ, p-àäè÷åñêèõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðèìåðàìè c-ïðîñòûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûå ëèíåéíûå
ïîðÿäêè è áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ñ ïóñòîé ñèãíàòóðîé.

Ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé [1], åñëè Th∃(A, ā) âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî äëÿ ëþáîãî ā ∈ A<ω. Ñâîéñòâî ëîêàëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóå-
ìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè Σ-îïðåäåëèìîñòè. Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ïîëå C Σ-îïðåäåëèìî
â HF(L) äëÿ (ëþáîãî) ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L ìîùíîñòè êîíòèíóóì, îäíàêî íå
Σ-îïðåäåëèìî â HF(S) äëÿ ìíîæåñòâ S áåç ñòðóêòóðû. Ïîëÿ R è Op íå Σ-îïðåäåëèìû
íàä ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè, òàê êàê íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìûìè.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñèñòåìà A ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ā ∈ A<ω ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà
B è íàáîð b̄ ∈ B<ω ò.÷. (A, ā) ≡1 (B, b̄) (÷òî ðàâíîñèëüíî HF(A, ā) ≡1 HF(B, b̄)).
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì
ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.1 ([7]). Ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé
óðîâíÿ α (0 < α 6 ω), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ā ∈ A<ω ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâè-
çèðóåìàÿ ñèñòåìà B è íàáîð b̄ ∈ B<ω ò.÷.

HF(A, ā) ≡α HF(B, b̄).

Ëîêàëüíàÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü ëþáîãî óðîâíÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè Σ-îïðåäåëè-
ìîñòè: èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ([7]). Ïóñòü ñèñòåìû A è B òàêîâû, ÷òî A 6Σ B, è ñèñòåìà
B � ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ óðîâíÿ α äëÿ 0 < α 6 ω. Òîãäà ñèñòåìà A

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé óðîâíÿ α.

Âñÿêàÿ c-ïðîñòàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé óðîâíÿ ω,
ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ �êîíñòðóêòèâíàÿ ñèìóëÿöèÿ� åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
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âû÷èñëèìîãî èçîìîðôèçìà. Â òî æå âðåìÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñóùåñòâóþò ðåãó-
ëÿðíûå ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìûìè äàæå äëÿ óðîâ-
íÿ 1. Íàëè÷èåì õîðîøèõ ñâîéñòâ ëîêàëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè ó c-ïðîñòûõ
ñèñòåì îáóñëîâëåíà ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 1 (Þ.Ë.Åðøîâ [2]). Âñÿêàÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü,
Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L) äëÿ íåêîòîðîãî ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé îáùåé ôîðìóëèðîâêå äàííàÿ ãèïîòåçà íåâåðíà. Öåëüþ
íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå, ñ ïîìîùüþ îäíîãî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ,
äîâîëüíî øèðîêîãî ïîäêëàññà êëàññà c-ïðîñòûõ òåîðèé, äëÿ êîòîðûõ ýòà ãèïîòåçà
ñïðàâåäëèâà.

2 Äèñêðåòíûå è ïîäìîäåëüíî ïîëíûå c-ïðîñòûå
òåîðèè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ sc-ïðîñòîé, åñëè îíà ω-êàòåãîðè÷íà, ïîä-
ìîäåëüíî ïîëíà, ðàçðåøèìà è èìååò ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôîðìóë.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå sc-ïðîñòîé òåîðèè îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ c-
ïðîñòîé òåîðèè òåì, ÷òî óñëîâèå ìîäåëüíîé ïîëíîòû çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå ñèëüíîå
óñëîâèå ïîäìîäåëüíîé ïîëíîòû. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C-SIMPLE, C-SIMPLEfin,
SC-SIMPLE è SC-SIMPLEfin êëàññû ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðèé (èíäåêñ fin îçíà÷àåò,
÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèñòåìû ñ êîíå÷íûìè ñèãíàòóðàìè).

Êàê îêàçàëîñü, íå âñå òåîðèè ñ �î÷åíü ïðîñòûìè� ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèìîñòè
ñ÷åòíûìè ìîäåëÿìè èìåþò �äîñòàòî÷íî ïðîñòûå� íåñ÷åòíûå ìîäåëè: èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.1 ([5]). Ñóùåñòâóåò sc-ïðîñòàÿ òåîðèÿ (áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðû), íå
èìåþùàÿ íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(L), L � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êëàññà sc-ïðîñòûõ òåîðèé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, â
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òåîðèé ñ áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðîé, ãèïîòåçà 1 âåðíà.

Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ èëè âû÷èñëèìàÿ ñèãíàòóðà, V = {xi|i ∈ ω} � ôèêñèðîâàí-
íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ. Äëÿ
n ∈ ω, ïîä n-òèïîì òåîðèè T áóäåì, êàê îáû÷íî, ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíîå ñîâìåñòíîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë ñèãíàòóðû σ, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñðå-
äè x0, . . . , xn−1, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêîé âûâîäèìîñòè â T . Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå àòîìàðíîãî n-òèïà òåîðèè T . Òèï p áóäåì íàçûâàòü
ïîäòèïîì òèïà q, åñëè p ⊆ q.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ. Ïîä ω-
òèïîì òåîðèè T áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíîå ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
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ñèãíàòóðû σ, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñðåäè {xn|n ∈ ω}, çà-
ìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêîé âûâîäèìîñòè â T .

Òèï p íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè (xi = xj) ∈ p äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j. Äëÿ
ω-òèïà p è íàáîðà n̄ = 〈n0, n1 . . .〉 ∈ ω<ω ∪ ωω, ÷åðåç p|n̄ áóäåì îáîçíà÷àòü òèï
[p(xn0 , xn1 , . . .)]

xn0 ,xn1 ,...
x0,x1,... , ïîëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ xn0 , xn1 , . . . íà ïåðåìåí-

íûå x0, x1, . . ., ñîîòâåòñòâåííî, â òèïå p(xn0 , xn1 , . . .) ⊆ p, ñîñòîÿùåì èç ôîðìóë, ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {xn0 , xn1 , . . .}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òèï p âêëàäûâàåòñÿ â òèï q (îáîçí. p ↪→ q), åñëè p = q|n̄ äëÿ
íåêîòîðîãî n̄ ∈ ω<ω ∪ ωω.

Åñëè A � âû÷èñëèìàÿ ñèñòåìà, è p � ω-òèï, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p âû÷èñëèìî
ðåàëèçóåòñÿ â A, åñëè ýòîò òèï ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû A.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü A � âû÷èñëèìàÿ ñèñòåìà, è ïóñòü p � ω-òèï. Òîãäà

1) åñëè ñèñòåìà A ðàçðåøèìà, òî âñÿêèé âû÷èñëèìî ðåàëèçóþùèéñÿ â A ω-òèï
âû÷èñëèì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Th(A) � ðåãóëÿðíàÿ òåîðèÿ, òî âñÿêèé âû÷èñ-
ëèìî ðåàëèçóþùèéñÿ â A ω-òèï âû÷èñëèì;

2) åñëè Th(A) � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, è p ðåàëèçóåòñÿ â A, òî p âû÷èñëèìî ðåàëè-
çóåòñÿ â A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p âû÷èñëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé. Â ïóíêòå 2,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèìîé ðåàëèçóåìîñòè âû÷èñëèìîãî ω-òèïà â ñèñòåìå A

äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîðîäíîñòüþ A è ðàçðåøèìîñòüþ ìíîæåñòâà ïîëíûõ
ôîðìóë òåîðèè Th(A, ā) äëÿ ëþáîãî ā ∈ A<ω.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü p è q � ïðîèçâîëüíûå ω-òèïû (âîçìîæíî, ðàçëè÷íûõ
ñèãíàòóð). Òèï q íàçûâàåòñÿ p-íåðàçëè÷èìûì (îáîçí. q 6i p), åñëè äëÿ ëþáûõ íà-
áîðîâ n̄1, n̄2 ∈ ω<ω îäèíàêîâîé äëèíû,

èç p|n̄1 = p|n̄2 ñëåäóåò, ÷òî q|n̄1 = q|n̄2.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå 6i íà ìíîæåñòâå ω-òèïîâ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.
Áóäåì íàçûâàòü ω-òèïû p è q i-ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçí. p ≡i q), åñëè p 6i q è q 6i p,
òî åñòü äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ n̄1, n̄2 ∈ ω<ω îäèíàêîâîé äëèíû, p|n̄1 = p|n̄2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà q|n̄1 = q|n̄2.

Ïóñòü f : ω → ω<ω � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü p � ïðîèçâîëüíûé ω-òèï.
Îïðåäåëèì ω-òèï p/f ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñÿêîãî n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉 ∈ ω<ω,

(p/f)|n̄ = p|f(n0)̂ . . .̂ f(nk−1).

Â ñëó÷àå, êîãäà f(n) = 〈kn, . . . , kn + k − 1〉 äëÿ íåêîòîðîãî k > 0, ω-òèï p/f áóäåì
îáîçíà÷àòü p/k.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì A è B è íåêîòîðîãî k > 0, ìíîæå-
ñòâî I ⊆ Ak ∩ B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì A-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â B (ðàçìåð-
íîñòè k), åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ī, ī′ ∈ I<ω îäèíàêîâîé äëèíû,

èç 〈A, ī〉 ≡ 〈A, ī′〉 ñëåäóåò, ÷òî 〈B, ī〉 ≡ 〈B, ī′〉.
Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ c-ïðîñòûõ òåîðèé T, T ′, è k > 0, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

1) cóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû p è q òåîðèé T è T ′, ñîîò-
âåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ p/k-íåðàçëè÷èìûì;

2) ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ìîäåëè A |= T è A′ |= T ′, òàêèå, ÷òî â A′ ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ ðàç-
ìåðíîñòè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è ëåììû 2.1.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ α 6 ω, α-òèï p íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî k < α è ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ I, J ⊆ α ìîùíîñòè k

p|I = p|J,

ãäå äëÿ I = {i0 < i1 < . . .} ÷åðåç p|I îáîçíà÷àåòñÿ òèï p|〈i0, i1, . . .〉.
Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ω-òèï p ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ q-íåðàçëè÷èìûì äëÿ ω-òèïà q ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïëîòíîì ëèíåéíîì ïîðÿäêå, ñîäåðæàùåì 〈ω, 6〉 êàê
ïîäñèñòåìó, íàïðèìåð, â 〈Q,6〉. Óïîðÿäî÷åííàÿ íåðàçëè÷èìîñòü p òàêæå ýêâèâàëåíò-
íà òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî {p|I | I ⊆ ω êîíå÷íî} êîíå÷íûõ ïîäòèïîâ p ìèíèìàëüíî ïî
âêëþ÷åíèþ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîé ω-ïîäòèï p|I äëÿ áåñêîíå÷íîãî I ⊆ ω ñîâïà-
äàåò ñ p.

Óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû òåîðèè T � ýòî â òî÷íî-
ñòè òèïû áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ
â ìîäåëÿõ T . Ïî òåîðåìå Ýðåíôîéõòà-Ìîñòîâñêîãî, ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ
èìååò íåâûðîæäåííûå óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå ω-òèïû. Ðàññìîòðèì âîïðîñ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ âû÷èñëèìûõ íåâûðîæäåííûõ óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ω-òèïîâ ó
c-ïðîñòûõ òåîðèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü n ∈ ω. Òåîðèþ T áóäåì íàçûâàòü n-äèñêðåòíîé, åñëè
ëþáîé òèï òåîðèè T îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè n-ïîäòèïàìè.

Áóäåì íàçûâàòü òåîðèþ äèñêðåòíîé, åñëè îíà n-äèñêðåòíà äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω.
Åñëè T � n-äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ, ÷èñëî n-òèïîâ êîòîðîé êîíå÷íî, òî T ω-êàòåãîðè÷íà
è ïîäìîäåëüíî ïîëíà â íåêîòîðîì îáîãàùåíèè êîíå÷íûì ÷èñëîì ôîðìóëüíî îïðåäå-
ëèìûõ â èñõîäíîé ñèãíàòóðå ïðåäèêàòîâ. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ n-äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì n-òèïîâ ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé.
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Ëåììà 2.3. 1) Âñÿêàÿ ïîäìîäåëüíî ïîëíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé ñèã-
íàòóðû ÿâëÿåòñÿ n-äèñêðåòíîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n-òèïîâ äëÿ íåêîòîðîãî
n ∈ ω.

2) Âñÿêàÿ ω-êàòåãîðè÷íàÿ ïîäìîäåëüíî ïîëíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ÿâ-
ëÿåòñÿ n-äèñêðåòíîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n-òèïîâ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ïóíêò 1: ïóñòü T � òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ =

〈Rn0
0 , . . . , R

nk−1

k−1 〉. Âñëåäñòâèå ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ è êîíå÷íîñòè ñèãíàòóðû òåîðèè
T , ëþáîé åå òèï p ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñâîèõ n∗-
ïîäòèïîâ, ãäå ãäå n∗ = max(n0, . . . , nk−1). Êàæäûé n∗-òèï p(x0, . . . , xn∗−1), â ñâîþ
î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé êîíúþíêöèåé àòîìàðíûõ ôîðìóë è èõ îòðèöàíèé:
ðàññìîòðèì äëÿ âñåõ i < k ìíîæåñòâà F(ni) âñåõ ôóíêöèé èç {0, . . . , ni − 1} â
{0, . . . , ni − 1}. Òèï ýëåìåíòîâ x0, . . . , xn∗−1 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

ε : {(Ri, f) | i < k, f ∈ F(ni)} → {0, 1}

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ε(Ri, f)=1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ri(f(x̄)) ∈ p, ãäå f(x̄) =

〈xf(0), . . . , xf(ni−1)〉.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ìîäåëÿõ ω-êàòåãîðè÷íûõ

òåîðèé ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäñèñòåìà êîíå÷íà, ïðè÷åì åå ìîùíîñòü îãðà-
íè÷åíà ôóíêöèåé, ðàâíîìåðíî çàâèñÿùåé îò êîëè÷åñòâà ïîðîæäàþùèõ.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü T � c-ïðîñòàÿ äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ.
1) Âñå óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû òåîðèè T âû÷èñëè-

ìû. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ T èìååò âû÷èñëèìûå óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå íåâû-
ðîæäåííûå ω-òèïû.

2) Â ëþáîé âû÷èñëèìîé ìîäåëè òåîðèè T âû÷èñëèìî ðåàëèçóåòñÿ õîòÿ áû îäèí
óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûé íåâûðîæäåííûé ω-òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, T � òåîðèÿ êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé ñèãíà-
òóðû σ = 〈Rn0

0 , . . . , R
nk−1

k−1 〉. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ìîäåëü M |= T . Ïî òåîðåìå Ðàì-
ñåÿ, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (I, <) óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ
ýëåìåíòîâ â M. Ïóñòü p � ω-òèï ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âñëåäñòâèå äèñêðåòíî-
ñòè T , ω-òèï p îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íåâûðîæäåííûì n∗-ïîäòèïîì, ãäå
n∗ = max(n0, . . . , nk−1), êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé áåñêâàí-
òîðíîé ôîðìóëîé ϕp. Ââèäó ðàçðåøèìîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì, ÷òî òèï p âû÷èñëèì.

Ïóñòü M |= T � âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü, è ïóñòü p � (âû÷èñëèìûé) óïîðÿäî÷åííî
íåðàçëè÷èìûé íåâûðîæäåííûé ω-òèï, ðåàëèçóþùèéñÿ â A. Cóùåñòâóåò áåñêâàíòîð-
íàÿ ôîðìóëà ϕ(x, y) ñèãíàòóðû σ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω, ðåàëèçó-
þùåãî lh(m̄)-ïîäòèï p, è ëþáîãî a ∈ M , èç èñòèííîñòè

M |=
∧
c̄vm̄

ϕ(a, c̄)
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ñëåäóåò, ÷òî m̄ â ÿâëÿåòñÿ (lh(m̄) + 1)-ïîäòèïîì p (çàïèñü c̄ v m̄ îçíà÷àåò, ÷òî ci =

mh(i) äëÿ íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè h). Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå ϕ(x, ȳ)

ìîæíî âçÿòü ôîðìóëó ϕp(ȳ, x).
Âñÿêàÿ ìîäåëü c-ïðîñòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ m̄1, m̄2 ∈

M<ω, èç (M, m̄1) ≡ (M, m̄2) ñëåäóåò (M, m̄1) ∼= (M, m̄2).
Âû÷èñëèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñèñòåìû M, ðåàëèçóþ-

ùàÿ ω-òèï p, âûáèðàåòñÿ â õîäå ïîøàãîâîé êîíñòðóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà øà-
ãå 0 âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m̄0 èç n∗ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ
n∗-ïîäòèï p. Äàëåå, íà øàãå s + 1 âûáèðàåì ýëåìåíò a ∈ M ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì
òàêîé, ÷òî A |= ϕ(a, c̄) äëÿ âñåõ c̄ v m̄s, ãäå m̄s � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà
øàãå s. Òàêîé ýëåìåíò a ñóùåñòâóåò âñëåäñòâèå ðåàëèçóåìîñòè p è îäíîðîäíîñòè M.
Ïîëàãàåì m̄s+1 ® m̄s â.

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè T � sc-ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, òî â (ëþáîé)
âû÷èñëèìîé ìîäåëè òåîðèè T ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óïî-
ðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ.

3 Σ-ñòåïåíè íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé c-ïðîñòûõ òåîðèé
Âîçâðàùàÿñü ê âîïðîñó î Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé c-ïðîñòûõ òåîðèé,
ïðèâåäåì îäíî (äîñòàòî÷íî îáùåå) íåîáõîäèìîå óñëîâèå Σ-îïðåäåëèìîñòè, àíàëîãè÷-
íîå ââåäåííîìó â [5].

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ñèñòåìà A íåñ÷åòíà, ñèñòåìà B äîñòàòî÷íî íàñûùå-
íà è ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðåìà óðîâíÿ ω, è ïóñòü A 6Σ B. Òîãäà ñóùåñòâóþò
âû÷èñëèìûå ñèñòåìû A′ ≡ A è B′ ≡ B òàêèå, ÷òî â A′ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî (B′, b̄′)-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåðíîñòè k, äëÿ
íåêîòîðûõ k > 0 è b̄′ ∈ (B′)<ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà A Σ-îïðåäåëèìà â HF(B) ïîñðåäñòâîì íàáîðà
Σ-ôîðìóë

Γ = 〈Φ, Ψ, Ψ∗, Φ0, Φ
∗
0, . . . , Φk, Φ

∗
k, . . .〉,

(ãäå ôîðìóëû Ψ è Ψ∗ îïðåäåëÿþò îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâåí-
íî), ïðè÷åì íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðîì â ýòèõ ôîðìóëàõ
ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðàýëåìåíòîâ b̄0 ∈ B<ω. Ïóñòü (B′, b̄′) � êîíñòðóêòèâíàÿ ñèìóëÿöèÿ
óðîâíÿ ω äëÿ ñèñòåìû (B, b̄0).

Íàáîð ôîðìóë Γ ñ ïàðàìåòðîì b̄′ êîððåêòíî îïðåäåëÿåò â HF(B′) íåêîòîðóþ ñè-
ñòåìó A∗, êîòîðàÿ âû÷èñëèìà è ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå A. Îòñþäà, â
÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà A∗ áåñêîíå÷íà.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ëþáîé ýëåìåíò íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêèHF(B′) ïðåä-
ñòàâèì â âèäå çíà÷åíèÿ òåðìà tκ(b̄), ãäå b̄ ∈ (B′)<ω � íàáîð ïðàýëåìåíòîâ, κ ∈ HF(ω).
Â íàøåì ñëó÷àå, ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíò κ ∈ HF(k) è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
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X ⊆ (B′)k, ÷òî HF(B′) |= Ψ∗(tκ(b̄1), tκ(b̄2)) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ b̄1 è b̄2 èç
ìíîæåñòâà X. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàáîð ôîðìóë Γ îïðåäåëÿë áû íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó â HF(B).

Òàê êàê ñèñòåìà B′ âû÷èñëèìà è Ψ∗ � Σ-ôîðìóëà, ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íîå
âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî I ⊆ X. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå b̄0 ∈ X,
íàéòè (ýôôåêòèâíî) b̄1 = µb̄(HF(B′) |= Ψ∗(tκ(b̄0), tκ(b̄)) è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âû÷èñëèìîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî I ® {b̄0, b̄1, . . .}.

Òàê êàê ñèñòåìà B′, êàê è B, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé, òî, äëÿ ëþáûõ
c0, c1 ∈ HF(B′), òèïû ýëåìåíòîâ c1 è c2 â HF(B′) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò n ∈ ω, κ ∈ HF(n), b̄0, b̄1 ∈ (B′)n òàêèå, ÷òî c0 = tκ(b̄0), c1 = tκ(b̄1),
à ýëåìåíòàðíûå òèïû íàáîðîâ b̄0 è b̄1 ñîâïàäàþò â B′. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ
i0, . . . , in, i′0, . . . , i

′
n ∈ I èç 〈B′, b̄′, i0, . . . , in〉 ≡ 〈B′, b̄′, i′0, . . . , i

′
n〉 ñëåäóåò

〈HF(B′), b̄′, tκ(i0), . . . , tκ(in)〉 ≡ 〈HF(B′), b̄′, tκ(i′0), . . . , tκ(i
′
n)〉.

Ïî ïðîèçâîëüíîé êîíñòðóêòèâèçàöèè µ ñèñòåìû B′ ìîæíî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâè-
çàöèþ ν íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(B′), äëÿ êîòîðîé µ−1(i) = ν−1(tκ(i))

ïðè âñåõ i ∈ I. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà A∗ îïðåäåëÿåòñÿ â HF(B′) íàáîðîì Σ-ôîðìóë, íà
îñíîâå ýòîé êîíñòðóêòèâèçàöèè ëåãêî ïîëó÷èòü âû÷èñëèìóþ ìîäåëü A′ òàêóþ, ÷òî
I áóäåò áåñêîíå÷íûì âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì 〈B′, b̄′〉-íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â
ñèñòåìå A′.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííîå âûøå íåîáõîäèìîå óñëîâèå Σ-îïðåäåëèìîñòè
ìîæåò áûòü óïðîùåíî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåîðèÿ T îáëàäàåò ñâîéñòâîì ýôôåêòèâ-
íîé ýëèìèíàöèè êîíñòàíò, åñëè äëÿ ëþáîãî ãëàâíîãî ðàñøèðåíèÿ T ∪p0(c̄) òåîðèè T

êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò, è ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî âû÷èñëèìîãî ω-òèïà p òåîðèè
T ∪ p0(c̄), ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííûé âû÷èñëèìûé ω-ïîäòèï q ↪→ p òàêîé, ÷òî äëÿ
ñóæåíèÿ r ⊆ q òèïà q íà ñèãíàòóðó òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ p ≡i r.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DLO òåîðèþ ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà áåç êîíöåâûõ ýëåìåí-
òîâ, à ÷åðåç E � òåîðèþ áåñêîíå÷íîé ìîäåëåé ïóñòîé ñèãíàòóðû. Î÷åâèäíî, ÷òî îáå
ýòè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ sc-ïðîñòûìè. Â [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèè DLO è E îáëà-
äàþò ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîé ýëèìèíàöèè êîíñòàíò.

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ øèðîêîé, åñëè â ëþáîé íåâûðîæäåííûé ω-òèï òåîðèè T

âêëàäûâàåòñÿ ëþáîé êîíå÷íûé òèï òåîðèè T . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òåîðèè DLO è E

ÿâëÿþòñÿ øèðîêèìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü A 6Σ B, ñèñòåìà A íåñ÷åòíà, è B |= T , T ∈ {DLO, E}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ñèñòåìà A′ ≡ A, ñîäåðæàùàÿ áåñêîíå÷íîå âû÷èñëè-
ìîå ìíîæåñòâî íåðàçëè÷èìûõ (óïîðÿäî÷åííî äëÿ T = DLO, òîòàëüíî äëÿ T = E)
ýëåìåíòîâ ðàçìåðíîñòè 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B′ |= T � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü, è ïóñòü ñèñòå-
ìà A′ îïðåäåëÿåòñÿ â HF(B′) òåì æå íàáîðîì Σ-ôîðìóë, ÷òî è ñèñòåìà A â HF(B).
Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3.1 è çàìå÷àíèå îá ýëèìèíàöèè êîíñòàíò, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî I ⊆ A ∩ Bk B-íåðàçëè÷èìûõ
ýëåìåíòîâ â A ðàçìåðíîñòè k. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ðàç-
ëè÷íûõ íàáîðîâ èç I áåñêîíå÷íîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì íàáîðû b0̂ b̄0 è b1̂ b̄1 èç (B′)k,
äëÿ êîòîðûõ, â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3.1, HF(B′) |= Φ(κ(bî b̄i)),
i = 0, 1, è HF(B′) |= Ψ∗(κ(b0̂ b̄0),κ(b1̂ b̄1)). Ïîëàãàåì I0 = I1 = {b0̂ b̄0, b1̂ b̄1}. Ïóñòü äëÿ
n > 1 óæå ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî

In−1 = {b0̂ b̄0, . . . , bn−1̂ b̄n−1}.

Âñëåäñòâèå íàñûùåííîñòè, ñóùåñòâóåò íàáîð bn̂ b̄n òàêîé, ÷òî

(B′, bm̂ b̄m, bn̂ b̄n) ≡ (B′, b0̂ b̄0, b1̂ b̄1)

äëÿ âñåõ m < n. Â ÷àñòíîñòè, HF(B′) |= Φ(κ(bn̂ b̄n)), è äëÿ âñåõ m < n HF(B′) |=
Ψ∗(κ(bm̂ b̄m),κ(bn̂ b̄n)). Ïîëàãàåì In = In−1 ∪ {bn̂ b̄n}

Ïóñòü I = ∪n∈ωIn. Âñëåäñòâèå 2-äèñêðåòíîñòè òåîðèè T , äëÿ ëþáûõ i0, . . . , ik ∈ ω,
ýëåìåíòàðíûé òèï íàáîðà bi0̂ b̄i0̂ . . .̂ bik̂ b̄ik â ñèñòåìå B′, â ñëó÷àå T = DLO, îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 〈i0, . . . , ik〉, êîòîðûé
ïîäîáåí óïîðÿäî÷åíèþ ýëåìåíòîâ íàáîðà 〈bi0 , . . . bik〉 â ñèñòåìå B′, à çíà÷èò îïðåäå-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òèïîì ýòîãî íàáîðà. Â ñëó÷àå T = E ýëåìåíòàðíûé òèï íàáîðà
bi0̂ b̄i0̂ . . .̂ bik̂ b̄ik â ñèñòåìå B′ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
â íàáîðå 〈i0, . . . ik〉.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå Σ-îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíûõ ñèñòåì,
ïîëó÷åííîå â ïðåäëîæåíèè 3.1, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì. Âîñïîëüçóåìñÿ êðè-
òåðèåì Σ-îïðåäåëèìîñòè â HF(L) èç [1].

Îïðåäåëèì êàòåãîðèþ ∗ω ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà
âèäà [n]  {0, 1, . . . , n−1}, n ∈ ω ([0]  ∅), à ìîðôèçìàìè � âëîæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå
ïîðÿäîê. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì èç [0] â [n] äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.

Îïðåäåëåíèå 3.1. ∗ω-Ñïåêòðîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ôóíêòîð S èç êàòåãîðèè ∗ω â
êàòåãîðèþ Mod∗σ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû σ),
ìîðôèçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå âëîæåíèÿ.

×òîáû îïðåäåëèòü ∗ω-ñïåêòð S, íóæíî çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0, . . . , Mn, . . .,
n ∈ ω, àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñèãíàòóðû σ, è êàæäîìó âëîæåíèþ µ : [n] → [m], ñî-
õðàíÿþùåìó ïîðÿäîê, ñîïîñòàâèòü âëîæåíèå µ∗ : Mn → Mm, ïðè÷åì òàê, ÷òî åñëè
µ0 : [n] → [m], µ1 : [m] → [k] � ìîðôèçìû êàòåãîðèè ∗ω, òî (µ0µ1)∗ = µ1∗µ0∗, è åñëè
µ : [n] → [n] � åäèíñòâåííûé ìîðôèçì (= id[n]), òî µ∗ = idMn : Mn → Mn, n ∈ ω.
Åñëè îïðåäåëåí ∗ω-ñïåêòð S, ò.å. {Mn, µ∗|n ∈ ω, µ ∈ Mor ∗ω}, òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî
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óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà L ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ML(MS
L)

êàê ïðåäåë lim ~L0
M′

L0
ïðÿìîãî ñïåêòðà

{M′
L0

, ϕL0,L1 | L0 ⊆ L1 ⊆ L, L1 êîíå÷íî},

ãäå M′
L0

 Mn, åñëè L0 ⊆ L êîíå÷íî è |L0| = n, à âëîæåíèå ϕL0,L1 : M′
L0
→ M′

L1

äëÿ êîíå÷íûõ L0 ⊆ L1(⊆ L) îïðåäåëåíî òàê: åñëè L1 = {l0 < l1 < . . . < lm−1},
L0 = {li0 < li1 < . . . < lin−1} (òîãäà 0 6 i0 < i1 < . . . < in−1 6 m) è µ : [n] → [m]

îïðåäåëåíî êàê µ(j)  ij, j < n, òî

ϕL0,L1  µ∗ : M′
L0

= Mn → Mm = M′
L1

.

Åñëè L ⊆ L′ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, òî ñèñòåìà ML åñòåñòâåííî îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäñèñòåìîé ML′ .

Ëþáîé èçîìîðôèçì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ L è L′ èíäóöèðóåò èçîìîð-
ôèçì ìåæäó ML è ML′ . Êðîìå òîãî, åñëè L ⊆ L′ � ïëîòíûå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ML 4 ML′ . Êàê ñëåäñòâèå, åñëè L è L′ �
ïëîòíûå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ML ≡ ML′ .

Ïóñòü µ0 è µ1 � ìîðôèçìû èç [1] â [2] òàêèå, ÷òî µ0(0) = 0 è µ1(0) = 1, è ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå

(∗) µ0∗ 6= µ1∗.

Óñëîâèÿ (∗) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |MS
L| > |L| âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî óïî-

ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà L.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèñòåìà íóìåðàöèé νn : ω → Mn, n ∈ ω, íàçûâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíñòðóêòèâèçàöèé

(M0, ν0), (M1, ν1), . . . , (Mn, νn), . . . , n ∈ ω,

åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðà σ ñèñòåì Mi

êîíå÷íà è íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ):

1) E  {〈n,m0,m1〉|n, m0,m1 ∈ ω, νn(m0) = νn(m1)} � ∆-ïðåäèêàò íà ω;

2) NP  {n̄ = 〈n0, n1, . . . , nk〉|n̄ ∈ ωk+1, 〈νn0(n1), . . . , νn0(nk)〉 ∈ PMn0} � ∆-ïðåäèêàò
íà ω äëÿ ëþáîãî (k-ìåñòíîãî) ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P ∈ σ;

3) äëÿ ëþáîãî êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà c ∈ σ ñóùåñòâóåò Σ-ôóíêöèÿ fc : ω → ω

òàêàÿ, ÷òî cMn = νnfc(n).

Êàæäûé ìîðôèçì µ : [n] → [m] êàòåãîðèè ∗ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì m

è ïîäìíîæåñòâîì µ([n]) ⊆ [m]. Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå µ∗ : ∆ → Mor ∗ω ìåæäó ïîäìíîæåñòâîì ∆  {n|n ∈ ω, r(n) <

2l(n)} ⊆ ω è ìíîæåñòâîì Mor ∗ω, ñ÷èòàÿ, ÷òî n ∈ ∆ êîäèðóåò ìîðôèçì µ : [k] → [l]

òàêîé, ÷òî l = l(n), à r(n) � íîìåð ïîäìíîæåñòâà µ([k]) ⊆ [l] = [l(n)]. Î÷åâèäíî, ÷òî
∆ åñòü ∆-ïîäìíîæåñòâî ω.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü S = {Mn, µ∗|n ∈ ω, µ ∈ Mor ∗ω} � ∗ω-ñïåêòð. Êîíñòðóê-
òèâèçàöèåé S íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòðóêòèâèçà-
öèé

(M0, ν0), (M1, ν1), . . . , (Mn, νn), . . . , n ∈ ω,

âìåñòå ñ Σ-ôóíêöèåé f : ∆ × ω → ω òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ n, m, k ∈ ω, µ : [n] →
[m] ∈ Mor ∗ω, åñëè n∗ ∈ ∆ òàêîé, ÷òî µ∗(n∗) = µ, òî µ∗νn(k) = νmf(n∗, k).

∗ω-Ñïåêòð S íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìûì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò
êîíñòðóêòèâèçàöèÿ.

Òåîðåìà 3.1 ([1]). Òåîðèÿ T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L),
L |= DLO, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâèçèðóåìûé ∗ω-
ñïåêòð S, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (∗) è òàêîé, ÷òî MS

L |= T .

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Äëÿ c-ïðîñòîé òåîðèè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâèçèðóåìûé ∗ω-ñïåêòð S, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ (∗) è òàêîé, ÷òî MS

L |= T ;

2) òåîðèÿ T èìååò âû÷èñëèìûå íåâûðîæäåííûå óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå ω-
òèïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ èç 1 â 2 ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïðåäëîæå-
íèÿ 3.1. Óñòàíîâèì èìïëèêàöèþ èç 2 â 1. Ïóñòü p � ω-òèï òåîðèè T , ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ïóíêòå 2 ïðåäëîæåíèÿ, è ïóñòü M0 |= T � âû÷èñëèìàÿ
ìîäåëü.

Îïðåäåëèì ∗ω-ñïåêòð òåîðèè T ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì Mn = M0 äëÿ
âñåõ n ∈ ω. Çàôèêñèðóåì âû÷èñëèìóþ ðåàëèçàöèþ

I = 〈i0, i1, . . .〉 ⊆ M0

ω-òèïà p â ñèñòåìå M0. Äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà µ : [n] → [m] êàòåãîðèè ∗ω îïðå-
äåëèì âëîæåíèå µ∗ : Mn → Mm ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëàãàåì äëÿ âñåõ k < n è
s > n

µ∗(ik) = iµ(k), µ∗(in+s) = im+s.

Äàëåå, ïóñòü H(I) ⊆ M0 � ýôôåêòèâíàÿ ñêóëåìîâñêàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà I â ñè-
ñòåìå M0. Îíà ñóùåñòâóåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî T � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, è îòñþäà
æå ñëåäóåò, ÷òî H(I) ' M0. Ëþáîå ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê ýôôåêòèâíîå âëîæåíèå
ìíîæåñòâà I â ñåáÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ýôôåêòèâíîãî èçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ ñèñòåìû
H(I) â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì åãî çà µ∗. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî µ∗ : Mn → Mm, ïðè÷åì äëÿ
ðàçëè÷íûõ ìîðôèçìîâ µ0, µ1 : [1] → [2] ìîðôèçìû (µ0)∗ è (µ1)∗ òàêæå ðàçëè÷íû,
è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íà êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ. Óñëîâèå MS

L |= T âûïîëíÿåòñÿ
âñëåäñòâèå ìîäåëüíîé ïîëíîòû T .
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü T � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L), L |= DLO;

2) T èìååò âû÷èñëèìûé íåâûðîæäåííûé óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûé ω-òèï.

Â ðàáîòå [5] áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ó c-ïðîñòîé òåî-
ðèè íåñ÷åòíîé ìîäåëè ñ �äîñòàòî÷íî ïðîñòîé� Σ-ñòåïåíüþ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå (îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå çäåñü íîâîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü T � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, è ïóñòü A � (ïðîèçâîëüíàÿ) âû÷èñ-
ëèìàÿ ìîäåëü T .

i) T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L), L |= DLO, òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-
íî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â A ðàçìåðíîñòè 1;

ii) T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(S), S |= E, òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî òîòàëüíî
íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â A ðàçìåðíîñòè 1.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 3.1 íå ñïðàâåäëèâà, åñëè òåîðèÿ T íå ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òåîðèè ACF àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé ñóùåñòâóåò âû÷èñ-
ëèìàÿ ìîäåëü, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî òîòàëüíî íåðàçëè÷èìûõ
ýëåìåíòîâ (ñì. [4]). Â òî æå âðåìÿ íèêàêàÿ íåñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè ACF íå îïðåäå-
ëèìà â HF(S), S |= E (ñì. [1]).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2.4 è òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè T � c-ïðîñòàÿ äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ, òî ñóùåñòâóåò íåñ÷åò-
íàÿ ñèñòåìà A |= T äëÿ êîòîðîé A 6Σ L, L |= DLO.

Àíàëîãè÷íî, èç ñëåäñòâèÿ 2.1 è òåîðåìû 3.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè T � sc-ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, òî ñóùåñòâóåò
íåñ÷åòíàÿ ñèñòåìà A |= T , äëÿ êîòîðîé A 6Σ L, L |= DLO.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, óñëîâèå êîíå÷íîñòè ñèãíàòóðû òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà 1 âåðíà äëÿ êëàññà SC-SIMPLEfin, íî íå ÿâëÿåòñÿ
âåðíîé äëÿ êëàññà SC-SIMPLE.

4 Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ c-ïðîñòûõ òåîðèé
Äëÿ ω-êàòåãîðè÷íîé òåîðèè T åå ôóíêöèåé Ðûëü-Íàðäçåâñêîãî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
rT : ω → ω, òàêàÿ, ÷òî, äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω, rT (n) ðàâíî ÷èñëó (ïîëíûõ) n-òèïîâ
òåîðèè T .
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü T � ω-êàòåãîðè÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ. Ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) T èìååò âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôîðìóë;

2) T èìååò âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ Ðûëü-Íàðäçåâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü n ∈ ω, è ïóñòü x̄ = 〈x0, . . . , xn−1〉. Âñëåäñòâèå ðàçðåøè-
ìîñòè, ðàâíîìåðíî ïî n ýôôåêòèâíî íàõîäÿòñÿ ïîëíûå ôîðìóëû ϕ1(x̄), . . . , ϕk(x̄)

òåîðèè T (ñ ìèíèìàëüíûìè ãåäåëåâñêèìè íîìåðàìè), äëÿ êîòîðûõ

T ` ∀x̄(ϕ1(x̄) ∨ . . . ∨ ϕk(x̄)).

Òîãäà rT (n) = k.
2) Ïóñòü n ∈ ω, x̄ = 〈x0, . . . , xn−1〉, è ïóñòü rT (n) = k. Âñëåäñòâèå ðàçðåøèìîñòè

òåîðèè T , ýôôåêòèâíî íàõîäÿòñÿ ôîðìóëû ϕ1(x̄), . . . , ϕk(x̄) (ñ ìèíèìàëüíûìè ãåäå-
ëåâñêèìè íîìåðàìè) òàêèå, ÷òî T ` ∀x̄(ϕ1(x̄) ∨ . . . ∨ ϕk(x̄)) è, äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 k,
i 6= j, ñïðàâåäëèâî

T ` ¬∃x̄(ϕi(x̄) ∧ ϕj(x̄)).

Òîãäà ϕ1(x̄), . . . , ϕk(x̄) � ïîëíûå ôîðìóëû òåîðèè T îò ïåðåìåííûõ x̄.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ω-êàòåãîðè÷íûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèé áåç âû-
÷èñëèìîé ôóíêöèè Ðûëü-Íàðäçåâñêîãî. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû òàêèõ òåî-
ðèé ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïîäìîäåëüíîé ïîëíîòû.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ω-êàòåãîðè÷íûõ òåîðèé ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ
Ôðåññå ïðÿìîãî ïðåäåëà êëàññà êîíå÷íî ïîðîæäåíííûõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü K � êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñèñòåì íåêîòîðîé ôèê-
ñèðîâàííîé ñèãíàòóðû.

1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè (K |= HP), åñëè äëÿ ëþáûõ A ∈ K è B

èç B ⊆ A ñëåäóåò, ÷òî B ∈ K;

2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîâìåñòíîé âëîæèìîñòè (K |= JEP), åñëè äëÿ ëþáûõ
A,B ∈ K ñóùåñòâóåò C ∈ K, äëÿ êîòîðîé A ↪→ C è B ↪→ C;

3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àìàëüãàìèðóåìîñòè (K |= AP), åñëè äëÿ ëþáûõ A, B,C ∈
K, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ f1 : C ↪→ A è f2 : C ↪→ B, ñóùåñòâóåò
D ∈ K è âëîæåíèÿ g1 : A ↪→ D è g2 : B ↪→ D òàêèå, ÷òî f1g1 = f2g2;

4) K ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî êîíå÷íûì (K |= ULF), åñëè ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f : ω → ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé A ∈ K, åñëè ñèñòåìà A èìååò íå
áîëåå n ïîðîæäàþùèõ, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A íå ïðåâîñõîäèò f(n).
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Èçâåñòíî, ÷òî åñëè êëàññ K êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñèñòåì îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
HP, JEP è AP, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîäìîäåëü-
íî ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà A, êëàññ êîíå÷íî ïîðîæîäåííûõ ñèñòåì êîòîðîé (ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì K (ñì, íàïðèìåð, [3]). Áóäåì íàçûâàòü
òàêóþ ñèñòåìó A ïðåäåëîì Ôðåññå êëàññà K (îáîçí. A = limF K).

Òåîðåìà 4.1 ([3]). Ïóñòü K � ñ÷åòíûé êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñèñòåì íåêî-
òîðîé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè HP, JEP, AP è ULF, è ïóñòü
limF K � ïðåäåë Ôðåññå êëàññà K. Òîãäà Th(limF K) ω-êàòåãîðè÷íà.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñèñòåì ñèãíàòóðû σ íàçûâàåò-
ñÿ ULF-âû÷èñëèìûì, åñëè îí âû÷èñëèì, è âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ f èç îïðåäåëåíèÿ
ñâîéñòâà ULF. Êëàññ K áóäåì íàçûâàòü ULF-âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûì, åñëè ñó-
ùåñòâóþò ULF-âû÷èñëèìûé êëàññ K ′ è ñîõðàíÿþùåå èçîìîðôèçì ñþðúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå τ : K ³ K ′.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü K � êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñèñòåì íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì HP, JEP, AP è ULF. Òîãäà
Th(limF K) ∈ SC-SIMPLE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K èìååò ULF-âû÷èñëèìîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 4.1.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû sc-ïðîñòûõ òåîðèé, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå
êîíñòðóêöèè Ôðåññå.

Ïóñòü FinGraph � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ãðàôîâ. Ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ýòîò êëàññ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì HP, JEP, AP, è èìååò ULF-âû÷èñëèìîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Íåóïîðÿäî÷åííûé ãðàô A íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì (random), åñëè
äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ X, Y ⊆ A, òàêèõ, ÷òî X ∩ Y = ∅, ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ∈
A \ (X ∪ Y ) òàêàÿ, ÷òî v ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç X, v íå ñìåæíà íè ñ
îäíîé èç âåðøèí èç Y .

Ïðåäëîæåíèå 4.2 ([3]). Åñëè A � ïðåäåë Ôðåññå êëàññà FinGraph, òî A � ñëó÷àé-
íûé ãðàô. Êàê ñëåäñòâèå, Th(A) ∈ SC-SIMPLEfin

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäå-
ëåíèé.

Ëåììà 4.2. Åñëè â ïîäìîäåëüíî ïîëíîé òåîðèè T ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ âñå
ïðåäèêàòû ñèììåòðè÷íû, ò.å. T ` (R(x) ↔ R(f(x))) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè f

ìíîæåñòâà {0, . . . , lh(x) − 1}, òî â ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè T âñÿêîå ìíîæåñòâî
óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òîòàëüíî íåðàçëè-
÷èìûõ ýëåìåíòîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè A � ñëó÷àéíûé ãðàô, òî âñÿêîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííî
íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ â A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òîòàëüíî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåí-
òîâ.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíûé ñëó÷àéíûé ãðàô A, òàêîé, ÷òî A 6Σ S,
S |= E.

Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèãíàòóðà. Êëàññ Fin(σ) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì HP, JEP, AP, è èìååò ULF-âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà. Ñëó÷àéíîé (random) ñèñòåìîé
Ran(σ) ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë Ôðåññå êëàññà Fin(σ).

Ñëåäñòâèå 4.2. Th(Ran(σ)) ∈ SC-SIMPLEfin, è ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíàÿ ñèñòåìà
A ≡ Ran(σ) òàêàÿ, ÷òî A 6Σ L, L |= DLO.

Ñèñòåìîé àêñèîì äëÿ Th(Ran(σ)) ÿâëÿþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ ∀x̄(ψ(x̄) → ∃y ∈ χ(x̄, y)),
ãäå ψ(x̄) è χ(x̄, y) � ïðîèçâîëüíûå íåïðîòèâîðå÷èâûå áåñêâàíòîðíûå ôîðìóëû ñèã-
íàòóðû σ.
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