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1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå, ïðîäîëæàþùåé ðàáîòû [1, 2], èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ýô-

ôåêòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè (Σ-îïðåäåëèìîñòè) íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé c-ïðîñ-

òûõ òåîðèé â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ. Äàëåå ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå ñèãíàòóðû çàôèêñèðîâàíà

íåêîòîðàÿ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ åå ôîðìóë. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðàñ-

øèðÿåò îïðåäåëåíèå, äàííîå Þ.Ë.Åðøîâûì [3], íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ âû÷èñ-

ëèìîé ñèãíàòóðîé. Äëÿ ïðîñòîòû, ïðèâåäåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäèêàòíîé

ñèãíàòóðû (òîëüêî òàêèå ñèãíàòóðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà âû÷èñëèìîé ïðå-

äèêàòíîé ñèãíàòóðû 〈Pn0
0 , . . . , Pnk

k , . . .〉, è ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæå-

ñòâî. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â A, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñ-

ëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë

Φ(x0, y),Ψ(x0, x1, y),Ψ∗(x0, x1, y),Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Φ∗0(x0, . . . , xn0−1, y), . . . ,Φk(x0, . . . , xnk−1, y),Φ∗k(x0, . . . , xnk−1, y), . . .

ñèãíàòóðû σA è ïàðàìåòð a ∈ A òàêèå, ÷òî äëÿ M0 � ΦA(x0, a) è η �

ΨA(x0, x1, a) ∩M2
0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: M0 6= ∅, η � îòíîøåíèå êîí-

ãðóýíòíîñòè íà ñèñòåìå

M0 � 〈M0;PM0
0 , . . . , PM0

k , . . .〉,
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 8227), Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ïðîåê-

òû ÐÔÔÈ 11-01-00688-a, 13-01-91001-ÀÍÔ-à), è ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-276.2012.1).
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ãäå PM0
k � ΦAk (x0, . . . , xnk−1) ∩Mnk

0 äëÿ âñåõ k ∈ ω, Ψ∗A(x0, x1, a) ∩M2
0 =

M2
0 \ ΨA(x0, x1, a), Φ∗Ak (x0, . . . , xnk−1, a) ∩Mnk

0 = Mnk
0 \ ΦAk (x0, . . . , xnk−1)

äëÿ âñåõ k ∈ ω, è ñèñòåìà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñèñòåìå M0�η.

Äëÿ ñèñòåì A è B, ÷åðåç A 6Σ B áóäåì îáîçíà÷àòü òîò ôàêò, ÷òî

ñèñòåìà A Σ-îïðåäåëèìà â HF(B). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèãíàòóðà

íàäñòðîéêè HF(B) ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë Sat2, èíòåðïðåòàöèåé

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàò èñòèííîñòè àòîìàðíûõ ôîðìóë ñèñòåìû B,

ñîãëàñîâàííûé ñ çàôèêñèðîâàííîé ãåäåëåâñêîé íóìåðàöèåé ôîðìóë ñèã-

íàòóðû ýòîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ñèñòåì êîíå÷íîé ñèãíàòóðû äîáàâëåíèå

ïðåäèêàòà Sat ê ñèãíàòóðå íàäñòðîéêè íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Òåîðèÿ â ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðå-

ãóëÿðíîé [3], åñëè îíà ìîäåëüíî ïîëíà è ðàçðåøèìà, è c-ïðîñòîé [3], åñ-

ëè îíà ðåãóëÿðíà, ω-êàòåãîðè÷íà, è èìååò ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ

ôîðìóë.

Ãèïîòåçà 1.1. [Þ.Ë.Åðøîâ [4]] Åñëè òåîðèÿ T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü,

Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(M) äëÿ ñèñòåìû M ñ c-ïðîñòîé òåîðèåé, òî òåîðèÿ T

èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ âHF(L) äëÿ íåêîòîðîãî ïëîòíîãî

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìàëüíûì ñëåäñòâèåì äàííîãî óòâåðæäåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ

Ãèïîòåçà 1.2. [Þ.Ë.Åðøîâ [5]] Âñÿêàÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ èìååò íåñ÷åò-

íóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L) äëÿ íåêîòîðîãî ïëîòíîãî ëèíåéíîãî

ïîðÿäêà L.

Àíàëîã ãèïîòåçû 1.2 ñïðàâåäëèâ äëÿ åñòåñòâåííîãî ïîäêëàññà êëàññà

c-ïðîñòûõ òåîðèé. À èìåííî, òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ sc-ïðîñòîé [2], åñëè îíà

c-ïðîñòàÿ è ïîäìîäåëüíî ïîëíàÿ. Äëÿ sc-ïðîñòûõ òåîðèé êîíå÷íîé ïðåäè-

êàòíîé ñèãíàòóðû â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.1. Ëþáàÿ sc-ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû

èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L), L � ïëîòíûé ëèíåéíûé

ïîðÿäîê.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ñëó÷àé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû äàííûé ðåçóëüòàò

íå ñïðàâåäëèâ: â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóåò sc-ïðîñòàÿ òåîðèÿ (âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé

ñèãíàòóðû), íå èìåþùàÿ íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(L), L

� ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå â [1] è [2] äîêàçàòåëüñòâà

èçëîæåíû íå âïîëíå êîððåêòíî è íóæäàþòñÿ â (íåçíà÷èòåëüíûõ) èñïðàâ-

ëåíèÿõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ýòî ñäåëàíî â [2], à äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 1.1 � â ðàáîòå [6].

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð c-ïðîñòîé òåîðèè êîíå÷íîé ñèã-

íàòóðû, íå èìåþùåé íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(L), L �

ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Òåì ñàìûì ïîñòðîåí ïðèìåð, îïðîâåðãàþùèé

ãèïîòåçó 1.2, à çíà÷èò, è ãèïîòåçó 1.1. Äàííûå ðåçóëüòàòû àíîíñèðîâàíû

â [7, 8].

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ èëè âû÷èñëèìàÿ ñèãíàòóðà, V = {xi|i ∈ ω} � ôèêñè-

ðîâàííîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, Form(σ) � ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû σ ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè èç V , è ïóñòü T

� íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ. Äëÿ n ∈ ω, ïîä n-òèïîì (ñîîò-

âåòñòâåííî, àòîìàðíûì n-òèïîì) òåîðèè T áóäåì, êàê îáû÷íî, ïîíèìàòü

ìàêñèìàëüíîå ñîâìåñòíîå ñ T ìíîæåñòâî ôîðìóë (ñîîòâåòñòâåííî, àòîìàð-

íûõ ôîðìóë) ñèãíàòóðû σ, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ

ñðåäè x0, . . . , xn−1. Òèï p áóäåì íàçûâàòü ïîäòèïîì òèïà q, åñëè p ⊆ q.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ.

Ïîä ω-òèïîì òåîðèè T áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ p : ω<ω →

P (Form(σ)), òàêóþ, ÷òî

1) äëÿ âñÿêîãî n̄ ∈ ω<ω, p(n̄) åñòü ìàêñèìàëüíîå ñîâìåñòíîå ñ T ìíîæå-

ñòâî ôîðìóë ñèãíàòóðû σ, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ íàõî-

äÿòñÿ ñðåäè {xn|n ∈ {n0, . . . , nk−1}}, ãäå n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉;
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2) äëÿ ëþáûõ n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉, m̄ = 〈m0, . . . ,ml−1〉 ∈ ω<ω, èç òîãî, ÷òî

{n0, . . . , nk−1} ⊆ {m0, . . . ,ml−1}, ñëåäóåò, ÷òî p(n̄) ⊆ p(m̄).

Òèï p íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè (xi = xj) ∈ p äëÿ íåêîòîðûõ

i 6= j. Äëÿ ω-òèïà p è íàáîðà n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉 ∈ ω<ω, ÷åðåç p|n̄ áóäåì

îáîçíà÷àòü êîíå÷íûé òèï

{ϕ(x0, . . . , xk−1) |ϕ(xn0 , . . . , xnk−1
) ∈ p(n̄)}.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ω-òèïû òåîðèè T ñ ìàêñèìàëüíûìè

ñîâìåñòíûìè ñ T ìíîæåñòâàìè ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ñî ñâîáîäíûìè ïåðå-

ìåííûìè èç V .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òèï p âêëàäûâàåòñÿ â òèï q (îáîçí. p v q), åñëè

p = q|n̄ äëÿ íåêîòîðîãî n̄ ∈ ω<ω.

Åñëè A � âû÷èñëèìàÿ ñèñòåìà, è p � ω-òèï, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

p âû÷èñëèìî ðåàëèçóåòñÿ â A, åñëè ýòîò òèï ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé âû-

÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû A.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü A � âû÷èñëèìàÿ ñèñòåìà, è ïóñòü p � ω-òèï. Òîãäà

1) åñëè ñèñòåìà A ðàçðåøèìà, òî âñÿêèé âû÷èñëèìî ðåàëèçóþùèéñÿ â

A ω-òèï âû÷èñëèì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Th(A) � ðåãóëÿðíàÿ òåîðèÿ,

òî âñÿêèé âû÷èñëèìî ðåàëèçóþùèéñÿ â A ω-òèï âû÷èñëèì;

2) åñëè Th(A) � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, è p ðåàëèçóåòñÿ â A, òî p âû÷èñëèìî

ðåàëèçóåòñÿ â A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p âû÷èñëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàáîòó [2], ëåììà 2.1.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü f : ω → ω<ω � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü

p � ïðîèçâîëüíûé ω-òèï. Îïðåäåëèì ω/f -òèï êàê ôóíêöèþ p/f : ω<ω →

P (Form(σ)), ïîëîæèâ, äëÿ âñÿêîãî n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉 ∈ ω<ω, çíà÷åíèå

(p/f)(n̄) ðàâíûì ìíîæåñòâó p(f(n0)̂ . . .̂ f(nk−1)). Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñÿêî-

ãî n̄ = 〈n0, . . . , nk−1〉 ∈ ω<ω, (p/f)|n̄ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ôîðìóë

p|f(n0)̂ . . .̂ f(nk−1).
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Â ñëó÷àå, êîãäà f(n) = 〈kn, . . . , kn + k − 1〉 äëÿ íåêîòîðîãî k > 0,

ω/f -òèï p/f áóäåì îáîçíà÷àòü p/k.

Áóäåì íàçûâàòü ω/f -òèïû îáîáùåííûìè ω-òèïàìè. Îòìåòèì, ÷òî

âñÿêèé ω-òèï p ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîìó ω-òèïó p/id.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü p è q � ïðîèçâîëüíûå îáîáùåííûå ω-òèïû (âîç-

ìîæíî, ðàçëè÷íûõ ñèãíàòóð). Òèï q íàçûâàåòñÿ p-íåðàçëè÷èìûì (îáîçíà-

÷àåì q 6i p), åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ n̄1, n̄2 ∈ ω<ω îäèíàêîâîé äëèíû,

èç p|n̄1 = p|n̄2 ñëåäóåò, ÷òî q|n̄1 = q|n̄2.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå 6i íà ìíîæåñòâå ω-òèïîâ ðåôëåêñèâíî è

òðàíçèòèâíî. Áóäåì íàçûâàòü ω-òèïû p è q i-ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåì

p ≡i q), åñëè p 6i q è q 6i p, òî åñòü äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ n̄1, n̄2 ∈ ω<ω

îäèíàêîâîé äëèíû, p|n̄1 = p|n̄2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q|n̄1 = q|n̄2.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì A è B è íåêîòîðîãî k > 0,

(íåïóñòîå) ìíîæåñòâî I ⊆ Ak∩B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì A-íåðàçëè÷èìûõ

ýëåìåíòîâ â B (ðàçìåðíîñòè k), åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ī, ī′ ∈ I<ω îäè-

íàêîâîé äëèíû,

èç 〈A, ī〉 ≡ 〈A, ī′〉 ñëåäóåò, ÷òî 〈B, ī〉 ≡ 〈B, ī′〉.

Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ c-ïðîñòûõ òåîðèé T, T ′, è k > 0, ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) cóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû p è q òåîðèé T è

T ′, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ p/k-íåðàçëè÷èìûì;

2) ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ìîäåëè A |= T è A′ |= T ′, òàêèå, ÷òî â

A′ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A-íåðàçëè÷èìûõ

ýëåìåíòîâ ðàçìåðíîñòè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è ëåììû 2.1.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ α 6 ω, α-òèï p íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì , èëè

óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî k < α è ëþáûõ ïîäìíî-

æåñòâ I, J ⊆ α ìîùíîñòè k,

p|I = p|J,

ãäå, äëÿ I = {i0 < i1 < . . .}, ÷åðåç p|I îáîçíà÷àåòñÿ òèï p|〈i0, i1, . . .〉.

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ω-òèï p ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ q-íåðàçëè÷èìûì äëÿ ω-òèïà q ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïëîòíîì ëèíåéíîì ïîðÿäêå, ñîäåðæà-

ùåì 〈ω,6〉 êàê ïîäñèñòåìó, íàïðèìåð, â 〈Q,6〉. Ìèíèìàëüíîñòü p òàêæå

ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî {p|I | I ⊆ ω êîíå÷íî} êîíå÷íûõ ïîä-

òèïîâ p ìèíèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîé ω-ïîäòèï

p|I äëÿ áåñêîíå÷íîãî I ⊆ ω ñîâïàäàåò ñ p.

Ìèíèìàëüíûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû òåîðèè T � ýòî â òî÷íîñòè

òèïû áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëå-

ìåíòîâ â ìîäåëÿõ T . Ïî òåîðåìå Ýðåíôîéõòà-Ìîñòîâñêîãî, ëþáàÿ íåïðîòè-

âîðå÷èâàÿ òåîðèÿ èìååò íåâûðîæäåííûå ìèíèìàëüíûå ω-òèïû. Â äàííîé

ðàáîòå, êàê è â ðàáîòå [2], ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ âû÷èñ-

ëèìûõ íåâûðîæäåííûõ ìèíèìàëüíûõ ω-òèïîâ ó c-ïðîñòûõ òåîðèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü n ∈ ω. Òåîðèþ T áóäåì íàçûâàòü n-äèñêðåòíîé,

åñëè ëþáîé òèï òåîðèè T îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè n-ïîäòèïàìè.

Áóäåì íàçûâàòü òåîðèþ äèñêðåòíîé, åñëè îíà n-äèñêðåòíà äëÿ íåêî-

òîðîãî n ∈ ω. Åñëè T � n-äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ, ÷èñëî n-òèïîâ êîòîðîé êî-

íå÷íî, òî T ω-êàòåãîðè÷íà è ïîäìîäåëüíî ïîëíà â íåêîòîðîì îáîãàùåíèè

êîíå÷íûì ÷èñëîì ôîðìóëüíî îïðåäåëèìûõ â èñõîäíîé ñèãíàòóðå ïðåäèêà-

òîâ. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ n-äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n-òèïîâ

ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé.

Ëåììà 2.3. Âñÿêàÿ ïîäìîäåëüíî ïîëíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé

ñèãíàòóðû ÿâëÿåòñÿ n-äèñêðåòíîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n-òèïîâ äëÿ íåêî-

òîðîãî n ∈ ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàáîòó [2], ëåììà 2.3.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü T � c-ïðîñòàÿ äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ.

1) Âñå ìèíèìàëüíûå íåâûðîæäåííûå ω-òèïû òåîðèè T âû÷èñëèìû.

Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ T èìååò âû÷èñëèìûå ìèíèìàëüíûå íåâûðîæäåííûå

ω-òèïû.

2) Â ëþáîé âû÷èñëèìîé ìîäåëè òåîðèè T âû÷èñëèìî ðåàëèçóåòñÿ

õîòÿ áû îäèí ìèíèìàëüíûé íåâûðîæäåííûé ω-òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4 ðàáîòû [2].

Â äàëüíåéøåì áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

èç [1, 2].

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè T � c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ íåñ÷åòíóþ ìî-

äåëü, Σ-îïðåäåëèìóþ â HF(L), ãäå L � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òî T

èìååò âû÷èñëèìûå íåâûðîæäåííûå ìèíèìàëüíûå ω-òèïû.

3 Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè: ïðåäåëû Ôðåññå

è òåîðåòèêî�ìîäåëüíûé ôîðñèíã

Â äàííîì ïàðàãðàôå ê òåîðèè èç òåîðåìû 1.2 (òî÷íåå, ê åå ñ÷åòíîé âû÷èñ-

ëèìîé ìîäåëè) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ äâå äîñòàòî÷íî èçâåñòíûå

òåîðåòèêî�ìîäåëüíûå êîíñòðóêöèè. Íà ïåðâîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ âàæíàÿ

êîíñòðóêöèÿ Õðóøîâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [9], òåîðåìà 7.4.8). Ïðèìåíÿþ-

ùèéñÿ â ýòîé êîíñòðóêöèè ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðî-

âàòü ñèñòåìó áåñêîíå÷íîé ñèãàòóðû â ñèñòåìå êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, èñïîëü-

çóÿ äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ìåòîê. Êîí-

ñòðóêöèÿ Õðóøîâñêîãî ïîçâîëÿåò ïðè òàêîì ñâåäåíèè îñòàâàòüñÿ â êëàññå

ìîäåëåé ω-êàòåãîðè÷íûõ òåîðèé (áîëåå òîãî, c-ïðîñòûõ òåîðèé). Îäíàêî

äëÿ êîíòðîëÿ íàä ω-òèïàìè, êîòîðûå îáðàçóþò íîâûå ýëåìåíòû�ìåòêè,

óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïðåäåëàõ Ôðåññå, íåïðèãîäíà. Íà

âòîðîì ýòàïå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî àíàëîãà îïóñêàíèÿ áåñêâàí-

òîðíûõ òèïîâ ïðè ïîñòðîåíèè ãåíåðè÷åñêîé ìîäåëè, ìåòîäîì òåîðåòèêî�
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ìîäåëüíîãî ôîðñèíãà ïî sc-ïðîñòîé òåîðèè áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìîé ñèã-

íàòóðû ñòðîèòñÿ c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, èìåþùàÿ âû÷èñ-

ëèìûå íåâûðîæäåííûå ìèíèìàëüíûå ω-òèïû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

èõ èìååò èñõîäíàÿ òåîðèÿ. Îñîáåííîñòüþ èñïîëüçóþùåéñÿ êîíñòðóêöèè,

çàèìñòâîâàííîé èç êîíñòðóêöèè Õðóøîâñêîãî, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå �îáðàò-

íîãî ñâÿçûâàíèÿ� íàáîðîâ ìåòîê ñ íàáîðàìè ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ìîäåëè.

Äëÿ îïèñûâàåìûõ íèæå ïîñòðîåíèé ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå

ó èñõîäíîé òåîðèè îñîáûõ ñâîéñòâ. Ýòè ñâîéñòâà, èìåþùèå òåõíè÷åñêèé õà-

ðàêòåð, ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé ëåììå, êîòîðàÿ, ïî ñóùåñòâó, áûëà

óñòàíîâëåíà â [10, 11].

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ≡Σ A òàêàÿ,

÷òî:

1) ñèãíàòóðà ñèñòåìû B íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ;

2) ñèãíàòóðû ñèñòåìû B âìåñòå ñ ëþáûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì P k

ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë Qk, äëÿ êîòîðîãî QB = Bk \ PB;

3) äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P k ñèãíàòóðû ñèñòåìû B ìíîæå-

ñòâî PB áåñêîíå÷íî.

Êðîìå òîãî, åñëè Th(A) c-ïðîñòàÿ, òî òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ è Th(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 1 äîñòàòî÷íî ïåðåéòè îò ôóíê-

öèé ê ïðåäèêàòàì, âûäåëÿþùèì èõ ãðàôèêè. Ïóíêò 2 î÷åâèäåí. Äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ ïóíêòà 3, ïðåäïîëàãàÿ ïóíêòû 1 è 2 âûïîëíåííûìè, ðàññìîòðèì

Σ-ýêâèâàëåíòíîå ðàñøèðåíèå B ⊃ A, íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèçú-

þíêòíîå îáúåäèíåíèå A∪T ∪F , ìíîæåñòâà T è F áåñêîíå÷íû, è äëÿ ëþáîé

ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ â ñèñòåìå A ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P k è Qk, è ëþ-

áîãî b ∈ (A∪ T ∪ F )k, B |= P (b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî b ∈ Ak è

A |= P (b), ëèáî â íàáîð b âõîäÿò ýëåìåíòû èç T è íå âõîäÿò ýëåìåíòû èç

F , à B |= Q(b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî b ∈ Ak è A |= Q(b), ëèáî

â íàáîð b âõîäÿò ýëåìåíòû èç F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèãíàòóðà

ñèñòåìû B ñîäåðæèò îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, âûäåëÿþùèå ìíîæåñòâà T

è F , îòêóäà ñëåäóåò Σ-ýêâèâàëåíòíîñòü A è B.
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Îòìåòèì, ÷òî ω-êàòåãîðè÷íîñòü ñîõðàíÿåòñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî,

äëÿ âñåõ n ∈ ω, èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà n-òèïîâ ñèñòåìû A ñëåäóåò êîíå÷-

íîñòü ÷èñëà n-òèïîâ ñèñòåìû B. Ïðîâåðêà ñîõðàíåíèÿ îñòàëüíûõ ñâîéñòâ,

îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèíàäëåæíîñòü Th(B) êëàññó c-ïðîñòûõ òåîðèé, äîñòà-

òî÷íî òðèâèàëüíà. Òàê, ïðè ïåðåõîäå îò ñèãíàòóðû, ñîäåðæàùåé ôóíê-

öèîíàëüíûå ñèìâîëû ê ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîá-

ðàçîâàíèå äëÿ êëàññà ∃-ôîðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíå

ôîðìóëû Φ, ñîäåðæàùåé âõîæäåíèÿ òåðìà âèäà f(t1, . . . , tk), íà ôîðìóëó

∃z([Φ]
f(t1,...,tk)
z ∧Rf (t1, . . . , tk, z)).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå

êëàññû êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî èçîìîðô-

íûõ êîïèé. Êàê îáû÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ K êîíå÷íûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ñèñòåì èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò âû-

÷èñëèìîå ìíîæåñòâî X (êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì), äëÿ êîòîðîãî

X ⊆ K, è äëÿ ëþáîé A ∈ K ñóùåñòâóåò C ∈ X , äëÿ êîòîðîé C ∼= A

Íàïîìíèì (ñì. [9]), ÷òî êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íåêîòîðîé

ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

HP, åñëè èç A ∈ K è B ⊆ A, ñëåäóåò, ÷òî B ∈ K;

JEP, åñëè äëÿ ëþáûõB1,B2 ∈ K ñóùåñòâóþòD ∈ K è âëîæåíèÿ f1 : B1 →

D è f2 : B2 → D;

AP, åñëè äëÿ ëþáûõ A,B1,B2 ∈ K è âëîæåíèé f1 : A→ B1 è f2 : A→ B2

ñóùåñòâóþò D ∈ K è âëîæåíèÿ g1 : B1 → D è g2 : B2 → D òàêèå,

÷òî f1g1 = f2g2.

Êëàññû c-ïðîñòûõ è sc-ïðîñòûõ òåîðèé âû÷èñëèìûõ ñèãíàòóð áó-

äåì îáîçíà÷àòü C-SIMPLE è SC-SIMPLE, ñîîòâåòñòâåííî, âûäåëÿÿ â íèõ

ïîäêëàññû C-SIMPLEfin è SC-SIMPLEfin, ñîñòîÿùèå èç òåîðèé ñ êîíå÷-

íîé ñèãíàòóðîé. Íà ïåðâîì ýòàïå êîíñòðóêöèè ê ñ÷åòíîé ñèñòåìå A, T0 =

Th(A) ∈ SC-SIMPLE ïðèìåíÿåòñÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäåëîâ Ôðåññå,

êîíñòðóêöèÿ Õðóøîâñêîãî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà

9



B, T1 = Th(B) ∈ C-SIMPLEfinêîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ðàñøèðÿåòñÿ äî òåî-

ðèè T ′1. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíîé êîíñòðóêöèè

âûíóæäåíèÿ è îïóñêàíèÿ áåñêâàíòîðíûõ òèïîâ, ñòðîèòñÿ T ′1-ãåíåðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà C, òàêàÿ, ÷òî T2 = Th(C) ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé òåîðèåé êîíå÷-

íîé ñèãíàòóðû, â ìîäåëÿõ êîòîðîé îïóñêàþòñÿ âñå íåâûðîæäåííûå âû-

÷èñëèìûå ω-òèïû ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè. Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòà-

òå òåîðèÿ T2 ∈ C-SIMPLEfin, ââèäó îïóñêàíèÿ âñåõ âû÷èñëèìûõ íåâû-

ðîæäåííûõ ìèíèìàëüíûõ ω-òèïîâ è âñëåäñòâèå ðåçóëüòàòîâ [2], íå èìååò

íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(L), ãäå L � ïëîòíûé ëèíåéíûé

ïîðÿäîê.

Ïóñòü A � ñ÷åòíàÿ, ω-êàòåãîðè÷íàÿ è ïîäìîäåëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà

âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ0 = 〈Rf(n)
n |n > 3〉, ïðè÷åì äëÿ âñåõ

n > 3 âûïîëíåíî óñëîâèå f(n) 6 n. Îòìåòèì, ÷òî ñèãíàòóðà òåîðèè èç òåî-

ðåìû 1.2 óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

äëÿ ñèñòåìû A ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà 1�3 èç ëåììû 3.1. Äåéñòâèòåëüíî,

ñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè èç òåîðåìû 1.2, îñíîâíûå ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñà-

íû â [12, 13], óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1 è 3 ëåììû 3.1, ïîýòîìó ìîæíî

ñ÷èòàòü, ïåðåéäÿ ê âû÷èñëèìîìó îáîãàùåíèþ ñèãíàòóðû σ0, ÷òî ñâîéñòâî

2 òàêæå ñïðàâåäëèâî, âìåñòå ñ óêàçàííûì âûøå íåðàâåíñòâîì.

Ïóñòü J � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû A (â ÷àñòíî-

ñòè, J óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì HP, JEP è AP). Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó

σ1 � 〈P 1, L1, R1, H2, S4〉, ñèìâîëû êîòîðîé íå âõîäÿò â ñèãíàòóðó σ0, è

ïóñòü σH � σ0 ∪ σ1. Ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ýòàïà êîíñòðóêöèè áóäåò êëàññ

K êîíå÷íûõ ñèñòåì ñèãíàòóðû σH , óäîâëåòâîðÿþùèõ, â ÷àñòíîñòè, óíè-

âåðñàëüíûì çàìûêàíèÿì ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

1) (L(x) ∨R(x))→ ¬P (x);

2) H(x, y)→ (¬P (x) ∧ ¬P (y));

3) S(x, y, z, w)→ (P (z) ∧ P (w) ∧ ¬P (x) ∧ ¬P (y));

4) Rn(x̄)→ (P (x0) ∧ . . . ∧ P (xf(n)−1)), äëÿ âñåõ n ∈ ω.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåé ãðóïïû òðåáîâàíèé, êîòîðûì áó-

äåò óäîâëåòâîðÿòü êëàññ K, ïîíàäîáèòñÿ åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Äëÿ

ñèñòåìû M ñèãíàòóðû σH è n ∈ ω, n > 1, áóäåì íàçûâàòü n-ïàðîé â M

íàáîð 〈c0, . . . , cn−1, a0, . . . , af(n)−1〉 ⊆ M , äëÿ êîòîðîãî â M ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå:

5) ¬P (c0) ∧ . . . ∧ ¬P (cn−1) ∧ P (a0) ∧ . . . ∧ P (af(n)−1);

6) ci 6= cj ïðè i 6= j;

7) H(ci, cj) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ≡ i+ 1(mod n);

8) L(ci) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i = 0;

9) R(cj) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j = f(n)− 1;

10) S(ch, ci, ak, am) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ah = ak.

Êëàññ K ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ ñèñòåì M ñèãíàòóðû σH , óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì 1�4, äëÿ êîòîðûõ M|PM ∈ J , è èç òîãî, ÷òî (c̄, ā) ÿâëÿåòñÿ n-

ïàðîé, ñëåäóåò, ÷òî M |= Rn(ā).

Ëåììà 3.2. Êëàññ K óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì HP, JEP è AP, ïðè÷åì äëÿ

B′ = lim(K) è B = B′ � σ1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

åñëè Th(A) ÿâëÿåòñÿ sc-ïðîñòîé òåîðèåé âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû, òî

Th(B) ÿâëÿåòñÿ c-ïðîñòîé òåîðèåé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ êëàññà K ñâîéñòâà HP ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ êëàññà K: êëàññ J îáëàäàåò ñâîéñòâîì HP, à ñâîéñòâà 1 � 4

óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì. Äîêàçàòåëüñòâî èñòèííîñòè äëÿ êëàñ-

ñà K ñâîéñòâ JEP è AP ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [9].

Èòàê, Th(B′), êàê òåîðèÿ ñèãíàòóðû σH , ω�êàòåãîðè÷íà è ïîäìî-

äåëüíî ïîëíà (òî åñòü äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî Th(B) ω�êàòåãîðè÷íà è ìîäåëüíî ïîëíà, òàê êàê ïðåäèêàòû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñèìâîëàì èç σH \ σ1 (âìåñòå ñ èõ äîïîëíåíèÿìè, ââèäó çàìå÷à-

íèÿ î ñâîéñòâàõ èç ëåììû 3.1), îïðåäåëèìû ∃-ôîðìóëàìè ñèãíàòóðû σ1:
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B′ |= Rn(ā) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð c̄, äëÿ êîòîðîãî

(c̄, ā) îáðàçóþò n-ïàðó â B.

Óñòàíîâèì ðàçðåøèìîñòü Th(B) è åå ìíîæåñòâà ïîëíûõ ôîðìóë. Ýòè

ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ Th(A) (òî÷íåå, èç ñóùå-

ñòâîâàíèÿ âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ó êëàññà J ) è ñëåäóþùèõ îáùèõ

ôàêòîâ. Òàê êàê òåîðèÿ Th(B) ïîëíà, äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè äîñòàòî÷íî

ñóùåñòâîâàíèÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà àêñèîì. Ïî ïîñòðîå-

íèþ ñèñòåìûB′, Th(B′) ïîäìîäåëüíî ïîëíà, à çíà÷èò ∀∃-àêñèîìàòèçèðóåìà.

Íàïîìíèì, ÷òî cèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ñëàáî îäíîðîäíîé [9], åñëè äëÿ ëþ-

áûõ åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäñèñòåì A ⊆ B ⊆M è âëîæåíèÿ f : A →

M ñóùåñòâóåò âëîæåíèå g : B → M, ïðîäîëæàþùåå f . Ïî ñâîéñòâó ñëà-

áîé îäíîðîäíîñòè ñèñòåìû B′ = lim(K), â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ∀∃-àêñèîì

ìîæíî âçÿòü ïðåäëîæåíèÿ âèäà ∀x̄∃ȳ(AtDiagrn(D|x̄)→ AtDiagrn(D)) äëÿ

âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì D ∈ K, |D| = x̄ ∪ ȳ (çäåñü AtDiagrn(M) îáîçíà÷à-

åò êîíúþíêöèþ ýëåìåíòîâ àòîìàðíîé äèàãðàììû ñèñòåìû M, ñîñòîÿùóþ

òîëüêî èç ñèìâîëîâ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ôðàãìåíòà σn ñèãíàòóðû σ).

Òàê êàê êëàññ K èìååò ýôôåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå, äàííîå ìíîæåñòâî àê-

ñèîì âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà ïîëíûõ ôîðìóë

Th(B) ñëåäóåò èç ðàçðåøèìîñòè è ïîäìîäåëüíîé ïîëíîòû òåîðèè Th(B′),

à òàêæå èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ ñèãíàòóðû σ0 è ñèñòåìû A: ïðåäèêàòû Rn

èñòèííû òîëüêî íà íåâûðîæäåííûõ íàáîðàõ, è, äëÿ âñÿêîãî m ∈ ω, ñóùå-

ñòâóåò nm ∈ ω, òàêîå, ÷òî f(n) > m äëÿ âñåõ n > nm.

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ âòîðîãî ýòàïà êîíñòðóêöèè. Îïèøåì àëãî-

ðèòì �îáðàòíîãî ñâÿçûâàíèÿ� ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ìåòîê ñ ýëåìåíòàìè

íîñèòåëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Âíà÷àëå, îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ áåñêî-

íå÷íóþ âû÷èñëèìóþ ñèãíàòóðó σM , ÿâëÿþùóþñÿ ñèãíàòóðîé íåñóùåñòâåí-

íîãî îáåäíåíèÿ BM ìîðëèçàöèè ñèñòåìû B:

σM = σ1 ∪ {Qkn|n ∈ ω � íàèìåíüøèé ãåäåëåâñêèé íîìåð

(ïîëíîé ôîðìóëû) íåâûðîæäåííîãî k-òèïà òåîðèè Th(B)}.
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Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà BM , êàê è ìîðëèçàöèÿ ñèñòåìû B, ïîäìîäåëüíî

ïîëíà.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó σ′2 = σM ∪{(L′)1, (H ′)2, (S′)4}, ãäå ñèì-

âîëû L′, H ′, S′ íå âõîäÿò â ñèãíàòóðó σM . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïðåäëîæå-

íèé S ñèãíàòóðû σ′2, ñîäåðæàùèé óíèâåðñàëüíûå çàìûêàíèÿ ñëåäóþùèõ

ôîðìóë:

1) L′(x)→ P (x);

2) H ′(x, y)→ (P (x) ∧ P (y));

3) S′(x, y, z, w)→ (P (x) ∧ P (y) ∧ ¬P (z) ∧ ¬P (w)).

Äëÿ n > 1, îáðàòíîé n-ïàðîé â ñèñòåìå N ñèãíàòóðû σ′2 áóäåì íàçû-

âàòü ëþáîé íàáîð 〈a0, . . . , an−1, c0, . . . , cn−1〉 ⊆ N , äëÿ êîòîðîãî â N ñïðà-

âåäëèâû ∀-çàìûêàíèÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

5) P (a0) ∧ . . . ∧ P (an−1) ∧ ¬P (c0) ∧ . . . ∧ ¬P (cn−1);

6) (ci 6= cj) ∧ (ai 6= aj) ïðè i 6= j;

7) H ′(ai, aj) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j = i+ 1;

8) L′(ai) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i = 0;

9) S′(ah, ai, ck, cm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ch = ck.

Íàáîð âèäà (ā, c̄) áóäåì íàçûâàòü îáðàòíîé ïàðîé, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ

îáðàòíîé n-ïàðîé äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω. Ìíîæåñòâî îáðàòíûõ íàïàðíèêîâ

äëÿ íåâûðîæäåííîãî ìèíèìàëüíîãî íàáîðà c̄ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî

åãî äëèíå lh(c̄):

1) åñëè lh(c̄) = 0, òî lh(ā) = 0 (îáðàòíûé íàïàðíèê ïóñòîãî íàáîðà �

ïóñòîé íàáîð);

2) åñëè lh(c̄) > 0, òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå k 6 lh(ā) = lh(c̄), òàêîå,

÷òî
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a) äëÿ âñåõ s < k, äëÿ âñåõ i0 < . . . < is−1 < k, íàáîðû 〈ai0 , . . . , ais−1〉

ëåæàò â ìíîæåñòâå îáðàòíûõ íàïàðíèêîâ íàáîðà 〈c0, . . . , cs−1〉, è

íàáîð 〈a0, . . . , ak−1〉 èìååò íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé òèï â

N � σM ñ íàèìåíüøèì ãåäåëåâñêèì íîìåðîì (ïîëíîé ôîðìóëû)

ñðåäè âñåõ íàáîðîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì;

b) äëÿ âñåõ k < s < lh(ā), íàáîð 〈a0, . . . , as〉 èìååò â N � σM òèï

ñ íàèìåíüøèì ãåäåëåâñêèì íîìåðîì (ïîëíîé ôîðìóëû) ñðåäè

âñåõ íàáîðîâ, ðàñøèðÿþùèõ íàáîð 〈a0, . . . , as−1〉.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû σ′2 âèäà

T ′1 = [Th(B′) ∪ S],

ãäå B′ �åñòåñòâåííîå îáîãàùåíèå ñèñòåìû B äî ñèñòåìû ñèãíàòóðû σM , à

ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç ïðåäëîæåíèé, óêàçàííûõ âûøå.

Ëåììà 3.3. T ′1 èìååò âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî àêñèîì, ÿâëÿþùèõñÿ ∀∃-

ïðåäëîæåíèÿìè ñèãíàòóðû σ′2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû B′ è èç âû÷èñëèìî-

ñòè ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé S.

Ïðèìåíèì ê T ′1 ýôôåêòèâíóþ âåðñèþ êîíñòðóêöèè òåîðåòèêî-ìî-

äåëüíîãî ôîðñèíãà, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé áóäåò âû÷èñëèìàÿ ãåíåðè÷åñêàÿ

ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ýêçèñòåíöèàëüíî çàìêíóòîé ìîäåëüþ èíäóêòèâíîé

òåîðèè T ′1. Ïóñòü C = {ci|i ∈ ω} � âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî êîíñòàíò, íå

âõîäÿùèõ â ñèãíàòóðó σ′2, è ïóñòü σ
′
2(C) = σ′2∪C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíî-

æåñòâî ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû σ′2(C), è ïóñòü {ϕi | i ∈ ω} � âû÷èñëèìàÿ

íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà Φ.

Êàê îáû÷íî, T ′1-óñëîâèåì áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèòå-

ðàëîâ ñèãíàòóðû σ′2(C), ñîâìåñòíîå ñ òåîðèåé T ′1.

Ðåçóëüòàòîì êîíñòðóêöèè áóäåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T ′1-

óñëîâèé p0 ⊆ p1 ⊆ . . ., îáðàçóþùàÿ âû÷èñëèìîå ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî

G = ∪n∈ωpn, êîòîðîå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîðîæäàåò âû÷èñëèìóþ ãåíå-

ðè÷åñêóþ ìîäåëü C′ = M(G). Ïðåäâàðèòåëüíî, óñòàíîâèì ðÿä ëåìì. Ìíî-

æåñòâî âñåõ T ′1-óñëîâèé áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì P .
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Ëåììà 3.4. Ìíîæåñòâî P âû÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàçðåøèìîñòè òåîðèè T1, à òàêæå èç ðàçðå-

øèìîñòè ìíîæåñòâà ∀-ïðåäëîæåíèé S.

Ëåììà 3.5. Îòíîøåíèå R = {〈p, ϕ〉 ∈ P×Φ | ∃q ⊇ p (q 
T ′1 ϕ)} âû÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ϕ. Íå íàðóøàÿ îáù-

íîñòè, ìîæíî ñèòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ôîðìóëû íå ñîäåðæàò ñâÿçêè

∧ è êâàíòîðà ∀.

1) ϕ � àòîìàðíîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû σ′2(C). Îïðåäåëÿþùåå îòíî-

øåíèå R óñëîâèå â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ âñëåäñòâèå

âû÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâà T ′1-óñëîâèé (ëåììà 3.4).

2) ϕ � ïðåäëîæåíèå âèäà ∃ψ. Äëÿ óñëîâèÿ p, ÷åðåç C(p) áóäåì îáîçíà-

÷àòü ìíîæåñòâî êîíñòàíò èç C, âõîäÿøèõ â ëèòåðàëû èç p. Ðàñøèðå-

íèå p′ ⊇ p áóäåì íàçûâàòü 1-ðàñøèðåíèåì, åñëè |C(p′) \ C(p)| = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, T ′1-

óñëîâèé, ÿâëÿþùèõñÿ (íåâûðîæäåííûìè) 1-ðàñøèðåíèÿìè T1-óñëîâèÿ

p, êîíå÷íî è îïðåäåëÿåòñÿ ïî p ýôôåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëå-

äóåò èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà |C(p) + 1|-òèïîâ ω-êàòåãîðè÷íîé òåîðèè T1

è òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî σ′2 \σM ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäèêàò-

íûõ ñèìâîëîâ. Îïðåäåëÿþùåå îòíîøåíèå R óñëîâèå, òàêèì îáðàçîì,

ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíî âñëåäñòâèå èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

3) ϕ � ïðåäëîæåíèå âèäà ¬ψ. Ïî îïðåäåëåíèþ, p 
T ′1 ¬ψ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ¬(∃q ⊇ p(q 
T ′1 ψ)). Ïî èíäóêöèîí-

íîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîñëåäíåå ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíî.

4) ϕ � ïðåäëîæåíèå âèäà (ψ1 ∨ ψ2). Ïî îïðåäåëåíèþ, p 
T ′1 (ψ1 ∨ ψ2)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
T ′1 ψ1 èëè p 
T ′1 ψ2. Ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ, ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíî.

Ëåììà 3.6. Îòíîøåíèå R0 = {〈p, ϕ〉 ∈ P × Φ | p 
T ′1 ϕ} âû÷èñëèìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 3.5 è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì, èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ϕ. Ëåììà 3.5 èñïîëüçóåòñÿ ïðè

ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ, êîãäà ϕ ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèåì âèäà ¬ψ.

Îñíîâíûì äëÿ äàííîãî ýòàïà áóäåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿ-

þùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì è ýôôåêòèâèçàöèåé òåîðåìû îá îïóñêàíèè áåñ-

êâàíòîðíûõ òèïîâ â ãåíåðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ èç [15].

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü {ϕmn(x̄)|m,n ∈ ω} � âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ýêçè-

ñòåíöèàëüíûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ′2. Åñëè äëÿ ëþáîãî T ′1-óñëîâèÿ p, ëþ-

áîãî m ∈ ω è ëþáîãî (íåâûðîæäåííîãî) c̄ ∈ Cm, ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîå,

÷òî ìíîæåñòâî

T ′1 ∪ p ∪ {ϕmn(c̄)}

ñîâìåñòíî, òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ T ′1-ãåíåðè÷åñêàÿ ìîäåëü M, â êîòî-

ðîé âûïîëíåíî áåñêîíå÷íîå ïðåäëîæåíèå∧
m∈ω
∀x̄

∨
n∈ω

ϕmn(x̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò [15]. Èñïîëüçóÿ ëåììû 3.4, 3.5 è 3.6, ñòðîèòñÿ

âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T ′1-óñëîâèé p0 ⊆ p1 ⊆ . . . òàêàÿ, ÷òî

1) ìíîæåñòâî G = ∪n∈ωpn ãåíåðè÷åñêîå;

2) äëÿ ëþáîãî m ∈ ω è ëþáîãî c̄ ∈ Cm, âûïîëíÿåòñÿ pk 
 ϕmn(c̄) äëÿ

íåêîòîðûõ k, n ∈ ω.

Îáåäíåíèå M ïîëó÷åííîé âû÷èñëèìîé ãåíåðè÷åñêîé ìîäåëè M(G) äî ìî-

äåëè ñèãíàòóðû σ′2 óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû è ÿâëÿåòñÿ ýêçè-

ñòåíöèàëüíî çàìêíóòîé ìîäåëüþ òåîðèè T ′1.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 3.1 ê òåîðèè T ′1 è ìíîæåñòâó ôîðìóë {ϕmn(x̄) |m,n ∈

ω}, ãäå, äëÿ âñåõ n ∈ ω, ϕmn(c̄) åñòü ∃-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ′2, ýêâèâàëåíò-

íàÿ èìïëèêàöèè âèäà

[(c̄ � íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé m-òèï ñèãíàòóðû σM ) →

→ ∃ā((ā èìååò òèï îáðàòíîãî íàïàðíèêà äëÿ c̄)∧ ((ā, c̄) � îáðàòíàÿ ïàðà))].
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû äëÿ

äàííîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿåòñÿ, âñëåäñòâèå ñâîéñòâà ñèñòåìû A ñîäåð-

æàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî òèïà.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü T ′2 = {ϕ |∅ 
T ′1 ¬¬ϕ} � ôîðñèíã�êîìïàíüîí òåîðèè

T ′1. Òîãäà T
′
2 ∈ C-SIMPLE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäåëüíàÿ ïîëíîòà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî T ′2 ÿâëÿåòñÿ ìî-

äåëüíûì ïîïîëíåíèåì òåîðèè T ′1 (ñì. [9]). Ðàçðåøèìîñòü âûòåêàåò èç ëåì-

ìû 3.6. Óñòàíîâèì ω-êàòåãîðè÷íîñòü è ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà ïîëíûõ

ôîðìóë. Ïóñòü M(G) � âû÷èñëèìàÿ T ′1-ãåíåðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèãíàòóðû

σ′2. Èìååì T ′2 = Th(M(G)), òàê êàê M(G) |= T ′2 ïî ñâîéñòâàì ôîðñèíãà, à

òåîðèÿ T ′2 ïîëíà, ïîñêîëüêó êëàññ ìîäåëåé òåîðèè T ′1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì

JEP (ñì. [14]). Ìîæíî ñ÷èòàòü (ïîñëå ôàêòðèçàöèè è ïåðåíóìåðàöèè), ÷òî

íîñèòåëåì M(G) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî C = {ci|i ∈ ω}.

Ïóñòü c̄1, c̄2 ∈ Cn � íàáîðû, èìåþùèå îäèíàêîâûå áåñêâàíòîðíûå

òèïû â M(G). Ïîêàæåì, ÷òî (M(G), c̄1) ∼= (M(G), c̄2) (òî åñòü, ÷òî M(G)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì óëüòðàîäíîðîäíîñòè). Ñëåäñòâèåì ýòîãî áóäåò ýëåìåí-

òàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (M(G), c̄1) ≡ (M(G), c̄2), îòêóäà âûòåêàåò êîíå÷-

íîñòü ÷èñëà n-òèïîâ òåîðèè T ′2 (à çíà÷èò, åå ω-êàòåãîðè÷íîñòü) è ðàçðåøè-

ìîñòü ìíîæåñòâà ïîëíûõ ôîðìóë ýòîé òåîðèè (âñÿêèé n-òèï ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé àòîìàðíîé äèàãðàììîé).

Ïîñòðîåíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó (M(G), c̄1) è (M(G), c̄2) ïðîâîäèò-

ñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì: ïîñòðîåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîìîðôèç-

ìîâ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè M(G), îáðàçîâàííûõ êîíå÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè

íàáîðîâ c̄1 è c̄2, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèé êîíå÷íûõ

èçîìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òåîðèè T ′1 è

ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G:

1) åñëè M(G)|c̄ ∼= M(G)|d̄, à ϕ(x, ȳ) � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, äëÿ êî-

òîðîé p 
T ′1 ∃xϕ(x, c̄) äëÿ íåêîòîðîãî p ⊆ G, òî q 
T ′1 ∃xϕ(x, d̄) äëÿ

íåêîòîðîãî q ⊆ G;

2) åñëè ϕ(x, ȳ) � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, è p ⊆ G òàêîâî, ÷òî p 
T ′1
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∃xϕ(x, c̄), òî äëÿ ëþáîãî q, òàêîãî, ÷òî p ⊆ q ⊆ G, ñïðàâåäëèâî q 
T ′1
∃xϕ(x, c̄).

Ïåðâîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôîðñèíãà äëÿ ñëó÷àÿ áåñêâàíòîð-

íûõ ïðåäëîæåíèé, à âòîðîå âûòåêàåò èç ñâîéñòâ òåîðèè T ′1 è ìíîæåñòâà

∃-ôîðìóë ϕmn(x̄), ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà G.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü C′ � ñ÷åòíàÿ ìîäåëü òåîðèè T ′2, à C� îáåäíåíèå

ñèñòåìû C′ äî ñèñòåìû ñèãíàòóðû σ2 = σ1 ∪ {L′, H ′, S′}. Òîãäà Th(C) ∈

C-SIMPLEfin.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ∃-îïðåäåëèìîñòè ôîðìóëàìè ñèãíàòóðû σ2

óäàëÿåìûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ.

Ëåììà 3.8. Òåîðèÿ T2 = Th(C) îïóñêàåò âñå âû÷èñëèìûå íåâûðîæäåííûå

ìèíèìàëüíûå ω-òèïû ñèãíàòóðû σ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìûé

íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé ω-òèï γ, ñîâìåñòíûé ñ T2, à çíà÷èò, âû÷èñ-

ëèìî ðåàëèçóþùèéñÿ â C. Ïî âûáîðó òåîðèé T0 è T1, âîçìîæåí òîëüêî

ñëó÷àé, êîãäà γ ∈ Cω. Òàê êàê àëãîðèòì ïîèñêà îáðàòíîãî íàïàðíèêà ïðè-

ìåíèòåëüíî ê òèïó γ äëÿ êàæäîãî åãî êîíå÷íîãî ïîäòèïà áûë ðåàëèçîâàí

ïî ïóíêòó 2a) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå γ íå áûë áû ìèíèìàëüíûì â C), òèï

γ ïîðîæäàåò âû÷èñëèìûé íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé ω-òèï α ∈ Aω ,

A = P C , (÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òåîðèè T1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

âñÿêîãî n ∈ ω, òàê êàê c̄ = γ|n ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íåâûðîæäåííûì

n-òèïîì â C �σ1 , òî, ïî ïîñòðîåíèþ, ñóùåñòâóåò ā ∈ An, ÿâëÿþùèéñÿ îá-

ðàòíûì íàïàðíèêîì äëÿ c̄. Òàê êàê γ �ìèíèìàëüíûé ω-òèï, òî íàáîð ā

óäîâëåòâîðÿåò ïóíêòó 2a) îïðåäåëÿþùåãî óñëîâèÿ, äëÿ âñÿêîãî n > 0.

Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû A = C|PC , âû÷èñëèìûé

íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé ω-òèï α ∈ Aω ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàê:

ïîëàãàåì a0 ∈ A ðàâíûì íàìåíüøåìó ýëàìåíòó a ∈ A(⊆ ω), ÿâëÿþùèìñÿ
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îáðàòíûì íàïàðíèêîì äëÿ ýëåìåíòà c0. Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω ïîëàãà-

ãàåì

an+1 ∈ A ðàâíûì íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó a ∈ A(⊆ ω), äëÿ êîòîðîãî

〈a0, . . . , an, an+1〉 � îáðàòíûé íàïàðíèê äëÿ 〈c0, . . . , cn, cn+1〉.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèåì ëåììû 3.8 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èç êîòîðîé, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå c-ïðîñòîé òåîðèè êîíå÷íîé ñèãíàòóðû,

îïðîâåðãàþùåé ãèïîòåçó 1.2, à çíà÷èò, è ãèïîòåçó 1.1.

Òåîðåìà 3.2. Ñóùåñòâóåò c-ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, íå

èìåþùàÿ íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé, Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(L), ãäå L � ïëîòíûé

ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì Σ-

îïðåäåëèìîñòè íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé c-ïðîñòûõ òåîðèé â â HF(L) (ñì. [1, 2]):

â ëþáîé òåîðèè ñ òàêèì ñâîéñòâîì ðåàëèçóåòñÿ õîòÿ áû îäèí âû÷èñëèìûé

íåâûðîæäåííûé ìèíèìàëüíûé ω-òèï.
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