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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âíóòðåííåé êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìîñòè äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ c èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ îãðà-
íè÷åííîãî ðàíãà. Äëÿ ñëó÷àÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê ïîëó-
÷åíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ðàíãà âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè:
îí ðàâåí ω äëÿ íàäñòðîåê íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè è íå ïðåâîñõîäèò
2 äëÿ íàäñòðîåê íàä áåñêîíå÷íûìè ñèñòåìàìè. Ïðèâåäåíû åñòåñòâåí-
íûå ïðèìåðû ñèñòåì, íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûå íàäñòðîéêè íàä êîòîðû-
ìè èìåþò ðàíã âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè 0, 1, 2. Ïîêàçàíî,
÷òî íàäñòðîéêà íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò ðàíã âíóòðåííåé
êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè 1.

Âñå îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è ñîîòâåòñòâóþò [1, 2]. Íî-
ñèòåëè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M è KPU-ìîäåëè A îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç
M è A ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó-
÷àé, êîãäà àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è KPU-ìîäåëè èìåþò ïðåäèêàòíóþ
ñèãíàòóðó, ÷òî íå íàðóøàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.

Ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíà-
òóðû 〈Pn0

0 , . . . , Pnk
k , . . .〉, è ïóñòü A � KPU-ìîäåëü, òî åñòü àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåæèò ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû U1,∈2,
ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäåëüþ ñèñòåìû àêñèîì KPU. Ñîãëàñíî [1], ñèñòåìà M

íàçûâàåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â A, åñëè ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë

Φ(x0, y), Ψ(x0, x1, y),Ψ∗(x0, x1, y),

Φ0(x0, . . . , xn0−1, y), Φ∗0(x0, . . . , xn0−1, y), . . . ,

Φk(x0, . . . , xnk−1, y), Φ∗k(x0, . . . , xnk−1, y), . . .

òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà a ∈ A M0 ® ΦA(x0, a) 6= ∅,
η ® ΨA(x0, x1, a)∩M2

0 åñòü îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà àëãåáðàè÷åñêîé
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò N02-0100540, Ñîâå-

òà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ è ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë,
ïðîåêò ÍØ-2069.2003.1, ïðîãðàììû "Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè ïðîåêò ÓÐ.04.01.488.,
INTAS, ïðîåêò INTAS YSF 04-83-3310.
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ñèñòåìå
M0 ® 〈M0, P

M0
0 , . . . , PM0

k , . . .〉,
ãäå PM0

k ® ΦAk (x0, . . . , xnk−1) ∩Mnk
0 , k ∈ ω,

Ψ∗A(x0, x1, a) ∩M2
0 = M2

0 \ΨA(x0, x1, a),

Φ∗Ak (x0, . . . , xnk−1, a) ∩Mnk
0 = Mnk

0 \ ΦAk (x0, . . . , xnk−1)

äëÿ âñåõ k ∈ ω è ñèñòåìà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñèñòåìå M0�η. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ôîðìóë ñ ïàðàìåòðîì a Σ-îïðåäåëÿåò
M â A.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíûé ïîäõîä, îñ-
íîâàííûé íà ïîíÿòèè A-êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè. Îòîáðàæåíèå (íóìå-
ðàöèÿ) ν : B → M íàçûâàåòñÿ A-êîíñòðóêòèâèçàöèåé ñèñòåìû M, åñëè
B ⊆ A � Σ-ìíîæåñòâî, íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ην = {〈b0, b1〉|b0, b1 ∈ B, M |= (ν(b0) = ν(b1))}

è ìíîæåñòâà

{〈k, 〈b0, . . . , bnk−1〉〉|k ∈ ω, b0, . . . , bnk−1 ∈ B, M |= Pk(ν(b0), . . . , ν(bnk−1))}

ÿâëÿþòñÿ ∆-ìíîæåñòâàìè â A. Ñèñòåìà, èìåþùàÿ A-êîíñòðóêòèâèçà-
öèþ, íàçûâàåòñÿ A-êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé. Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M Σ-îïðåäåëèìà â KPU-ìîäåëè A òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà M A-êîíñòðóêòèâèçèðóåìà.

Ïóñòü A � KPU-ìîäåëü ñèãíàòóðû σA, Θ � Σ-ôîðìóëà òîé æå ñèã-
íàòóðû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé Σ-ôîðìóëû Φ ñèãíàòóðû σA ðåëÿòèâèçàöèÿ
ΦΘ ôîðìóëû Φ ñ ïîìîùüþ Θ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

åñëè Φ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ΦΘ åñòü Φ;
åñëè Φ èìååò âèä ¬Ψ, òî ΦΘ åñòü ¬(ΨΘ);
åñëè Φ èìååò âèä (Ψ1 ∗Ψ2) , ∗ ∈ {∧,∨,→}, òî ΦΘ åñòü (ΨΘ

1 ∗ΨΘ
2 );

åñëè Φ èìååò âèä (Qx ∈ y)Ψ, Q ∈ {∀, ∃}, òî ΦΘ åñòü (Qx ∈ y)ΨΘ;
åñëè Φ èìååò âèä ∃xΨ, òî ΦΘ åñòü ∃x(Θ(x) ∧ΨΘ).
ßñíî, ÷òî ΦΘ ÿâëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé ñèãíàòóðû σA.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � KPU-ìîäåëü âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé
ñèãíàòóðû σA = 〈U1,∈2, Pn0

0 , . . .〉, B ⊆ A � òðàíçèòèâíîå Σ-ïîäìíî-
æåñòâî, îïðåäåëÿåìîå â A Σ-ôîðìóëîé Θ ñèãíàòóðû σA ñ ïàðàìåò-
ðàìè òîëüêî èç B. A íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé âíóòðè B,
åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë Φ(x̄0, ȳ),
Φ=(x̄0, x̄1, ȳ), Ψ=(x̄0, x̄1, ȳ), Φ∈(x̄0, x̄1, ȳ), Ψ∈(x̄0, x̄1, ȳ), ΦU (x̄0, ȳ), ΨU (x̄0, ȳ),
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ΦP0(x̄0, . . . , x̄n0−1, ȳ), ΨP0(x̄0, . . . , x̄n0−1, ȳ), . . . (íàáîðû x̄0, x̄1 è ò.ä.
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó k, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ êîí-
ñòðóêòèâèçàöèè, íàáîð ȳ èìååò äëèíó l), è íàáîð ïàðàìåòðîâ b̄ ∈
Bl òàêèå, ÷òî {ā ∈ A|A |= ΦΘ(ā, b̄)} ⊆ Bk è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåëÿòèâèçîâàííûõ ôîðìóë 〈ΦΘ, (Φ=)Θ, (Ψ=)Θ, (Φ∈)Θ, (Ψ∈)Θ, (ΦU )Θ,
(ΨU )Θ,ΦΘ

P0
, ΨΘ

P0
, . . .〉 ñ ïàðàìåòðàìè b̄ Σ-îïðåäåëÿþò KPU-ìîäåëü A â

A.

Ïóñòü òåïåðü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, òî åñòü KPU-ìîäåëü, â
êîòîðîé ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ âïîëíå óïîðÿäî÷åíî (ñì. [1]). Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ A îïðåäåëèì ðàíã rnk(B) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: rnk(B) = sup{rnk(b)|b ∈ B}.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðàíãîì âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ îðäèíàë

cr(A) = inf{rnk(B)|A êîíñòðóêòèâèçèðóåìî âíóòðè B}.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ðàíãà âíóòðåííåé

êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè äëÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ âèäà HF(M) � íà-
ñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà âû÷èñëèìîé ñèãíàòó-
ðû. Òîãäà

1) åñëè M êîíå÷íà, òî cr(HF(M)) = ω,
2) åñëè M áåñêîíå÷íà, òî cr(HF(M)) 6 2.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω
HFn(M) åñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç HF(M) ðàíãà íå áîëüøå n. Î÷å-
âèäíî, ÷òî åñëè M êîíå÷íà, òî HFn(M) êîíå÷íî äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω, ïî-
ýòîìó HF(M) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìûì âíóòðè HFn(M) ïðè
ëþáîì n ∈ ω, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 1. Ñïðàâåäëèâîñòü
ïóíêòà 2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Åñëè M áåñêîíå÷íà, òî íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîé-
êà HF(M) ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé âíóòðè HF2(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì HF(M)-êîíñòðóêòèâèçàöèþ ν ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè àðèôìåòèêèN = 〈ω,≤, +, ·, s, 0〉 âíóòðè HF2(M). Âîñïîëüçóåìñÿ
äëÿ ýòîãî êàðäèíàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ìíîæå-
ñòâå M : êàæäîìó n ∈ ω ñîïîñòàâèì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ M èç
n ýëåìåíòîâ, òî åñòü

ν−1(n) ® {a ⊆ M | |a| = n}.
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Íóìåðàöèþ ν áóäåì íàçûâàòü êàðäèíàëüíîé íóìåðàöèåé. Äâà ïîäìíî-
æåñòâà M ïðåäñòàâëÿþò îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, åñëè ñóùåñòâó-
åò áèåêöèÿ èç îäíîãî ïîäìíîæåñòâà íà äðóãîå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèé íà M ñ êîíå÷íîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ â HF(M)
äîñòàòî÷íî ýëåìåíòîâ ðàíãà 2. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ âèäà
f = {〈u0, v0〉,. . . , 〈un, vn〉} îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ýëåìåíòîì

{w0, . . . , wn, {u0, w0}, . . . , {un, wn}, {u0, v0, w0}, . . . , {un, vn, wn}}
ðàíãà 2, ãäå w0, . . . , wn ∈ M \ {u0, . . . , un, v0, . . . , vn} � ïðîèçâîëüíûå ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû (îíè ñóùåñòâóþò âñëåäñòâèå áåñêîíå÷íîñòè
M). Ïóñòü Cf � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ, è ïóñòü

C = ∪{Cf | f − êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ íà M}.
Òîãäà C ⊆ HF2(M), ïðè÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ∆0-ìíî-
æåñòâîì â HF(M). Ëåãêî òàêæå ïîñòðîèòü ∆0-ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå
ïî ýëåìåíòó c ∈ C, ñîîòâåòñòâóþùåìó ôóíêöèè fc, ìíîæåñòâà Dom(fc)
è Rng(fc) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóêöèè fc, è ∆0-
ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ, ÿâëÿåòñÿ ëè fc áèåêöèåé. Âñëåäñòâèå ýòîãî íó-
ìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êàðäèíàëüíîé íóìåðàöèè ν áóäåò Σ-
îïðåäåëèìîé âíóòðè HF2(M): äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ a, b ⊆ M

ν(a) = ν(b) ⇐⇒ ∃c ∈ ((fc − áèåêöèÿ)
∧(Dom(fc) = a) ∧ (Rng(fc) = b)).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ≤ èìååì

ν(a) ≤ ν(b) ⇐⇒ ∃a′ ∈ HF1(M) ((ν(a′) = ν(a)) ∧ (a′ ⊆ b)),

ν(a) < ν(b) ⇐⇒ ∃a′, b′ ∈ HF1(M) ((ν(a′) = ν(a)) ∧ (b = a′ ∪ b′)
∧(a′ ∩ b′ = ∅) ∧ (b′ 6= ∅)),

îòêóäà, òàê êàê ν(a) 6= ν(b) ⇐⇒ ((ν(a) < ν(b)) ∨ (ν(b) < ν(a))), ïîëó÷à-
åì, ÷òî íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è îòíîøåíèå ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ
∆-îïðåäåëèìûìè âíóòðè HF2(M).

Äëÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ èìååì

ν(a) + ν(b) = ν(c) ⇐⇒ ∃a′, b′ ∈ HF1(M) ((ν(a′) = ν(a)) ∧ (ν(b) = ν(b′))
∧(c = a′ ∪ b′) ∧ (a′ ∩ b′ = ∅)),

ν(a) · ν(b) = ν(c) ⇐⇒ ∃c′ ∈ HF2(M) ((∪c′ = c) ∧ (”c′ = {a′1, . . . , a′ν(b)}”)
∧(”a′i ∩ a′j = ∅ ïðè i 6= j”)
∧(”ν(a′i) = ν(a) äëÿ âñåõ i”)),
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ãäå çàïèñü ”c′ = {a′1, . . . , a′ν(b)}” åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ ôîðìóëû

∃c′′ ∈ HF1(M) ((ν(c′′) = ν(b)) ∧ ∀a′ ∈ c′∃!x ∈ a′(x ∈ c′′)).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ∆-îïðåäåëèìû âíóòðè
HF2(M) ñ ïîìîùüþ êàðäèíàëüíîé íóìåðàöèè ν.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû M ñõåìà êîäèðîâàíèÿ [4] C ñîñòîèò èç
ìíîæåñòâà NC ⊆ M è ëèíåéíîãî ïîðÿäêà <C íà NC , òàêèõ, ÷òî

〈NC , <C〉 ' 〈ω, <〉,
è èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ πC ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ M â M . Äëÿ äàííîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ C ÷åðåç
0̇, 1̇, 2̇, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû NC îòíîñèòåëü-
íî ïîðÿäêà <C . Êðîìå òîãî, ñ C ñâÿçûâàåòñÿ ïðåäèêàò SeqC(x), èñòèííûé,
åñëè x = πC(∅) èëè x = π(〈m0, . . . , mn〉) äëÿ íåêîòîðûõ m0, . . . , mn ∈ M è
ôóíêöèè lhC(x) prC(x, ṁ), âûäàþùèå ñîîòâåòñòâåííî äëèíó è m-ûé ýëå-
ìåíò íàáîðà, ïðåäñòàâëåííîãî ýëåìåíòîì x, è âûäàþùèå 0̇ â ñëó÷àå íåñî-
îòâåòñòâèÿ àðãóìåíòîâ. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìîé (acceptable)
[4], åñëè äëÿ M ñóùåñòâóåò ñõåìà êîäèðîâàíèÿ, â êîòîðîé NC , <C , SeqC ,
lhC , prC � îïðåäåëèìûå â M îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè.

Ïîñòðîèì (ìíîãîçíà÷íóþ) ñõåìó êîäèðîâàíèÿ C∗ êîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ èç M ýëåìåíòàìè èç HF2(M), äëÿ êîòîðîé
NC∗ = ν−1(ω), à SeqC∗ , lhC∗ è prC∗ ∆-îïðåäåëèìû â HF(M) âíóòðè
HF2(M). Ìíîæåñòâîì êîäîâ íàáîðà 〈m0, . . . , mk〉 ∈ Mk+1 â ñõåìå êî-
äèðîâàíèÿ C∗ áóäåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

{{m0, u0}, . . . , {mk, u0, . . . , uk}, u0, . . . , uk},
ãäå ýëåìåíòû u0, . . . , uk èç M ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïðè÷åì {u0, . . . , uk} ∩
{m0, . . . , mk} = ∅. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèå SeqC∗ è ôóíêöèè
lhC∗ è prC∗ ∆-îïðåäåëèìû âíóòðè HF2(M).

Ïî êàðäèíàëüíîé HF(M)-êîíñòðóêòèâèçàöèè ñèñòåìûN , ñõåìå êîäè-
ðîâàíèÿ C∗ è ïðîèçâîëüíîé êîíñòðóêòèâèçàöèè (â ñìûñëå êëàññè÷åñêîé
òåîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé) γ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HF(ω) ïî-
ñòðîèì HF(M)-êîíñòðóêòèâèçàöèþ ν∗ äëÿ HF(M) âíóòðè HF2(M) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a ∈ HF(M); ïîëîæèì (ν∗)−1(a) ðàâíûì ìíîæå-
ñòâó âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

{aκ, {m0, u0}, . . . , {mk, u0, . . . , uk}, u0, . . . , uk},
ãäå κ ∈ HF (ω) è m0, . . . , mk ∈ M òàêîâû, ÷òî a = κ(m0, . . . , mk) â
ñìûñëå [1], ìíîæåñòâî aκ ⊆ M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν(aκ) = γ−1(κ),
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à ýëåìåíòû u0, . . . , uk èç M ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïðè÷åì {u0, . . . , uk} ∩
{m0, . . . , mk} = {u0, . . . , uk} ∩ aκ = {m0, . . . , mk} ∩ aκ = ∅.

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì íóìåðàöèÿ ν∗, ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâè-
çàöèåé HF(M) âíóòðè HF2(M). Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà è
îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñîâìåñòíîé ðåêóðñèåé:

κ1(m̄1) ∈ κ2(m̄2) ⇐⇒ ∃κ′ ∈ κ2(κ1(m̄1) = κ′(m̄2)),

κ1(m̄1) ⊆ κ2(m̄2) ⇐⇒ ∀κ′ ∈ κ1∃κ′′ ∈ κ2(κ′(m̄1) = κ′′(m̄2)),

κ1(m̄1) = κ2(m̄2) ⇐⇒ (κ1(m̄1) ⊆ κ2(m̄2)) ∧ (κ2(m̄2) ⊆ κ1(m̄1)).

Ïîñêîëüêó ðåêóðñèâíàÿ ÷àñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê ïðîîáðà-
çó íàòóðàëüíîãî ðÿäà ν−1(ω), íàéäóòñÿ Σ-ôîðìóëû. îïðåäåëÿþùèå íó-
ìåðàöèîííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü è ïðîîáðàç îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
äëÿ ν∗ âíóòðè HF2(M).

Ïðèìåðîì ñèñòåìû M, äëÿ êîòîðîé cr(HF(M)) = 2, ìîæåò ñëóæèòü,
íàïðèìåð, áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü òåîðèè ÷èñòîãî ðàâåíñòâà, èëè, ÷òî áîëåå
èíòåðåñíî, ñèñòåìà 〈ω, s〉 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ôóíêöèåé ñëåäîâàíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ThWM (M) òåîðèþ ñèñòåìû M

â ÿçûêå ñëàáîé ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Åñëè M � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà, è ThWM (M) ðàçðåøèìà, òî
cr(HF(M)) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî cr(HF(M)) < 2. Òîãäà, â
÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè N áóäåò HF(M)-êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìà âíóòðè HF1(M), à çíà÷èò, N èíòåðïðåòèðóåìà â M â ÿçû-
êå ñëàáîé ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó Th(N ) ≤m

ThWM (M), è èç ðàçðåøèìîñòè ThWM (M) ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ýëå-
ìåíòàðíîé òåîðèè ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èç èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Áþõè [3] î ðàçðåøèìîñòè ThWM (〈ω, s〉) è
ïðåäûäóùåé ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî cr(HF(〈ω, s〉)) = 2.

Ïðèìåðîì ñèñòåìû M, äëÿ êîòîðîé cr(HF(M)) = 0, î÷åâèäíî, ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè N . Ïðèìåðîì ñèñòåìû, äëÿ êîòî-
ðûõ ðàíã âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé
íàäñòðîéêè ðàâåí 1, ÿâëÿåòñÿ ïîëå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îòìåòèì
ñíà÷àëà îäèí îáùèé ôàêò.

Ëåììà 2. Åñëè P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü
àðèôìåòèêè êîíñòðóêòèâèçèðóåìà â HF(P) âíóòðè HF1(P).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì HF(P)-êîíñòðóêòèâèçàöèþ µ ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè àðèôìåòèêè 〈ω,≤, +, ·, s, 0〉 âíóòðè HF1(P). Òàê êàê P � ïîëå õà-
ðàêòåðèñòèêè 0, òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 1+1, . . .} ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì P. Â êà÷åñòâå èñêîìîé êîíñòðóêòèâèçàöèè âîçü-
ìåì îòîáðàæåíèå µ : N → ω, ïðè êîòîðîì µ−1(n) = 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸

n

äëÿ âñåõ

n ∈ ω.
Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ⊆ P ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â

HF(P) âíóòðè HF1(P): äëÿ t ∈ P èìååì

t ∈ N ⇐⇒ HF(P) |= ∃a ((a ⊆ P) ∧ (0 ∈ a) ∧ ∀x ∈ a
(x 6= 0 → ∃y ∈ a(x = y + 1)) ∧ (t = max(a)),

ãäå t = max(a) åñòü îáîçíà÷åíèå äëÿ ôîðìóëû ¬(t + 1 ∈ a). Íóìåðàöè-
îííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ µ ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà N,
îòíîøåíèå ïîðÿäêà ∆-îïðåäåëèìî â HF(P) âíóòðè HF1(P): äëÿ n, m ∈ N

µ(n) ≤ µ(m) ⇐⇒ HF(P) |= ∃a∃b ((a = {0, 1, . . . , n})
∧(b = {0, 1, . . . , m}) ∧ (a ⊆ b)),

µ(n) 6≤ µ(m) ⇐⇒ µ(m) < µ(n) ⇐⇒ (µ(m) ≤ µ(n)) ∧ (n 6= m)).

Oïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà N èíäóöèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè îïåðàöèÿìè ïîëÿ P, à çíà÷èò ∆-îïðåäåëèìû â HF(P) âíóòðè HF1(P).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ñëàáàÿ ìîíàäè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ThWM (P) íåðàçðåøèìà. Â ÷àñòíîñòè,
íåðàçðåøèìû ñëàáûå ìîíàäè÷åñêèå òåîðèè âòîðîãî ïîðÿäêà ThWM (R),
ThWM (Qp) è ThWM (C).

Òåîðåìà 3. cr(HF(R)) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2, ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìà â HF(R) âíóòðè HF1(R). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíñòðóêòè-
âèçàöèè HF(R) âíóòðè HF1(R) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Σ-îïðåäåëèìîé âíóòðè HF1(R) ñõåìû êîäèðî-
âàíèÿ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñõåìû êîäèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïàðàìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Íàáîðó 〈a0, . . . , an−1〉 ∈ Rn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ 〈{a0, . . . , an−1}, {q0, . . . , qn−1}〉, ãäå ýëåìåíòû q0, . . . , qn−1 ∈
R îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõîäèì êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå
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d = min{|ai − aj | |i, j < n, ai 6= aj} ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè
íàáîðà, è ïîëàãàåì qi = ai + d

2i+2 äëÿ âñåõ i < n (ïðè òàêîì îïðå-
äåëåíèè q0, . . . , qn−1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, äàæå åñëè ñðåäè a0, . . . , an−1

èìåþòñÿ îäèíàêîâûå ýëåìåíòû). Ìíîæåñòâî ïàð, êîäèðóþùèõ êîíå÷-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåò Σ-îïðåäåëèìî âíóòðè HF1(R) âñëåäñòâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòðóêòèâèçàöèè äëÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ïðîåêòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ∆-îïðåäåëèìîé âíóòðè HF1(R):
ai = pr(〈{a0, . . . , an−1}, {q0, . . . , qn−1}〉, µ−1(i)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñóùåñòâóåò qi ∈ {q0, . . . , qn−1}, äëÿ êîòîðîãî |ai − qi| = d

2i+2 . Ðàññóæ-
äàÿ àíàëîãè÷íî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ lh â äàííîé ñõåìå êîäèðî-
âàíèÿ òàêæå ∆-îïðåäåëèìà âíóòðè HF1(R).

Îïðåäåëèì êîíñòðóêòèâèçàöèþ µ∗ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàHF(R) âíóò-
ðè HF1(R) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a ∈ HF(R); ïîëîæèì (µ∗)−1(a)
ðàâíûì ìíîæåñòâó âñåõ òðîåê âèäà

〈µ−1(γ(κ)), {a0, . . . , an}, {q0, . . . , qn}〉,
ãäå κ ∈ HF (ω) è a0, . . . , an ∈ R òàêîâû, ÷òî a = κ(a0, . . . , an), γ :
ω → HF (ω) � êîíñòðóêòèâèçàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàHF(ω), è ïàðà
〈{a0, . . . , an}, {q0, . . . , qn}〉 êîäèðóåò íàáîð 〈a0, . . . , an〉 â îïèñàííîé âûøå
ñõåìå êîäèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå µ∗ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòè-
âèçàöèåé (ðàçìåðíîñòè 3) äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàHF(R) âíóòðè HF1(R).

Èç òåîðåìû 1, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàþò êîíñòðóêòèâíûå àíàëîãè íåêî-
òîðûõ ðåçóëüòàòîâ (à èìåííî, òåîðåì 18, 19, è 20) èç [5] îá îïðåäåëèìîñòè
â ìíîãîñîðòíûõ ÿçûêàõ, â êîòîðûõ òèï ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò ðàíã äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ.
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ÓÄÊ 510.5 À.È. Ñòóêà÷åâ. Î âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè
äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè äî-
ïóñòèìûõ ìíîæåñòâ c èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà.
Äëÿ ñëó÷àÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê ïîëó÷åíà òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà ðàíãà âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè: îí ðàâåí ω äëÿ
íàäñòðîåê íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè è íå ïðåâîñõîäèò 2 äëÿ íàäñòðîåê
íàä áåñêîíå÷íûìè ñèñòåìàìè. Ïðèâåäåíû åñòåñòâåííûå ïðèìåðû ñèñòåì,
íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûå íàäñòðîéêè íàä êîòîðûìè èìåþò ðàíã âíóòðåí-
íåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè 0, 1, 2. Ïîêàçàíî, ÷òî íàäñòðîéêà íàä ïîëåì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò ðàíã âíóòðåííåé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè
1.



UDK 510.5 A.I. Stukachev. On inner constructivizability of admissible
sets.

We consider a problem of inner constructivizability of admissible sets by
means of elements of a bounded rank. For hereditary �nite superstructures we
�nd the precise estimates for the rank of inner constructivizability: it is equal
ω for superstructures over �nite structures and less or equal 2 otherwise. We
introduce examples of structures with hereditary �nite superstructures with
ranks 0, 1, 2. It is shown that hereditary �nite superstructure over �eld of
real numbers has rank 1.


