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Abstract. We extend the notion of HF-superstructure from the case of

structures with �nite signatures to the case of structures with computable

signatures. It is shown that such expansion preserves some known pro-

perties of HF-superstructures. Namely, we prove that the property of

quasiregularity of a structure is su�cient for qausiresolvability of the

corresponding HF-superstructure.
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1. Ââåäåíèå

Öåëüþ íàñòîÿùåé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ðÿäà ðåçóëüòàòîâ, èç-
âåñòíûõ äëÿ îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè â HF-íàäñòðîéêàõ íàä ñòðóêòóðàìè ñ
êîíå÷íûìè ñèãíàòóðàìè [1, 2], íà ñëó÷àé ñòðóêòóð ñ áåñêîíå÷íûìè âû÷èñëèìû-
ìè ñèãíàòóðàìè. Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáóñëîâëåíà, êàê ìè-
íèìóì, äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, äàæå òåîðèè, èìåþùèå êîíå÷íóþ
ñèãíàòóðó, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò ñòðóêòóðû, ñèãíàòóðà êîòîðûõ
áåñêîíå÷íà: ñêóëåìîâñêèå îáîãàùåíèÿ, îáîãàùåíèÿ Ìîðëè, è ò.ï.. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî îò ñëîæíîñòè ñòðîåíèÿ òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ñòðóêòóð ïî îòíîøåíèþ ê
èñõîäíîé ñòðóêòóðå çàâèñèò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ó ñîîòâåòñòâóþùèõ HF-
âû÷èñëèìîñòåé ðÿäà ñâîéñòâ (íàïðèìåð, ñâîéñòâà óíèôîðìèçàöèè, ñì. [3, 4]).
Âî-âòîðûõ, â êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé ñëó÷àé ñòðóêòóð
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ñ âû÷èñëèìûìè ñèãíàòóðàìè èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ îñíîâíûì. Ïîýòîìó,
åñëè ðàññìàòðèìàòü îáîáùåííóþ âû÷èñëèìîñòü â HF-íàäñòðîéêàõ êàê àïïà-
ðàò, ïîçâîëÿþùèé ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé íà ñëó÷àé
ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè, òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè ñèãíàòóð ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñòðóêòóð (ñóùåñòâåííîå â ñëó÷àå äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ áîëåå ñëîæ-
íûõ, ÷åì HF-íàäñòðîéêè), â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ íàçâàòü åñòåñòâåííûì.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

ÏóñòüM� ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ = 〈Pn0
0 , Pn1

1 , . . .〉.
Îïðåäåëèì íàñëåäñòâåííî êîíå÷íóþ íàäñòðîéêó íàä M êàê ñòðóêòóðó HF(M)
îïðåäåëÿåìîé ïî ñèãíàòóðå σ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ′ = 〈U1,∈2,Sat2〉, ñ íîñè-
òåëåì HF (M) è åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé ñèìâîëîâ U (ò.å. UHF(M) = M)
è ∈. Èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäèêàòà Sat íà HF(M) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïðåòàöèè â
M ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ ñ çàôèêñèðîâàííîé âûøå íóìåðàöèåé: äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ HF (M), ïîëàãàåì SatHF(M)(a, b) èñòèííûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà a ∈ ω, b = 〈m0, . . . ,mna−1〉 ∈ Mna , è PM

a (m0, . . . ,mna−1) èñòèííî. Çàìå-
òèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñîâàíî ñ àíàëîãè÷íûì
êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì èç [1, 2] äëÿ ñòðóêòóð ñ êîíå÷íûìè ñèãíàòóðàìè.
Êðîìå òîãî, òàê îïðåäåëåííàÿ ñòðóêòóðà HF(M) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ KPU è äî-
ïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ãàíäè îáëàäàåò óíèâåð-
ñàëüíûì Σ-ïðåäèêàòîì (ñì. [1, 2]). Îäíàêî óíèâåðñàëüíàÿ Σ-ôóíêöèÿ, â îáùåì
ñëó÷àå, ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ ñëó÷àÿ HF-íàäñòðîåê [2]. Â íàñòîÿùåé
çàìåòêå ââåäåííîå â [2] ñâîéñòâî êâàçèðåçîëüâåíòíîñòè, ÿâëÿþùååñÿ äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé Σ-ôóíêöèè, óñòàíîâëåíî äëÿ
HF-íàäñòðîåê íàä êâàçèðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè âû÷èñëèìûõ ñèãíàòóð [8].

Íàïîìíèì �ëîêàëüíóþ� âåðñèþ sΣ-ñâîäèìîñòè [3, 5, 6, 7, 4], â êîòîðîé ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà B èìååò îñíîâíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç ïðàýëåìåíòîâ (íåêîòîðîãî �âíåøíåãî� äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà). Ïðè òàêîì
îãðàíè÷åíèè ýòî îòíîøåíèå áóäåò òðàíçèòèâíûì â ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàò-
ðèâàåìûå ñòðóêòóðû îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Èìåííî òàêîé ñëó÷àé
ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé çàìåòêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A, B � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû âû÷èñëèìûõ ïðåäè-
êàòíûõ ñèãíàòóð σ1 è σ2, ñîîòâåòñòâåííî. Ñèñòåìà A sΣ-ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå B
(îáîçí. A 6sΣ B), åñëè

1) A ⊆ HF (B) ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â HF(B) ïîäìíîæåñòâîì;
2) àòîìàðíàÿ äèàãðàììà D(A) (ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäìíîæåñòâîì HF (B)) ÿâ-

ëÿåòñÿ ∆-îïðåäåëèìûì â HF(B) îòíîñèòåëüíî A ïîäìíîæåñòâîì â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå: åñëè σ1 = 〈Pn1

0 , Pn2
1 , . . .〉 � âû÷èñëèìàÿ ïðåäèêàòíàÿ

ñèãíàòóðà ñèñòåìû A, òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Σ-ôîðìóë

Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),Ψ0(x0, . . . , xn0−1, y),Φ1(x0, . . . , xn1−1, y),Ψ1(x0, . . . , xn1−1, y),

Φ2(x0, . . . , xn2−1, y),Ψ2(x0, . . . , xn2−1, y), . . .

ñèãíàòóðû σ′2, è ïàðàìåòåð c ∈ HF (B) òàêèå, ÷òî, äëÿ âñåõ k ∈ ω,

ΦHF(B)
k (x̄, c)∩Ank = Ank\ΨHF(B)

k (x̄, c) è PA
k = ΦHF(B)

k (x̄, c)∩Ank ÿâëÿåòñÿ
èíòåðïðåòàöèåé ñèìâîëà Pk íà ñèñòåìå A.
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Ïðè óêàçàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ íà íîñèòåëè ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóð,
îòíîøåíèå sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíòàðòíûì îáðàçîì: ñòðóêòóðà
A sΣ-ýêâèâàëåíòíà ñòðóêòóðå B (îáîçí. A ≡sΣ B), åñëè A 6sΣ B è B 6sΣ A.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ. Åå ìîð-
ëèçàöèåé áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ñòðóêòóðó MMorley âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû
σMorley, òàêóþ, ÷òî, äëÿ ìíîæåñòâà Formσ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ,

1) σMorley � σ ∪ {Pϕ(x0, . . . , xnϕ−1) ∈ Formσ, nϕ > 0};
2) MMorley ÿâëÿåòñÿ îáîãàùåíèåì M: åå íîñèòåëü åñòü ìíîæåñòâî M , èí-

òåðïðåòàöèÿ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé èí-
òåðïðåòàöèåé â M;

3) (Pϕ)MMorley

= ϕ(x0, . . . , xnϕ−1)M äëÿ âñåõ ϕ(x0, . . . , xnϕ−1) ∈ Formσ, ò.÷.
nϕ > 0.

Ìîðëèçàöèÿ ñòðóêòóðû åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàôèêñèðîâàíà ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé
ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë èç Formσ.

Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ìîðëèçàöèè MMorley ñòðóêòóðû M èìååò ìåñòî

MMorley ≡sΣ M,

ñòðóêòóðó M áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåãóëÿðíîé. Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû ñî
ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîé ìîäåëüíîé ïîëíîòû [9, 10] è, â ÷àñòíîñòè, ñòðóêòóðû
ñ ðåãóëÿðíîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé [2], ÿâëÿþòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûìè. Âàæíûì
ïðèìåðîì êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû, ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ êîòîðîé íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîé, ÿâëÿåòñÿ îáîãàùåíèå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè [9, 10].

Ðÿä ñâîéñòâ, êîòîðûìè îáëàäàþò ìîäåëè ðåãóëÿðíûõ òåîðèé êîíå÷íûõ ñèã-
íàòóð, ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ êâàçèðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð ñ âû÷èñëèìûìè ñèãíàòó-
ðàìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâó êâàçèðåçîëüâåíòíîñòè [2] ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ HF-íàäñòðîåê. Ñîäåðæàíèåì äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà, ïðè÷åì ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ êàê ìîäèôèêàöèÿ
äîêàçàòåëüñòâà Þ.Ë.Åðøîâà äëÿ ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç [2]. Ïóñòü M � ïðîèç-
âîëüíàÿ ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ. Â äîïóñòèìîì ìíî-
æåñòâå HF(M) îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn ⊆ . . .

òðàíçèòèâíûõ ∆-ïîäìíîæåñòâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ n ∈ ω, ïóñòü n =
{0, 1, . . . , n − 1} � ìíîæåñòâî �ïðàýëåìåíòîâ�, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàòóðàëüíûì
÷èñëàì (íî íå ÿâëÿþùèõñÿ íè îðäèíàëàìè, íè ïðàýëåìåíòàìè â HF(M)). Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ω = {0, 1, . . . , n, . . .}. Ïîëàãàåì

B0 � M ;

Bn � {κ(m̄) | m̄ ∈ Mn, κ ∈ HFn(n)}, n ∈ ω, n > 0,

ãäå HFn(n)(⊆ HF(n) ⊆ HF(ω)) � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç HF(n)
ðàíãà íå áîëüøå n.

Êàê îòìå÷åíî â [2], HF(M) = ∪n∈ωBn, è ïðåäèêàò

{〈α, n〉 | a ∈ HF(M), n ∈ ω, a ∈ Bn}
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ÿâëÿåòñÿ ∆-ïðåäèêàòîì íà HF(M). Åñëè, êðîìå òîãî, ∆-ïðåäèêàòîì ÿâëÿåòñÿ
ïðåäèêàò

{〈n, b,m〉 |n, m ∈ ω, 〈n, b〉 ∈ TrBm},
ãäå, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç FV(Φ) ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû Φ,

TrB � {〈n, b〉 |n � ãåäåëåâñêèé íîìåð íîìåð ôîðìóëû Φ ñèãíàòóðû σ′,

b îïðåäåëÿåò îçíà÷èâàíèå γb : FV(Φ) → B è HF(M) � B |= Φ[γb]}
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ÿâëÿåòñÿ êâàçèðåçîëüâåíòîé äëÿ HF(M)
â ñìûñëå [2].

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Câîéñòâî êâàçèðåãóëÿðíîñòè, óñòàíîâëåííîåÞ.Ë.Åðøîâûì äëÿ HF-íàäñòðîåê
íàä ìîäåëÿìè ðåãóëÿðíûõ òåîðèé êîíå÷íûõ ñèãíàòóð, ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå
HF-íàäñòðîåê íàä êâàçèðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè âû÷èñëèìûõ ñèãíàòóð.

Òåîðåìà 1. Åñëè M � êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn ⊆ . . .

ÿâëÿåòñÿ êâàçèðåçîëüâåíòîé äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HF(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû
â Σ-ôîðìóëàõ, ïîäòâåðæäàþùèõ êâàçèðåãóëÿðíîñòü ñòðóêòóðû M, ÿâëÿþòñÿ
ïðàýëåìåíòàìè. Óêàæåì, êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ∈ ω, n > 0, ïî ëþáîé
ôîðìóëå áåç ïàðàìåòðîâ Φ ñèãíàòóðû σ′ ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü Σ-ôîðìóëó
Φ̃ ñèãíàòóðû σ′, òàêóþ, ÷òî Φ è Φ̃ èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ è

Φ ≡HF(M)�Bn
Φ̃.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ, êîòîðîå íå èñïîëüçóåò êâàçèðåçîëüâåíòíîñòü ñòðóêòóðû M.

Ëåììà 1. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ.
Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû áåç ïàðàìåòðîâ Φ(x0, . . . , xk) ñèãíàòóðû σ′, âñÿêîãî n ∈
ω, n > 0, è âñÿêîãî íàáîðà κ = 〈κ0, . . . , κk〉 ∈ HFn(n)k+1, ýôôåêòèâíî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëà Φn,κ(ū0, . . . , ūk) ñèíãàòóðû σ � n = 〈P s0

0 , . . . , P
sn−1
n−1 〉, òàêàÿ,

÷òî, äëÿ ëþáûõ m0, . . . ,mk ∈ Mn,

HF(M) � Bn |= Φ(κ0(m0), . . . , κk(mk)) ⇐⇒ M |= Φn,κ(m0, . . . ,mk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç
[2]. Äëÿ ýëåìåíòà κ ∈ HFn(n), ÷åðåç tκ(u0, . . . , un−1) îáîçíà÷àåòñÿ òåðì ñèãíà-
òóðû {∪2, {}1, ∅} îò ïðàïåðåìåííûõ u0, . . . , un−1 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé èíòåð-

ïðåòàöèè γ : {u0, . . . , un−1} → M âåðíî t
(HF(M),∪,{},∅)
κ [γ] = κ(m), ãäå γ(ui) = mi

äëÿ âñåõ i < n, m = 〈m0, . . . ,mn−1〉. (Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàöèÿ ∪ áûëà âñþäó
îïðåäåëåíà, ïîëàãàåì a∪ b = a′ ∪ b′, ãäå c′ = c, åñëè c ∈ HF (M)∗, è c′ = ∅, åñëè
c ∈ M .)

Ïóñòü ū0 = 〈u0
0, . . . , u

0
n−1〉, . . . , ūk = 〈uk

0 , . . . , uk
n−1〉 � íàáîðû ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûõ ïðàïåðåìåííûõ, ÷åðåç Φ′
κ(ū0, . . . , ūk) îáîçíà÷èì ôîðìóëó

(Φ)x0,...,xk

tκ0 (ū0),...,tκk
(ūk)

.

Ôîðìóëà Φ′
κ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñèãíàòóðû σ′ ∪ {∪2, {}1, ∅} ñ äâóìÿ ñîð-

òàìè ïåðåìåííûõ: îáùèå ïåðåìåííûå x0, x1, . . . è ïðàïåðåìåííûå u0, u1, . . .. Íå
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óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà Φ′
κ íå ñîäåðæàò îãðàíè÷åí-

íûõ êâàíòîðîâ.
Ýòàï 1. Èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó Φ 7→ Φ èç [2] ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ ïî îá-

ùèì ïåðåìåííûì äëÿ òàêèõ ôîðìóë. Åñëè Φ íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ ïî îáùèì
ïåðåìåííûì, òî Φ � Φ; åñëè Φ = (Φ0qΦ1), q ∈ {∧,∨,→}, òî Φ � (Φ0qΦ1); åñëè
Φ = ¬Φ0, òî Φ � ¬Φ; åñëè Φ = QuΦ0, Q ∈ {∀,∃}, òî Φ � QuΦ0; åñëè Φ = ∃xΦ0,
òî

Φ �
∨

κ∈HFn(n)

∃u0 . . .∃un−1(Φ0)x
tκ(ū);

åñëè Φ = ∀xΦ0, òî

Φ �
∧

κ∈HFn(n)

∀u0 . . .∀un−1(Φ0)x
tκ(ū).

Ýòàï 2. Äëÿ ëþáîé ïàðû òåðìîâ t0, t1 ñèãíàòóðû
〈
∅, {},∪

〉
íàä ïðàïåðå-

ìåííûìè u0, . . . , un−1, ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü ôîðìóëû Φt0,t1 è Ψt0,t1

ïóñòîé ñèãíàòóðû òàêèå, ÷òî FV(Φt0,t1) = FV(Ψt0,t1) = FV(t0) ∪ FV(t1), è äëÿ
ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ : FV(t0 = t1) → M ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

t
〈HF(M),{},∪〉
0 [γ] ∈ t

〈HF(M),{},∪〉
1 [γ] ⇐⇒ M |= Φt0,t1 [γ]

t
〈HF(M),{},∪〉
0 [γ] ⊆ t

〈HF(M),{},∪〉
1 [γ] ⇐⇒ M |= Ψt0,t1 [γ].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè òåðìîâ t0, t1
è áóêâàëüíî ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññóæäåíèÿì èç [2]. Ïóñòü τ îáîçíà÷à-
åò ïðåäëîæåíèå ∃x(x = x), à ∼ τ � ïðåäëîæåíèå ∃x(x 6= x). Ïîëàãàåì

1) äëÿ t0 = ui

åñëè t1 = uj , òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 � (ui = uj);
åñëè t1 = ∅, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 � τ ;
åñëè t1 = {t′1}, òî Φt0,t1 � Ψt′1,ui

, Ψt0,t1 � τ ;
åñëè t1 = (t′1 ∪ t′′1), òî Φt0,t1 � Φui,t′1

∨ Φui,t′′1
, Ψt0,t1 � τ ;

2) äëÿ t0 = ∅
åñëè t1 = ui, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 �∼ τ ;
åñëè t1 = ∅, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 � τ ;
åñëè t1 = {t′1}, òî Φt0,t1 � Ψt′1,∅ ∧Ψ∅,t′1

, Ψt0,t1 � τ ;
åñëè t1 = (t′1 ∪ t′′1), òî Φt0,t1 � Φ∅,t′1

∨ Φ∅,t′′1
, Ψt0,t1 � τ ;

3) äëÿ t0 = {t′0}
åñëè t1 = ui, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 �∼ τ ;
åñëè t1 = ∅, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 �∼ τ ;
åñëè t1 = {t′1}, òî Φt0,t1 � Ψt0,t′1

∧Ψt′1,t0 , Ψt0,t1 � Φt′0,t1 ;
åñëè t1 = (t′1 ∪ t′′1), òî Φt0,t1 � Φt0,t′1

∨ Φt0,t′′1
, Ψt0,t1 � Φt′0,t1 ;

4) äëÿ t0 = (t′0 ∪ t′′0)
åñëè t1 = uj , òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 �∼ τ ;
åñëè t1 = ∅, òî Φt0,t1 �∼ τ , Ψt0,t1 � Ψt′0,∅ ∧Ψt′′0 ,∅;
åñëè t1 = {t′1}, òî Φt0,t1 � Ψt0,t′1

, Ψt0,t1 � Φt′0,t1 ∧ Φt′′0 ,t1 ;
åñëè t1 = (t′1 ∪ t′′1), òî Φt0,t1 � Φt0,t′1

∨Φt0,t′′1
, Ψt0,t1 � Φt′0,t1 ∧Ψt′′0 ,t1 .

Èòàê, Φ′
κ(ū) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ′ ∪ {∪, {}, ∅}, íå èìåþùàÿ âõîæäåíèé

îáùèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîèçâåäåì íàä íåé ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî Bn ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ðàíãà íå âûøå n è, â ÷àñòíîñòè, Bn ∩ ω = n,
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ëþáîå âõîæäåíèå ïîäôîðìóëû âèäà Sat(t0, t1) çàìåíÿåì íà ôîðìóëó∨
{k∈ω|k<n,Msk⊆Bn}

((t0 = k)∧∃u0 . . .∃usk−1((t1 = 〈u0, . . . , usk−1〉)∧Pk(u0, . . . , usk−1))),

åñëè {k ∈ ω|k < n,Msk ⊆ Bn} 6= ∅, è íà ôîðìóëó ∼ τ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Äàëåå, â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ëþáîå âõîæäåíèå ýëåìåíòàðíîé ïîäôîðìóëû

âèäà (t0 ∈ t1) çàìåíÿåì íà ôîðìóëó Φt0,t1 , à ëþáîå âõîæäåíèå ïîäôîðìóëû
âèäà (t0 = t1), òàêîé, ÷òî èëè t0 èëè t1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðàïåðåìåííîé, çàìåíÿåì
íà ôîðìóëó (Ψt0,t1 ∧Ψt1,t0). Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ôîðìóëà Φn,κ(ū0, . . . , ūk)
ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. �

Âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû Φ̃ ïî Φ. Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà
ñèãíàòóðû σ′, è ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî FV(Φ) ⊆
{x0, . . . , xk}.

Âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè M, ïî ëþáîé ôîðìóëå Φ(ū) ñèãíàòóðû σ
ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ åé íàä ñòðóêòóðîé M Σ-ôîðìóëó
Φ∗(ū). Ïîëüçóÿñü ýòèì, îò ôîðìóëû Φn,κ, ïîñòðîåííîé â ëåììå 1, ïåðåéäåì ê
ýêâèâàëåíòíîé åé Σ-ôîðìóëå Φ∗

n,κ. Äëÿ ëþáîãî κ ∈ HFn(n) ìîæíî ýôôåêòèâ-
íî ïîñòðîèòü Σ-ôîðìóëó Eκ(x, ū) òàêóþ, ÷òî

Eκ(x, ū) ≡HF(M) (x = tκ(ū)).

Ïîëàãàåì

Φ̃0(x0, . . . , xk) �
∨

κ̄∈HFn(n)k+1

∃ū0 . . .∃ūk((∧i6kEκi(xi, ū
i)) ∧ Φ∗

n,κ(ū0, . . . , ūk)).

Èç îòìå÷åííûõ âûøå ýêâèâàëåíòíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ
γ : {x0, . . . , xk} → Bn ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè

HF(M) � Bn |= Φ[γ] ⇐⇒

⇐⇒ (HF(M), ∪, {}, ∅) |=
∨

κ̄∈HFn(n)k+1

∃ū0 . . .∃ūk

((∧i6k(xi = tκi
(ūi))) ∧ Φn,κ)[γ] ⇐⇒ HF(M) |= Φ̃0[γ].

Ôîðìóëà Φ̃0 ÿâëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé, îäíàêî îíà ñîäåðæèò äâà âèäà ïåðåìåííûõ
� îáùèå x0, . . . , xk è ïðàïåðåìåííûå ū0, . . . , ūk. Ïîñëåäíèé øàã â ïîñòðîåíèè Φ̃
ñîñòîèò â ïåðåõîäå â ôîðìóëå Φ̃0 îò ñïèñêà ïðàïåðåìåííûõ ū0, . . . , ūk ê ñïèñêó
îáùèõ ïåðåìåííûõ x̄0, . . . , x̄k: ïîëàãàåì

Φ̃(x0, . . . , xk) �
∨

κ̄∈HFn(n)k+1

(∃x̄0 . . .∃x̄k

((∧i6k ∧j<n U(xi
j)) ∧ (∧i6kEκi

(xi, x̄
i)) ∧ Φ∗

n,κ(x̄0, . . . , x̄k)).

Ââèäó ýôôåêòèâíîñòè ïîñòðîåíèÿ Σ-ôîðìóëû Φ̃ ïî Φ è n ïîëó÷àåì, ÷òî SatBn

ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðåäèêàòîì â HF(M) (è äàæå ∆-ïðåäèêàòîì), ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.

�
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Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ñ.Ìîðîçîâó, óêàçàâøåìó íà ñóùåñòâåííûå íåòî÷íîñòè
â ïåðâîíà÷àëüíîì òåêñòå çàìåòêè è ñäåëàâøåìó ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé, ïîç-
âîëèâøèõ óëó÷øèòü èçëîæåíèå. Àâòîð òàêæå ïðèçíàòåëåí çà çàìå÷àíèÿ àíî-
íèìíîìó ðåöåíçåíòó ðàáîòû [8], â ïåðâîíà÷àëüíîì òåêñòå êîòîðîé îñíîâîé ðå-
çóëüòàò äàííîé çàìåòêè áûë ïðèâåäåí áåç ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà.
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