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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ ýôôåê-
òèâíîé ñâîäèìîñòè ìåæäó ñèñòåìàìè. Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè (ïîëóðåøåòêè Åðøî-
âà), êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îðàêóëüíîé âû÷èñëèìîñòè, êîãäà â êà÷åñòâå îðà-
êóëà (à òàêæå â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé) âûñòóïàåò ñëîæíûé
àáñòðàêòíûé îáúåêò � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (äàííûé ïîäõîä ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðåòè÷åñêóþ ìîäåëü îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå Σ-îïðåäåëèìîñòè àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâèçà-
öèåé îäíîãî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ìîäåëåé � ïîíÿòèÿ èíòåðïðå-
òèðóåìîñòè îäíîé ñèñòåìû â äðóãîé, è ïðè ýòîì îáîáùàåò ïîíÿòèå êîí-
ñòðóêòèâèçèðóåìîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóðåøåòêà ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè ñ÷åòíûõ
ñèñòåì õîðîøî ñîãëàñîâàíà ñ ïîëóðåøåòêàìè T - è e-ñòåïåíåé ïîäìíî-
æåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíîå â òåîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé
ïîíÿòèå ñèñòåìû, èìåþùåé ñòåïåíü, ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòè÷íîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó äàëåêî íå âñå ñèñòåìû èìåþò ñòåïåíü. Â
îòëè÷èå îò ýòîãî, ñòåïåíè Σ-îïðåäåëèìîñòè, à òàêæå ðàññìàòðèâàåìûå â
ðàáîòå ñòåïåíè ïðåäñòàâèìîñòè îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ðàâíîìåðíûõ è
íåðàâíîìåðíûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòåé, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ñëîæíîñòè, îïðåäåëåííûìè äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû. Â ðàáîòå òàêæå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñè-
ñòåì, íàñëåäóåìûõ ïðè ðàçëè÷íûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòÿõ, à òàêæå
èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè îò âûáîðà ðàçëè÷-
íûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå îáëàñòåé äëÿ ïðåäñòàâëåíèé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 05-0100481 è 06-0104002, Ñîâå-
òà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ
íàóê è èõ íàó÷íûõ ðóêîâîäèòåëåé, ïðîåêò ÌÊ-1239.2005.1, à òàêæå INTAS, ïðîåêò
INTAS YSF 04-83-3310.
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1 Ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè è ñòå-
ïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè

Áîëüøèíñòâî îáîçíà÷åíèé, à òàêæå òåðìèíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàí-
íîì îáçîðå, ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è ñîîòâåòñòâóþò [1, 2]. Íîñèòåëü
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M îáîçíà÷àåòñÿ êàê M , à åå ñèãíàòóðà êàê
σM. Âñþäó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ âû÷èñëèìûìè ñèãíàòó-
ðàìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ñèãíàòóðû σM =
〈Pn0

0 , Pn1
1 , . . .〉, íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîéêà HF(M), ÿâëÿþùàÿñÿ

íàèìåíüøèì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì M êàê ïîäìíîæå-
ñòâî, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà ñèãíàòóðû σ′M = σM ∪{U1,∈2,Sat2}, íî-
ñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî HF (M) =

⋃
n∈ω Hn(M), ãäå H0(M)

= M , Hn+1(M) = Hn(M) ∪ {a|a ⊆ Hn(M), card(a) < ω}, ïðåäèêàò U âû-
äåëÿåò ìíîæåñòâî M (ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ïðàýëåìåíòàìè),
îòíîøåíèå ∈ èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, à èíòåðïðåòàöèåé
ïðåäèêàòà Sat ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {〈k, m̄〉|M |= Pk(m̄)}. Îòìåòèì, ÷òî
íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäèêàòà Sat âûçâàíà òåì, ÷òî, â îòëè÷èå
îò ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ [1, 2], ñèãíàòóðà σM ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ýòî îòëè÷èå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Â êëàññå ôîðìóë ñèãíàòóðû σ′M âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ ∆0-ôîðìóë,
îïðåäåëÿåìûé êàê çàìûêàíèå êëàññà àòîìàðíûõ ôîðìóë îòíîñèòåëüíî
∧,∨,¬,→ è îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ ∃x ∈ y, ∀x ∈ y; êëàññ Σ-ôîðìóë
îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå êëàññà ∆0-ôîðìóë îòíîñèòåëüíî ∧,∨, ∃x ∈
y,∀x ∈ y è êâàíòîðà ∃x; êëàññ Π-ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì: äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðà ∀x âìåñòî ∃x. Îòíîøåíèå íà
HF(M) íàçûâàåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì (Π-îïðåäåëèìûì), åñëè îíî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðàìè; îòíîøåíèå íàçûâàåò-
ñÿ ∆-îïðåäåëèìûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî Σ- è Π-îïðåäåëèìûì.

Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîíå÷íîé ïðåäè-
êàòíîé ñèãíàòóðû 〈Pn0

0 , . . . , P
nk−1

k−1 〉 (äàííîå îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì), è ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1 (Þ.Ë. Åðøîâ [1]). Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ Σ-îïðåäå-
ëèìîé â A, åñëè ñóùåñòâóþò Σ-ôîðìóëû

Φ(x0, y), Ψ(x0, x1, y),Ψ∗(x0, x1, y), Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Φ∗0(x0, . . . , xn0−1, y), . . . , Φk−1(x0, . . . , xnk−1−1, y), Φ∗k−1(x0, . . . , xnk−1−1, y)

ñèãíàòóðû σA è ïàðàìåòð a ∈ A òàêèå, ÷òî, ïîëàãàÿ M0 ® ΦA(x0, a),
η ® ΨA(x0, x1, a)∩M2

0 , èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: M0 6= ∅, η � îòíîøåíèå
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êîíãðóýíòíîñòè íà ñèñòåìå

M0 ® 〈M0; PM0
0 , . . . , PM0

k−1〉,

ãäå PM0
i ® ΦAi (x0, . . . , xni−1) ∩Mni

0 äëÿ âñåõ i < k, Ψ∗A(x0, x1, a) ∩M2
0 =

M2
0 \ ΨA(x0, x1, a), Φ∗Ai (x0, . . . , xni−1, a) ∩Mni

0 = Mni
0 \ ΦAi (x0, . . . , xni−1)

äëÿ âñåõ i < k, è ñèñòåìà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñèñòåìå M0�η.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì M è N ÷åðåç M 6Σ N áóäåì îáîçíà÷àòü
òîò ôàêò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â HF(N). Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî îòíîøåíèå 6Σ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áåñ-
êîíå÷íîãî êàðäèíàëà α ÷åðåç Kα áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì ìîùíîñòè 6 α. Îïðåäåëèì íàKα îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè≡Σ:
äëÿ M, N ∈ Kα, M ≡Σ N, åñëè M 6Σ N è N 6Σ M. Êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïî îòíîøåíèþ ≡Σ áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíÿìè Σ-îïðåäåëèìîñòè.
Ñòðóêòóðà

SΣ(α) = 〈Kα/ ≡Σ, 6Σ〉
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, êîòîðûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòåïåíü, ñîñòîÿùàÿ èç êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ñèñòåì, è, äëÿ ëþ-
áûõ M,N ∈ Kα, [M]Σ ∨ [N]Σ = [(M, N)]Σ, ãäå (M, N) � òåîðåòèêî-ìî-
äåëüíàÿ ïàðà ñèñòåì M è N. Äëÿ êðàòêîñòè, ïîëóðåøåòêó SΣ(ω) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç SΣ. Èç òîãî, ÷òî card(Kα) = 2α è card([M]Σ) 6 α äëÿ
ëþáîé M ∈ Kα, ñëåäóåò, ÷òî card(SΣ(α)) = 2α äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî
êàðäèíàëà α.

Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M â äîïóñòèìîì ìíîæå-
ñòâå A íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà C, äëÿ êîòîðîé C ∼= M,
è íîñèòåëåì C ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî A (îòíîøåíèå = ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà C è ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íîðìàëüíîãî
îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà íà C). Â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðåä-
ñòàâëåíèå C (òî÷íåå, åãî àòîìàðíóþ äèàãðàììó) ñ íåêîòîðûì ïîäìíî-
æåñòâîì A, çàôèêñèðîâàâ ãåäåëåâñêóþ íóìåðàöèþ àòîìàðíûõ ôîðìóë
ñèãíàòóðû σM.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîáëåìîé ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû M â A íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî Pr(M,A), ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé M â A:

Pr(M,A) = { C | C � ïðåäñòàâëåíèå M â A }.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M ìíîæåñòâî Pr(M,HF(∅)) ïðåäñòàâëåíèé

ñèñòåìû M â íàèìåíüøåì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.
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[2, 1]), ÷òî âû÷èñëèìîñòü (ò.å. ýôôåêòèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü) â HF(∅)
ýêâèâàëåíòíà êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòü íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå F : P (A)n → P (A)
(n ∈ ω) íàçûâàåòñÿ Σ-îïåðàòîðîì [1], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ Σ-ôîðìóëà
Φ(x0, . . . , xn−1, y) ñèãíàòóðû σA, ÷òî, äëÿ ëþáûõ S0, . . . , Sn−1 ∈ P (A)

F (S0, . . . , Sn−1) = {a|∃a0, . . . , an−1 ∈ A(
∧

i<n

ai ⊆ Si∧A |= Φ(a0, . . . , an−1, a))}.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðàíçèòèâíîñòè îïðå-
äåëÿåìûõ íèæå ñâîäèìîñòåé. Îïåðàòîð F : P (A) → P (A) ñèëüíî íåïðå-
ðûâåí â S ∈ P (A), åñëè äëÿ ëþáîãî a ⊆ F (S), a ∈ A, ñóùåñòâóåò a′ ⊆ S,
a′ ∈ A, òàêîå, ÷òî a ⊆ F (a′) (äàííîå îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà
ñëó÷àé îïåðàòîðîâ ñ ÷èñëîì àðãóìåíòîâ áîëåå 1).

Äëÿ îïåðàòîðà F : P (A)n → P (A), ÷åðåç δc(F ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ P (A)n, â êîòîðûõ F ñèëüíî íåïðåðûâåí. Ìíîæåñòâî
S ∈ P (A)n íàçûâàåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì, åñëè S ∈ δc(F ) äëÿ ëþáîãî
Σ-îïåðàòîðà F : P (A)n → P (A). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå âèäà HF(M) âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì.
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê: íàïðèìåð, â [15] èññëåäîâàëèñü Σ∗-
ìíîæåñòâà â HYP(L), ãäå L � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Äàæå â ýòîì
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êëàññ Σ∗-ìíîæåñòâ íåòðèâèàëåí.

Ïóñòü B, C ⊆ A. Ñëåäóþùèå ñâîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííû-
ìè îáîáùåíèÿìè e- è T -ñâîäèìîñòåé íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:

1) B 6eΣ C, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíûé Σ-îïåðàòîð F , äëÿ êîòî-
ðîãî C ∈ δc(F ) è B = F (C);

2) B 6TΣ C, åñëè ñóùåñòâóþò äâóõìåñòíûå Σ-îïåðàòîðû F0 è F1

òàêèå, ÷òî 〈C, A \ C〉 ∈ δc(F0) ∩ δc(F1), è B = F0(C, A \ C), A \ B =
F1(C, A \ C).
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, A � äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî ñ óñëîâèåì card(A) > card(M). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M

èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü) d â A, åñëè d � íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü â ìíî-
æåñòâå TΣ-ñòåïåíåé (eΣ-ñòåïåíåé) âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé M

â A: d = min{degTΣ
(C) | C ∈ Pr(M,A)} (ñîîòâ., d = min{degeΣ(C) | C ∈

Pr(M,A)}).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü), åñ-

ëè M èìååò ñòåïåíü â íàèìåíüøåì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HF(∅). Âïåð-
âûå ïîíÿòèå ñèñòåìû, èìåþùåé ñòåïåíü, áûëî ââåäåíî Ë. Ðèõòåð â [19],
ïðè÷åì ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî T -ñòåïåíè, è ïîä ïðåäñòàâëåíèÿìè ïî-
íèìàëèñü òîëüêî ïðåäñòàâëåíèÿ íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñ íîñèòåëåì ω.
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Îäíàêî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M è ëþáîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ C ∈ M ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå C′ ∈ M ñ íîñèòåëåì ω òàêîå, ÷òî
C′ 6TΣ C. Ïîýòîìó äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèé
â HF(∅) ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ èç [19].

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè ∀-âû÷èñëè-
ìîñòè è ∃-îïðåäåëèìîñòè, âïåðâûå îòìå÷åííûé Ä. Ëàêîìáîì [6], äîêà-
çàííûé ß. Ìîñêîâàêèñîì [7], âïîñëåäñòâèè ïåðåîòêðûòûé è îáîáùåííûé
Äæ. Íàéò [5] (íèæå áóäåò äîêàçàíî åùå îäíî îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòà-
òà (òåîðåìà 6) äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèé â íàäñòðîéêàõ íàä ñ÷åòíûìè
ñèñòåìàìè), ìîæåò áûòü äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìû M, M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M ÿâëÿåòñÿ
∆-îïðåäåëèìûì (Σ-îïðåäåëèìûì) â HF(M).

Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ ïîëóðåøåòêè D òüþðèíãîâûõ
ñòåïåíåé è ïîëóðåøåòêè De ñòåïåíåé ïåðå÷èñëèìîñòè â ïîëóðåøåòêó SΣ

(à çíà÷èò, è âî âñÿêóþ ïîëóðåøåòêó âèäà SΣ(α)). Îïðåäåëèì îòîáðàæå-
íèÿ i : D → SΣ è j : De → SΣ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñÿêîé ñòåïåíè
a ∈ D, ïîëàãàåì

i(a) = [Ma]Σ, ãäå Ma � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ ñòåïåíü a.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñÿêîé e-ñòåïåíè b ∈ De, ïîëàãàåì

j(b) = [Mb]Σ, ãäå Mb � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ e-ñòåïåíü b.

Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèÿ i è j îïðåäåëåíû êîððåêòíî: äëÿ ëþáîé (e-
)ñòåïåíè a ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, èìåþùèå (e-)ñòåïåíü a; êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáûõ ñ÷åòíûõ ñèñòåì M è N, åñëè M èìååò (e-)ñòåïåíü a è
M ≡Σ N, òî N òàêæå èìååò (e-)ñòåïåíü a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [19], ñî âñÿêèì ìíîæåñòâîì A ⊆ ω ñâÿæåì
àáåëåâó ãðóïïó GA =

⊕
n∈A Zpn . Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðóïïà GA èìååò

e-ñòåïåíü [A]e, à ãðóïïà GA⊕A � ñòåïåíü [A]T .
Ïóñòü, íàïðèìåð, ñèñòåìà M èìååò e-ñòåïåíü a. Òàê êàê HF(M) 6Σ

M 6Σ N, è íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M Σ-îïðåäåëèìî â HF(M), òî C
Σ-îïðåäåëèìî â HF(N). Ïîñêîëüêó N 6Σ M, ïî äàííîìó Σ-îïðåäåëåíèþ
è ïî ïðåäñòàâëåíèþ C ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå C′ ∈ N òàêîå, ÷òî C′ 6e C,
à, çíà÷èò, C′ ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â HF(N). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà
N èìååò e-ñòåïåíü, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò e-ñòåïåíè ñèñòåìû M. Àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïîêàçûâàþò ÷òî äàííûå
ñòåïåíè ñîâïàäàþò.
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Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñâîéñòâî èìåòü (e-)ñòåïåíü íå çàìêíóòî âíèç
îòíîñèòåëüíî 6Σ. Àíàëîãè÷íî ëåììå 1 ìîæåò áûòü äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 1. Îòîáðàæåíèÿ i : D → SΣ è j : De → SΣ ÿâëÿþòñÿ
âëîæåíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè 0 è ∨.

Ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ D â SΣ âïåðâûå áûëî îòìå÷åíî À.Í. Õèñà-
ìèåâûì [20]. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Â. Áàëåâîé [8], ïî ñóùåñòâó, äîêàçàíî,
÷òî âëîæåíèÿ i è j ñîõðàíÿþò òàêæå îïåðàöèþ ñêà÷êà, åñëè ñêà÷êîì
ñèñòåìû M ñ÷èòàòü ñèñòåìó M′ = (HF(M), Σ-SatHF(M)).

Ïîíÿòèå ìàññîâîé ïðîáëåìû áûëî ââåäåíî Þ.Ò. Ìåäâåäåâûì â [12].
Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ìàññîâîé ïðîáëåìîé íàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîå ìíîæåñòâî âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé èç ω â ω. Èíòóèòèâ-
íî, ìàññîâûå ïðîáëåìû ìîæíî ïîíèìàòü êàê ìíîæåñòâà "ðåøåíèé"(â
âèäå ôóíêöèé èç ω â ω) íåêîòîðûõ "ïðîáëåì". Íèæå ïðèâåäåíû íåêî-
òîðûå ïðèìåðû ìàññîâûõ ïðîáëåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçâåñòíûì ïðîáëå-
ìàì (çàäà÷àì) òåîðèè âû÷èñëèìîñòè:

1) ïðîáëåìîé ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà A ⊆ ω íàçûâàåòñÿ ìàññîâàÿ
ïðîáëåìà SA = {χA}, ãäå χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà A;

2) ïðîáëåìîé ïåðå÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâà A ⊆ ω íàçûâàåòñÿ ìàññîâàÿ
ïðîáëåìà EA = {f : ω → ω | rng(f) = A}.

3) ïðîáëåìîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ A,B ⊆ ω íàçûâàåòñÿ ìàññîâàÿ
ïðîáëåìà SepA,B = {f : ω → 2 | f−1(0) ⊇ A, f−1(1) ⊇ B}.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí êëàññ ìàññîâûõ ïðîáëåì
� ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè � ñîîòâåòñòâóþùèé îñíîâíîé ïðîáëåìå (çà-
äà÷å) òåîðèè âû÷èñëèìûõ (êîíñòðóêòèâíûõ) ìîäåëåé � èçó÷åíèþ ðàç-
ëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû â HF(∅) ýêâèâàëåíò-
íà ìàññîâîé ïðîáëåìå â ñìûñëå [12]. À èìåííî, äëÿ ñèñòåìû M ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé M íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé îáðàçóåò
ìàññîâóþ ïðîáëåìó { χC | C � ïðåäñòàâëåíèå M }, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà
ïðîáëåìå ïðåäñòàâèìîñòè M â HF(∅) îòíîñèòåëüíî îïðåäåëÿåìîé íèæå
ñâîäèìîñòè ïî Ìåäâåäåâó.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ∈ M åãî íîñèòåëü C ýô-
ôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî (òî÷íåå, ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê) C, ïîñêîëü-
êó c ∈ C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (c = c) ∈ C.
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Äëÿ ñèñòåìû M ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî

{ χ∗C | C � ïðåäñòàâëåíèå M }

÷àñòè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé
M íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (íàïîìíèì, ÷òî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ⊆ ω,
χ∗A(n) = 0 åñëè n ∈ A, è χ∗A(n) íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
Ìíîæåñòâà òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ìàññîâûìè ïðîáëåìàìè
â ñìûñëå Å.Ç. Äûìåíò [14], ïðè÷åì ÷àñòè÷íàÿ ïðîáëåì òàêîãî âèäà ñíîâà
ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå ïðåäñòàâèìîñòè M â HF(∅) îòíîñèòåëüíî îïðå-
äåëÿåìîé íèæå ñâîäèìîñòè ïî Äûìåíò. Ïðîáëåìû òàêîãî âèäà, ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ðàññìàòðèâàëèñü â [18] äëÿ êëàññîâ
êîíå÷íûõ ñèñòåì.

Â [12] òàêæå áûëî ââåäåíî îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè íà êëàññå ìàññîâûõ
ïðîáëåì. Åñëè A è B � ìàññîâûå ïðîáëåìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ñâîäèòñÿ
ê B (îáîçíà÷àåòñÿ A 6 B), åñëè ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíûé îïåðàòîð Ψ
òàêîé, ÷òî Ψ(B) ⊆ A, òî åñòü Ψ(f) ∈ A äëÿ âñåõ f ∈ B. Èíòóèòèâíî,
A ñâîäèòñÿ ê B, åñëè ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà,
êîòîðàÿ ïî ëþáîìó "ðåøåíèþ"èç B âûäàåò íåêîòîðîå "ðåøåíèå"èç A.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡ íà ìàññîâûõ ïðîáëåìàõ îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðåäïîðÿäêó 6 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: A ≡ B åñëè A 6 B è B 6 A.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìàññîâûõ ïðîáëåì ïî îòíîøåíèþ ≡ (íàçûâàå-
ìûå ñòåïåíÿìè òðóäíîñòè) âìåñòå ñ îòíîøåíèåì ñâîäèìîñòè 6 îáðàçó-
þò äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó (áîëåå òîãî, àëãåáðó Áðàóýðà), èçâåñòíóþ
êàê ðåøåòêà Ìåäâåäåâà [12].

Èìååòñÿ åùå îäíî âàæíîå îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè íà êëàññå ìàññî-
âûõ ïðîáëåì, ââåäåííîå À.À. Ìó÷íèêîì â [13]. À èìåííî, åñëè A è B �
ìàññîâûå ïðîáëåìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ñëàáî ñâîäèòñÿ ê B (îáîçíà÷àåòñÿ
A 6w B), åñëè äëÿ âñÿêîé f ∈ B ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíûé îïåðàòîð Ψ òà-
êîé, ÷òî Ψ(f) ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, ñëàáàÿ ñâîäèìîñòü (áóäåì íàçûâàòü
åå òàêæå ñâîäèìîñòüþ ïî Ìó÷íèêó) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèëüíîé ñâîäèìîñòè
(ñâîäèìîñòè ïî Ìåäâåäåâó) îòêàçîì îò òðåáîâàíèÿ ðàâíîìåðíîñòè. Îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡w íà ìàññîâûõ ïðîáëåìàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
6w ñòàíäàðòíûì îáðàçîì; êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ≡w

âìåñòå ñ îòíîøåíèåì ñâîäèìîñòè 6w òàêæå îáðàçóþò äèñòðèáóòèâíóþ
ðåøåòêó, èçâåñòíóþ êàê ðåøåòêà Ìó÷íèêà [13].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå åùå îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå. Åñëè A è B
� ÷àñòè÷íûå ìàññîâûå ïðîáëåìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ñâîäèòñÿ ïî ïåðå-
÷èñëèìîñòè ê B (îáîçíà÷àåòñÿ A 6e B), åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûé
ðåêóðñèâíûé îïåðàòîð Ψ òàêîé, ÷òî B ⊆ dom(Ψ) è Ψ(B) ⊆ A. Ðåøåòêà
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Äûìåíò ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåòíîñòè ÷àñòè÷íûõ ìàññîâûõ ïðî-
áëåì ïî îòíîøåíèþ ≡e è îòíîøåíèÿ ñâîäèìîñòè 6e. Êàê è äëÿ ñâîäè-
ìîñòè ïî Ìåäâåäåâó, äëÿ ñâîäèìîñòè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè íà ÷àñòè÷íûõ
ìàññîâûõ ïðîáëåìàõ ìîæíî îïðåäåëèòü åå ñëàáûé (íåðàâíîìåðíûé) âà-
ðèàíò 6ew.

Èìååòñÿ ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå ýòèõ ñâîäèìîñòåé íà ìíîæåñòâå
ïðîáëåì ïåðå÷èñëèìîñòè, âûòåêàþùåå èç èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó-
÷åííîãî À. Ñýëìàíîì [21] è âïîñëåäñòâèè ïåðåîòêðûòîãî Ì. Ðîçèíàñ [22]:
äëÿ ëþáûõ A,B ⊆ ω, A 6e B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
X ⊆ ω, èç òîãî, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ X-âû÷èñëèìûì ñëåäóåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ
X-âû÷èñëèìûì. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ A,B ⊆ ω,

EA 6w EB ⇐⇒ EA 6 EB ⇐⇒ A 6e B.

Ïîìèìî ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, îòñþäà òàêæå âûòåêàåò, ÷òî ñâîäè-
ìîñòè ïî Ìåäâåäåâó è ïî Ìó÷íèêó ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå ïðîáëåì
ïåðå÷èñëèìîñòè (ýòîò ôàêò îòìå÷àëñÿ òàêæå â [24]).

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì ðàâíîìåðíûå ñâîäèìî-
ñòè íà ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñòâ A, ÿâëÿþùèåñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì ñâîäèìîñòåé ïî Ìåäâåäåâó, Ìó÷íèêó è Äûìåíò íà ìàññîâûõ ïðî-
áëåìàõ [4]. Ïóñòü X ,Y ⊆ P (A), òîãäà

1) X ñâîäèòñÿ ïî Ìåäâåäåâó ê Y (X 6 Y), åñëè ñóùåñòâóþò äâóõìåñò-
íûå Σ-îïåðàòîðû F0 è F1 òàêèå, ÷òî, äëÿ âñåõ Y ∈ Y, 〈Y, A\Y 〉 ∈ δc(F0)∩
δc(F1) è, äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ X , X = F0(Y,A\Y ) è A\X = F1(Y,A\Y );

2) X ñâîäèòñÿ ïî Äûìåíò ê Y (X 6e Y), åñëè ñóùåñòâóåò îäíîìåñò-
íûé Σ-îïåðàòîð F òàêîé, ÷òî, äëÿ âñåõ Y ∈ Y, Y ∈ δc(F ), è F (Y) ⊆ X ;

3) X ñâîäèòñÿ ïî Ìó÷íèêó ê Y (X 6w Y), åñëè äëÿ âñÿêîãî Y ∈ Y
ñóùåñòâóþò äâóõìåñòíûå Σ-îïåðàòîðû F0 è F1 òàêèå, ÷òî 〈Y,A \ Y 〉 ∈
δc(F0) ∩ δc(F1) è, äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ X , X = F0(Y,A \ Y ) è A \ X =
F1(Y, A \ Y );

4) X ñëàáî ñâîäèòñÿ ïî Äûìåíò ê Y (X 6e Y), åñëè äëÿ âñÿêîãî
Y ∈ Y ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíûé Σ-îïåðàòîð F òàêîé, ÷òî Y ∈ δc(F ) è
F (Y) ⊆ X .

Äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A è ñèìâîëà ∗ ∈ {e, , w, ew}, ÷åðåç
M∗(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðóêòóðó ñòåïåíåé 〈P (P (A))/ ≡∗,6∗〉. Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñüM∗ âìåñòîM∗(HF(∅)). Âñå ñòðóê-
òóðû âèäàM∗(A) ÿâëÿþòñÿ ðåøåòêàìè ñ 0 è 1, ïðè÷åìM,Me,Mw èçî-
ìîðôíû ðåøåòêàì Ìåäâåäåâà, Äûìåíò è Ìó÷íèêà ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ðàññìîòðèì íèæíèå êîíóñû,
ñîñòîÿùèå èç ñèñòåì, ýôôåêòèâíî ñâîäÿùèõñÿ ê M:
KΣ(M) = {N | N 6Σ M},
Ke(M) = {N | N 6e (M, m̄) äëÿ íåêîòîðîãî m̄ ∈ M<ω},
K(M) = {N | N 6 (M, m̄) äëÿ íåêîòîðîãî m̄ ∈ M<ω},
Kew(M) = {N | N 6ew M}, Kw(M) = {N | N 6w M}.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

KΣ(M) ⊆ Ke(M) ⊆ K(M) ⊆ Kw(M),

è Ke(M) ⊆ Kew(M) ⊆ Kw(M).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿKΣ(M) ⊆ Ke(M) ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà N ∆-îïðåäåëèìà â HF(M) ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σ-ôîðìóë Γ ñ ïàðàìåòðàìè
m̄ ∈ M<ω (íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè M). Òîãäà Σ-îïåðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé ñâåäåíèå
N 6e (M, m̄), ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïî Γ, ïîñêîëüêó äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
èñòèííîñòè Σ-ôîðìóëû â HF(M, m̄) äîñòàòî÷íî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ïîäìíîæåñòâà àòîìàðíîé äèàãðàììû (M, m̄) è íåêîòîðîãî íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ K(M) ⊆ Kw(M) çàìåòèì, ÷òî, åñëè
N 6 (M, m̄), òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû M, âûäåëÿÿ â íåì
ïðîèçâîëüíûé íàáîð-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ m̄ è ïðèìåíÿÿ s-m-n-òåîðåìó ê
Σ-îïåðàòîðó, îñóùåñòâëÿþùåìó äàííîå ñâåäåíèå, ìû ïîëó÷àåì Σ-îïåðàòîð,
ïðåîáðàçóþùèé ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû N.

Èç îñòàâøèõñÿ íåî÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âêëþ÷åíèå Ke(M) ⊆
K(M). Ïóñòü, íàïðèìåð, N 6e (M, m̄) ïîñðåäñòâîì îäíîìåñòíîãî Σ-
îïåðàòîðà Ψ. Ïî îïåðàòîðó Ψ ïîñòðîèì äâóõìåñòíûå Σ-îïåðàòîðû Ψ1

è Ψ2 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî C ∈ (M, m̄) èìååò ìåñòî Ψ1(C, C) = C′,
Ψ1(C, C) = C′ äëÿ íåêîòîðîãî C′ ∈ N. Äëÿ ýòîãî îïèøåì ýôôåêòèâíûå
ïðîöåäóðû, êîòîðûå ïðåîáðàçóþò âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ (M, m̄) ñ
íîñèòåëåì ω â ïðåäñòàâëåíèå C′ ñèñòåìû N è åãî äîïîëíåíèå. Áóäåì ïî
øàãàì îïðåäåëÿòü íîñèòåëü ñèñòåìû C′ ñîâìåñòíî ñ áèåêöèåé π, îòîáðà-
æàþùåé ýòîò íîñèòåëü íà íîñèòåëü ïðåäñòàâëåíèÿ Ψ(C). À èìåííî, íà
øàãå s îïðåäåëÿåì ïîäìíîæåñòâî Cs ⊇ Cs−1 íîñèòåëÿ C′ (êàê îáû÷íî,
ñ÷èòàåì C−1 = ∅) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåáèðàåì âñå ÷èñëà îò 0 äî s,
íå âîøåäøèå â π(Cs−1); ïîìåùàåì ÷èñëî s â Cs è ïàðó 〈s, c〉 â π â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè c 6 s, c /∈ π(Cs−1) � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Dk ⊆ f ñ íîìåðîì k 6 s â ñòàí-
äàðòíîé íóìåðàöèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîãî (c = c) ∈ Ψ(Dk).
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Ïî ïîñòðîåííûì â ðåçóëüòàòå òàêîé êîíñòðóêöèè íîñèòåëþ C = ∪s∈ωCs

(åãî äîïîëíåíèå C òàêæå ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé êîíñòðóêöèåé)
è áèåêöèè π ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå C′ ∈ N, òàêîå, ÷òî
π � èçîìîðôèçì ñèñòåì Ψ(C) è C′.

Äëÿ âñÿêîãî ñèìâîëà ∗ ∈ {e, , w, ew} îïðåäåëèì îòíîøåíèå 6∗ íà
Kω ñëåäóþùèì îáðàçîì: M 6∗ N â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
K∗(M) ⊆ K∗(N), è ïóñòü S∗ = 〈Kω/ ≡∗, 6∗〉 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó
îòíîøåíèþ ñòðóêòóðà ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ âñÿêîãî ∗ ∈ {e, , w, ew} ñòðóêòóðà S∗ ÿâëÿåòñÿ âåðõ-
íåé ïîëóðåøåòêîé ñ 0, ïðè÷åì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ (↪→)
è ãîìîìîðôèçìû (→)

D ↪→ De ↪→ SΣ → Se → S ↪→M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ñèñòåì M è N è ëþáîãî
∗ ∈ {e, , w, ew} èìååì [M]∗ ∨ [N]∗ = [(M,N)]∗, ãäå (M,N) � òåîðåòèêî-
ìîäåëüíàÿ ïàðà ñèñòåì M è N. Âëîæåíèå De ↪→ SΣ äîêàçàíî â ïðåä-
ëîæåíèè 1. Ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìîâ f : SΣ → Se è g : Se → S
ñëåäóåò èç òåîðåìû 2: ïîëàãàåì, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M, f([M]Σ) = [M]e
è g([M]e) = [M]. Âëîæåíèå S ↪→M òîæäåñòâåííîå.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç (ñèëüíîé) ñâîäèìîñòè ïî Ìåäâåäåâó âñåãäà ñëåäóåò
(ñëàáàÿ) ñâîäèìîñòü ïî Ìó÷íèêó: äëÿ ëþáûõ ìàññîâûõ ïðîáëåì A,B,

A 6 B ⇒ A 6w B.

Â [13] À.À. Ìó÷íèêîì óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ýòè
ñâîäèìîñòè ñîâïàäàþò. Íàïîìíèì åãî ôîðìóëèðîâêó. Äàëåå ïîä êîíå÷-
íûìè ôóíêöèÿìè áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèè âèäà f̃ : n → ω, ãäå n < ω.
Èíòåðâàëîì íàçûâàåòñÿ ìàññîâàÿ ïðîáëåìà âèäà

If̃ = {f : ω → ω | f̃ ⊆ f},

ãäå f̃ � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ. Òîïîëîãèÿ Áýðà íà ìíîæåñòâå ωω îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûáîðîì ìíîæåñòâà âñåõ èíòåðâàëîâ â êà÷åñòâå áàçèñà îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ. Ìàññîâàÿ ïðîáëåìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûòûì ïîäìíîæåñòâîì ωω â òîïîëîãèè Áýðà. Ìàññîâàÿ ïðîáëå-
ìà A íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà If̃ ñ óñëîâèåì
A ∩ If̃ 6= ∅ èìååò ìåñòî ñâîäèìîñòü A ∩ If̃ 6 A.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ íóæíû íåêîòîðûå ïðåäâà-
ðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü A � ìàññîâàÿ ïðîáëåìà. Îïðåäåëèì óñëî-
âèÿ èãðû, êîòîðóþ âåäóò íà ïðîáëåìå A äâà èãðîêà, ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Íà ïåðâîì øàãå ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò èíòåðâàë If̃1

òàêîé, ÷òî
A∩If̃1

6= ∅. Íà âòîðîì øàãå âòîðîé èãðîê âûáèðàåò èíòåðâàë If̃2
òàêîé,

÷òî A∩If̃1
∩If̃2

6= ∅. Íà òðåòüåì øàãå ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò èíòåðâàë
If̃3

òàêîé, ÷òî A∩If̃1
∩If̃2

∩If̃3
6= ∅, è òàê äàëåå. Âòîðîé èãðîê âûèãðû-

âàåò èãðó, åñëè ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ If̃1
, If̃2

, If̃3
, . . . ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

(ôóíêöèåé) èç A. Ìàññîâàÿ ïðîáëåìà A íàçûâàåòñÿ âûèãðûøíîé [13] åñ-
ëè âòîðîé èãðîê âñåãäà èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ. Òåïåðü ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èç [13].
Òåîðåìà 4 (À.À. Ìó÷íèê [13]). Ïóñòü A è B � ìàññîâûå ïðîáëåìû.
Åñëè A çàìêíóòà, à B îäíîðîäíà è âûèãðûøíà, òî

A 6 B ⇐⇒ A 6w B.

Êîíå÷íî, óñëîâèÿ òåîðåìû, âñëåäñòâèå îáùíîñòè ñèòóàöèè, ÿâëÿþòñÿ
äîâîëüíî ñèëüíûìè. Íàèáîëåå ñèëüíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå çàìêíóòîñòè,
êîòîðîå äåëàåò çàòðóäíèòåëüíûì ïðèìåíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ âî ìíîãèõ
êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîáëåì ïåðå÷èñëèìîñòè â [13] áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊆ ω ïðîáëåìà EA îäíîðîäíà è âûèãðûø-
íà, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà card(A) 6 1.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, íà ìíîæåñòâå ïðîáëåì ïåðå÷èñëèìîñòè ñâîäèìîñòè ïî
Ìåäâåäåâó è ïî Ìó÷íèêó ñîâïàäàþò.

Â ñëó÷àå ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè â HF(∅) òàêæå ìîæíî åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ, àíàëî-
ãè÷íóþ òîïîëîãèè Áýðà íà ìíîæåñòâå ωω, çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðóþ âû-
÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ HF(∅) íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, è îòîæ-
äåñòâëÿÿ ïîäìíîæåñòâà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè èõ ïðîîáðà-
çîâ îòíîñèòåëüíî ýòîé íóìåðàöèè.
Ëåììà 2. Âñÿêàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è ïóñòü f̃ � êîíå÷-
íàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî If̃ ∩M 6= ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f̃ ïðåäñòàâëÿåò
íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ÷àñòü àòîìàðíîé äèàãðàììû M. Îïèøåì ýôôåê-
òèâíóþ ïðîöåäóðó, ðàâíîìåðíî ïðåîáðàçóþùóþ âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå
C ∈ M â ïðåäñòàâëåíèå èç M ∩ If̃ . Ïåðåáèðàåì âñå êîíå÷íûå ïîäìíî-
æåñòâà àòîìàðíîé äèàãðàììû C äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåì òî, êîòîðîå
èçîìîðôíî ïîäìíîæåñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó ôóíêöèåé f̃ , à çàòåì ïðèìå-
íÿåì ê íîñèòåëþ ïðåäñòàâëåíèÿ C êîíå÷íóþ ïåðåñòàíîâêó, îñóùåñòâëÿ-
þùóþ ýòîò èçîìîðôèçì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òîé. ×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìå-
ñòî

Ëåììà 3. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäèêàòíîé
ñèãíàòóðû. Ïðîáëåìà M ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû N òîé æå ñèãíàòóðû, ÷òî è M, è
òàêîé, ÷òî N 6∼= M, ñóùåñòâóåò ∃-ïðåäëîæåíèå ϕ ýòîé ñèãíàòóðû,
äëÿ êîòîðîãî:

1) N |= ϕ;
2) äëÿ ëþáîé ñèñòåìû N′ òîé æå ñèãíàòóðû, ÷òî è M, èç N′ |= ϕ

ñëåäóåò, ÷òî N′ 6∼= M.

Èç äàííîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 5. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäèêàòíîé
ñèãíàòóðû. Ïðîáëåìà M ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà card(M) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî M íå çàìêíóòà â ñëó÷àå, êî-
ãäà card(M) > 2. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííóþ êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó M′  
M (êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ââèäó îòñóòñòâèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ â
ñèãíàòóðå). Òîãäà î÷åâèäíî M′ � M, îäíàêî âñÿêîå ∃-ïðåäëîæåíèå, èñ-
òèííîå â M′, èñòèííî òàêæå è â M. Èç ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî M íå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
âûèãðûøíûìè: íàïðèìåð, èìååò ìåñòî

Ëåììà 4. Ïóñòü L � ñ÷åòíûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ïðîáëåìà
ïðåäñòàâèìîñòè L ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
L íå èìååò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L èìååò, íàïðèìåð, íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî âû-
èãðûøíîé ñòðàòåãèåé äëÿ âòîðîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: íà êàæ-
äîì øàãå äîáàâëÿòü íîâûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìåíüøå âñåõ, óæå ïîñòðî-
åííûõ. Åñëè æå L íå èìååò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ,
òî âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ èìååò ïåðâûé èãðîê: íà êàæäîì øàãå íóæ-
íî äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû âî âñå èìåþùèåñÿ ïóñòûå èíòåðâàëû, à
òàêæå ñëåâà è ñïðàâà.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå ñ÷åòíûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíò-
íîñòè, èìåþùèõ âûèãðûøíûå ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè.
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Ëåììà 5. Ïóñòü E � ñ÷åòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîáëåìà
ïðåäñòàâèìîñòè E ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäåòñÿ m0 6 ω òàêîå, ÷òî

1) â E ÷èñëî êëàññîâ èç áîëåå, ÷åì m0 ýëåìåíòîâ, êîíå÷íî;
2) äëÿ êàæäîãî m 6 m0, â E ÷èñëî êëàññîâ èç m ýëåìåíòîâ êîíå÷íî,

çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ÷èñëà êëàññîâ íàèìåíüøåãî ðàçìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � âûèãðûøíàÿ ïðîáëåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî m0 6 ω îäíî èç óñëîâèé (1 èëè 2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè ñó-
ùåñòâóåò m0, òàêîå, ÷òî â E áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ èç m0 ýëåìåíòîâ è
ñóùåñòâóþò êëàññû ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, òî èìååòñÿ âûèãðûø-
íàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ âòîðîãî èãðîêà: íà êàæäîì øàãå íóæíî äîáèâàòüñÿ,
÷òîáû ïîñòðîåííûé êóñîê äèàãðàììû íå ñîäåðæàë êëàññîâ ðàçìåðà èç
ìåíåå, ÷åì m0 ýëåìåíòîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûèãðûøíîñòè ïðîáëåìû E .
Ïîýòîìó äëÿ âñåõ m0 óñëîâèå 2 äîëæíî áûòü âûïîëíåíî, ÷òî, âìåñòå ñ
íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m0 < ω ÷èñëî êëàññîâ
èç áîëåå, ÷åì m0 ýëåìåíòîâ, áåñêîíå÷íî. Íî â ýòîì ñëó÷àå âòîðîé èãðîê
òàêæå èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ: íà øàãå s íóæíî äîáèâàòüñÿ, ÷òî-
áû â ïîñòðîåííîì êóñêå äèàãðàììû âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè èìåëè s
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûèãðûøíîñòüþ
E .

Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî m0 6 ω âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî
óñëîâèÿ 1 è 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé èãðîê èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòå-
ãèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî êëàññîâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà êîíå÷íî, çà èñ-
êëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êëàññîâ íàèìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó, ïåðâûì
æå õîäîì âêëþ÷èâ â äèàãðàììó ýòè êëàññû è äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷à-
ñòè áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ, ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò âíå çàâèñèìîñòè îò
äåéñòâèé âòîðîãî èãðîêà.

Ëåììà 6. Íèêàêàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-
íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2: âî âñÿêîì èí-
òåðâàëå ñîäåðæèòñÿ ëèáî íå ñîäåðæèòñÿ ïðåäñòàâëåíèé äàííîé ñèñòåìû,
ëèáî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè îáëàäàåò ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ìàññîâîé ïðîáëåìû A ñóùåñòâóåò
ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè M òàêàÿ, ÷òî A 6 M. Äåéñòâèòåëüíî, òàêèì
ñâîéñòâîì, î÷åâèäíî, îáëàäàåò êëàññ ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè, è âñÿêàÿ
ñòåïåíü ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðåäñòàâèìîñòè.
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2 ∀-âû÷èñëèìîñòü è ∃-îïðåäåëèìîñòü
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà îá ýê-
âèâàëåíòíîñòè ∀-âû÷èñëèìîñòè è ∃-îïðåäåëèìîñòè [6, 7].
Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ ñ÷åòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì M è N, è ëþ-
áîãî îòíîøåíèÿ R ⊆ HF(N), ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R 6eΣ C äëÿ âñÿêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñèñòåìû M â äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå HF(N);

2) R ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â HF(M, N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ 2 ⇒ 1.
Ïóñòü îòíîøåíèå R ⊆ HF(N) Σ-îïðåäåëèìî â HF(M, N) ñ ïîìîùüþ

íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëû Φ(x, m̄, n̄) ñ ïàðàìåòðàìè m̄ ∈ M<ω, n̄ ∈ N<ω (íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ïðà-
ýëåìåíòàìè). Ýòî çíà÷èò (ñì. [1]), ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕk,i(x̄, ȳ, z̄k) | k, i ∈ ω} ∃-ôîðìóë ñèãíàòóðû (M, N), âû÷èñëèìàÿ ðàâ-
íîìåðíî ïî k è i, òàêàÿ, ÷òî, äëÿ âñåõ k ∈ ω è r̄ ∈ N<ω, κ(k)(r̄) ∈ R
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, N) |= ϕk,i(m̄, n̄, r̄) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ ω.
Ïóñòü òåïåðü C � ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû M â HF(N), è
ïóñòü c̄ ∈ C<ω � íàáîð, äëÿ êîòîðîãî (M, m̄) ∼= (C, c̄). Ëåãêî îïðåäåëèòü
â HF(N) Σ-îïåðàòîð F (èñïîëüçóÿ íàáîðû n̄ è c̄ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ),
äëÿ êîòîðîãî F (C) = R.

Äîêàæåì òåïåðü èìïëèêàöèþ èç 1 â 2. Äëÿ ýòîãî îïèøåì îáùèé ìå-
òîä ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñèñòåì, èñïîëüçóþùèé ìåòîä ôîðñèíãà â
íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ, ñëåäóÿ ðàáîòàì [23] è [9]. Ïóñòü
M è N � ñ÷åòíûå ñèñòåìû ñ âû÷èñëèìûìè ñèãíàòóðàìè σ1 è σ2 ñîîòâåò-
ñòâåííî, è ïóñòü ñèãíàòóðà σ∗ ïîëó÷àåòñÿ èç (äèçúþíêòíîãî) îáúåäèíå-
íèÿ σ1∪σ2 äîáàâëåíèåì íîâûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ R1, U1,∈2, íîâûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ {}1,∪2, è íîâûõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ ∅.
Çàôèêñèðóåì òàêæå áèíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P , íå âõîäÿùèé â
σ∗. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σi(P ) è σ∗(P ) ñèãíàòóðû, ïîëó÷åííûå äîáàâ-
ëåíèåì ýòîãî ñèìâîëà ê σi, i ∈ {1, 2}, è σ∗ ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì òàêæå
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ñèã-
íàòóðû σ ïóñòü σA îáîçíà÷àåò ñèãíàòóðó, ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì ê σ
íîâûõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç A.

Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì, áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïîíÿòèå, àíà-
ëîãè÷íîå, íî áîëåå òåñíî ñâÿçàííîå ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé. Ïóñòü
M � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, à A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Êîïèåé ñèñòå-
ìû M â A áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå π : C → M ,

14



ãäå C ⊆ A � ìíîæåñòâî "îáîçíà÷åíèé"äëÿ ýëåìåíòîâ M. Âñÿêàÿ êîïèÿ
M â A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, íî íå íà-
îáîðîò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C ⊆ ω, òî êîïèÿ π îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå
M íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäàA = HF(N).
Â ýòîì ñëó÷àå âñÿêàÿ êîïèÿ ñèñòåìû M ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé íà
äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HF(M, N), ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé M . Ïîñêîëü-
êó òåõíè÷åñêè áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé èõ
ãðàôèêè êàê îòíîøåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîïèÿ ñèñòåìû M â HF(N)
ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì P â HF(M,N), äëÿ êîòîðîãî Pr1(P ) ⊆
HF(N) è Pr2(P ) = M , ðàññìàòðèâàÿ âñÿêèé ýëåìåíò a ∈ HF(N), äëÿ êî-
òîðîãî 〈a,m〉 ∈ P , â êà÷åñòâå "îáîçíà÷åíèÿ"äëÿ ýëåìåíòà m ∈ M . Áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç π ôóíöêèþ ñ ãðàôèêîì P . Îòíîøåíèå P ñâÿçûâàåò ñ
êàæäûì ýëåìåíòîì èç M íåïóñòîå ìíîæåñòâî "îáîçíà÷åíèé".

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ãåäåëåâñêóþ íóìåðàöèþ d e òåðìîâ è ôîð-
ìóë ñèãíàòóðû σ∗(P ). Àòîìàðíîé äèàãðàììîé êîïèè π íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

D(π) = {〈dϕe, ā〉|ϕ � ëèòåðàë ñèãí. σ1, ā ∈ HF (N)<ω, M |= ϕ(π(ā))},
ãäå äëÿ ā = 〈a0, . . . , ak〉 π(ā) îáîçíà÷àåò íàáîð 〈π(a0), . . . , π(ak)〉. Êîïèÿ
π íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé â HF(N), åñëè D(π) � ∆-îïðåäåëèìîå ïîäìíî-
æåñòâî HF(N).

Èòàê, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå R ⊆ HF (N). Èäåÿ, íà
êîòîðîì îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 1 ⇒ 2, ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè êîïèè π ñèñòåìû M, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà 〈HF(M,N), R, P 〉 áûëà
áû ãåíåðè÷åñêîé â ñìûñëå [23]. Ïîñòðîèì π êàê îáúåäèíåíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè p0 ⊆ p1 ⊆ . . . êîíå÷íûõ ôóíêöèé: π = ∪n∈ωpn. Âñÿêóþ
êîíå÷íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî êîïèè ñèñòåìû
M â HF(N), áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì âûíóæäåíèÿ, ìíîæåñòâî âñåõ òà-
êèõ óñëîâèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(M,N). Îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ
ìåæäó ýëåìåíòàìè P(M, N) è ïðåäëîæåíèÿìè ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N),
äîïóñêàþùèìè îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû, îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì [23]. À èìåííî, äëÿ óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ p è ïðåäëîæåíèÿ Φ îïðå-
äåëèì îòíîøåíèå "p âûíóæäàåò Φ"(îáîçí. p ° Φ) èíäóêöèåé ïî ñëîæíî-
ñòè ïðåäëîæåíèÿ Φ:

1) åñëè Φ � àòîìàðíîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N), òî p °
Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈HF(N), R, p〉 |= Φ;

2) p ° (Φ1 ∨ Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° Φ1 èëè p ° Φ2;
3) p ° ∃xΨ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° Ψ(a) äëÿ íåêîòîðîãî

a ∈ HF (M, N);
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4) p ° ¬Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò óñëîâèÿ âûíóæ-
äåíèÿ q ⊇ p, äëÿ êîòîðîãî q ° Φ.

Îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, à òàêæå êâàíòîð âñåîáùíîñòè è îãðà-
íè÷åííûå êâàíòîðû òðàêòóþòñÿ êàê ñîêðàùåíèÿ, ïîýòîìó

5) p ° (Φ1∧Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° ¬(¬Φ1∨¬Φ2), ò.å. äëÿ
ëþáîãî óñëîâèÿ q ⊇ p ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ r1, r2 ⊇ q òàêèå, ÷òî r1 ° Φ1

è r2 ° Φ2;
6) p ° (Φ1 → Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° (¬Φ1 ∨ Φ2);
7) p ° ∀xΨ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° ¬∃x¬Ψ(x), ò.å. äëÿ

ëþáîãî óñëîâèÿ q ⊇ p è ëþáîãî a ∈ HF (M, N) ñóùåñòâóåò óñëîâèå r ⊇ q
òàêîå, ÷òî r ° Φ(a);

8) p ° (∃x ∈ a)Φ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ` ∃x((x ∈ a)∧Φ(x));
9) p ° (∀x ∈ a)Φ(x)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ° ∀x((x ∈ a) →

Φ(x)).

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ñòàíäàðòíûå äëÿ ëþáîãî
ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîì âûíóæäåíèÿ.
Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N) è ëþ-
áûõ p, q ∈ P(M,N), èç p ⊆ q è p ° Φ ñëåäóåò, ÷òî q ° Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíäóêöèåé
ïî ñëîæíîñòè Φ.

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N) è ëþ-
áîãî p ∈ P(M,N) ñóùåñòâóåò q ⊇ p, äëÿ êîòîðîãî q ° Φ èëè q ° ¬Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïóíêòà 4 îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ âûíóæ-
äåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íå ñóùåñòâóåò q ⊇ p òàêîãî, ÷òî q ° Φ, òî
p ° ¬Φ ïî îïðåäåëåíèþ.

Ëåììà 9. Ïóñòü Φ � ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N). Íå ñóùå-
ñòâóåò óñëîâèÿ p ∈ P(M,N) òàêîãî, ÷òî p ° Φ è p ° ¬Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ Φ. Â ñëó÷àå êî-
ãäà Φ � àòîìàðíîå, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî
Φ = (Φ1 ∨ Φ2). Åñëè p ° Φ è p ° ¬Φ, òî p ° Φi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}
è, â òî æå âðåìÿ, äëÿ ëþáîãî q ⊇ p èìååì q 6° Φ1 è q 6° Φ1, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ëåììà 10. Ñóùåñòâóåò êîïèÿ π (íàçûâàåìàÿ ãåíåðè÷åñêîé) ñèñòå-
ìû M â HF(N), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ñèãíàòóðû
σ∗(P )HF (M,N),

(HF(M, N), R, π) |= Φ ⇐⇒ ∃p ∈ P(M, N) ¹ π (p ° Φ).

Çäåñü P(M, N) ¹ π � ìíîæåñòâî âñåõ óñëîâèé âûíóæäåíèÿ, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïîäìíîæåñòâàìè π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íóìåðàöèþ ïðåäëîæåíèé
ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N): Φ0,Φ1, . . . , Φk, . . ., à òàêæå ïðîèçâîëüíóþ íó-
ìåðàöèþ íîñèòåëÿ ñèñòåìû M: m0,m1, . . . , mk, . . .. Äëÿ ëþáîãî k ∈ ω,
ïóñòü pk � íåêîòîðîå óñëîâèå âûíóæäåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî mk ∈ rng(pk),
è pk ° Φk èëè pk ° ¬Φk (èç ïðåäûäóùèõ ëåìì ñëåäóåò ÷òî òàêîå pk

ñóùåñòâóåò). Îïðåäåëèì êîïèþ π ñèñòåìû M êàê îáúåäèíåíèå ∪k∈ωpk.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ïðåä-
ëîæåíèÿ Φ.

Ëåììà 11. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû Φ(x) ñèãíàòóðû σ∗(P ) ñóùåñòâóåò
ôîðìóëà Φ∗(y, x) ñèãíàòóðû σ∗ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ HF (M,N)
è ëþáîãî óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ p,

p ° Φ(a) ⇐⇒ 〈HF(M, N), R〉 |= Φ∗(p, a).

Φ∗ ñòðîèòñÿ ïî Φ ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîé ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû,
ïðè÷åì åñëè Φ � ∆0(Σ)-ôîðìóëà, òî Φ∗ � òàêæå ∆0(Σ)-ôîðìóëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû Φ.
1) Φ � àòîìàðíàÿ èëè îòðèöàíèå àòîìàðíîé: åñëè Φ = P (m, a), òî

p ° Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈m, a〉 ∈ p; åñëè Φ = ¬P (n, a), òî p ° Φ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈m, a′〉 ∈ p äëÿ íåêîòîðîãî a′ 6= a; âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ p ° Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈HF(M, N), R〉 |= Φ.

2) Φ = (Φ1 ∨ Φ2): Φ∗ = ((Φ1)∗ ∨ (Φ2)∗).
3) Φ = ¬Φ0: ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ âûíóæäåíèÿ, p ° Φ(a) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀q(”q � óñëîâèå âûíóæäåíèÿ” ∧ [q ⊇ p →
¬(Φ0)∗(p, a)]).

4) Φ = ∃yΦ0(a, y): ñíîâà ïî îïðåäåëåíèþ, p ° Φ(a) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∃b(Φ′0)∗(q, 〈a, b〉)), ãäå Φ′0(z) = Φ0(Pr1(z),Pr2(z)).

Èòàê, äîêàæåì èìïëèêàöèþ 1 ⇒ 2 òåîðåìû. Ïóñòü R 6eΣ C äëÿ
ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñèñòåìû M â HF(N), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R
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íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â HF(M, N). Ïóñòü {Φi(x)|i ∈ ω} � íåêîòî-
ðàÿ íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà Σ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ′HF (M,N). Ðàññìîòðèì
ãåíåðè÷åñêóþ êîïèþ π = ∪n∈ωpn ñèñòåìû M â HF(N) ñî ñëåäóþùèì
äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî n ∈ ω, pn óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ pn ° (R 6= Φn(x)). Òàêàÿ êîïèÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå áûëî áû pn−1 ° (R = Φn(x)), è çíà÷èò, ïî ëåììå 11, R áûëî áû
Σ-îïðåäåëèìî â HF(M, N). Èòàê, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Cπ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ãåíåðè÷åñêîé êîïèè π èìååì R 66eΣ Cπ ïîñêîëüêó èíà÷å R áûëî
áû îïðåäåëèìî â 〈HF(M, N), π〉 íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëîé Φn, ÷òî ââèäó
ãåíåðè÷íîñòè π îçíà÷àëî áû âûíóæäàåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Ðàññìîòðèì ñâîäèìîñòè ìåæäó ïðîáëåìàìè ïðåäñòàâèìîñòè è íåêî-
òîðûìè äðóãèìè òèïàìè ìàññîâûõ ïðîáëåì. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîáëåì ïåðå-
÷èñëèìîñòè èç òåîðåìû 6 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò, â íåêîòîðîì ðîäå àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ñýëìàíà-Ðîçèíàñà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è ïóñòü
A ⊆ ω, A 6= ∅. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) EA 6w M;

2) EA 6 (M, m̄) äëÿ íåêîòîðîãî m̄ ∈ M<ω;

3) A Σ-îïðåäåëèìî â HF(M).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ àíàëî-
ãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè:

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è ïóñòü
A ⊆ ω. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) SA 6w M;

2) SA 6 (M, m̄) äëÿ íåêîòîðîãî m̄ ∈ M<ω;

3) A ∆-îïðåäåëèìî â HF(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ìàññîâîé ïðîáëåìû B, SA 6w

B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà EA 6w B è EA 6w B (àíàëîãè÷íî äëÿ îò-
íîøåíèÿ 6).
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Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòà, êî-
òîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû, â òåðìèíàõ ýôôåêòèâíîé îïðåäåëèìîñòè â íà-
ñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ äàåò ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå ñâî-
äèìîñòè ïî Ìó÷íèêó íà ìíîæåñòâå ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè ìîäåëåé
îñîáîãî òèïà, à òàêæå, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêàçûâàåò ñâÿçü ìåæäó ñâî-
äèìîñòÿìè ïî Ìåäâåäåâó è Ìó÷íèêó â ýòîì ñëó÷àå. Ïóñòü M � àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ñèñòåìà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû 〈Pn0

0 , . . . , Pnk
k , . . .〉,

è ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M èìååò ñòåïåíü. Òîãäà

KΣ(M) = Ke(M) = K(M) = Kw(M).

Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèå Kw(M) ⊆
KΣ(M). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì, äàþùèì îïè-
ñàíèå ñèñòåì, èìåþùèõ ñòåïåíü, â òåðìèíàõ îïðåäåëèìîñòè â íàñëåä-
ñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñ÷åòíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìû M ñèãíàòóðû σ, s-îáîãàùåíèåì ñèñòåìû M íàçûâàåò-
ñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà M′ ñèãíàòóðû σ ∪ {s1; 0}, ãäå s � ñèìâîë îäíîìåñò-
íîé ôóíêöèè, à 0 � êîíñòàíòíûé ñèìâîë, òàêîå, ÷òî M′ ¹ σ = M è
〈M, sM′

, 0M′〉 ∼= 〈ω, s, 0〉.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç SM ìàññîâóþ ïðîáëåìó, ÿâëÿþùóþñÿ îáúåäèíåíè-

åì ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè M′ äëÿ âñåõ s-îáîãàùåíèé M′ ñèñòåìû M.
Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M,
SM 6 M. Äåéñòâèòåëüíî, îïèøåì ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó, ïðåîáðàçó-
þùóþ âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M â íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå èç SM:
ïîëàãàåì çíà÷åíèåì êîíñòàíòû 0 íàèìåíüøèé ýëåìåíò (â ñìûñëå ïîðÿä-
êà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ) íîñèòåëÿ C (òî÷íåå, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
ýëåìåíòó êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî = â C); çàòåì ïîëàãàåì â
êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ s(0) íàèìåíüøèé ýëåìåíò (ò.å. åãî êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè) íîñèòåëÿ, íå ëåæàùèé â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ 0, è òàê
äàëåå. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî è SM 6w M.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M èìååò ñòåïåíü;

2) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M, ÿâëÿþùååñÿ ∆-îïðåäåëèìûì â
HF(M) (êàê ïîäìíîæåñòâî ω);

3) íåêîòîðîå s-îáîãàùåíèå ñèñòåìû M ∆-îïðåäåëèìî â HF(M);
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4) M ≡ SA äëÿ íåêîòîðîãî A ⊆ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2 ⇒ 3. Ïóñòü C ∈ M òàêîâî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ∆-îïðå-
äåëèìûì â HF(M). Òà æå ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ÷òî è â çàìå÷àíèè
ïåðåä òåîðåìîé, ïðåîáðàçóåò ïðåäñòàâëåíèå C â ïðåäñòàâëåíèå èç M′,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî M′ ∆-îïðåäåëèìî â HF(M).

3 ⇒ 2. Ïóñòü M′ ∆-îïðåäåëèìî â HF(M). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M ÿâëÿåòñÿ ∆-îïðåäåëèìûì âHF(M), ïðè-
÷åì íîñèòåëåì C ìîæíî âçÿòü ω. Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå f ìåæäó íîñèòåëåì M′ (òî÷íåå, åãî ïðåäñòàâëåíèåì íà HF(M))
è ω, êîòîðîå áóäåò ∆-îïðåäåëèìûì â HF(M), ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
âñÿêîãî a ∈ HF (M) è âñÿêîãî n ∈ ω, ïîëàãàåì f(a) = n â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò a0, . . . , an ∈ HF (M) òàêèå, ÷òî, ñîãëàñíî
äàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñèñòåìû M′, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà a0 = 0M′

,
a1 = sM′

(a0), . . . , a = an = sM′
(an−1).

2 ⇒ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ∈ M

åãî àòîìàðíàÿ äèàãðàììà ∆-îïðåäåëèìà â HF(N) ñ ïàðàìåòðàìè n̄ ∈
N<ω (ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
èç N). Íî èç ýòîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî C 6T C′ äëÿ ëþáîãî
C′ ∈ M. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèìûå îïåðàòîðû, îñóùåñòâëÿþùèå ýòè
ñâîäèìîñòè, ñòðîÿòñÿ ïî Σ-ôîðìóëàì, îïðåäåëÿþùèì C.

1 ⇒ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå C ∈ M òàêîå,
÷òî C 6T C′ äëÿ ëþáîãî C′ ∈ M. Â òåðìèíàõ ìàññîâûõ ïðîáëåì ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî SC 6w M. Îòñþäà, ïî òåîðåìå 2, C ÿâëÿåòñÿ
∆-îïðåäåëèìûì â HF(M) (êàê ïîäìíîæåñòâî ω).

Äîêàæåì, íàêîíåö, âêëþ÷åíèå Kw(M) ⊆ KΣ(M) â òåîðåìå 7. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà N òàêîâà, ÷òî N 6w M. Çàôèêñèðóåì òàêæå íåêî-
òîðîå ïðåäñòàâëåíèå C0 ∈ M òàêîå, ÷òî C0 ÿâëÿåòñÿ ∆-îïðåäåëèìûì ïîä-
ìíîæåñòâîì â HF(M). Èç ñâîäèìîñòè N 6w M ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäñòàâëåíèÿ C ∈ N òàêîãî, ÷òî C 6TΣ C0. Ïîñêîëüêó C0 ∆-îïðåäåëèìî
â HF(N), òî æå ñàìîå âåðíî è â îòíîøåíèè C; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N ∆-
îïðåäåëèìà â HF(M) ïîñðåäñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ C. Òåì ñàìûì, òåîðåìà
7 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M èìååò e-ñòåïåíü;

2) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå C ñèñòåìû M, ÿâëÿþùååñÿ Σ-îïðåäåëèìûì
â HF(M) (êàê ïîäìíîæåñòâî ω);

20



3) M ≡ EA äëÿ íåêîòîðîãî A ⊆ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû è òåîðåìû 8 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ñèñòåìà M èìååò ñòåïåíü, òî îíà èìååò è
e-ñòåïåíü.

Â [19] â íåÿâíîì âèäå ñîäåðæàòñÿ ïðèìåðû ñèñòåì, èìåþùèõ e-ñòåïåíü,
íî íå èìåþùèõ ñòåïåíè. À èìåííî, â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð ìíî-
æåñòâà A ⊆ ω, äëÿ êîòîðîãî ìàññîâàÿ ïðîáëåìà EA íå ñîäåðæèò íàèìåíü-
øåãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó, à òàêæå óêàçàí
ñïîñîá, ñâÿçûâàþùèé ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì A ⊆ ω àáåëåâó ãðóï-
ïó GA, äëÿ êîòîðîé GA ≡ EA.

Àíàëîãîì òåîðåìû 7 äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ e-ñòåïåíü, ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M èìååò e-ñòåïåíü. Òîãäà

KΣ(M) = Ke(M) = Kew(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.

Åùå îäíîé õàðàêòåðèçàöèåé ñèñòåì, èìåþùèõ ñòåïåíü, ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 11. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M èìååò ñòåïåíü;

2) äëÿ íåêîòîðîãî s-îáîãàùåíèÿ M′ ñèñòåìû M âåðíî M′ ∈ KΣ(M);

3) äëÿ íåêîòîðîãî s-îáîãàùåíèÿ M′ ñèñòåìû M âåðíî M′ ∈ K(M);

4) äëÿ íåêîòîðîãî s-îáîãàùåíèÿ M′ ñèñòåìû M âåðíî M′ ∈ Kw(M).

Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ðàçâåðíóòûì [2],
åñëè â A ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíàÿ Σ-ôóíêöèÿ f : o(A) → A, è ÷àñòè÷íî
ðåêóðñèâíî ðàçâåðíóòûì, åñëè â A ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ñþðúåêòèâíàÿ
Σ-ôóíêöèÿ f : o(A) → A. Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f
ìîæåò áûòü âûáðàíà áèåêòèâíîé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Òîãäà

1) íåêîòîðàÿ êîïèÿ M â HF(∅) ∆-îïðåäåëèìà â HF(M) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà HF(M) ðåêóðñèâíî ðàçâåðíóòî;
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2) íåêîòîðàÿ êîïèÿ M â HF(∅) Σ-îïðåäåëèìà â HF(M) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà HF(M) ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíî ðàçâåðíóòî.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè M ðåêóðñèâíî ðàçâåðíóòî (÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíî
ðàçâåðíóòî), òî M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü).
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ÓÄÊ 510.5
À.È. Ñòóêà÷åâ, Î ñòåïåíÿõ ïðåäñòàâèìîñòè ìîäåëåé I,II.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ ýôôåê-
òèâíîé ñâîäèìîñòè ìåæäó ñèñòåìàìè. Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî,
÷òî ïîëóðåøåòêà ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè ñ÷åòíûõ ñèñòåì õîðîøî ñî-
ãëàñîâàíà ñ ïîëóðåøåòêàìè T - è e-ñòåïåíåé ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Â ðàáîòå òàêæå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñè-
ñòåì, íàñëåäóåìûõ ïðè ðàçëè÷íûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòÿõ, à òàêæå
èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè îò âûáîðà ðàçëè÷-
íûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå îáëàñòåé äëÿ ïðåäñòàâëåíèé.


