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Î ñòåïåíÿõ ïðåäñòàâèìîñòè ìîäåëåé. II1
À.È. ÑÒÓÊÀ×ÅÂ

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2] è èñïîëüçóåò òà-
êèå æå îáîçíà÷åíèÿ.

1 Ñâîécòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íàñëåäóåìûå
ïðè ýôôåêòèíûõ ñâîäèìîñòÿõ

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòåïåíè ó ñèñòåìû N â òåîðåìå 7 ðàáîòû [1] ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è íå ìîæåò áûòü îïóùåíî, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýôôåêòèâ-
íûõ ñâîäèìîñòåé ìåæäó ñèñòåìàìè, è, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
Σ-îïðåäåëèìîñòè.

Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé [3], åñëè
Th∃(M, m̄) âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà äëÿ âñÿêîãî m̄ ∈ M<ω. Èìååò ìå-
ñòî

Êàê îòìå÷åíî â [3], ëîêàëüíàÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü ñèñòåìû M

ýêâèâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω ñóùåñòâóþò êîí-
ñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà N è íàáîð n̄ ∈ N<ω òàêèå, ÷òî Th∃(M, m̄) =
Th∃(N, n̄). Äëÿ ñèñòåì M è N áóäåì ÷åðåç M 6∃ N îáîçíà÷àòü òîò
ôàêò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω ñóùåñòâóåò íàáîð n̄ ∈ N<ω,
äëÿ êîòîðîãî Th∃(M, m̄) 6e Th∃(N, n̄). Â ÷àñòíîñòè, åñëè M ëîêàëü-
íî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà, òî M 6∃ N äëÿ ëþáîé ñèñòåìû N. Êàê áûëî
âïåðâûå îòìå÷åíî â [3], åñëè M 6Σ N è ñèñòåìà N ëîêàëüíî êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìà, òî ñèñòåìà M òàêæå ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà. Äàí-
íîå çàìå÷àíèå íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
M 6Σ N, òî M 6∃ N. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äðóãèõ íåîáõîäèìûõ óñëî-
âèé Σ-îïðåäåëèìîñòè (êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äîêàçàòåëüñòâà
îòðèöàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñâîäèìîñòè 6Σ) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ïîíÿòèÿ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 05-0100481 è 06-0104002, Ñîâå-
òà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ
íàóê è èõ íàó÷íûõ ðóêîâîäèòåëåé, ïðîåêò ÌÊ-1239.2005.1, à òàêæå INTAS, ïðîåêò
INTAS YSF 04-83-3310.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçè-
ðóåìîé óðîâíÿ n (1 < n 6 ω), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω ñóùå-
ñòâóþò êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà N è íàáîð n̄ ∈ N<ω, òàêèå,
÷òî (M, m̄) ≡HF

n (N, n̄). Ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé óðîâíÿ n (1 < n 6 ω), åñëè ñóùåñòâó-
åò êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà N, äëÿ êîòîðîé M 4HF

n N.

Íàïðèìåð, ñèñòåìà 〈ωCK
1 ,6〉 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî êîíñòðóê-

òèâèçèðóåìîé óðîâíÿ ω, ïîñêîëüêó 〈ωCK
1 ,6〉 4HF 〈ωCK

1 (1 + η), 6〉, ãäå
ïîñëåäíèé ïîðÿäîê (ïîðÿäîê Õàððèñîíà) êîíñòðóêòèâèçèðóåì.

Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäèêàòíàÿ (äëÿ ïðîñòîòû) ñèãíàòóðà. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà M ñèãíàòóðû σ ñ íîñè-
òåëåì M , åñëè çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî
D(M) àòîìàðíûõ ïðåäëîæåíèé è îòðèöàíèé àòîìàðíûõ ïðåäëîæåíèé
ñèãíàòóðû σM . Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé (ïîëíîé) ñè-
ñòåìû N ñèãíàòóðû σ èìååò ìåñòî D(M) ⊆ D(N), ãäå D(N) � àòîìàð-
íàÿ äèàãðàììà M. Ìíîæåñòâî D(M) òàêæå áóäåì íàçûâàòü àòîìàðíîé
äèàãðàììîé ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû M. ×àñòè÷íóþ ñèñòåìó M (âû÷èñëèìîé
ñèãíàòóðû) áóäåì íàçûâàòü êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé, åñëè ïðè íåêîòîðîé
íóìåðàöèè íîñèòåëÿ M ìíîæåñòâî D(M) áóäåò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-
ìûì.

Ïóñòü M è N � ïðîèçâîëüíûå, âîçìîæíî ÷àñòè÷íûå, ñèñòåìû ñèã-
íàòóðû σ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M � ïîäñèñòåìà N (îáîçí. M 6 N),
åñëè D(M) ⊆ D(N). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî M ýêçèñòåíöèàëüíî çà-
ìêíóòà â N (îáîçí. M 4∃ N), åñëè äëÿ ëþáîé áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëû
ϕ(x̄, ȳ) ñèãíàòóðû σ è ëþáîãî m̄ ∈ M<ω, èç N |= ∃x̄ϕ(x̄, m̄) ñëåäóåò, ÷òî
M |= ∃x̄ϕ(x̄, m̄).

Èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè M 6Σ N è ñèñòåìà N (ðàâíîìåðíî) ëîêàëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìà óðîâíÿ n, òî

1) åñëè 1 < n 6 ω, òî ñèñòåìà M òàêæå (ðàâíîìåðíî) ëîêàëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìà óðîâíÿ n;

2) åñëè n = 1 è ñèñòåìà N ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçè-
ðóåìà, òî ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà M′

òàêàÿ, ÷òî M 4∃ M′;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, ñèñòåìà N ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâè-
çèðóåìà óðîâíÿ n, è Σ-îïðåäåëèìà âHF(N) ïîñðåäñòâîì íàáîðà Σ-ôîðìóë
Γ ñ ïàðàìåòðàìè n̄0 ∈ N<ω.
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Ïóñòü m̄ ∈ M<ω, è ïóñòü n̄ ∈ N<ω � òàêîé íàáîð, ÷òî, äëÿ íåêîòî-
ðûõ κ1, . . . ,κk ∈ HF (ω), íàáîð 〈κ1(n̄), . . . ,κk(n̄)〉 ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó
m̄ â ïðåäñòàâëåíèè, çàäàâàåìîì Γ. Ðàññìîòðèì íàáîð n̄n̄0. Ïóñòü N′ �
êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà, è n̄′n̄′0 ∈ N ′<ω òàêîâû, ÷òî (N, n̄n̄0) ≡HF

n

(N′, n̄′n̄′0). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó M′, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â HF(N′) òîé
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôîðìóë Γ ñ ïàðàìåòðàìè n̄′0. Åñëè n > 1, òî
(òîòàëüíàÿ) ñèñòåìà M′ êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ïðè n = 1 ñèñòåìà M′,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íîé. Â ëþáîì ñëó÷àå, M′ êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìà, è äëÿ íàáîðà m̄′, ñîîòâåòñòâóþùåãî â ýòîì ïðåäñòàâëå-
íèè íàáîðó 〈κ1(n̄′), . . . ,κk(n̄′)〉, èìååì (M, m̄) ≡HF

n (M′, m̄′). Äåéñòâè-
òåëüíî, îïðåäåëèì ýôôåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóë, èíäóöèðóåìîå
Γ. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, σM = 〈Pn0

0 , . . . , P
nk−1

k−1 〉, è ïóñòü ñèñòåìà M ∆-
îïðåäåëèìà â HF(N) ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ = 〈Φ, Φ∗, Ψ, Ψ∗,
Φ0, Φ∗0, . . . ,Φk−1, Φ∗k−1〉 Σ-ôîðìóë ñ ïàðàìåòðîì a ∈ HF (N). Îïðåäåëèì
(ýôôåêòèâíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ Γ1,Γ2 : Form(σ′M) → Form(σ′(N,n̄0)) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû σ′M, íå ñîäåðæàùåé
èìïëèêàöèè è ñ îòðèöàíèÿìè òîëüêî ïåðåä àòîìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè
(âñÿêàÿ ôîðìóëà ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå òàêîãî âèäà), îïðåäå-
ëèì ôîðìóëû Γ1(ϕ) è Γ2(ϕ) èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ϕ (âñþäó
äàëåå, äëÿ Σ-ôîðìóëû Φ ÷åðåç ∼ Φ áóäåì îáîçíà÷àòü Π-ôîðìóëó, ëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ ¬Φ):

1) åñëè ϕ ­ Pi(t0, . . . , tni−1), òî Γ1(ϕ) ­∼ Φ∗i (t0, . . . , tni−1, a),
Γ2(ϕ) ­ Φi(t0, . . . , tni−1, a);

2) åñëè ϕ ­ ¬Pi(t0, . . . , tni−1), òî Γ1(ϕ) ­∼ Φi(t0, . . . , tni−1, a),
Γ2(ϕ) ­ Φ∗i (t0, . . . , tni−1, a);

3) åñëè ϕ ­ U(t), òî Γ1(ϕ) ­∼ Φ∗(t, a), Γ2(ϕ) ­ Φ(t, a);

4) åñëè Φ ­ ¬U(t), òî Γ1(ϕ) ­∼ Φ(t, a), Γ2(ϕ) ­ Φ∗(t, a);

5) åñëè Φ ­ (t1 = t2), òî Γ1(ϕ) ­ ((∼ Φ∗(t1, a)∧ ∼ Φ∗(t2, a)∧ ∼
Ψ∗(t1, t2, a))∨(∼ Φ(t1, a)∧ ∼ Φ(t2, a)∧(t1 = t2))), Γ2(ϕ) ­ ((Φ(t1, a)∧
Φ(t2, a) ∧Ψ(t1, t2, a)) ∨ (Φ∗(t1, a) ∧ Φ∗(t2, a) ∧ (t1 = t2)));

6) åñëè ϕ ­ ¬(t1 = t2), òî Γ1(ϕ) ­ ((∼ Φ∗(t1, a)∧ ∼ Φ∗(t2, a)∧ ∼
Ψ(t1, t2, a))∨(∼ Φ(t1, a)∧ ∼ Φ(t2, a)∧¬(t1 = t2))), Γ2(ϕ) ­ ((Φ(t1, a)∧
Φ(t2, a) ∧Ψ∗(t1, t2, a)) ∨ (Φ∗(t1, a) ∧ Φ∗(t2, a) ∧ ¬(t1 = t2)));

7) åñëè ϕ ­ (ϕ1 ∗ϕ2), ∗ ∈ {∧,∨}, òî Γi(ϕ) ­ (Γi(ϕ1) ∗Γi(ϕ2)), i = 1, 2;

8) åñëè ϕ ­ (Qx ∈ t)ψ, Q ∈ {∀,∃}, òî Γi(ϕ) ­ (Qx ∈ t)Γi(ψ), i = 1, 2;
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9) åñëè ϕ ­ Qxψ, Q ∈ {∀,∃}, òî Γi(ϕ) ­ QxΓ3−i(ψ), i = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ n > 0 è ϕ ∈ Form(σ′M), åñëè ϕ � Σn-
ôîðìóëà, òî Γ1(ϕ) � òàêæå Σn-ôîðìóëà; åñëè ϕ � Πn-ôîðìóëà, òî Γ2(ϕ)
� òàêæå Πn-ôîðìóëà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ HF-êàòåãîðè÷íîé óðîâíÿ n
(n 6 ω), åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M′ òîé æå ñèãíàòóðû è ìîùíîñòè,
÷òî è M,

HF(M) ≡n HF(M′) ⇒ M ∼= M′.

Â ñëó÷àå n = ω ñèñòåìó M áóäåì íàçûâàòü HF-êàòåãîðè÷íîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî HF-êàòåãîðè÷íîñòü óðîâíÿ 1 ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðè÷-
íîñòè óðîâíÿ 1 â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïðèìåðàìè òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿ-
þòñÿ, íàïðèìåð, ìîäåëè êàòåãîðè÷íûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîùíîñòè ìî-
äåëüíî ïîëíûõ òåîðèé). Ïðèìåðàìè HF-êàòåãîðè÷íûõ óðîâíÿ 2 ñèñòåì
ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áåç áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ
è àáåëåâû ãðóïïû êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 2 íèæå). Ïðè-
ìåðîì ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå êàòåãîðè÷íà â HF-ëîãèêå, ìîæåò ñëóæèòü
ëèíåéíûé ïîðÿäîê 〈ωCK

1 , 6〉.
Ïóñòü E � ñ÷åòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (ò.å. ñ÷åòíàÿ àëãåáðà-

è÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî áèíàðíîãî ïðåäèêàòà,
èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî â ýòîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè). Õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî χ(E) ⊆
ω2, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(E) = {〈m,n〉| â E íå ìåíåå m êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçìåðà n}.

Îïðåäåëèì òàêæå ñëàáóþ õàðàêòåðèñòèêó E :

χ∗(E) = {〈m,n〉| â E íå ìåíåå m êëàññîâ ðàçìåðà íå ìåíåå n}.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî χ∗(E) ≡e Th∃(E). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè
ðàçìåð êîíå÷íûõ êëàññîâ E îãðàíè÷åí, òî E êîíñòðóêòèâèçèðóåìà. Åñëè
æå ðàçìåð êîíå÷íûõ êëàññîâ E íå îãðàíè÷åí, òî χ∗(E) = ω2. Â ëþáîì
ñëó÷àå, âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðó-
åìî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà χ(E) îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå E ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Êðîìå òîãî,
èìååò ìåñòî
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü E è E ′ � ñ÷åòíûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Òîãäà

1) E ≡1 E ′ ⇐⇒ χ∗(E) = χ∗(E);

2) E ≡HF
2 E ′ ⇐⇒ χ(E) = χ(E ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, 〈m,n〉 ∈ χ(E) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû a1

1, . . . , a
1
n, . . . , am

1 , . . . , am
n

èç E òàêèå, ÷òî ai
k ∼ ai

l äëÿ âñåõ i, k, l, è ai
k 6∼ aj

l äëÿ âñåõ i, j, k ñ óñëîâèåì
i 6= j, è äëÿ ëþáîãî a ∈ E èç a ∼ ai

k ñëåäóåò, ÷òî a = ai
l äëÿ íåêîòîðîãî

l. Äàííîå óñëîâèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ∃∀-ôîðìóëû ñèãíàòóðû
îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè M � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé óðîâíÿ 2, òî âñÿêîå ñ÷åòíîå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè, Σ-îïðåäåëèìîå â HF(M), êîíñòðóêòèâèçèðóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1, åñëè E � ñ÷åòíîå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðîãî E 6Σ M, òî E òàêæå ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâè-
çèðóåìî óðîâíÿ 2. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ îòñþäà, ñëåäóåò, ÷òî
E êîíñòðóêòèâèçèðóåìî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî êëàññ ëîêàëüíî êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìûõ (óðîâíÿ 1) ñ÷åòíûõ ñèñòåì çàìêíóò âíèç îòíîñèòåëüíî 6w

� ñàìîé ñëàáîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü M è N � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (ïðîèçâîëü-
íîé ìîùíîñòè). Åñëè N ∈ Kw(M), òî N 6∃ M. Â ÷àñòíîñòè, åñëè M

ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà, òî ëþáàÿ ñèñòåìà N ∈ Kw(M) òàêæå
ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà.

Òàê êàê ïàðà (M, N) ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà M è N ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìû, ìíîæåñòâî ñòåïå-
íåé, ïîðîæäåííûõ ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìûìè ñèñòåìàìè, ÿâëÿ-
åòñÿ èäåàëîì â ïîëóðåøåòêàõ S∗, ∗ ∈ {Σ, e, , w, ew}. Êëàññû ëîêàëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ñèñòåì óðîâíÿ n ïðè n > 1, îäíàêî, çàìêíóòû
âíèç òîëüêî îòíîñèòåëüíî 6Σ (à, ñòàëî áûòü, îáðàçóþò íà÷àëüíûå ñåã-
ìåíòû â SΣ). Äëÿ áîëåå ñëàáûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòåé ýòî íå òàê.
Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé óðîâíÿ 1 (ñòðîãî), òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîé íåêîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû M èìååò ìåñòî M0 6
M. Â ÷àñòíîñòè, åñëè M ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà óðîâíÿ n > 1
è íå êîíñòðóêòèâèçèðóåìà, òî KΣ(M)  K(M).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íåçà-
âèñèìî Ò. Ñëýìàíîì [9] è Ñ. Âåõíåðîì [10], î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåìû,
ïðîáëåìà ïðåäñòàâèìîñòè êîòîðîé ïðèíàäëåæèò íàèìåíüøåé íåíóëåâîé
ñòåïåíè ðåøåòêè Ìåäâåäåâà (ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïîëóðåøåò-
êà ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè S èìååò íàèìåíüøèé íåíóëåâîé ýëåìåíò).
Âñÿêàÿ òàêàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà: èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ñèñòåìà M òàêîâà, ÷òî M 6w A äëÿ ëþáîé
íåâû÷èñëèìîé ìàññîâîé ïðîáëåìû A. Òîãäà M ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâè-
çèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ïðîèç-
âîëüíîé ñèñòåìû M è ëþáîãî m̄ ∈ M<ω èìååò ìåñòî Th∃(M, m̄) 6e C.
Ïîýòîìó, åñëè M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, òî, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ëþáîãî m̄ ∈ M<ω, Th∃(M, m̄) 6e X äëÿ ëþáîãî X ⊆ ω, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò ëîêàëüíàÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü M.

Îñíîâûâàÿñü íà êîíñòðóêöèè ñèñòåìû MS èç [9] ñ óêàçàííûì âûøå
ñâîéñòâîì, ïîñòðîèì ïðèìåð ñèñòåìû M è îòíîøåíèÿ P ⊆ M òàêèõ,
÷òî (M, P ) ≡ M, îäíàêî ñèñòåìà (M, P ) íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â
HF(M). Ïóñòü M′

S � êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé MS 6
M′

S . Ñèñòåìà M′
S ïîëó÷àåòñÿ èç MS äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ìåòîê äëÿ âñÿêîãî (íå îáÿçàòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî) ïóòè â MS .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A, êîòîðàÿ íå êîíñòðóêòèâèçèðóåìà, íî

îáëàäàåò êîíñòðóêòèâèçèðóåìûì 2-ýëåìåíòàðíûì â HF-ëîãèêå ðàñøèðå-
íèåì, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (A, M′

S) (òåîðåòèêî-ìîäåëüíóþ ïàðó ñèñòåì A

è M′
S). Îäíîìåñòíîå îòíîøåíèå P ⊆ M ′

S îïðåäåëèì ñîñòîÿùèì èç ìåòîê
äëÿ ïóòåé â MS 6 M′

S : äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïóòè, P äîëæíî ñîäåðæàòü
áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ìåòîê, è òàêæå äîëæíî îñòàâàòüñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî ìåòîê òàêèõ ïóòåé, íå âõîäÿùèõ â P .

Èìååì MS 6 (A,M′
S), îòñþäà ((A,M′

S), P ) 6 (A, M′
S) (íîâûå ìåò-

êè äëÿ îòíîøåíèÿ P ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì MS â êà÷åñòâå îáðàç-
öà). Ñâîäèìîñòü â îáðàòíóþ ñòîðîíó î÷åâèäíà. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà
((A, M′

S), P ) íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â HF(A, M′
S), ïîñêîëüêó â ýòîì
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ñëó÷àå ñèñòåìà MS áûëà áû Σ-îïðåäåëèìà â HF(A,M′
S), ÷òî íåâîçìîæíî

ïî ïðåäëîæåíèþ 1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Ïóñòü M, M′ è N � ñ÷åòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ïðè-
÷åì N ëîêàëüíî êîíñòðóêèâèçèðóåìà, è M 4HF

2 M′. Òîãäà (M,N) 4HF
2

(M′,N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

(M,N) |=
∧

i∈ω

∀āi∀b̄i

∨

j∈ω

(ϕij(āi) ∧ ψij(b̄i)).

Äëÿ êàæäîãî i ∈ ω è êàæäîãî b̄ ∈ N<ω, ïóñòü Ji(b̄) = {j ∈ ω|N |= ψj(b̄)}.
Ïî óñëîâèþ, äëÿ âñÿêîãî i ∈ ω è äëÿ âñÿêîãî b̄ ∈ N<ω èìååò ìåñòî

M |= ∀āi

∨

j∈Ji(b̄)

ϕij(ā).

Ïîñêîëüêó M 4HF
n M′, ýòè æå ôîðìóëû èñòèííû è â M′, òî åñòü

(M′,N) |= ∀āi

∨

j∈ω

(ϕij(ā) ∧ ψij(b̄))

äëÿ âñÿêîãî i ∈ ω è äëÿ âñÿêîãî b̄ ∈ N<ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M è îäíîìåñòíîå îòíî-
øåíèå P ⊆ M , äëÿ êîòîðûõ (M, P ) ≡ M, îäíàêî (M, P ) 66Σ M.

Òåîðåìà 2 èìååò èíòåðåñ â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì èç [11]:
äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû M è îòíîøåíèÿ P ⊆ Mn, P ÿâëÿåòñÿ Σ-
îïðåäåëèìûì â HF(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, äëÿ âñÿêîãî C ∈
(M, P ) n ∈ ω, P C ÿâëÿåòñÿ C ¹ σM-â.ï..

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì M è N ñ óñëîâèåì card(M) 6 card(N),
ðàññìîòðèì êëàññ

K(M, N) = {M′ | Pr(M′,HF(N)) 6 Pr((M, m̄),HF(N)), m̄ ∈ M<ω}.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êëàññûKe(M,N),Kw(M, N) èKew(M, N).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü M è N � ñ÷åòíûå ñèñòåìû, è ïóñòü N � ëèáî
ìîäåëü ïóñòîé ñèãíàòóðû, ëèáî ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Òîãäà
KΣ(M) = Ke(M, N) = K(M, N).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ N = S, ãäå S � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïóñòîé ñèã-
íàòóðû, ðàññóæäåíèÿ òðèâèàëüíû: ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå M ñ ïîä-
ìíîæåñòâîì S â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ. Äëÿ A = L, ãäå L � ïëîòíûé ëè-
íåéíûé ïîðÿäîê, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå M ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì
èç ïîäìíîæåñòâ L, ÿâëÿþùèõñÿ "âçàèìíî ïëîòíûìè": ìåæäó ëþáûìè
ïðåäñòàâèòåëÿìè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå ñëåâà è ñïðàâà,
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðåäñòàâèòåëåé ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåí-
òà.

Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû ïîëóðåøåòêè
SΣ ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè è ïîëóðåøåòîê S(HF(N)) ñòåïåíåé ïðåä-
ñòàâèìîñòè, ãäå N � ëèáî ñ÷åòíàÿ ìîäåëü ïóñòîé ñèãíàòóðû, ëèáî ñ÷åò-
íûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü M è N � ñ÷åòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.
Ñèñòåìà M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü) íàä N, åñëè ñóùåñòâóåò íàè-
ìåíüøàÿ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ TΣ-ñòåïåíåé (eΣ-ñòåïåíåé) âñåâîçìîæ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé M â HF(N).

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 6 èç [1] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå
òåîðåìû 1 èç [1]:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M è N � ñ÷åòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü) íàä N;

2) íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C ⊆ HF (N) ñèñòåìû M ÿâëÿåòñÿ ∆-
îïðåäåëèìûì (Σ-îïðåäåëèìûì) â HF(M, N).

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè M 6∃ N, òî M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü) íàä N

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M 6Σ N. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè M èìååò
ñòåïåíü (e-ñòåïåíü) íàä N è N 6Σ N′, òî M èìååò ñòåïåíü (e-ñòåïåíü)
íàä N′. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû A ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
M, èìåþùàÿ ñòåïåíü, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â HF(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊆ ω � ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå
ÿâëÿþùååñÿ ∆-îïðåäåëèìûì â HF(A) (îíî ñóùåñòâóåò ââèäó ìîùíîñò-
íûõ ñîîáðàæåíèé: â ëþáîì ñ÷åòíîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ñ÷åòíîå ÷èñ-
ëî Σ-ïîäìíîæåñòâ). Àáåëåâà ãðóïïà GA⊕Ā íå ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â
HF(A), ïîñêîëüêó èíà÷å A áûëî áû ∆-ïîäìíîæåñòâîì â HF(A). Â òî æå
âðåìÿ GA èìååò ñòåïåíü (â HF(∅), à çíà÷èò è â HF(A)).
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Êàê è â íåðåëÿòèçîâàííîì ñëó÷àå, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M è N � ñ÷åòíûå ñèñòåìû. Åñëè M èìååò ñòåïåíü
íàä N, òî KΣ(M, N) = Ke(M, N) = K(M, N). Åñëè M èìååò e-ñòåïåíü
íàä N, òî KΣ(M,N) = Ke(M, N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 7 èç [1], ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3.

2 Ðàâíîìåðíûå ñâîäèìîñòè ëîêàëüíûõ HF-òåîðèé
Åùå îäíèì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îòíîøåíèÿ M 6Σ N ìåæäó ñèñòå-
ìàìè M è N ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðàâíîìåðíîé ýôôåêòèâíîé ñâîäèìîñòè
ìåæäó ñåìåéñòâàìè ëîêàëüíûõ HF-òåîðèé ýòèõ ñèñòåì, ê òî÷íîìó îïðå-
äåëåíèþ êîòîðîé ìû ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.

Âñþäó äàëåå, ïîä ñåìåéñòâîì áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíîå ñåìåé-
ñòâî ïîäìíîæåñòâ ω. Îïðåäåëèì íà ñåìåéñòâàõ äåéñòâèå ýôôåêòèâíûõ
îïåðàòîðîâ, ðàñøèðèâ îáëàñòü äåéñòâèÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïåðå-
÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâîì ñåìåéñòâ P (P (ω)): äëÿ ñåìåéñòâà X ⊆ P (ω) è îïå-
ðàòîðà ïåðå÷èñëåíèÿ Φ : P (ω) → P (ω), ïîëàãàåì

Φ(X ) = {Φ(D)|D ∈ X<ω � êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ}.

Çäåñü ïîä Φ(D) äëÿ D = 〈X1, . . . , Xn〉 ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî Φ(X1 ⊕
. . .⊕Xn).

Ïóñòü A,B ⊆ P (P (ω)) � ïðîèçâîëüíûå êëàññû ñåìåéñòâ. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî A ñâîäèòñÿ ïî Äûìåíò ê B (îáîçí. A 6e B), åñëè Φ(B) ⊆ A
äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ïåðå÷èñëåíèÿ Φ.

Îïðåäåëèì íà ñåìåéñòâàõ îòîáðàæåíèÿ i : P (P (ω)) → P (P (P (ω))) è
j : P (P (ω)) → P (P (P (ω))) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ñåìåéñòâà X ïîëà-
ãàåì i(X ) = {X} è j(X ) = {{X}|X ∈ X}.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ X ,Y ⊆ P (ω), j(X ) 6e j(Y) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X 6e Y (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîä 6e ïîíèìàåòñÿ ñâîäèìîñòü
ïî Äûìåíò íà ñåìåéñòâàõ). Äàëåå ÷åðåç X 6o

e Y áóäåì îáîçíà÷àòü òîò
ôàêò, ÷òî i(X ) 6e i(Y).

Ïóñòü X ⊆ P (P (ω)), è ïóñòü X̄0 = 〈X0
1 , . . . , X0

k〉, X0
1 , . . . , X0

k ⊆ ω.
Ñäâèãîì ñåìåéñòâà X ñ ïîìîùüþ íàáîðà X̄0 íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî X̄0 ∗
X = {X0

1 ⊕ . . .⊕X0
k ⊕X|X ∈ X}.

Ñâîäèìîñòü ïî Äûìåíò íà ìíîæåñòâå P (P (P (ω))), î÷åâèäíî, ÿâëÿåò-
ñÿ ðåôëåêcèâíîé è òðàíçèòèâíîé. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡e îïðå-
äåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: A ≡e B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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A 6e B è B 6e A. Ñòðóêòóðó ñòåïåíåé 〈P (P (P (ω)))/ ≡e, 6e〉 áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç M′

e, ïî àíàëîãèè ñ ðåøåòêîé Äûìåíò Me.

Ïðåäëîæåíèå 7. M′
e ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ 0 è 1, ïðè÷åì j : Me →M′

e

� âëîæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ∧,∨, 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàèáîëüøèì ýëåìåíòîìM′
e ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, [∅]e,

à íàèìåíüøèì [{{∅}}]e, è j(0Me) = i(0Me) = {{∅}}, j(1Me) = ∅,
i(1Me) = {∅}, ∅ ≡e {∅}. Îïåðàöèè ∨ è ∧ îïðåäåëÿþòñÿ â M′

e ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: äëÿ êëàññîâ A,B ⊆ P (P (ω)),

1) A∨B = {X ∨Y|X ∈ A,Y ∈ B}, ãäå X ∨Y = {X⊕Y |X ∈ X , Y ∈ Y};
2) A∧B = {0} ∗A∪ {1} ∗ B, ãäå {0} ∗A = {{0} ∗ X |X ∈ A}, {1} ∗ B =

{{1} ∗ Y|Y ∈ B}.
Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûé àíàëîãMew ðå-

øåòêè Äûìåíò, ìîæíî îïðåäåëèòü íåðàâíîìåðíûé àíàëîãM′
ew ðåøåòêè

M′
e. Êðîìå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ ðåøåòêàìè Ìåäâåäåâà è Ìó÷íèêà ìîæíî

îïðåäåëèòü ðåøåòêèM′ èM′
w, ïîðîæäàåìûå êëàññàìè ñåìåéñòâ òîòàëü-

íûõ ìíîæåñòâ (èëè ôóíêöèé).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü M è N � ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè, è
ïóñòü M 6Σ N. Òîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî n̄0 ∈ N<ω, äëÿ âñÿêîãî 1 < n 6 ω
èìåþò ìåñòî ñâîäèìîñòè

{ThHF
Σn

(M, m̄)|m̄ ∈ M<ω} 6o
e {ThHF

Σn
(N, n̄0, n̄)|n̄ ∈ N<ω},

{ThHF
Πn

(M, m̄)|m̄ ∈ M<ω} 6o
e {ThHF

Πn
(N, n̄0, n̄)|n̄ ∈ N<ω},

{ThHF
n (M, m̄)|m̄ ∈ M<ω} 6o

e {ThHF
n (N, n̄0, n̄)|n̄ ∈ N<ω}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Form(σ′M). Òîãäà ϕ ∈ ThHF
Σn

(M, m̄) äëÿ
íåêîòîðîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò íàáîð n̄ ∈ N<ω è ýëåìåíòû κ1, . . . ,κs ∈ HF (ω) äëÿ êîòîðûõ
íàáîð 〈κ1(n̄), . . . ,κs(n̄)〉 ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó m̄ â ïðåäñòàâëåíèè, îïðå-
äåëÿåìîì Γ, è HF(N) |= Γ1(ϕ)(κ1(n̄), . . . ,κs(n̄)).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ m̄ ∈ M<ω è ϕ ∈ Form(σ′M), ϕ ∈ ThHF
Σn

(M, m̄)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ ýëåìåíòû κ1, . . . ,κs ∈ HF (ω) òà-
êèå, ÷òî HF(N) |= Φ(κi(n̄), a) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 s, è

HF(N) |= Γ1(ϕ)(κ1(n̄), . . . ,κs(n̄)).

Îòìåòèì, ÷òî íàáîð 〈κ1, . . . ,κs〉 ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàí, íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ íàáîðà 〈n, . . . , n, n′〉 ∈ N<ω äëèíû γ−1(κ̄) + 1, ãäå n 6= n′, à γ �
íåêîòîðàÿ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà HF (ω)<ω.
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Ñâÿæåì ñ ñèñòåìîé M ñåìåéñòâî E(M) = {Th∃(M, m̄)|m̄ ∈ M<ω}
∃-òèïîâ êîíå÷íûõ íàáîðîâ ýëåìåíòîâ M. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûòå-
êàåò

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ ñèñòåì M è N,

M 6Σ N ⇒ E(M) 6o
e E(N, n̄0) äëÿ íåêîòîðîãî n̄0 ∈ N<ω.

Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííîå âûøå íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ñâîäèìîñòè M 6Σ N ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì. Ñ
êàæäûì ñåìåéñòâîì X ⊆ P (ω) ñâÿæåì ñèñòåìó AX , îïðåäåëåííóþ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: íîñèòåëåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ω ∪ S, ãäå S
� ìíîæåñòâî ìîùíîñòè 2ω. Ñèãíàòóðà ñèñòåìû ñîñòîèò èç îäíîìåñòíî-
ãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà s, êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ íà ω ñòàí-
äàðòíî (s(n) = n + 1) è ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà S, è áèíàðíîãî
ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R, êîòîðûé èíòåïðåòèðóåòñÿ òàê: R ⊆ S × ω,
X = {{n ∈ ω|R(s, n)}|s ∈ S}, ïðè÷åì âñÿêîìó ýëåìåíòó X ñîîòâåòñòâó-
åò 2ω ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ìåòîê) èç S, è ñóùåñòâóåò 2ω ýëåìåíòîâ èç
S, íå ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì R íè ñ îäíèì ýëåìåíòîì ω, à òàêæå 2ω

ýëåìåíòîâ èç S, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì R ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ω.
Îïðåäåëèì òàêæå ñèñòåìó BX , íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâî C ∪ S, ãäå C è S � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè 2ω,
à ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P , âûäå-
ëÿþùåãî ìíîæåñòâî S, è äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R, îá-
ðàçóþùåãî êîíå÷íûå öèêëû (ïåòëè äîïóñêàþòñÿ òîëüêî íà ýëåìåíòàõ
èç S), â êàæäîì èç êîòîðûõ ðîâíî îäèí ýëåìåíò èç S, äëÿ ðàçëè÷íûõ
öèêëîâ ìíîæåñòâà âõîäÿùèõ â íèõ ýëåìåíòîâ èç C íå ïåðåñåêàþòñÿ ,
X = {{n ∈ ω|∃c0 . . .∃cn(R(s, c0) ∧ R(c0, c1) . . . ∧ R(cn, s))}|s ∈ S}, ïðè÷åì
êàæäîìó èç ýëåìåíòîâ X ñîîòâåòñòâóåò 2ω ýëåìåíòîâ (ìåòîê) èç S, ñó-
ùåñòâóåò 2ω ýëåìåíòîâ èç S, êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò â öèêë ëþáîé
êîíå÷íîé äëèíû, ñóùåñòâóåò 2ω ýëåìåíòîâ èç S, íå ñâÿçàííûõ îòíîøå-
íèåì R íè ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ íîñèòåëÿ, è ñóùåñòâóåò 2ω ýëåìåíòîâ
èç C, íå âõîäÿùèõ íè â îäèí èç öèêëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ ëþáûõ ñåìåéñòâ X ,Y ⊆ P (ω),

AX 6Σ AY ⇐⇒ X ∪ {∅, ω} 6o Ȳ0 ∗ (Y ∪ {∅, ω}) äëÿ íåêîòîðîãî Ȳ0 ⊆ Y,
BX 6Σ BY ⇐⇒ X ∪ {∅, ω} 6o

e Ȳ0 ∗ (Y ∪ {∅, ω}) äëÿ íåêîòîðîãî Ȳ0 ⊆ Y
Êàê ñëåäñòâèå, åñëè îáå ñèñòåìû M è N âèäà AX èëè BX , òî

M 6Σ N ⇐⇒ E(M) 6o
e E(N, n̄0) äëÿ íåêîòîðîãî n̄0 ∈ N<ω.
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Àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî n-íèçêîé (n ∈
ω), åñëè ThHF

Σn
(M, m̄) ∈ Σ0

n äëÿ âñåõ m̄ ∈ M<ω. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè M

ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà óðîâíÿ n, òî M � ëîêàëüíî n-íèçêàÿ ñè-
ñòåìà (äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 âåðíî è îáðàòíîå). Èç ïðåäëîæåíèÿ 8 ñëåäóåò,
÷òî, äëÿ ëþáîãî n, ñâîéñòâî áûòü ëîêàëüíî n-íèçêîé ñèñòåìîé, êàê è
ñâîéñòâî ëîêàëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè óðîâíÿ n, íàñëåäóåòñÿ ïðè
Σ-îïðåäåëèìîñòè: åñëè M 6Σ N è N � ëîêàëüíî n-íèçêàÿ ñèñòåìà, òî
ñèñòåìà M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî n-íèçêîé.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [1], card(SΣ) = 2α äëÿ âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî
êàðäèíàëà α. Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ
àíòèöåïåé â ïîëóðåøåòêå SΣ(2ω).

Òåîðåìà 5. Â SΣ(2ω) ñóùåñòâóåò àíòèöåïü ìîùíîñòè 22ω .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäèôèöèðóåì êîíñòðóêöèþ èç [12], ïîêàçûâàþùóþ,
÷òî card(M) = 22ω . Ïóñòü ñåìåéñòâî X = {Xi ⊆ ω|i ∈ I} òàêîâî, ÷òî
card(I) = 2ω, è {[Xi]T |i ∈ I} � àíòèöåïü â D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëå-
äóþùåìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ: [Xi]T |[Xj1 ⊕ . . . ⊕ Xjk

]T ïðè i 6∈
{j1, . . . , jk}. Äëÿ âñÿêîãî P ⊆ I, ïóñòü XP = {Xi|i ∈ P}. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ⊆ P (I) òàêîå, ÷òî card(A) = 22ω è ëþáûå ðàç-
ëè÷íûå P, Q ∈ A íåñðàâíèìû îòíîñèòåëüíî ⊆. Ñòàëî áûòü, äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ P, Q ∈ A, ñèñòåìû AXP

è AXQ
íåñðàâíèìû îòíîñèòåëüíî 6Σ,

ãäå XP = {Xi|i ∈ P}.

3 *-îäíîðîäíûå ñèñòåìû
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû M ðàññìîòðèì êëàññû

K∗Σ(M) = {N | N Σ-îïðåäåëèìà â HF(M) áåç ïàðàìåòðîâ},
K∗∆(M) = {N | N ∆-îïðåäåëèìà â HF(M) áåç ïàðàìåòðîâ}.

Åñëè M ñ÷åòíà, òî îïðåäåëåíû òàêæå êëàññû

K∗e(M) = {N | N 6e M}, K∗(M) = {N | N 6 M}.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû M èìåþò ìåñòî âêëþ÷å-

íèÿ K∗∆(M) ⊆ K∗Σ(M) ⊆ KΣ(M), K∗e(M) ⊆ Ke(M), è K∗(M) ⊆ K(M).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ∗-îäíîðîäíîé, åñëè K∗∆(M) =
K∆(M), è ñëàáî ∗-îäíîðîäíîé, åñëè K∗Σ(M) = KΣ(M).
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (ñëàáàÿ) ∗-îäíîðîäíîñòü
ñèñòåìû M ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî, äëÿ âñåõ m̄ ∈ M<ω, ñèñòåìà (M, m̄)
(Σ-) ∆-îïðåäåëèìà â HF(M) áåç ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñ-
ëè ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà M (ñëàáî) ∗-îäíîðîäíà, òî K∗(M) = K(M) (ñî-
îòâåòñòâåííî, K∗e(M) = Ke(M)), ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî, äëÿ âñåõ
m̄ ∈ M<ω, (M, m̄) ≡ M (ñîîòâåòñòâåííî, (M, m̄) ≡e M).

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè ñèñòåìà M èìååò ñòåïåíü, òî ñóùåñòâóåò
m̄ ∈ M<ω, ò.÷. ñèñòåìà (M, m̄) ∗-îäíîðîäíà. Åñëè ñèñòåìà M èìååò
e-ñòåïåíü, òî ñóùåñòâóåò m̄ ∈ M<ω, ò.÷. ñèñòåìà (M, m̄) ñëàáî ∗-
îäíîðîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, M èìååò ñòåïåíü. Òîãäà äëÿ íåêî-
òîðîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω è íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C0 ∈ M âåðíî
C0 ⊕ C0 6e The(M, m̄). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåìîå ïðåäñòàâëåíèåì C0

s-îáîãàùåíèå ñèñòåìû M, à çíà÷èò è ñèñòåìà (M, m̄), ∆-îïðåäåëèìû â
HF(M) áåç ïàðàìåòðîâ.

Èç òåîðåìû 7 ðàáîòû [1] íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñèñòåìà N ∗-îäíîðîäíà è èìååò ñòåïåíü, òî, äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû M,

M 6 N ⇐⇒ M 6w N.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå õîðîøî èçâåñòíî â òåîðèè ìîäåëåé (ñì. [5]).

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ óëüòðàîäíîðîäíîé, åñëè ëþ-
áîé èçîìîðôèçì ìåæäó êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè ïîäñèñòåìàìè M ìî-
æåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà âñåé ñèñòåìû M.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè M ÿâëÿåòñÿ óëüòðàîäíîðîäíîé ñèñòåìîé
ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû, òî M ∗-îäíîðîäíà. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
M êîíñòðóêòèâèçèðóåìà (ò.å. èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå), òî M

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ∗-îäíîðîäíîé.
Ïðèâåäåì ïðèìåð íåóëüòðàîäíîðîäíîé è íåêîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ñè-

ñòåìû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ∗-îäíîðîäíîé.
Ëåììà 2. Åñëè α1, . . . , αn � êîíñòðóêòèâíûå îðäèíàëû, òî îáîãàùåíèå
〈ωCK

1 ; 6, α1, . . . , αn〉 ∆-îïðåäåëèìî â HF(〈ωCK
1 , 6〉) áåç ïàðàìåòðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî α+ωCK
1 = ωCK

1 äëÿ âñÿêîãî
êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà α. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α � êîíñòðóêòèâíûé
îðäèíàë, òî òàêîâûì áóäåò è α·ω, à çíà÷èò α·ω < ωCK

1 . Íî α+α·ω = α·ω,
ïîýòîìó α + ωCK

1 = ωCK
1 .
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî α1 < . . . < αn. Ïîñêîëü-
êó âñå ýòè îðäèíàëû êîíñòðóêòèâíû, ñèñòåìà 〈αn; 6, α1, . . . , αn−1〉 ∆-
îïðåäåëèìà â HF(∅) (áåç ïàðàìåòðîâ, êîíå÷íî). Ïîýòîìó ñóììà 〈αn +
ωCK

1 ; 6, α1, . . . , αn〉 òàêæå ∆-îïðåäåëèìà â HF(〈ωCK
1 ; 6〉) áåç ïàðàìåòðîâ.

Âñëåäñòâèå âûøåóêàçàííîãî ôàêòà, ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü α1, . . . , αn ∈ ωCK
1 � êîíñòðóêòèâíûå îðäèíàëû.

Òîãäà 〈ωCK
1 ; 6, ᾱ〉 6 〈ωCK

1 ,6〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Ñëåäñòâèå 5. Ñèñòåìà 〈ωCK
1 ;6〉 ∗-îäíîðîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû, ïî-
ñêîëüêó α1, . . . , αn ∈ ωCK

1 îçíà÷àåò, ÷òî α1, . . . , αn � êîíñòðóêòèâíûå îð-
äèíàëû.

Îòìåòèì, ÷òî èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîé íåñ÷åò-
íûé îðäèíàë íå ÿâëÿåòñÿ ∗-îäíîðîäíûì.

4 Ðàçìåðíîñòè ïî ïðåäñòàâèìîñòè
Åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äëÿ ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìî-
ñòè, ñîñòîÿùåé èç âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû, ìàê-
ñèìàëüíî ìàëîãî åå ïîäìíîæåñòâà, èìåþùåãî òå æå ñàìûå ñâîéñòâà îò-
íîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè ïî Ìåäâåäåâó (Ìó÷íèêó).

Îïðåäåëåíèå 6. Ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M èìååò (ñèëü-
íóþ) ðàçìåðíîñòü ïî ïðåäñòàâèìîñòè α (îáîçíà÷àåòñÿ Pr-dim(M) =
α), ãäå α � êàðäèíàë, åñëè M ≡ B äëÿ íåêîòîðîãî B ⊆ M, card(B) = α,
è α � íàèìåíüøèé êàðäèíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì óñëîâèÿì.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñëàáîé ðàçìåðíîñòè ïî ïðåäñòà-
âèìîñòè Pr-dimw(M), çàìåíèâ â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè ≡ íà ≡w. Î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M, Pr-dimw(M) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà M èìååò ñòåïåíü. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîé (ñ÷åòíîé) ñè-
ñòåìû M èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

1 6 Pr-dimw(M) 6 Pr-dim(M) 6 2ω.

Èìååò ìåñòî
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Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Pr-dimw(M) = 1;

2) Pr-dim(M, m̄) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî m̄ ∈ M<ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 7 ðàáîòû [1].

Íåêîòîðûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè M ∗-îäíîðîäíà, òî

Pr-dim(M) = 1 ⇐⇒ Pr-dimw(M) = 1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è
ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñèñòåìû M èìååò ìåñòî C 6e

Th∃(M) (èëè, ýêâèâàëåíòíî, íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû M ∆-
îïðåäåëèìî â HF(M) áåç ïàðàìåòðîâ). Òîãäà Pr-dim(M) = 1.

Àâòîðó íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òàêæå è
íåîáõîäèìûì.

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ñèñòåìà M

òàêàÿ, ÷òî 1 < Pr-dim(M) 6 ω? Â ýòîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî Pr-dimw(M) =
1. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Pr-dimw(M) 6 Pr-dim(M)
è ñëåäóþùåãî âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íåçàâèñèìî Äæ. Íàéò
[6] è È.Í. Ñîñêîâûì [8]: äëÿ ëþáîé ñèñòåìû M, Pr-dimw(M) ëèáî ðàâ-
íà 1, ëèáî íåñ÷åòíà. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ, ëþáîé
ñèñòåìû M, Pr-dim(M) ëèáî ðàâíà 1, ëèáî áåñêîíå÷íà.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 6, äëÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìû M ìîæíî ââåñòè
ðàçìåðíîñòè Pr-dime(M) è Pr-dimew(M). Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà 1 6 Pr-dimw(M) 6 Pr-dim(M) 6 2ω, è M èìååò e-
ñòåïåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Pr-dimew(M) = 1. Êðîìå òîãî, èç
Pr-dimw(M) = 1 ñëåäóåò, ÷òî Pr-dimew(M) = 1, à èç Pr-dimew(M) = 1
ñëåäóåò, ÷òî Pr-dime(M, m̄) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà m̄ ∈ M<ω.

Äëÿ ëþáîãî A ⊆ ω ïóñòü [S ′A]w îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ðåøåòêè Ìó÷íèêà,
ÿâëÿþùåéñÿ íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ ñòåïåíåé, áîëüøèõ [SA]w. Îêàçûâà-
åòñÿ, âñÿêàÿ òàêàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðåäñòàâèìîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 13. Äëÿ ëþáîãî A ⊆ ω ñóùåñòâóåò ñèñòåìà NA òàêàÿ,
÷òî [M]w = [S ′A]w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî A ⊆ ω, ïóñòü MA îáîçíà÷àåò ñèñòåìó
ïîëó÷åííóþ ðåëÿòèâèçàöèåé ïî A êîíñòðóêöèè èç [9], è ïóñòü DA � ïðî-
èçâîëüíàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ ñòåïåíü [A]T (íàïðèìåð, àáåëåâà ãðóïïà
GA⊕A). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî C ∈ (MA,DA) èìååì A <T C, è äëÿ ëþ-
áîãî X ⊆ ω ñ óñëîâèåì A <T X ñóùåñòâóåò X-âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñèñòåìû (MA, DA). Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðîì ýòîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ "îòêðûòûé êîíóñ"{x|x > a}, ãäå a = [A]T . Ïðîáëåìà ïðåäñòà-
âèìîñòè äàííîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò íàèìåíüøåé ñòåïåíè òðóäíîñòè
ðåøåòêè Ìó÷íèêà, áîëüøåé [SA]w. Îòìåòèì, ÷òî íåðàâíîìåðíîñòü îïè-
ñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå îðàêóëà ìíîæåñòâî A, èìåÿ èçíà÷àëüíî ïðîèçâîëüíîå X ñ
óñëîâèåì A <T X.
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ÓÄÊ 510.5
À.È. Ñòóêà÷åâ, Î ñòåïåíÿõ ïðåäñòàâèìîñòè ìîäåëåé I,II.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ ýôôåê-
òèâíîé ñâîäèìîñòè ìåæäó ñèñòåìàìè. Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî,
÷òî ïîëóðåøåòêà ñòåïåíåé Σ-îïðåäåëèìîñòè ñ÷åòíûõ ñèñòåì õîðîøî ñî-
ãëàñîâàíà ñ ïîëóðåøåòêàìè T - è e-ñòåïåíåé ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Â ðàáîòå òàêæå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñè-
ñòåì, íàñëåäóåìûõ ïðè ðàçëè÷íûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòÿõ, à òàêæå
èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè îò âûáîðà ðàçëè÷-
íûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå îáëàñòåé äëÿ ïðåäñòàâëåíèé.


