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1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2, 3, 4, 5, 6] è, îñîáåííî, [7], è ïîñâÿ-

ùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ îòíîøåíèÿ ãèïåðàðèôìåòè÷åñêîé ñâîäèìîñòè, à òàêæå îïåðà-

öèè ãèïåðñêà÷êà, íà êëàññ àáñòðàêòíûõ ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè. Äàííûå

ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò �îòíîñèòåëüíîìó� ïîäõîäó ê îïðåäåëåíèþ êîíñòðóêòèâíîé

ñëîæíîñòè îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå, ñòðóêòóð, ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèé ýôôåêòèâíîé ñâî-

äèìîñòè.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ

äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè è, â ÷àñòíîñòè, íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûìè íàäñòðîéêàìè

íàä ñòðóêòóðàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè â äî-

ïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, ÿâëÿþùèõñÿ HYP-íàäñòðîéêàìè íàä ñòðóêòóðàìè, ïîíÿòèå

êîíå÷íîãî îáúåêòà, êàê è â HF-íàäñòðîéêàõ, îñòàåòñÿ ñòàíäàðòíûì. Ýòî îáñòîÿòåëü-

ñòâî îêàçûâàåòñÿ âàæíûì â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâåííî èñõîäíîå ðàçäåëåíèå îáúåêòîâ

íà êîíå÷íûå (�ïðîñòûå�) è áåñêîíå÷íûå (�ñëîæíûå�).

Îáîáùåííàÿ âû÷èñëèìîñòü íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîíèìàåòñÿ êàê

ýôôåêòèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü â äèíàìè÷åñêîé ëîãèêå. Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó ãèïå-

ðàðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòüþ è îïðåäåëèìîñòüþ â ÿçûêå äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè

íàä àïïðîêñèìàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íàèáîëüøåé êîìïîíåíòå

HF-âû÷èñëèìîñòè íàä 0. Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ Σ-îïðåäåëèìîñòè ñòðóêòóðû â äî-

ïóñòèìîì ìíîæåñòâå, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îïðåäåëèìîñòè ñòðóêòóðû íà

àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè÷íî îòíîøåíèþ Σ-ñâîäèìîñòè, åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì âîçíèêàåò îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè íà ñòðóêòóðàõ, ïîðîæäàþùåå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè. Óñòàíîâëå-

íî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå â ýòè ïîëóðåøåòêè ïîëóðåøåòêè ãèïåðñòåïåíåé ìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ ãèïåðñêà÷êà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì ñâî-

äèìîñòåé ïî Òüþðèíãó è ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, ââåäåíî ïîíÿòèå ñòðóêòóðû, èìåþùåé

ãèïåðñòåïåíü, è ïîëó÷åíî ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå òàêèõ ñòðóêòóð â òåðìèíàõ îïðå-

äåëèìîñòè â äèíàìè÷åñêîé ëîãèêå, äîïîëíÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èç

[2, 3] è [8, 9].
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Â òåêñòå ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç [10, 11]. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A, ñèìâîëîì A îáîçíà÷àåòñÿ åãî íîñèòåëü (îñíîâíîå ìíî-

æåñòâî), P (A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A, UA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

ïðàýëåìåíòîâ A, à A∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, ÿâëÿþùèõñÿ ìíîæåñòâàìè
(ò.å. íå ïðàýëåìåíòàìè).

2 Àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà

è äèíàìè÷åñêàÿ ëîãèêà

Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ òåîðèè àïïðîêñèìàöèîííûõ

ïðîñòðàíñòâ Åðøîâà�Ñêîòòà [12, 13, 14]. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùóþ ôîðìàëèçàöèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Àïïðîêñèìàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåì íàçûâàòü òðîéêó

X = 〈X,F,6〉,

ãäå X åñòü òîïîëîãè÷åñêîå T0-ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ϕ-ïðîñòðàíñòâîì [14], F ⊆
X åñòü áàçèñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, à 6 � ïîðÿäîê ñïåöèàëèçà-

öèè íà X.

Êàê è â [13, 14], îáîçíà÷åíèå a ≺ x îçíà÷àåò, ÷òî a ∈ F è a 6 x.

Èçâåñòíî (ñì. [14]), ÷òî âñÿêîå ϕ-ïðîñòðàíñòâî îáëàäàþò ñëåäóþùèì âàæíûì

ñâîéñòâîì: ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ñâîèõ F -àïïðîêñèìàöèé:

x = sup{a | a ≺ x}.

Àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå, ïîðîæäà-

þòñÿ äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè A òàêèì îáðàçîì, ÷òî F = A, X ⊆ A ∪ P (A) �

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (ïðèìåðû ñì. â ðàáîòå [15]), à ïîðÿäîê ñïåöèàëèçàöèè 6 îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 6 = ⊆X\UA ∪ =X∩UA ∪({∅} × (X ∩ UA)).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A = HF(M), ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ àï-

ïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî: ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå X âñå ìíîæåñòâî HF(M) ∪
P (HF(M)). Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèå àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà XHF(M).

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñòðóêòóðèðîâàííûå àïïðîêñèìàöèîííûå

ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü òàêèå, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîé

ñòðóêòóðû F . Òèïè÷íîé ÿâëåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñòðóêòóðà òàêîé æå ñèãíàòóðû, ÷òî
è F , ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ F íà X . Êàê ïðàâèëî, ýòî ïðîèñõîäèò ïóòåì îïðåäåëåíèÿ

îòíîøåíèé â ðàñøèðåííîé ñòðóêòóðå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè (ñì.

îïðåäåëåíèÿ 2.3 è 2.4 íèæå). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ

ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èç [16] íàêëàäûâàåò åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðî-

åíèå ñòðóêòóðû F .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû M, ñõåìà êîäèðîâàíèÿ C [16] ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà

NC ⊆M è ëèíåéíîãî ïîðÿäêà 6C íà N , òàêèõ, ÷òî

〈NC,6C〉 ∼= 〈ω,6〉,

à òàêæå èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ πC èç ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé ýëåìåíòîâM âM . Äëÿ äàííîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, ÷åðåç 0̇, 1̇, 2̇, . . . áóäåì îáî-

çíà÷àòü ñîîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû N îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà 6. Êðîìå òîãî, ñ íåé

ñâÿçûâàåòñÿ ïðåäèêàò SeqC(x), èñòèííûé, åñëè x = πC(∅) èëè x = πC(〈m0, . . . ,mn〉)
äëÿ íåêîòîðûõ m0, . . . ,mn ∈ M , è ôóíêöèè lhC(x), prC(x, ṁ), âûäàþùèå ñîîòâåò-

ñòâåííî äëèíó è m-ûé ýëåìåíò íàáîðà, ïðåäñòàâëåííîãî ýëåìåíòîì x, è âûäàþùèå 0̇

â ñëó÷àå íåñîîòâåòñòâèÿ àðãóìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñòðóêòóðà F ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìîé (acceptable)

[16], åñëè ñóùåñòâóåò ñõåìà êîäèðîâàíèÿ C, äëÿ êîòîðîé ïðåäèêàòû è ôóíêöèè NC,

6C, SeqC, lhC, prC îïðåäåëèìû â F ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû σ ñ ïàðà-

ìåòðàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà âè-

äà XHF(M), â êîòîðûõ, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ñòðóêòóðà M èìååò êîíå÷íóþ ïðå-

äèêàòíóþ ñèãíàòóðó. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðû F = HF(M), î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ

ïðèåìëåìûìè. (Îòìåòèì, ÷òî còðóêòóðû âèäà HF(M) ðàçóìíî îïðåäåëåíû è èìåþò

êîíå÷íóþ ïðåäèêàòíóþ ñèãíàòóðó {U1,∈2, Sat2}, äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ñèãíàòóðà M

áåñêîíå÷íà è âû÷èñëèìà, ñì. [17].) Âî âñÿêîé ïðèåìëåìîé ñòðóêòóðå F îïðåäåëèìà

èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (·, ·) : F 2 → F , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå

åé îäíîìåñòíûå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè l, r. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â àïïðîê-

ñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ âèäà XHF(M) ôóíêöèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû îïðåäåëåíà

íà HF(M) òàê, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî äåêàðòîâîé çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî (·, ·):
äëÿ ëþáûõ x0, x1 ∈ X, ýëåìåíò x = sup{(a0, a1) | a0 ≺ x0, a1 ≺ x1} îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè x0, x1 ∈ F , òî x = (x0, x1);

2) äëÿ ëþáîãî c ≺ x, ñóùåñòâóþò a0 ≺ x0 è a1 ≺ x1, òàêèå, ÷òî c = (a0, a1).

Â ñèëó ñâîéñòâà 1, êîððåêòíî äëÿ ëþáûõ x0, x1 ∈ X èñïîëüçîâàòü äëÿ ýëåìåíòà

x = sup{(a0, a1) | a0 ≺ x0, a1 ≺ x1} îáîçíà÷åíèå (x0, x1), ðàñïðîñòðàíÿÿ, òåì ñàìûì,

ôóíêöèþ (·, ·) ñ F 2 íà X2.

Óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ (·, ·) : F 2 → F , îïðåäåëåí-

íàÿ íà F = HF(M) òàê: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ HF (M) ïîëàãàåì

(a, b) � (a⊕ b) ∪ ga ∪ hb,
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ãäå, êàê îáû÷íî, a⊕b = {〈c, 0〉|c ∈ a}∪{〈d, 1〉|d ∈ b}, 〈x, y〉 = {{x}, {x, y}}, à ìíîæåñòâà
ga è hb îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:ga = {〈a, 2〉}, åñëè U(a),

∅, èíà÷å;hb = {〈b, 3〉}, åñëè U(b),

∅, èíà÷å.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (·, ·) îïðåäåëèìà â HF(M), êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå åé

÷àñòè÷íûå ôóíêöèè l, r.

Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèãíàòóðà, ñîäåðæàùàÿ, ïîìèìî ïðî÷åãî, áè-

íàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ôîðìóë äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè

DLσ (ñ ìîäàëüíûìè ñêîáêàìè, êàê â [18], è â îòëè÷èå îò [19]) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôîðìóëû ëîãèêè DLσ èìåþò ïåðåìåííûå äâóõ òèïîâ � äëÿ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ è

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ, ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûõ, îáúåêòîâ, äîñòóï ê êîòîðûì âîçìî-

æåí òîëüêî ñ ïîìîùüþ èõ êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ìíîæåñòâà

FV è XV , ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ôîðìóëû θ, ìíîæåñòâà åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

ýòèõ äâóõ òèïîâ áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, FV (θ) è XV (θ). Åñëè θ � ôîðìó-

ëà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî âñå åå ïåðåìåííûå, â òîì ÷èñëå ñâîáîäíûå, ñ÷èòàþòñÿ

êîíå÷íûìè. Ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àåìûå ïðîïèñíûìè áóêâàìè (S, P, . . .), ïî óìîë÷à-

íèþ ñ÷èòàþòñÿ ïåðåìåíûìè òèïà XV .

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî ∆DL
0 -ôîðìóë ëîãèêè DLσ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíü-

øåå ìíîæåñòâî R, òàêîå, ÷òî

1) åñëè θ � ôîðìóëà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû σ, òî θ ∈ R (ïîëàãàåì ïðè

ýòîì XV (θ) � ∅, FV (θ) � ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû θ);

2) åñëè θ ∈ R, S ∈ XV , a ∈ FV , òî

[a|S]θ ∈ R, < a|S > θ ∈ R

(ïîëàãàåì ïðè ýòîì XV ([a|S]θ) � XV (θ) ∪ {S}, FV ([a|S]θ) � FV (θ) \ {a}),
àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóëû < a|S > θ;

3) åñëè θ ∈ R, a, s ∈ FV , òî

[a|s]θ ∈ R, < a|s > θ ∈ R

(ïîëàãàåì ïðè ýòîì XV ([a|s]θ) � XV (θ), FV ([a|s]θ) � (FV (θ) \ {a}) ∪ {s}),
àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóëû < a|s > θ;

4) åñëè θ0, θ1 ∈ R, òî ¬θ0 ∈ R, (θ0 ∧ θ1) ∈ R, (θ0 ∨ θ1) ∈ R è (θ0 → θ1) ∈ R.
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Âûðàæåíèÿ [a|S], < a|S >, [a|s] è < a|s > áóäåì íàçûâàòü ìîäàëüíûìè ñêîáêàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî ΣDL
1 -ôîðìóë ëîãèêè DLσ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíü-

øåå ìíîæåñòâî Q, òàêîå, ÷òî

åñëè θ � ∆DL
0 -ôîðìóëà ëîãèêè DLσ, S ∈ XV , òî θ ∈ Q è (∃S)θ ∈ Q (ïðè ýòîì

ïîëàãàåì XV ((∃S)θ) � XV (θ) \ {S}, FV ((∃S)θ) � FV (θ)).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ΠDL
1 -ôîðìóë ëîãèêè DLσ. Ìíîæåñòâî âñåõ

ôîðìóë ëîãèêè DLσ ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññà ∆DL
0 ôîðìóë ëîãèêè DLσ çàìûêàíèåì

îòíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,∧,∨,→, ìîäàëüíûõ ñêîáîê, à òàêæå êâàíòîðîâ

ïî ïåðåìåííûì âñåõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü X = (X,F,6) � ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñèìàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ñòðóêòóðîé F = (F, σF) ñèãíàòóðû σ. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå èñòèí-

íîñòè íà X ôîðìóëû ϕ ëîãèêè DLσ ïðè îçíà÷èâàíèè γ : XV (ϕ) ∪ FV (ϕ) → X, ñ

óñëîâèåì γ(x) ∈ F äëÿ ëþáîãî x ∈ FV (ϕ), îáîçíà÷àåìîå

X |= ϕ � γ,

èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ϕ. Ïóñòü, äëÿ x ∈ FV è a ∈ F , γx
a � (γ\({x}×F ))∪{〈x, a〉},

àíàëîãè÷íî, äëÿ S ∈ XV è S0 ∈ X, γS
S0

� (γ \ ({S} ×X)) ∪ {〈S, S0〉}. Ïîëàãàåì

1) X |= [x|S]θ(x) � γ, åñëè äëÿ âñåõ a ≺ γ(S) âûïîëíåíî X |= θ � γx
a ;

2) X |=< x|S > θ(x) � γ, åñëè ñóùåñòâóåò a ≺ γ(S), ò.÷. X |= θ � γx
a ;

3) X |= [x|s]θ(x) � γ, åñëè äëÿ âñåõ a ≺ γ(s) âûïîëíåíî X |= θ � γx
a ;

4) X |=< x|s > θ(x) � γ, åñëè ñóùåñòâóåò a ≺ γ(s), ò.÷. X |= θ � γx
a ;

5) X |= (∃S)θ(S) � γ, åñëè ñóùåñòâóåò S0 ∈ X, ò.÷. X |= θ � γS
S0
;

6) X |= (∀x)θ(x) � γ, åñëè äëÿ âñåõ a ∈ F âûïîëíåíî X |= θ � γx
a ,

è òàê äàëåå: èñòèííîñòü ôîðìóë, îáðàçîâàííûõ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, à

òàêæå èñòèííîñòü àòîìàðíûõ ôîðìóë îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñ÷èòàåì,

÷òî ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6 òàêæå èíòåðïðåòèðóåòñÿ â X ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ò.å.

êàê ïîðÿäîê ñïåöèàëèçàöèè).

Ìíîæåñòâî A ⊆ X áóäåì íàçûâàòü ∆DL-îïðåäåëèìûì â ëîãèêå DLσ, åñëè ñóùå-

ñòâóþò ΣDL
1 -ôîðìóëà è ΠDL

1 -ôîðìóëà ëîãèêè DLσ, ñ ïàðàìåòðàìè èç X, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ îïðåäåëÿåò â X ìíîæåñòâî A â ñìûñëå óêàçàííîé âûøå ñåìàíòèêè. Êðîìå

òîãî, ìíîæåñòâî A ⊆ F áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìûì â ëîãèêå DLσ,

åñëè ñóùåñòâóþò ΣDL
1 -ôîðìóëà è ΠDL

1 -ôîðìóëà ëîãèêè DLσ, ñî ñâîáîäíûìè ïåðå-

ìåííûìè òîëüêî èç FV è ñ ïàðàìåòðàìè èç F , êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò â X
ìíîæåñòâî A.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

âèäà XHF(M) âñÿêàÿ ∆DL
0 -ôîðìóëà ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå ëîãèêèDLσ,F

ñ äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé F , âûäåëÿþùåé ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íå ñî-

äåðæàùåé íåîãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî

çàìåíèòü ïîäôîðìóëû âèäà (∀a)Θ è (∃a)Θ, äëÿ a ∈ FV , íà ïîäôîðìóëû [c|F ]((∃a ∈
c)(c = {a}) → Θ) è < c|F > ((∃a ∈ c)(c = {a}) ∧Θ), ñîîòâåòñòâåííî.

Èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ s : F → F íàçûâàåòñÿ àòîìèçàöèåé, åñëè, äëÿ âñåõ a ∈ F ,

(X , s) |= [c|s(a)]((c = 0) ∨ (c = s(a))),

è, äëÿ âñåõ A ⊆ F è x ∈ F ,

s(x) ≺ sup{s(a)|a ∈ A} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A.

×àñòè÷íàÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ e íà F íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê àòîìèçàöèè s, åñëè

dom(e) = rng(a) è e(s(a)) = a äëÿ âñåõ a ∈ F . Ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñèìàöè-

îííîå ïðîñòðàíñòâî X íàä F íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ àòîìèçàöèåé, åñëè íà F
ñóùåñòâóþò îïðåäåëèìûå ôóíêöèè àòîìèçàöèè è îáðàòíîé ê íåé. Íàïðèìåð, àïïðîê-

ñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà âèäà XHF(M) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñ àòîìèçàöèåé: â

êà÷åñòâå àòîìèçàöèè ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ s(x) = {x}. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì âû-

áîðå ôóíêöèè s(x) îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈ è êîíñòàíòà ∅ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

îòíîøåíèå ñïåöèàëèçàöèè 6 è ôóíêöèþ àòîìèçàöèè s(x), è íàîáîðîò. Äåéñòâèòåëü-

íî, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ XHF(M), a ∈ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s(a) 6 b, è íàîáîðîò,

s(a) = b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b = {a}, òî åñòü ∀x(x ∈ b→ x = a), àíàëîãè÷íî,

åñëè, a è b íå ÿâëÿþòñÿ ïðàýëåìåíòàìè (òî åñòü (a = ∅) ∨ ∃c(c ∈ a), àíàëîãè÷íî äëÿ
b), òî a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ⊆ b, òî åñòü ∀x(x ∈ a→ x ∈ b).

Àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî X áóäåì íàçûâàòü íàñûùåííûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ñîâìåñòíîãî (ò.å., èìåþùåãî âåðõíþþ ãðàíü) ìíîæåñòâà Y ⊆ X, â X ñóùåñòâóåò

supY . Â ñëó÷àå, êîãäà â X ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, ëþáîå ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ èç X ñîâìåñòíî.

Àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî X ñ àòîìèçàöèåé s áóäåì íàçûâàòü F -îãðàíè-

÷åííûì, åñëè ìíîæåñòâî s(F )(= {s(x) |x ∈ F}) èìååò âåðõíþþ ãðàíü â X . Åñëè X
íàñûùåííîå è F -îãðàíè÷åííîå îäíîâðåìåííî, òî sup s(F ) ∈ X.

Ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî X ñèãíàòóðû σ áóäåì íà-

çûâàòü A-îïðåäåëåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ∆DL
0 -ôîðìóëà Θ(R) ñèãíàòóðû σ ∪ {R1}

(ïðåäèêàòíûé ñèìâîë R íå âõîäèò â σ), òàêàÿ, ÷òî, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà R0 ⊆ F ,

(X , R0) |= Θ(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

R0 = {a ∈ F | a ≺ x0}.
Íàïðèìåð, âñå ïðîñòðàíñòâà âèäà XHF(M) ÿâëÿþòñÿ A-îïðåäåëåííûìè: äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

Θ(R) � (∀c(R(c) → ∀c′((c′ 6 c) → R(c′))) ∧ ∀a1∀a2((R(a1) ∧R(a2)) → R(a1 ∨ a2))),
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èñïîëüçóÿ îïðåäåëèìóþ â ñèãíàòóðå {6} ôóíêöèþ ∨. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî

àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñôîðìóëèðîâàííûå â Θ óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè R

âíèç è îòíîñèòåëüíî òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû

R áûëî ìíîæåñòâîì àïïðîêñèìàöèé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà, íî, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå äîñòàòî÷íûìè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü X � íàñûùåííîå F -îãðàíè÷åííîå äåêàðòîâî çàìêíóòîå ñòðóê-

òóðèðîâàííîå A-îïðåäåëåííîå àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñ àòîìèçàöèåé íàä

ïðèåìëåìîé ñòðóêòóðîé F ñèãíàòóðû σ, è ïóñòü Φ � ∆DL
0 -ôîðìóëà ëîãèêè DLσ. Ïî

ôîðìóëå Φ ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ∆DL
0 -ôîðìóëà Ψ ëîãèêè DLσ, òàêàÿ, ÷òî

X |= [a|S](∃P )Φ ⇐⇒ X |= (∃P )[a|S]Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, ïðè óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå óñëîâèÿõ, èìååò ìåñòî X |=
[a|S](∃P )Φ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî a ≺ S ñóùåñòâóåò Pa ∈ X, äëÿ êîòîðîãî X |= Φ(a, Pa).

Ïóñòü s(x) � àòîìèçàöèÿ ýëåìåíòà x ∈ F , è ïóñòü e : rng(s) → F � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

äëÿ s. Äëÿ âñÿêîãî a ≺ S ðàññìîòðèì ýëåìåíò Ta = sup{s((a, t)) | t ≺ Pa}, è ïîëîæèì
P∗ = sup{Ta | a ≺ S}. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ rng(s) (à çíà÷èò, c 6= 0) ñïðàâåäëèâî

c ≺ P∗. Ïî îïðåäåëåíèþ àòîìèçàöèè s, èç c ≺ sup{s((a, t))|a ≺ S, t ≺ Pa} ñëåäóåò,

÷òî, äëÿ íåêîòîðûõ a ≺ S è t ≺ Pa, ñïðàâåäëèâî c = s((a, t)).

Òàêèì îáðàçîì, X |= [a|S]Ψ(a, P∗), ãäå

Ψ(a, P ) � (Φ∗(a, P ) ∧ [a′|S](< c|P > ((c ∈ rng(s)) ∧ (l(e(c)) = a′)) ∧Θ(Ra′))),

ãäå Θ(R) � ôîðìóëà, ïîäòâåðæäàþùàÿ A-îïðåäåëåííîñòü X ,

Ra � {c ∈ F | < x|P∗ > (x = s((a, c)))},

� ∆DL
0 -îïðåäåëèìîå â (X , P∗) ìíîæåñòâî, à ∆DL

0 -ôîðìóëà Φ∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî Φ èí-

äóêöèåé ïî ñëîæíîñòè:

([c|P ]Φ0(c))∗ � [c|P ](((c ∈ rng(s)) ∧ (l(e(c)) = a)) → (Φ0)∗(r(e(c)))),

(< c|P > Φ0(c))∗ �< c|P > ((c ∈ rng(s)) ∧ (l(e(c)) = a) ∧ (Φ0)∗(r(e(c)))),

è òàê äàëåå: äëÿ S ∈ XV \{P} è c ∈ FV ïîëàãàåì ([c|S]Φ0)∗ � [c|S](Φ0)∗, àíàëîãè÷íî,

äëÿ c, s ∈ FV , ([c|s]Φ0)∗ � [c|s](Φ0)∗, (< c|s > Φ0)∗ �< c|s > (Φ0)∗, à òàêæå (∀cΦ0)∗ �

∀c(Φ0)∗, (∃cΦ0)∗ � ∃c(Φ0)∗, è (Φ1 ◦Φ2)∗ � ((Φ1)∗Φ(Θ2)∗) äëÿ ◦ ∈ {∨,∧,→}, (¬Φ0)∗ �

¬(Φ0)∗, (Φ0)∗ � Φ0 â ñëó÷àå, êîãäà Φ0 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ôîðìóëû Ψ, ïîñòîðåííîé ïî ôîðìóëå Φ óêàçàííûì âûøå îá-

ðàçîì, ñïðàâåäëèâî X |= (∃P )[a|S]Ψ, òî åñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò P ∈ X òàêîé, ÷òî,

äëÿ âñåõ a ≺ S,

X |= (Φ∗(a, P ) ∧ [a′|S](< c|P > ((c ∈ rng(s)) ∧ (l(e(c)) = a′)) ∧Θ(Ra′))),

ãäå Ra � {c ∈ F | < x|P > (x = s((a, c)))}.
Èç èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ Φ∗ ñëåäóåò, ÷òî X |= [a|S](∃P )Φ, òàê êàê äëÿ âñÿ-

êîãî a ≺ S â êà÷åñòâå òàêîãî P ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò Pa � supRa.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðèåìëåìûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ àïïàðàò êîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïî ëþáîé ôîðìóëå âèäà ∃S0∃S1Φ, ãäå Φ �

∆DL
0 -ôîðìóëà, ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ΣDL

1 -ôîðìóëó ∃SΦ∗ (Φ∗ �

∆DL
0 -ôîðìóëà).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî èçâåñòíîìó îïðåäåëåíèþ Þ.Ë.Åðøîâà [11]

êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè ñòðóêòóðû â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé

ñèãíàòóðû 〈P n0
0 , P n1

1 , . . .〉, è ïóñòü X � ïðèåìëåìîå ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñè-

ìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ñòðóêòóðîé ñèãíàòóðû σ. Áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðó

M ∆DL-îïðåäåëèìîé â X , åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΣDL
1 -

ôîðìóë ëîãèêè DLσ

Φ(x0, y),Ψ(x0, y),Φ=(x0, x1, y),Ψ=(x0, x1, y),Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Ψ0(x0, . . . , xn0−1, y),Φ1(x0, . . . , xn1−1, y),Ψ1(x0, . . . , xn1−1, y), . . . ,

òàêàÿ, ÷òî, äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà c ∈ X, ïîëàãàÿ

M0 � ΦX (x0, c), η � ΦX
=(x0, x1, c) ∩M2

0 ,

èìååì M0 6= ∅, X \M0 = ΨX (x0, c), η � îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà ñòðóêòóðå

M0 � 〈M0, P
M0
0 , PM0

1 , . . .〉,

ãäå PM0
i � ΦX

i (x0, . . . , xni−1, c) ∩Mni
0 äëÿ âñåõ i,

ΨX
=(x0, x1, c) ∩M2

0 = M2
0 \ ΦX

=(x0, x1, c),

ΨX
i (x0, . . . , xni−1, c) ∩Mni

0 = Mni
0 \ ΦX

i (x0, . . . , xni−1, c)

äëÿ âñåõ i ∈ ω, è ñòðóêòóðà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñòðóêòóðå M0�η.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ èç XV , à

ïàðàìåòð c ∈ F , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà M ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìà â X .

Îïðåäåëåíèå 2.7. 1. Ñòðóêòóðà A ôèíèòíî ∆DL-ñâîäèòñÿ ê ñòðóêòóðå B (îáî-

çí. A 6DL
f B), åñëè ñòðóêòóðà A ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìà â àïïðîêñèìàöèîí-

íîì ïðîñòðàíñòâå XHF(B).

2. Ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî X1 ∆DL-ñâîäèòñÿ ê ñòðóê-

òóðèðîâàííîìó àïïðîêñèìàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó X2 (îáîçí. X1 6DL X2), åñëè

X1 êàê ñòðóêòóðà ∆DL-îïðåäåëèìà â àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå X2, è

2.1. ñòðóêòóðà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ F1 ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìà â X2, è
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2.2. cóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ñîïîñòàâëÿþùàÿ âñÿêîé ΣDL
1 -ôîðìóëå

ñèãíàòóðû ïðîñòðàíñòâà X1 ΣDL
1 -ôîðìóëó ñèãíàòóðû ïðîñòðàíñòâà X2,

îïðåäåëÿþùóþ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàò â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðî-

ñòðàíñòâà X2 â ïðîñòðàíñòâå X1.

Êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé, äëÿ ñòðóêòóð A è B, èç Σ-ñâîäèìîñ-

òè A 6Σ B ñëåäóåò ôèíèòíàÿ ∆DL-ñâîäèìîñòü A 6DL
f B. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåííîå

òàêèì îáðàçîì íà ñòðóêòóðàõ îòíîøåíèå ôèíèòíîé ñâîäèìîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì

òðàíçèòèâíîñòè.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A,B,C� ñòðóêòóðû êîíå÷íûõ ïðåäèêàòíûõ ñèãíàòóð, X1,X2,X3

� ñòðóêòóðèðîâàííûå àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ïðåäèêàòíûõ ñèã-

íàòóð.

1. Åñëè A 6DL
f B è B 6DL

f C, òî A 6DL
f C.

2. Åñëè X1 6DL X2 è X2 6DL X3, òî X1 6DL X3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò 1. Òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ 6DL
f íà ñòðóêòóðàõ

ñëåäóåò èç ëåììû 2.1 è çàìå÷àíèÿ ïåðåä íåé, òàê êàê àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàí-

ñòâà âèäà XHF(M) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ýòîé ëåììû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A 6DL
f B è B 6DL

f C. Èç ïîñëåäíåé ñâîäèìîñòè íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî HF(B) 6DL
f C, òàê êàê HF(B) 6Σ B. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî

ñâîäèìîñòü

XHF(B) 6DL XHF(C).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà

XHF(B) îïðåäåëÿåòñÿ â àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå XHF(C) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Cëåäóÿ [11], äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû M ⊆ HF(C) êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé

ñèíãàòóðû σ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðóêòóðó HF(M) ñèãíàòóðû σ′ = σ ∪ {U1,∈2},
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ïîëàãàåì â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ýòîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâî

∪n∈ωHn(M), ãäå

H0(M) = {〈m, 0〉|m ∈M},

Hn+1(M) = {〈d, n+ 1〉 | d ∈ HF (C), d ⊆ ∪k6nHk(M), ∃e(〈e, n〉 ∈ d)}, n ∈ ω.

Ïîëàãàåì UHF(M) = H0(M) è

∈HF(M)= {〈a, b〉 | ∃n > 0∃c(b = 〈c, n〉 ∧ a ∈ c)}.

Èíòåðïðåòàöèÿ â M ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò èõ

èíòåðïðåòàöèþ â ñòðóêòóðå HF(M).

Êëàññ Σ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ′ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ñòðóê-

òóðå HF(M), ïðè÷åì, àíàëîãè÷íî [11], íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî HF(M) ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëüþ KPU è äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì � íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêîé
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íàä ñèñòåìîé M0
∼= M ñ íîñèòåëåì UHF(M) è àòîìàðíîé äèàãðàììîé, îáðàçîâàííîé

ñ ïîìîùüþ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð è íàáîðîâ èç HF(M).

Ïóñòü ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìîå â XHF(C) ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðû B çàäàåòñÿ

c ïîìîùüþ ñòðóêòóðû B0 è îòíîøåíèÿ êîíãðóýíöèè η íà íåì, òî åñòü B0/η ∼= B.

Îñíîâíîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà XHF(B) (äî ôàêòîðèçàöèè) îïðåäå-

ëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ HF(B0) ∪X0, ãäå

X0 � {S ⊆ HF(C)|XHF(C) |= [a|S](∀c ∈ a)(c ∈ HF(B0))},

òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ìíîæåñòâî∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(C). Îïðåäåëèì íàHF(B0)∪
X0 îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè =η è îòíîøåíèå 6=η ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a) íà HF(B0)×HF(B0) îïðåäåëèì îòíîøåíèÿ =η è 6=η èíäóêöèåé ïî ðàíãó (Σ
DL
1 -

ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèé

íà ýëåìåíòàõ ðàíãà 0, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î Σ-ðåêóðñèè

äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HF(B0)):

1) åñëè a1 è a2 èìåþò ðàíã 0, òî a1 =η a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XHF(C) |=
Φη(l(a1), l(a2), c), ãäå Φη(x, y, z) è c, ñîîòâåòñâåííî, ΣDL

1 -ôîðìóëà è ïàðà-

ìåòð èç ∆DL-îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû B â XHF(C);

2) åñëè a1 è a2 èìåþò ðàíã 0, òî a1 6=η a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XHF(C) |=
Ψη(l(a1), l(a2), c), ãäå Ψη(x, y, z) è c, ñîîòâåòñâåííî, ΣDL

1 -ôîðìóëà è ïàðà-

ìåòð èç ∆DL-îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû B â XHF(C);

3) åñëè ðàíã a1 èëè ðàíã a2 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî a1 =η a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a1 ⊆HF(B0) a2 è a2 ⊆HF(B0) a1, òî åñòü HF(B0) |= ((∀x ∈ a1)(∃y ∈
a2)(x =η y)) ∧ ((∀y ∈ a2)(∃x ∈ a1)(x =η y));

4) åñëè ðàíã a1 èëè ðàíã a2 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî a1 6=η a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a1 6⊆HF(B0) a2 èëè a2 6⊆HF(B0) a1, òî åñòü HF(B0) |= ((∃x ∈ a1)(∀y ∈
a2)(x 6=η y)) ∨ ((∃y ∈ a2)(∀x ∈ a1)(x 6=η y)).

á) íà X0 × X0 îòíîøåíèå =η îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå ñïåöèàëèçàöèè 6:

ïîëàãàåì S1 6 S2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XHF(C) |= [a1|S1] < a2|S2 > (a1 =η

a2), è S1 66 S2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XHF(C) |=< a1|S1 > [a2|S2](a1 6=η a2).

Ïîëàãàåì S1 =η S2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S1 6 S2 è S2 6 S1. Àíàëîãè÷íî,

ïîëàãàåì S1 6=η S2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S1 66 S2 èëè S2 66 S1.

â) Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ c ∈ HF(B0) è S ∈ X0, ïîëàãàåì c =η S (è S =η c

) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà S =η {x ∈ HF(C) |x ∈HF(B0) c} (ïîñëåäíåå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì X0).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäñòàâëåíèè ñ äàííûì îñíîâíûì ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþò-

ñÿ ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ F (êàê ýëåìåíòîâ, η-ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòàì

HF(B0)), ïðåäèêàòû ñèñòåìû HF(B0), à òàêæå îòíîøåíèå ñïåöèàëèçàöèè 6.
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå, ïðåîáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΣDL
1 -ôîð-

ìóë, îïðåäåëÿþùóþ ïðåäñòàâëåíèå A â XHF(B), â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΣDL
1 -ôîðìóë,

îïðåäåëÿþùóþ ïðåäñòàâëåíèå A â XHF(C) âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ

XHF(B0) ⊆ XHF(C): ïðèìåíèì ñíà÷àëà îïðåäåëÿåìîå íèæå ïðåîáðàçîâàíèå ∗ ΣDL
1 -

ôîðìóë â ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñèãíàòóðû XHF(C). Çàòåì, ó÷èòûâàÿ ∆DL-îïðå-

äåëèìîñòü ìíîæåñòâ F è X0, ïðèìåíèì ëåììó 2.1 è çàìå÷àíèå ïåðåä íåé äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë â ΣDL
1 -ôîðìóëû.

Ïðåîáðàçîâàíèå ∗ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ΣDL
1 -ôîðìóëû ϕ(x̄). Íå

íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(x̄) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñ òåñíûìè îòðèöà-

íèÿìè. Êðîìå òîãî, HF(B0) êàê ñòðóêòóðà ∆DL-îïðåäåëèìà â XHF(C), ïîýòîìó âûðà-

æåíèÿ z ∈ HF(B0), rankHF(B0)(z) = 0 è ò.ï., òàêæå ∆DL-îïðåäåëèìû â XHF(C).

1) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (∃S)θ, òî ϕ∗(x̄) � (∃S)((S ∈ X0) ∧ θ∗);

2) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä < a|S > θ, òî ϕ∗(x̄) �< a|S > ((a ∈ F ) ∧ θ∗);

3) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä [a|S]θ, òî ϕ∗(x̄) � [a|S]((a ∈ F ) → θ∗);

4) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä ∃aθ(a, x̄), òî

ϕ∗(x̄) � ∃a((a ∈ F ) ∧ θ∗(a, x̄));

5) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (∀a ∈ b)θ(a, x̄), òî

ϕ∗(x̄) � ∀a((a ∈ TC(b)) → (¬(a ∈ b)∗ ∨ θ∗(a, x̄)));

6) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (∃a ∈ b)θ(a, x̄), òî

ϕ∗(x̄) � ∃a((a ∈ TC(b)) ∧ (a ∈ b)∗ ∧ θ∗(a, x̄));

7) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (ψ1(x̄) ◦ ψ2(x̄)), ◦ ∈ {∧,∨}, òî

ϕ∗(x̄) � (ψ∗1(x̄) ◦ ψ∗2(x̄));

8) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä U(x), òî

ϕ∗(x̄) � ((x ∈ F ) ∧ (rankHF(B0)(x) = 0) ∧ ¬(x = ∅));

9) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä ¬U(x), òî

ϕ∗(x̄) � ((x ∈ F ) ∧ (rankHF(B0)(x) > 0));

10) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä Rk(x̄), ãäå Rk � ñèãíàòóðíûé ñèìâîë B èëè ñèìâîë ðàâåí-

ñòâà, òî

(ϕ(x̄))∗ � Φk(l(x0), . . . , l(xnk−1), c) ∧ Φ(l(x0), c) ∧ . . . ∧ Φ(l(xnk−1), c)∧

∧(r(x0) = 0) ∧ . . . ∧ (r(xnk−1) = 0)), ;
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11) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä ¬Rk(x̄), ãäå Rk � ñèãíàòóðíûé ñèìâîë B èëè ñèìâîë ðà-

âåíñòâà, òî

(ϕ(x̄))∗ � (Ψk(l(x0), . . . , l(xnk−1), c) ∧ Φ(l(x0), c) ∧ . . . ∧ Φ(l(xnk−1), c)∧

∧(r(x0) = 0) ∧ . . . ∧ (r(xnk−1) = 0)),

12) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (a ∈ b), òî

ϕ∗(x̄) � ∃n > 0∃c((b = 〈c, n〉) ∧ (∃a0 ∈ c)(a0 =η a));

13) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä ¬(a ∈ b), òî

ϕ∗(x̄) � (rankHF(B0)(b) = 0) ∨ (∃n > 0∃c((b = 〈c, n〉) ∧ (∀a0 ∈ c)(a0 6=η a)));

14) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä (a = b), òî

ϕ∗(x̄) � ((a ∈ F ) ∧ (b ∈ F ) ∧ (a =η b));

15) åñëè ϕ(x̄) èìååò âèä ¬(a = b), òî

ϕ∗(x̄) � ((a ∈ F ) ∧ (b ∈ F ) ∧ (a 6=η b)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 òåîðåìû äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïóíêòîì 2.2.

ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Àïïðîêñèìàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà X1 è X2 áóäåì íàçûâàòü ∆DL-ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè X1 6DL X2 è X2 6DL X1. Äëÿ ïðèìåðà ∆DL-ýêâèâàëåíòíûõ àïïðîêñèìàöè-

îííûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî XHF(∅), ïîðîæäåí-

íîå íàèìåíüøèì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, è àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî X0,

íåÿâíî èñïîëüçóåìîå â [21] äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãèïåðàðèôìåòè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè íà

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Äëÿ N = (N; +, ·,6, 0, 1), îïðåäåëèì ïðèåìëåìîå ñòðóêòóðèðî-

âàííîå àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

X0 = (FunIS(N ) ∪N , F inFunIS(N ) ∪N ,6),

ãäå FunIS(N ) � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé íà N , îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà, FinFunIS(N ) � ìíî-

æåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé íà N , îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êî-

íå÷íûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà, à îòíîøåíèå 6 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà ôóíêöèÿõ (îòîæäåñòâëÿåìûõ ñî ñâîèìè ãðàôèêàìè, ò.å.

ìíîæåñòâàìè ïàð) è êàê îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ñèãíàòóðó

ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû F ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì FinFunIS(N ) ∪ N ìîæíî

ñ÷èòàòü ñîñòîÿùåé èç òåõ æå ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé, ÷òî è ñõåìà êîäèðîâàíèÿ C.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.

XHF(∅) ≡DL X0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîäèìîñòü XHF(∅) 6DL X0 cëåäóåò èç êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè

äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HF(∅) â N = (N; +, ·,6, 0, 1) è ∆DL-îïðåäåëèìîñòè â X0

ìíîæåñòâà P (HF (∅)) ñ îòíîøåíèåì ⊆. Ñâîäèìîñòü X0 6DL XHF(∅) ñëåäóåò èç Σ-îïðå-

äåëèìîñòè ñòðóêòóðûN â HF(∅) è∆DL-îïðåäåëèìîñòè â XHF(∅) ìíîæåñòâ FunIS(N )

è FinFunIS(N ), ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ C íà FinFunIS(N )∪N ,

à òàêæå îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ FunIS(N ).

3 Îáîáùåííî ãèïåðàðèôìåòè÷åñêàÿ âû÷èñëèìîñòü

Îäíèì èç ñâîéñòâ, âûðàçèìûõ â ÿçûêå äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè íàä (ñòðóêòóðèðîâàí-

íûì) àïïðîêñèìàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì XHF(∅), ïîðîæäåííûì íàèìåíüøèì äîïó-

ñòèìûì ìíîæåñòâîì HF(∅), ÿâëÿåòñÿ (îòíîñèòåëüíàÿ) ãèïåðàðèôìåòè÷íîñòü.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü A,B ⊆ ω. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â (XHF(∅), B);

2) A 6h B (A ãèïåðàðèôìåòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ 2) → 1). Ïóñòü A 6h B, ÷òî,

ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷àåò, ÷òî A ∆1
1-îïðåäåëèìî â (N, B). Èçâåñòíî (ñì. [21]), ÷òî

âñÿêîå Π1
1-îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëèìî âûðàæåíèåì âè-

äà ∀f∃nR(f(n), x), ãäå R ⊆ ω2 � âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå, à f(n) îáîçíà÷àåò íàáîð

〈f(0), f(1), . . . , f(n−1)〉. Àíàëîãè÷íî, âñÿêîå Σ1
1-îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë îïðåäåëèìî âûðàæåíèåì âèäà ∃f∀nQ(f(n), x) äëÿ íåêîòîðîãî âû÷èñëèìîãî îò-

íîøåíèÿ Q ⊆ ω2.

Ïóñòü Fun(f) îáîçíà÷àåò ∆DL
0 -ôîðìóëó, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé (ò.å. ìíîæåñòâîì ïàð ñ óñëîâèåì îäíîçíà÷íîñòè), à Funω(f) îáîçíà÷àåò ∆DL
0 -

ôîðìóëó (Fun(f) ∧ (dom(f) = ω) ∧ (rng(f) ⊆ ω)). Óêàçàííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ

Π1
1- è Σ1

1-îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíû â XHF(∅) ôîðìó-

ëàì ëîãèêè DL ñèãíàòóðû {U,∈}

(∀f)(Funω(f) → (< a|f >< n|ω > (a = f(n)) ∧R∗(a, x)))

è, ñîîòâåòñòâåííî,

(∃f)(Funω(f) ∧ [a|f ](< n|ω > (a = f(n)) → Q∗(a, x))),

ãäå R∗(a, x) è Q∗(a, x) � ∆DL
0 -ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå,ñîîòâåòñòâåííî, îòíîøåíèÿ

R è Q. Òàêèì îáðàçîì, Σ1
1- è Π1

1-ôîðìóëû, ïîäòâåðæäàþùèå ∆1
1-îïðåäåëèìîñòü A â

(N, B), ïîñðåäñòâîì äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîäèôèöèðóþòñÿ â ôîðìóëû, ïîäòâåð-

æäàþùèå ôèíèòíóþ ∆DL-îïðåäåëèìîñòü A â (XHF(∅), B).
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Èìïëèêàöèÿ 1) → 2) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è òåîðåìû 2.1, òî÷íåå, èç ñëå-

äóþùåé öåïî÷êè ∆DL-ñâîäèìîñòåé: èìååì (XHF(∅), B) 6DL (X0, B) ïî ïðåäëîæåíèþ

2.1, (XHF(∅), A) 6DL (XHF(∅), B) ïî ïóíêòó 1, è (X0, A) 6DL (XHF(∅), A) ñíîâà ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 2.1. Òàêèì îáðàçîì, (X0, A) 6DL (X0, B) ïî òåîðåìå 2.1, ÷òî è îçíà÷àåò

A 6h B.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü A ⊆ ω. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(∅);

2) A � ãèïåðàðèôìåòè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Îïåðàöèÿ Σ-ñêà÷êà ïîçâîëÿåò îáîáùèòü îïðåäåëåííûå íà êëàññå ìíîæåñòâ íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèè ñêà÷êà îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòåé ïî Òüþðèíãó è ïî ïå-

ðå÷èñëèìîñòè è ðàñïðîñòðàíèòü èõ íà êëàññ àáñòðàêòíûõ ñòðóêòóð îòíîñèòåëüíî

Σ-ñâîäèìîñòè. Îïðåäåëÿåìàÿ íèæå îïåðàöèÿ ãèïåðñêà÷êà ñòðóêòóðû àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ñîãëàñîâàíà ñ îïåðàöèåé ãèïåðñêà÷êà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãèïåðñêà÷êîì ñòðóêòóðû A íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà

AH � (HF(A),Σ-SatDL
HF(A)),

ãäå Σ-SatDL
HF(A) åñòü ìíîæåñòâî

{〈n, c̄〉 |n ∈ ω � ãåäåëåâñêèé íîìåð ΣDL
1 -ôîðìóëû Φ(x̄), c̄ ∈ HF (A), XHF(A) |= Φ(c̄)}.

Îáîçíà÷èì ïîëóðåøåòêó ñòåïåíåé ñòðóêòóð ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ≡DL
f

÷åðåç SDL. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1 ÿâëÿåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîëóðåøåòêè ãèïåðñòåïå-

íåé ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñ îòíîøåíèåì ãèïåðñâîäèìîñòè) â ïîëóðåøåòêó

(SDL,6DL), ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ ãèïåðñêà÷êà.

Ïðåäñòàâëåíèåì ñòðóêòóðûM âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå

A íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðà C ñèãíàòóðû σ ∪ {∼2} (ñèìâîë ∼ íå âõîäèò â ñèãíàòóðó σ),

íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A, èíòåðïðåòàöèåé îòíîøåíèÿ

∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà C � σ, òàêîå, ÷òî (C � σ)/∼ ∼= M. Â äàëü-

íåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðåäñòàâëåíèå C (òî÷íåå, åãî àòîìàðíóþ äèàãðàììó)

ñ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì A, çàôèêñèðîâàâ ãåäåëåâñêóþ íóìåðàöèþ àòîìàðíûõ

ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ∪{∼}. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ñòðóêòóðû M â A áóäåì

îáîçíà÷àòü PrA(M), à òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Prω(M) äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ

ïðåäñòàâëåíèé ñòðóêòóðû M íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
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Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì, áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïîíÿòèå, àíàëîãè÷íîå, íî

áîëåå òåñíî ñâÿçàííîå ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà,

à A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Êîïèåé ñèñòåìû M â A áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ñþðúåê-

òèâíîå îòîáðàæåíèå π : C →M , ãäå C ⊆ A � ìíîæåñòâî �îáîçíà÷åíèé� äëÿ ýëåìåíòîâ

M. Âñÿêàÿ êîïèÿ M â A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, íî

íå íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C ⊆ ω, òî êîïèÿ π îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå M íà

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ ñòðóêòóðà A èìååò ãèïåðñòåïåíü,

åñëè ñóùåñòâóåò C0 ∈ Prω(A), òàêîå, ÷òî, äëÿ ëþáîãî C ∈ Prω(A), âûïîëíåíî C0 6h C.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ C0 ñ òàêèì ñâîéñòâîì (åñëè îíè

ñóùåñòâóþò) èìåþò îäèíàêîâóþ ãèïåðñòåïåíü, êîòîðóþ è áóäåì íàçûâàòü ãèïåðñòå-

ïåíüþ ñòðóêòóðû A.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü ñ÷åòíûå ñòðóêòóðû A è B òàêîâû, ÷òî A 6DL
f B. Òîãäà,

äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñòðóêòóðû N ñèãíàòóðû σ0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: ñóùåñòâóþò

ΣDL
1 -ôîðìóëà Φ(x, S) è ΠDL

1 -ôîðìóëà Ψ(x, S) ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ′0 = σ0 ∪ {62,∈2

, U1}, èìåþùèå ïàðàìåòðû òîëüêî èç HF(N), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ∈ PrHF(N)(B), Φ(x, C) è Ψ(x, C) îïðåäåëÿþò (îäíîâðå-

ìåííî) â XHF(N) íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C∗ ∈ PrHF(N)(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå C ∈ PrHF(N)(B) è îáðàçó-

åì ñòðóêòóðó HF(C), êîòîðàÿ áóäåò ñòðóêòóðîé F êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðîèçâîëüíóþ còðóêòóðó M ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîìM è àòîìàðíîé äèàãðàììîé

AD(M) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ñî÷ëåíåíèåì ýòèõ îáúåê-

òîâ: M = M ⊕ AD(M) = {〈m, 0〉|m ∈M} ∪ {〈n, 1〉|n ∈ AD(M)}.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ñâîäÿùàÿ ïðî-

âåðêó èñòèííîñòè ΣDL
1 -ôîðìóë â XHF(C) ê ïðîâåðêå èñòèííîñòè ΣDL

1 -ôîðìóë â ïðî-

ñòðàíñòâå (XHF(N),C). À èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü µ : C → B � ïðîèçâîëüíàÿ êîïèÿ ñòðóêòóðû B. Îíà åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì ïðîäîëæàåòñÿ äî êîïèè µ′ : HF(C) → HF(B) ñòðóêòóðû HF(B), îïðåäåëÿåìîé

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëàãàåì

1) µ′(c) = µ(c), äëÿ âñåõ c ∈ C;
2) µ′(d) = {µ′(a)|a ∈HF(C) d}, äëÿ âñåõ d ∈ HF(C) \ C.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà ñòðóêòóðû B. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ðàâíî-

ìåðíàÿ ïðîöåäóðà, ïðåîáðàçóþùàÿ âñÿêóþ ΣDL
1 -ôîðìóëó ϕ(x̄) ÿçûêà DL ñèãíàòóðû

σ′ = σ ∪ {62,∈2, U1}, íå èìåþùóþ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òèïà XV , â ΣDL
1 -ôîðìóëó

ϕ∗(x̄) ÿçûêàDL ñèãíàòóðû σ′0(P ), òàêàÿ, ÷òî, äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñòðóêòóðû
B â HF(N), ëþáîé êîïèè µ : C → B è ëþáûõ ā ∈ HF (B),

XHF(B) |= ϕ(µ′(ā)) ⇐⇒ (XHF(N), C) |= ϕ∗(ā).

15



Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî HF(C) êàê ñòðóêòóðà ∆DL-îïðåäå-

ëèìà â (XHF(N), C), ïîýòîìó âûðàæåíèÿ z ∈ HF(C), rankHF(C)(z) = 0 è ò.ï., òàêæå

∆DL-îïðåäåëèìû â (XHF(N), C). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì àïïðîêñèìàöèîííîãî

ïðîñòðàíñòâà XHF(B) â (XHF(N), C), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íàä HF(C) òàêèì æå îáðà-

çîì, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è ïðåîá-

ðàçîâàíèå ôîðìóë ∗.

Ïîýòîìó, åñëè ñòðóêòóðà A0 � ∆DL-îïðåäåëèìîå â XHF(B) ïðåäñòàâëåíèå A íà

HF(B), òî äëÿ ñèñòåìû A1 ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì (µ′)−1(A0) è àòîìàðíîé äèàãðàì-

ìîé, èíäóöèðîâàííîé AD(A0), âåðíî ñëåäóþùåå: A1 ∆DL-îïðåäåëèìà â XHF(C) òåìè

æå ôîðìóëàìè, ÷òî è ñòðóêòóðà A0 â XHF(B). Ïîýòîìó äàííûé íàáîð ôîðìóë ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ∗ îïðåäåëÿåò â (XHF(N), C) íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå C∗ ∈ PrHF(N)(A).

Ïðåäëîæåíèå 3.2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì (à òî÷íåå, îáîáùåíèåì) ñîîòâåòñòâóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ èç [2], ñâÿçûâàþùåãî Σ-ïðåäèêàòû íàHF(B) ñ Σ-îïåðàòîðàìè íàHF(N),

äåéñòâóþùèìè íà ïðåäñòàâëåíèÿõ B. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîðû â îïðåäåëåíèè TΣ-

è eΣ-ñâîäèìîñòåé íà ýëåìåíòàõ XHF(N), ôàêòè÷åñêè, îïðåäåëÿþòñÿ â [2] ñ ïîìîùüþ

∆DL
0 -ôîðìóë áåç âõîæäåíèé ìîäàëüíûõ ñêîáîê òèïà [ ].

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: çàïèñü âèäà (∃S)KΦ

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáúåêò S èç êëàññà (ìíîæåñòâà) K, îáëàäàþùèé ñâîé-

ñòâîì Φ. Ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå ëåìì, â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàíî âàæíîå

ñâîéñòâî áàçèñà, ïîçâîëÿþùåå îãðàíè÷èòü ïîèñê ∃-ñâèäåòåëåé ïåðåáîðîì ñ÷åòíîãî

÷èñëà âàðèàíòîâ. À èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðèðîâàííîå àïïðîêñèìàöè-

îííîå ïðîñòðàíñòâî X = 〈X,F,6〉 ñèãíàòóðû σ èìååò ñ÷åòíûé áàçèñ, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî K ýëåìåíòîâ èç X, òàêîå, ÷òî, äëÿ ëþáîé ∆DL
0 -ôîðìóëû

Φ(S0, S1, . . . , Sn, x1, . . . , xm) ñèãíàòóðû σ è ëþáûõ S0
1 , . . . , S

0
n ∈ K, a1, . . . , am ∈ F ,

X |= (∃S)Φ(S, S0
1 , . . . , S

0
n, ā) ⇐⇒ X |= (∃S)KΦ(S, S0

1 , . . . , S
0
n, ā).

Ëåììà 3.2. Åñëè F � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

X = 〈X,F,6〉 èìååò ñ÷åòíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ∆DL
0 -ôîðìóëû Φ(S0, S1, . . . , Sn, x1, . . . , xm) êîíå÷íîé ñèãíàòó-

ðû σ îò ïåðåìåííûõ S0, S1,. . . , Sn∈ XV , x1,. . . , xm∈ FV , n,m ∈ ω, ïóñòü fΦ � ñèìâîë

÷àñòè÷íîé (n+m)-ìåñòíîé ôóíêöèè, íå ëåæàùèé â σ. (Äîïóñêàþòñÿ ôóíêöèè îò 0 ïå-

ðåìåííûõ, ò.å. êîíñòàíòû.) Çàôèêñèðóåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ

S1, . . . , Sk (k ∈ ω), íå ëåæàùèõ â σ, è ïóñòü σ∗(S1, . . . , Sk) � ñèãíàòóðà

σ ∪ {S1, . . . , Sk} ∪ {fΦ|Φ � ∆DL
0 -ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ}.

Ñêóëåìèçàöèåé ñèãíàòóðû σ(S1, . . . , Sk) íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðà σSkolem(S1, . . . , Sk) =

∪{σ(n)(S1, . . . , Sk)|n ∈ ω}, ãäå σ(0)(S1, . . . , Sk) = σ ∪ {S1, . . . , Sk}, σ(n+1)(S1, . . . , Sk) =
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(σ(n))∗(S1, . . . , Sk). Îáîãàùåíèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà X ñèãíàòóðû σ äî

àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè S0
1 , . . . , S

0
k ∈ X ñèã-

íàòóðû σSkolem(S1,. . . ,Sk) íàçûâàåòñÿ ñêóëåìîâñêèì, åñëè, äëÿ ëþáîé ∆DL
0 -ôîðìóëû

Φ(x0, x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) ñèãíàòóðû σSkolem(S1, . . . , Sk) è ëþáûõ a1, . . . , am ∈ F ,

(X , S0
1 , . . . , S

0
k) |= ((∃S)Φ(S, S0

1 , . . . , S
0
k , ā) → Φ(fΦ(S0

1 , . . . , S
0
k , ā), S

0
1 , . . . , S

0
k , ā).

Ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî, äëÿ ñ÷åòíîãî F è ïðîèçâîëüíûõ

S0
1 , . . . , S

0
k ∈ X, çàìûêàíèå â X ìíîæåñòâà F ∪ {S0

1 , . . . , S
0
k} îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé

ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ X íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî è îáðàçóåò ñ÷åòíûé áàçèñ K äëÿ

X .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå ñòðóêòóð, èìåþùèõ ãè-

ïåðñòåïåíü, è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (â òåð-

ìèíàõ Σ-îïðåäåëèìîñòè) ñòðóêòóð, èìåþùèõ T -ñòåïåíü è e-ñòåïåíü, ïîëó÷åííîãî â

[2]. Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ñòðóêòóð â òåðìè-

íàõ áåñêîíå÷íûõ ôîðìóë, àíàëîãè÷íîãî ïîëó÷åííîìó â [8, 9], íàñêîëüêî èçâåñòíî

àâòîðó, ïîêà íå íàéäåíî.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ñ÷åòíîé ñòðóêòóðû A è ãèïåðñòåïåíè a ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:

1) A èìååò ãèïåðñòåïåíü a;

2) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå C ñòðóêòóðû A, òàêîå, ÷òî C ⊆ ω, degh(C) = a, è C
ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(A).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû óñòàíîâèì âíà÷àëå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü σ1 = 〈P n0
0 , . . . , P nk

k 〉 è σ0 = 〈Qm0
0 , . . . , Qml

l 〉 � êîíå÷íûå ïðåäèêàòíûå ñèãíà-

òóðû (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ1∩σ0 = ∅), M è N � ñòðóêòóðû ñèãíàòóð σ1 è σ0, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïîä òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé ïàðîé (M,N) áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ ñòðóêòóðó

ñèãíàòóðû σ � 〈M1, N1, P n0
0 , . . . , P nk

k , Qm0
0 , . . . , Qml

l 〉, îñíîâíûì ìíîæåñòâîì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå |M| ∪ |N|, à ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: M (M,N) = |M|, N (M,N) = |N|, P (M,N)
i = PM

i , i = 1, . . . , k, Q
(M,N)
j = QN

j ,

j = 1, . . . , l. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè (M,N) è (M′,N′) � òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ïàðû, äëÿ

êîòîðûõ (M,N) ∼= (M′,N′), òî M ∼= M′ è N ∼= N′. Îáðàòíîå íå âñåãäà ñïðàâåäëèâî,

îäíàêî äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî:

à èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ïàðû (M,N) ñ óñëîâèåìM∩N = ∅.
Äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà X è ïîäìíîæåñòâ

S1, S2 ⊆ F , ÷åðåç

S1 6X
h S2

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 3.1, áóäåì îáîçíà÷àòü òîò ôàêò, ÷òî S1 ôèíèòíî ∆DL-

îïðåäåëèìî â (X , S2).
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Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü M è N � ñ÷åòíûå ñòðóêòóðû êîíå÷íûõ ïðåäèêàòíûõ

ñèãíàòóð σ1 è σ0, ñ îñíîâíûìè ìíîæåñòâàìè M è N , ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ

M ∩ N = ∅, è ïóñòü R ⊆ HF(N) � ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

1) R 6
XHF(N)

h C äëÿ âñÿêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñòðóêòóðû M â HF(N);

2) R ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(M,N), ãäå (M,N) � òåîðåòèêî-ìîäåëüíàÿ ïàðà

ñòðóêòóð M è N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ 2 ⇒ 1.

Ïóñòü îòíîøåíèå R ⊆ HF(N) ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(M,N), è ïóñòü C
� ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû M â HF(N). Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó C∼ �

(C � σ)/∼. Òàê êàê C � ïðåäñòàâëåíèå M, òî C∼ ∼= M, à òàê êàê C∼ ∩ N = ∅, òî
(C∼,N) ∼= (M,N), à, çíà÷èò, HF(C∼,N) ∼= HF(M,N). Ïîýòîìó ôîðìóëû, îïðåäåëÿþ-

ùèå â HF(M,N) îòíîøåíèå R ⊆ HF(N), îïðåäåëÿþò â HF(C∼,N) (ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ïàðàìåòðàìè) îòíîøåíèå R∗ ⊆ HF(N), òàêîå, ÷òî

(HF(C∼,N), R∗) ∼= (HF(M,N), R).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè µ′ : HF(C∼,N) → HF(M,N) � êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì, ïî-

ðîæäåííûé ïðîèçâîëüíûì èçîìîðôèçìîì µ : (C � σ)/∼ → M, è µr � µ′ � HF(N), òî

µr(R
∗) = µ′(R∗) = R. Íî îòîáðàæåíèå µr : HF(N) → HF(N) ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæå-

ñòâà HF(N) ⊆ HF (N) ÿâëÿåòñÿ Σ-ôóíêöèåé â HF(N). Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ñòðóêòóðû C∼ è (C∼,N) (ñ óñëîâèåì C∼ ∩N = ∅) Σ-îïðåäåëèìû â (HF(N), C). Òàêèì

îáðàçîì, èñïîëüçóÿ âûòåêàþùóþ îòñþäà ôèíèòíóþ ∆DL-îïðåäåëèìîñòüHF(C∼,N) â

(XHF(N), C), ïîëó÷àåì èìïëèêàöèþ èç 2 â 1. (Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû âèäà (HF(N), C)

è (XHF(N), C) êîððåêòíî ðàññìàòðèâàòü è êàê òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ïàðû, îïðåäåëè-

ìîñòü ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîíèìàåòñÿ êàê îïðåäåëèìîñòü â áîëüøåé

ñòðóêòóðå.)

Äîêàæåì òåïåðü èìïëèêàöèþ èç 1 â 2. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñóùåñòâîâàíèåì

ñ÷åòíîãî áàçèñà, à òàêæå ìåòîäîì âûíóæäåíèÿ â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîé-

êàõ, ñëåäóÿ ðàáîòàì [8, 20]. Ïóñòü M è N � ñòðóêòóðû ñ ñèãíàòóðàìè σ1 è σ0, ñîîòâåò-

ñòâåííî, è ïóñòü ñèãíàòóðà σ∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèãíàòóðû σ òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé ïàðû

(M,N) äîáàâëåíèåì íîâûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ R1, U1,∈2. Çàôèêñèðóåì òàêæå

áèíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P , íå âõîäÿùèé â σ∗. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ∗(P )

ñèãíàòóðó, ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì ýòîãî ñèìâîëà ê σ∗. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòó-

ðû A ñèãíàòóðû σ, êàê îáû÷íî, σA îáîçíà÷àåò ñèãíàòóðó, ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì

ê σ íîâûõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç A.

Âñÿêàÿ êîïèÿ ñèñòåìû M â HF(N) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé íà äîïóñòèìîì

ìíîæåñòâå HF(M,N) ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèéM . Ïîñêîëüêó òåõíè÷åñêè áîëåå óäîáíî

èñïîëüçîâàòü âìåñòî ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé èõ ãðàôèêè êàê îòíîøåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî êîïèÿ ñèñòåìû M â HF(N) ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì P â HF(M,N), äëÿ
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êîòîðîãî Pr1(P ) ⊆ HF(N) è Pr2(P ) = M , ðàññìàòðèâàÿ âñÿêèé ýëåìåíò a ∈ HF(N),

äëÿ êîòîðîãî 〈a,m〉 ∈ P , â êà÷åñòâå �îáîçíà÷åíèÿ� äëÿ ýëåìåíòà m ∈ M . Áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç π ôóíöêèþ ñ ãðàôèêîì P . Îòíîøåíèå P ñâÿçûâàåò ñ êàæäûì ýëå-

ìåíòîì èç M íåïóñòîå ìíîæåñòâî �îáîçíà÷åíèé�.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ýôôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ d e òåðìîâ è ôîðìóë ñèãíàòó-
ðû σ∗(P ). Àòîìàðíîé äèàãðàììîé êîïèè π íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

AD(π) = {〈dϕe, a〉|ϕ � ëèòåðàë ñèãí. σ1, a ∈ HF (N)<ω,M |= ϕ(π(a))},

ãäå äëÿ a = 〈a0, . . . , ak〉 π(a) îáîçíà÷àåò íàáîð 〈π(a0), . . . , π(ak)〉.
Èòàê, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå R ⊆ HF (N). Èäåÿ, íà êîòîðîì îñíî-

âàíî äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 1 ⇒ 2, ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè êîïèè π ñèñòåìû M,

äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà X〈HF(M,N),R,P 〉 áûëà áû ãåíåðè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ P â ñìûñ-

ëå [20] . Ïîñòðîèì π êàê îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p0 ⊆ p1 ⊆ . . . êîíå÷íûõ

ôóíêöèé: π = ∪n∈ωpn. Âñÿêóþ êîíå÷íóþ ôóíêöèþ íà HF (M,N), êîòîðàÿ ìîæåò

áûòü ðàñøèðåíà äî êîïèè ñèñòåìû M â HF(N), áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì âûíóæ-

äåíèÿ, ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ óñëîâèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Cond(M,N). Ïóñòü

{Sn|n ∈ ω} � íóìåðàöèÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî áàçèñà K àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà XHF(M,N). Îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè Cond(M,N) è ïðåä-

ëîæåíèÿìè ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N)∪{Sn|n ∈ ω}, îïðåäåëÿåòñÿ íèæå ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [20]). Åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ

ïðèâîäèìîé íèæå êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå �áàçèñíîé âûíóæäàåìîñòè�.

À èìåííî, äëÿ óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ p è ïðåäëîæåíèÿ Φ, îïðåäåëèì îòíîøåíèå �p

áàçèñíî âûíóæäàåò Φ� (îáîçí. p 
b Φ) èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ Φ:

1) åñëè Φ � àòîìàðíîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N) ∪ {Sn|n ∈ ω}, òî
p 
b Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈XHF(M,N), R, p, {Sn|n ∈ ω}〉 |= Φ;

2) p 
b (Φ1 ∨ Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b Φ1 èëè p 
b Φ2;

3) p 
b< a|S > Φ(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò a ≺ S, äëÿ êîòîðîãî

p 
b Φ(a);

4) p 
b< a|s > Φ(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò a ≺ s, äëÿ êîòîðîãî

p 
b Φ(a);

5) p 
b (∃s)Ψ(s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b Ψ(s) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈
HF (M,N);

6) p 
b (∃S)Ψ(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b Ψ(Si) äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñíîãî

Si ∈ XHF(M,N);

7) p 
b ¬Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ q ⊇ p,

äëÿ êîòîðîãî q 
b Φ.

Îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, êâàíòîð âñåîáùíîñòè, îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû è

ìîäàëüíûå ñêîáêè �âñåîáùíîñòè� òðàêòóþòñÿ êàê ñîêðàùåíèÿ, ïîýòîìó

8) p 
b (Φ1 ∧ Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ¬(¬Φ1 ∨ ¬Φ2), ò.å. äëÿ ëþáîãî

óñëîâèÿ q ⊇ p ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ r1, r2 ⊇ q òàêèå, ÷òî r1 
b Φ1 è r2 
b Φ2;
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9) p 
b (Φ1 → Φ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b (¬Φ1 ∨ Φ2);

10) p 
b ∀xΨ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ¬∃x¬Ψ(x), ò.å. äëÿ ëþáîãî

óñëîâèÿ q ⊇ p è ëþáîãî a ∈ HF (M,N) ñóùåñòâóåò óñëîâèå r ⊇ q òàêîå, ÷òî r 
b Φ(a);

11) p 
b (∃x ∈ a)Φ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ∃x((x ∈ a) ∧ Φ(x));

12) p 
b (∀x ∈ a)Φ(x)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ∀x((x ∈ a) → Φ(x));

13) p 
b [a|S]Φ(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ¬ < a|S > ¬Φ(a) (àíàëîãè÷íîå

îïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ p 
b [a|s]Φ(a) );

14) p 
b (∀S)Ψ(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
b ¬(∃S)¬Ψ(S).

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ñòàíäàðòíûå äëÿ ëþáîãî ïîñòðîåíèÿ

ìåòîäîì âûíóæäåíèÿ.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ÿçûêàDL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N)∪{Sn|n ∈
ω} è ëþáûõ p, q ∈ Cond(M,N), èç p ⊆ q è p 
b Φ ñëåäóåò, ÷òî q 
b Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè

Φ.

Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ÿçûêàDL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N)∪{Sn|n ∈
ω} è ëþáîãî p ∈ Cond(M,N) ñóùåñòâóåò q ⊇ p, äëÿ êîòîðîãî q 
b Φ èëè q 
b ¬Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïóíêòà 7 îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ âûíóæäåíèÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè íå ñóùåñòâóåò q ⊇ p òàêîãî, ÷òî q 
b Φ, òî p 
b ¬Φ ïî îïðåäåëå-

íèþ.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü Φ � ïðåäëîæåíèå ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N)∪{Sn|n ∈ ω}.
Íå ñóùåñòâóåò óñëîâèÿ p ∈ Cond(M,N) òàêîãî, ÷òî p 
b Φ è p 
b ¬Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ Φ. Â ñëó÷àå êîãäà Φ � àòî-

ìàðíîå, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî Φ = (Φ1 ∨ Φ2). Åñëè

p 
b Φ è p 
b ¬Φ, òî p 
 Φi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2} è, â òî æå âðåìÿ, äëÿ ëþáîãî

q ⊇ p èìååì q 6
b Φ1 è q 6
b Φ1, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 3.6. Ñóùåñòâóåò êîïèÿ π (íàçûâàåìàÿ b-ãåíåðè÷åñêîé) ñòðóêòóðûM âHF(N),

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Φ ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N) ∪ {Sn|n ∈
ω},

(XHF(M,N), R, π) |= Φ ⇐⇒ ∃p ∈ Cond(M,N) � π (p 
b Φ).

Çäåñü Cond(M,N) � π � ìíîæåñòâî âñåõ óñëîâèé âûíóæäåíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíî-

æåñòâàìè π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íóìåðàöèþ ïðåäëîæåíèé ÿçûêàDL ñèã-

íàòóðû σ∗(P )HF (M,N) ∪{Sn|n ∈ ω}: Φ0,Φ1, . . . ,Φk, . . ., à òàêæå ïðîèçâîëüíóþ íóìåðà-

öèþ íîñèòåëÿ ñèñòåìû M: m0,m1, . . . , mk, . . ..
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Ïóñòü p−1 � ∅. Äëÿ ëþáîãî k ∈ ω, ïóñòü pk � íåêîòîðîå óñëîâèå âûíóæäåíèÿ,

äëÿ êîòîðîãî pk−1 ⊆ pk, mk ∈ rng(pk), è pk 
b Φk èëè pk 
b ¬Φk (èç ïðåäûäóùèõ

ëåìì ñëåäóåò, ÷òî òàêîå pk ñóùåñòâóåò). Îïðåäåëèì êîïèþ π ñèñòåìû M êàê îáú-

åäèíåíèå ∪k∈ωpk. Óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè

ïðåäëîæåíèÿ Φ.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü Φ(x) � ôîðìóëà ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P ) ñ òåñíûìè îòðèöà-

íèÿìè. Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ∗(y, x) ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗ òàêàÿ, ÷òî, äëÿ ëþáîãî

a ∈ HF (N)<ω è ëþáîãî óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ p,

p 
b Φ(a) ⇐⇒ 〈XHF(M,N), R〉 |= Φ∗(p, a).

Φ∗ ñòðîèòñÿ ïî Φ ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîé ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû, ïðè÷åì åñëè Φ

� ∆DL
0 (ΣDL

1 )-ôîðìóëà, òî Φ∗ � òàêæå ∆DL
0 (ΣDL

1 )-ôîðìóëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû Φ. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ôîð-

ìóëà ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P ) ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå ñ òåñíûìè

îòðèöàíèÿìè, ïðè÷åì åñëè èñõîäíàÿ ôîðìóëà áûëà ∆DL
0 (ΣDL

1 )-ôîðìóëîé, òî òàêîé

æå òèï áóäåò èìåòü è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà ñ òåñíûìè îòðèöàíèÿìè.

1) Φ � àòîìàðíàÿ èëè îòðèöàíèå àòîìàðíîé: åñëè Φ = P (a,m), òî p 
b Φ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈a,m〉 ∈ p; åñëè Φ = ¬P (a,m), òî p 
b Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 〈a,m〉 6∈ p. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ p 
b Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈XHF(M,N), R〉 |= Φ, òî åñòü Φ∗ � Φ;

2) Φ = (Φ1 ∨ Φ2): ïîëàãàåì Φ∗ = ((Φ1)
∗ ∨ (Φ2)

∗);

3) Φ = ∃yΦ0(a, y), y ∈ FV : ïîëàãàåì Φ∗ � ∃y(Φ0a, y))
∗;

4) Φ = (∃S)Φ0(S): ïîëàãàåì Φ∗ � (∃S)(Φ0(S))∗), è ïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì 4 îïðåäå-

ëåíèÿ îòíîøåíèÿ b-âûíóæäàåìîñòè è îïðåäåëåíèåì ñ÷åòíîãî áàçèñà XHF(M,N);

5) Φ = [a|S]Φ0: ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì p 
b [a|S]Φ0(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ âñåõ óñëîâèé âûíóæäåíèÿ q ⊇ p è äëÿ âñåõ c ≺ S âûïîëíåíî q 6
b ¬Φ0(c), ïðè÷åì

¬Φ0 � ∆DL
0 -ôîðìóëà.

6) Φ = [a|s]Φ0: àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 5.

Èòàê, äîêàæåì èìïëèêàöèþ 1 ⇒ 2 òåîðåìû. Ïóñòü R 6
XHF(N)

h C äëÿ ëþáîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ C ñèñòåìû M â HF(N), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî ∆DL-

îïðåäåëèìûì â XHF(M,N).

Äëÿ äàííîãî R, ïîñòðîèì b-ãåíåðè÷åñêóþ êîïèþ CR ñèñòåìû M â HF(N) ñî ñëå-

äóþùèì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü {Φi(x)|i ∈ ω} � âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ

ΣDL
1 -ôîðìóë ÿçûêà DL ñèãíàòóðû σ∗(P )HF (M,N) (ïåðåìåííàÿ x èìååò òèï FV ). Åñëè

CR îáðàçîâàíà ïî π = ∪n∈ωpn, òî, äëÿ ëþáîãî n ∈ ω, ïîòðåáóåì, ÷òîáû pn óäîâëåòâî-

ðÿëî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

pn 
 (R 6= Φl(n)(x) ∨R 6= Φr(n)(x)).

Òàêàÿ êîïèÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ëåììå 3.7, R áûëî áû

ôèíèòíî ∆DL-îïðåäåëèìî â XHF(M,N).

21



Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, R 6
XHF(N)

h C äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C ñèñòåìû

M â HF(N), ýòîò ôàêò âåðåí è äëÿ b-ãåíåðè÷åñêîé êîïèè CR c óêàçàííûì âûøå

äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Èìååì

(XHF(M,N), R, CR) |= �R 6
XHF(N)

h P �,

ãäå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ôîðìóëà, îçíà÷àþùàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ îòíî-

øåíèÿ 6X
h , ôèíèòíóþ ΣDL-îïðåäåëèìîñòü â (XHF(N), CR) îòíîøåíèé R è R íåêîòî-

ðûìè êîíêðåòíûìè, ðåëÿòèâèçîâàííûìè íà XHF(N) ôîðìóëàìè Φ(x, CR) è Ψ(x, CR),

ñîîòâåòñòâåííî (ðåëÿòèâèçàöèÿ ôèíèòíî ΣDL-îïðåäåëèìà â XHF(M,N) âñëåäñòâèå Σ-

îïðåäåëèìîñòè HF(N) â HF(M,N)). Òàê êàê CR � b-ãåíåðè÷åñêàÿ êîïèÿ, ïî ëåììå

3.6 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, äëÿ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ âûíóæäåíèÿ pn,

pn 
b �R 6
XHF(N)

h P � .

Ïî ëåììàì 3.7 è 3.3, ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, óäîâëåòâî-

ðåííîìó íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå ïîñòðîåíèÿ CR.

Òåîðåìà 3.2 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ïðè N = ∅.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü À.Ñ. Ìîðîçîâó çà çàìå÷àíèÿ è ïðåäëî-

æåíèÿ, ïîçâîëèâøèå, â ÷àñòíîñòè, óñòðàíèòü ìíîãî÷èñëåííûå íåòî÷íîñòè â ïåðâîíà-

÷àëüíîé âåðñèè òåêñòà ðàáîòû.
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ÓÄÊ 510.5

À.È. Ñòóêà÷åâ, Îáîáùåííî ãèïåðàðèôìåòè÷åñêàÿ âû÷èñëèìîñòü íàä ñòðóêòóðà-

ìè. I

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæ-

äåííûõ äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè è, â ÷àñòíîñòè, íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûìè íàä-

ñòðîéêàìè íàä ñòðóêòóðàìè. Îáîáùåííàÿ âû÷èñëèìîñòü íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîíèìàåòñÿ êàê ýôôåêòèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü â äèíàìè÷åñêîé ëîãèêå.

Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ñòðóêòóðû, Σ-îïðåäåëèìîé â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îïðåäåëèìîñòè ñòðóêòóðû íà àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå Σ-ñâîäèìîñòè, åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàåò îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè íà ñòðóêòóðàõ, ïîðîæäàþùåå ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé ñòðóêòóð (ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè), à òàêæå îïåðàöèÿ

ñêà÷êà. Óñòàíîâëåíî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå â ýòè ïîëóðåøåòêè ïîëóðåøåòêè ãèïåð-

ñòåïåíåé ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ ãèïåðñêà÷êà. Ïîëó-

÷åíî ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå ñòðóêòóð, èìåþùèõ ãèïåðñòåïåíü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè, äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà, àïïðîêñèìàöèîí-

íûå ïðîñòðàíñòâà, êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè, âû÷èñëèìûé àíàëèç, ãèïåðàðèôìåòè÷å-

ñêàÿ âû÷èñëèìîñòü.


