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Ïðîöåññû è ñòðóêòóðû
íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ1

À.È. ÑÒÓÊÀ×ÅÂ

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1] è ñîäåðæèò

ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ êðàòêîé ïóáëèêàöèè [2]. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîì-

ïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëüíàÿ è

ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè íà íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ

è ññîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîìïîíåíòàì ñêà÷êè. Ïîêàçàíî, ê ñêà÷êàì ìàêñèìàëüíîé

êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè íà íàèìåíüøåì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HF(∅) Σ-ñâîäèòñÿ

ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, â òåðìèíàõ Σ-ñâîäèìîñòè

ñâÿçûâàþùèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîíèìàåìûå êàê ñòðóêòóðà, ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè ÷èñëàìè, ïîíèìàåìûìèì êàê àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñôîðìóëèðîâàí

ðÿä åñòåñòâåííûõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ, â òîì ÷èñëå, êàñàþùèõñÿ àíàëîãîâ ðåçóëüòà-

òîâ, èçâåñòíûõ äëÿ ïîëóðåøåòîê Σ-ñòåïåíåé.

Â òåêñòå ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç [3, 4]. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A, ñèìâîëîì A îáîçíà÷àåòñÿ åãî íîñèòåëü (îñíîâíîå ìíî-

æåñòâî), P (A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A, UA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

ïðàýëåìåíòîâ A, à A∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, ÿâëÿþùèõñÿ ìíîæåñòâàìè
(ò.å. íå ïðàýëåìåíòàìè).

1 Ïðîöåññû è êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè

Íåôîðìàëüíî, ïðîöåññû � ýòî ôóíêöèè íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, çíà-

÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðåäåëû ñâîèõ F -àïïðîêñèìàöèé, îáðàçîâàííûõ

ïî F -àïïðîêñèìàöèÿì àðãóìåíòîâ è ðåñóðñîâ (íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè).

Êàæäûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ñïåöèôèêàöèåé èëè ïðåäñòàâëåíèåì, ïðè÷åì

êîíñòðóêòèâíûìè ïðîöåññàìè íàçûâàþòñÿ ïðîöåññû, èìåþùèå ñïåöèôèêàöèè, êîòî-

ðûå äîïóñêàþò �ýôôåêòèâíóþ ïðîâåðêó�. Îáëàäàþùèå îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè

çàìêíóòîñòè cåìåéñòâà êîíñòðóêòèâíûõ ïðîöåññîâ îáðàçóþò êîìïîíåíòû âû÷èñëè-

ìîñòè (òî÷íîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü X = 〈X, F,6〉� àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü

m, n ∈ ω. Ïîä (m, n)-ìåñòíîé ñïåöèôèêàöèåé íà X áóäåì ïîíèìàòü âñþäó îïðåäåëåí-

íóþ ôóíêöèþ α0 : Fm+n+2 → {0, 1}, êîòîðàÿ ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî äâóõ ïîñëåäíèõ
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àðãóìåíòîâ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáûõ ā ∈ Fm, b̄ ∈ F n, è ëþáûõ c, c′, d, d′ ∈ F ,

åñëè c ≺ c′, òî α0(ā, b̄, c, d) 6 α0(ā, b̄, c′, d);

åñëè d ≺ d′, òî α0(ā, b̄, c, d′) 6 α0(ā, b̄, c, d).

Íåôîðìàëüíî, ā åñòü íàáîð êîíå÷íûõ àðãóìåíòîâ, b̄ åñòü íàáîð êîíå÷íûõ ôðàã-

ìåíòîâ (ïîòåíöèàëüíî) áåñêîíå÷íûõ àðãóìåíòîâ, c è c′ åñòü êîíå÷íûå ôðàãìåíòû

äîñòóïíûõ ðåñóðñîâ, òîãäà êàê d è d′ � êîíå÷íûå ôðàãìåíòû ðåçóëüòàòà ïðîöåññà,

îïðåäåëÿåìîãî äàííîé ñïåöèôèêàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X = 〈X, F,6〉 � àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ

m, n ∈ ω, (m, n)-ìåñòíûì ïðîöåññîì íà X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå α èç

(ïîäìíîæåñòâà) Fm×Xn â X, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ñïåöèôèêàöèÿ α0 : Fm+n+2 →
{0, 1}, îïðåäåëÿþùàÿ α â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáûõ ā ∈ Fm, x̄ ∈ Xn, òàêèõ, ÷òî

(ā, x̄) ∈ dom(α), è ëþáîãî d ∈ F , d ≺ α(ā, x̄) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò

b0, . . . , bn−1, c ∈ F , òàêèå, ÷òî b0 ≺ x0, . . . , bn−1 ≺ xn−1, è α0(ā, b̄, c, d) = 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ, îïðå-

äåëåííûõ ëèáî òîëüêî íà êîíå÷íûõ àðãóìåíòàõ, ëèáî íà ïðîèçâîëüíûõ (âîçìîæ-

íî, �áåñêîíå÷íûõ�) àðãóìåíòàõ, äîñòóïíûõ òîëüêî ÷åðåç êîíå÷íûå àïïðîêñèìàöèè.

À èìåííî, äëÿ n > 0,

• n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé (n, 0)-ìåñòíûé ïðîöåññ, òî åñòü îòîá-

ðàæåíèå èç (ïîäìíîæåñòâà) F n â X;

• n-ìåñòíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ëþáîé (n, 0)-ìåñòíûé ïðîöåññ ñ êîíå÷íûìè çíà-

÷åíèÿìè, òî åñòü îòîáðàæåíèå èç (ïîäìíîæåñòâà) F n â F ;

• n-ìåñòíûì îïåðàòîðîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé (0, n)-ìåñòíûé ïðîöåññ, òî åñòü îòîá-

ðàæåíèå èç (ïîäìíîæåñòâà) Xn â X.

Áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññû n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ íà X ÷åðåç

Pn(X ), Fn(X ) è On(X ), ñîîòâåòñòâåííî, à êëàññ âñåõ ïðîöåññîâ íà X ÷åðåç Proc(X ).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Îíî ïîðîæäàåò êëàññ àïïðîêñè-

ìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ X ñëåäóþùåãî âèäà. Ïóñòü X0 ⊆ P (A) � ïðîèçâîëüíîå Σ-

äîïóñòèìîå ñåìåéñòâî (îïðåäåëåíèå ñì. â [4]). Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ íà X∩P (A)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé òîïîëîãèåé [4], à òîïîëîãèÿ íà UA òðèâèàëüíà, çà èñêëþ÷åíèåì

òîãî, ÷òî ∅ ïîëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå êëàññà ïðîöåññîâ, äåéñòâóþùèõ íà X , â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ïîäêëàññ êëàñ-

ñà Proc(X ), ñîñòîÿùåãî èç ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíûìè (ñì. [4])

íà ýëåìåíòàõ èç X. Ìíîæåñòâà Σ-ïðåäèêàòîâ è Σ-îïåðàòîðîâ îáðàçóþò ïîäêëàññ

êîíñòðóêòèâíûõ ïðîöåññîâ è îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîöåññû ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà,
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èìåþùèå ∆0-îïðåäåëèìûå íà A ñïåöèôèêàöèè. Ýòè ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè

Proc(X ) ïî àêñèîìå ∆0-îãðàíè÷åííîñòè è ïî îïðåäåëåíèþ Σ-äîïóñòèìîãî ñåìåéñòâà,

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. 1) Òåðìèíàöèåé (÷àñòè÷íîãî) n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà α : F n →
X íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ αt : F n+1 → {0, 1}, òàêàÿ, ÷òî, äëÿ
ëþáûõ ā ∈ F n, b ∈ F ,

αt(ā, b) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ≺ α(ā).

2) Òåðìèíàöèåé (÷àñòè÷íîãî) n-ìåñòíîãî îïåðàòîðà β : Xn → X íàçûâàåòñÿ âñþäó

îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ βt : Xn+1 → {0, 1}, òàêàÿ, ÷òî, äëÿ ëþáûõ ā ∈ Xn, b ∈ X,

βt(ā, b) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b = β(ā).

3) Òåðìèíàöèåé (÷àñòè÷íîãî) (m, n)-ìåñòíîãî ïðîöåññà γ : Fm ×Xn → X, n > 0,

íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ βt : Fm ×Xn+1 → {0, 1}, òàêàÿ, ÷òî,
äëÿ ëþáûõ ā ∈ Fm, b̄ ∈ Xn, c ∈ X,

γt(ā, b̄, c) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = γ(ā, b̄).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òåõíè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè îïðåäåëåíèé äëÿ ïî-

íÿòèé èç [3, 4]: ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

1) Îòîáðàæåíèå α : An → P (A) íàçûâàåòñÿ Σ-ïðåäèêàòîì íà A, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ Σ-ôîðìóëà ϕα(x1, . . . , xn, y) ñèãíàòóðû σA ñ ïàðàìåòðàìè èç A, ÷òî, äëÿ
ëþáûõ a1, . . . , an, b ∈ A,

b ∈ α(a1, . . . , an) ò. è ò. ò., êîãäà A |= ϕα(a1, . . . , an, b)

(ϕα íàçûâàåòñÿ Σ-ïðåäñòàâëåíèåì α).

2) Îòîáðàæåíèå β : P (A)n → P (A) íàçûâàåòñÿ Σ-îïåðàòîðîì íà A, åñëè ñóùå-

ñòâóåò Σ-ôîðìóëà ϕβ(x1, . . . , xn, y) ñèãíàòóðû σA ñ ïàðàìåòðàìè èç A òàêàÿ,

÷òî, äëÿ ëþáûõ S1, . . . , Sn ∈ P (A), b ∈ A

b ∈ β(S1, . . . , Sn) ò. è ò. ò., êîãäà ∃a1 ⊆ S1, . . . ,∃an ⊆ Sn ò.÷.

A |= ϕβ(a1, . . . , an, b)

(çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî a1, . . . , an ∈ A∗). Àíàëîãè÷íî, ϕβ íàçûâàåòñÿ Σ-

ïðåäñòàâëåíèåì β.

Äàëåå ïðåïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà A çàôèêñèðîâàíî, 6 îáîçíà÷àåò ⊆P (A)

∪ =UA .
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü m,n ∈ ω. Îòîáðà-

æåíèå γ èç (ïîäìíîæåñòâà) Am × (A ∪ P (A))n â P (A) íàçûâàåòñÿ (m, n)-ìåñòíûì

Σ-ïðîöåññîì íà A, åñëè ñóùåñòâóåò Σ-ôîðìóëà ϕγ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, z) ñèãíàòóðû

σA ñ ïàðàìåòðàìè èç A òàêàÿ, ÷òî, äëÿ ëþáûõ a1, . . . , am ∈ A, x1, . . . , xm ∈ A ∪ P (A),

c ∈ A,

c ∈ γ(a, x) ò. è ò. ò., êîãäà ∃b1 6 x1, . . . ,∃bn 6 xn ò.÷. A |= ϕγ(a, b, c).

Ôîðìóëà ϕγ íàçûâàåòñÿ Σ-ïðåäñòàâëåíèåì γ. Ìíîæåñòâî âñåõ Σ-ïðåäñòàâëåíèé

ïðîöåññà γ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç PresΣ(γ).

Ëþáîå Σ-ïðåäñòàâëåíèå ϕγ(x, y, c) ïðîöåññà γ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ∆0-

ôîðìóëó θγ(x, y, c, d), ÿâëÿþùóþñÿ ñïåöèôèêàöèåé äëÿ γ â ñìûñëå îïðåäåëåíèé ðà-

áîòû [1]: ïîëàãàåì

θγ(x, y, c, d) � (∀c′ ∈ c)ϕγ(x, y, c′)(d),

ãäå ϕγ(x, y, c′)(d) åñòü ðåëÿòèâèçàöèÿ ôîðìóëû ϕγ îòíîñèòåëüíî d (ñì. [3]).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç FΣ(A) êëàññ âñåõ Σ-ïðåäèêàòîâ íà A, îïðåäåëÿåìûõ ôîð-
ìóëàìè áåç ïàðàìåòðîâ, ÷åðåç OΣ(A) êëàññ âñåõ Σ-îïåðàòîðîâ íà A, è ÷åðåç PΣ(A)

êëàññ âñåõ Σ-ïðîöåññîâ íà A, ñîîîòâåòñòâåííî (òàêèì îáðàçîì, PΣ(A) ⊇ FΣ(A) ∪
OΣ(A)).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü C ⊆ PΣ(A) � ïðîèç-

âîëüíûé êëàññ Σ-ïðîöåññîâ íà A. Ñåìåéñòâî S ⊆ A∪P (A) íàçûâàåòñÿ Σ-äîïóñòèìûì

îòíîñèòåëüíî C, åñëè

1) S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðîöåññîâ èç C: äëÿ ëþáîãî (m,n)-ìåñòíîãî

ïðîöåññà α ∈ C,

∀a1 . . . ∀am ∈ A ∩ S ∀x1 . . . ∀xn ∈ S α(a1, . . . , am, x1, . . . , xn) ∈ S;

2) ïðîöåññû èç C ñèëüíî íåïðåðûâíû íà ýëåìåíòàõ èç S: äëÿ ëþáîãî (m,n)-ïðîöåññà

α ∈ C,
∀a1 . . . ∀am ∈ A ∩ S ∀x1 . . . ∀xn ∈ S∀c ∈ A(c 6 α(a, x) →

→ ∃b1 ∈ A . . .∃bn ∈ A(b1 6 x1 ∧ . . . ∧ bn 6 xn ∧ c 6 α(a, b))).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Êîìïîíåíòîé âû÷èñëèìîñòè

íà A áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó (S, C), ãäå

1) S ⊆ A ∪ P (A) � Σ-äîïóñòèìîå ñåìåéñòâî îòíîñèòåëüíî C,

2) C ⊆ PΣ(A) � êëàññ Σ-ïðîöåññîâ íà A, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.

Êîìïîíåíòó âû÷èñëèìîñòè (S, C) áóäåì íàçûâàòü A-àäåêâàòíîé, åñëèA ⊆ S è FΣ(A) ⊆
C.

Äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A, âû÷èñëèìîñòüþ íà A áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî

Com(A) âñåõ A-àäåêâàòíûõ êîìïîíåíò âû÷èñëèìîñòè íà A:

Com(A) = {(S, C) | (S, C) � A-àäåêâàòíàÿ êîìïîíåíòà âû÷èñëèìîñòè íà A}.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè (S, C) ñïðàâåäëèâî OΣ(A) ⊆ C,
òî S ÿâëÿåòñÿ Σ-äîïóñòèìûì ñåìåéñòâîì íà A â ñìûñëå [4].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âíà÷àëå çàôèêñèðîâàòü ïîäêëàññ �êîíñòðóêòèâíûõ�

ïðîöåññîâ C, à çàòåì âçÿòü â êà÷åñòâå X0 ⊆ P (A) ñåìåéñòâî, Σ-äîïóñòèìîå îòíî-

ñèòåëüíî C.

2 Σ-ñêà÷îê ñòðóêòóðû êàê ñêà÷îê ìèíèìàëüíîé êîì-

ïîíåíòû HF-âû÷èñëèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü (S, C) � êîìïîíåíòà

âû÷èñëèìîñòè íà A. Ñêà÷êîì êîìïîíåíòû (S, C) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà JA(S, C), èìå-

þùàÿ â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ìíîæåñòâî S, à â êà÷åñòâå àòîìàðíîé äèàãðàììû îäíîìåñò-

íûé ïðåäèêàò, âûäåëÿþùèé ìíîæåñòâî A êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, à òàêæå ïðåäèêàòû,

âûäåëÿþùèå òåðìèíàöèè t(C) ïðîöåññîâ èç C (çàäàííûõ ñâîèìè Σ-ïðåäñòàâëåíèÿìè

â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ãåäåëåâñêîé íóìåðàöèè).

Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îïåðàöèé ñêà÷êà, ñóùå-

ñòâóþùèõ íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è íà ñòðóêòóðàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ ñòðóêòóð,

âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî âñÿêàÿ ñòðóêòóðà ïîðîæäàåò íàèìåíüøåå ïî âêëþ-

÷åíèþ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, åå ñîäåðæàùåå � ñâîþ HF-íàäñòðîéêó. Åñëè âçÿòü

íàèìåíüøóþ àäåêâàòíóþ êîìïîíåíòó âû÷èñëèìîñòè ýòîé HF-íàäñòðîéêè è òåðìè-

íèðîâàòü åå ïðîöåññû (ò.å., âñå Σ-ïðåäèêàòû áåç ïàðàìåòðîâ), ìû ïîëó÷èì ñòðóêòó-

ðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ Σ-ñêà÷êîì èñõîäíîé ñòðóêòóðû. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà. Σ-ñêà÷êîì, òî÷íåå, íàè-

ìåíüøèì Σ-ñêà÷êîì ñòðóêòóðû A íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà

A′ = (X; F, T ),

ñ íîñèòåëåì X = HF (A), è îòíîøåíèÿìè F = HF (A) (ò.å. íîñèòåëü ñîñòîèò òîëüêî èç

êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, ïîýòîìó îäíîìåñòíîå îòíîøåíèå F â äàííîì ñëó÷àå òðèâèàëüíî

è ìîæåò áûòü îïóùåíî), à òàêæå òåðìèíàöèåé T = t(FΣ(HF(A))) âñåõ Σ-ïðåäèêàòîâ

áåç ïàðàìåòðîâ íà HF(A) (êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê â [5, 6], ÷åðåç Σ-SatHF(A)).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïåðàöèÿ ñêà÷êà áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [10] äëÿ ïîëóðåøåò-

êè s-ñòåïåíåé ñ÷åòíûõ ñòðóêòóð. Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîíÿòèå ñêà÷êà

äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíûõ ñâîäèìîñòåé áûëî ââåäåíî â ðà-

áîòàõ [12, 16].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëåíèå 2.2 áûëî ÷àñòíûì

ñëó÷àåì îïðåäåëåíèÿ 2.1, ôîîðìàëüíî íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü íîñèòåëü X ñòðóêòó-

ðû A′ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà âñåõ Σ-îïðåäåëèìûõ â HF(A) áåç ïàðàìåòðîâ îòíî-

øåíèé (äàííûõ êàê �òî÷êè�). Îäíàêî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ Σ-

ýêâèâàëåíòíà óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè 2.2.
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Îïåðàöèÿ Σ-ñêà÷êà ñîãëàñîâàíà ñ îïåðàöèÿìè ñêà÷êà äëÿ ïîëóðåøåòîê òüþðèí-

ãîâûõ ñòåïåíåé è ñïåïåíåé ïåðå÷èñëèìîñòè äëÿ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíî-

ñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ âëîæåíèé i è j ýòèõ ïîëóðåøåòîê â ïîëóðåøåòêó Σ-ñòåïåíåé:

åñëè ñòðóêòóðà A èìååò (e-)ñòåïåíü a, òî ñòðóêòóðà A′ èìååò (e-)ñòåïåíü a′. Òàêèì îá-

ðàçîì, îòîáðàæåíèÿ i : D → SΣ è j : De → SΣ ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè

0, ∨, è îïåðàöèþ ñêà÷êà (ñì. [11, 6]). Ïîýòîìó îïåðàöèÿ Σ-ñêà÷êà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì ñêà÷êîâ òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé è ñòåïåíåé ïåðå÷èñëèìîñòè. Åùå

îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû HF-âû÷èñëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîé (íàèìåíüøåé) âû÷èñëèìîñòè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ,

çäåñü ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá îáðàùåíèè ñêà÷êà.

Òåîðåìà 2.1 ([5, 6]). Ïóñòü A � ñòðóêòóðà, äëÿ êîòîðîé 0′ 6Σ A. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ñòðóêòóðà B, äëÿ êîòîðîé

B′ ≡Σ A.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ Σ-ïðåäèêàòîâ, åùå îäíèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïðåäåëå-

íèÿ 1.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ΣDL-ïðåäèêàòàìè íà XHF(A) áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòû,

èìåþùèå ∆DL
0 -îïðåäåëèìûå â XHF(A) ñïåöèôèêàöèè. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðå-

äåëåííûé â ðàáîòå [1] ãèïåðñêà÷îê AH ñòðóêòóðû A Σ-ýêâèâàëåíòåí îáîãàùåíèþ

HF(A) ñ ïîìîùüþ òåðìèíàöèé âñåõ ΣDL-ïðåäèêàòîâ íà HF(A).

Âàæíûì ñâîéñòâîì HF-âû÷èñëèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîé

(ïî âêëþ÷åíèþ) êîìïîíåíòû. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà. PΣ-ñêà÷êîì, èëè ìàêñè-

ìàëüíûì Σ-ñêà÷êîì ñòðóêòóðû A íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà

A� = (X; F, T ),

ñ íîñèòåëåì X = HF (A) ∪ P (HF (A)) è àòîìàðíîé äèàãðàììîé, ñîñòîÿùåé èç îò-

íîøåíèÿ F = HF (A), âûäåëÿþùåãî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, è áèíàðíîãî

îòíîøåíèÿ T , âûäåëÿþùåãî òåðìèíàöèþ âñåõ Σ-ïðîöåññîâ íà HF(A).

Èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî PΣ-ñêà÷îê äåéñòâè-

òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñêà÷êîì îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè 6Σ: äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû A ñïðà-

âåäëèâî

A <Σ A�.

3 Ïðèëîæåíèÿ äëÿ ñâîäèìîñòåé íà äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâàõ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííûõ ïîíÿòèé óñòàíîâèì îäíî óñèëåíèå ðå-

çóëüòàòà À.Ñ.Ìîðîçîâà [12] êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ ñâîäè-

ìîñòü ìåæäó äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè âëå÷åò âëîæèìîñòü êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ (à èìåííî, Σ-ïîäìíîæåñòâ).
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Ýôôåêòèâíàÿ ñâîäèìîñòü íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ áûëà îïðåäåëåíà â ðàáîòå

À.Ñ.Ìîðîçîâà [12] êàê ìîäèôèêàöèÿ ââåäåííîãî Þ.Ë.Åðøîâûì ïîíÿòèÿ Σ-îïðåäå-

ëèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå (â îðèãèíàëå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû).

Îïðåäåëåíèå 3.1 (Þ.Ë.Åðøîâ [13, 4]). Ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäè-

êàòíîé ñèãíàòóðû 〈P n0
0 , P n1

1 , . . .〉, è ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Áóäåì íàçûâàòü

ñòðóêòóðó M Σ-îïðåäåëèìîé â A, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Σ-ôîðìóë

Φ(x0, y), Φ=(x0, x1, y), Ψ=(x0, x1, y), Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Ψ0(x0, . . . , xn0−1, y), Φ1(x0, . . . , xn1−1, y), Ψ1(x0, . . . , xn1−1, y), . . . ,

òàêàÿ, ÷òî, äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà a ∈ A, ïîëàãàÿ

M0 � ΦA(x0, a), η � ΦA
=(x0, x1, a) ∩M2

0 ,

èìååì M0 6= ∅, η � îòíîøåíèå êîíãðóýíöèè íà ñòðóêòóðå

M0 � 〈M0, P
M0
0 , PM0

1 , . . .〉,

ãäå PM0
i � ΦA

i (x0, . . . , xni−1) ∩Mni
0 äëÿ âñåõ i,

ΨA
=(x0, x1, a) ∩M2

0 = M2
0 \ ΦA

=(x0, x1, a),

ΨA
i (x0, . . . , xni−1, a) ∩Mni

0 = Mni
0 \ ΦA

i (x0, . . . , xni−1)

äëÿ âñåõ i, è ñòðóêòóðà M èçîìîðôíà ôàêòîð-ñòðóêòóðå M0�η.

Ñòðóêòóðà, Σ-îïðåäåëèìàÿ â A, íàçûâàåòñÿ òàêæå A-êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé. Îò-
íîøåíèå Σ-ñâîäèìîñòè 6Σ íà ñòðóêòóðàõ (òî÷íåå, íà òèïàõ èçîìîðôèçìà ñòðóêòóð)

òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïîíÿòèÿ. À èìåííî, äëÿ ñòðóêòóð M è N,

M 6Σ N îáîçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî ñòðóêòóðà M Σ-îïðåäåëèìà â äîïóñòèìîì ìíîæå-

ñòâå HF(N). Ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïîíÿòèå

Σ-ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìåðîé (îòíîñèòåëüíîé) êîíñòðóêòèâíîé ñëîæíîñòè

äëÿ ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè (ñì. [11, 14, 5, 6]).

Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ �ïîçèòèâíàÿ� âåðñèÿ îïðåäåëåíèÿ 3.1: äëÿ

ñòðóêòóðû M è äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A, M íàçûâàåòñÿ Σ+-îïðåäåëèìîé â A, åñëè
ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ôîðìóë Φ(x0, y), Φ0(x0, . . . , xn0−1, y),

Φ1(x0, . . . , xn1−1, y), . . . òàêàÿ, ÷òî, äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà a ∈ A è ñþðúåêòèâíîãî

îòîáðàæåíèÿ ν : ΦA(x0, a) � M , äëÿ âñåõ i ∈ ω è ëþáûõ a0, . . . , ani−1 ∈ ΦA(x0, a),

A |= Φi(a0, . . . , ani−1, a) ⇐⇒ M |= Pi(ν(a0), . . . , ν(ani−1)).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñòðóêòóð M è N, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M 6+
Σ N òîò ôàêò, ÷òî

ñòðóêòóðà M Σ+-îïðåäåëèìà â HF(N). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå 6+
Σ áó-

äåò òðàíçèòèâíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû ïðåä-

ñòàâëåíû �ïîçèòèâíûìè� àòîìàðíûìè äèàãðàììàìè (òî åñòü, íå îáÿçàòåëüíî ñîäåð-

æàùèìè âìåñòå ñ îòíîøåíèåì åãî äîïîëíåíèå).
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Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé îïðåäåëåíèÿ èç

ðàáîòû [12].

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü A è B � äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

A Σ-ñâîäèòñÿ ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó B (îáîçíà÷àåòñÿ A vΣ B), åñëè ñóùåñòâóåò

ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ν : B � A òàêîå, ÷òî

1) ν ÿâëÿåòñÿ B-êîíñòðóêòèâèçàöèåé A êàê ñòðóêòóðû, â ñìûñëå [13, 4];

2) ñóùåñòâóåò äâóõìåñòíûé Σ-ïðåäèêàò E íà B òàêîé, ÷òî pr1(R) = B è, äëÿ

ëþáûõ b, c ∈ B,

〈b, c〉 ∈ E âëå÷åò ν(b) = {ν(z)|z ∈ c}.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Åñëè äëÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

ν : B � A è µ : Pres(PΣ(A)) → Pres(PΣ(B)) òàêèå, ÷òî µ âû÷èñëèìî è äëÿ ëþáîé

êîìïîíåíòû (S, C) ∈ Com(A) ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà (S ′, C ′) ∈ Com(B) òàêàÿ, ÷òî

(ν−1(S), µ(Pres(C)) èçîìîðôíà (S ′, C ′),

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âû÷èñëèìîñòü Com(A) Σ-âëîæèìà â âû÷èñëèìîñòü Com(B).

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííîé âåðñèåé

îïðåäåëåíèÿ èç [12], ÷òî îïðàâäûâàåò åå âûáîð äëÿ äàííîé ðàáîòû, òàê êàê â òåîðåìå

3.1 íèæå Σ-ñâîäèìîñòü äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ êàê äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Íóæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îäíî èç îòëè÷èé äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îò îïðåäåëåíèÿ

èç [12] íå ÿâëÿÿñü ñóùåñòâåííûì, îïðàâäûâàåò åãî èñïîëüçîâàíèå â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå. À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî Σ-ïðåäñòàâëåíèÿ â êîòîðûõ íîñèòåëåì ÿâ-

ëÿåòñÿ âñå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, ÷òî åñòåñòâåííî è óäîáíî â äàííîì ñëó÷àå, òàê

êàê Σ-ïðîöåññû èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿþòñÿ íà âñåõ âîçìîæíûõ àðãóìåíòàõ. Äàííîå

îãðàíè÷åíèå íå âëèÿåò íà îáùíîñòü ðàññóæäåíèé, ïîñêîëüêó ïî ïðîèçâîëüíîìó Σ-

ïðåäñòàâëåíèþ ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ Σ-ïðåäñòàâëåíèå ñ óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì

(ñì. [16]).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü A è B � äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Åñëè A vΣ B, òî Com(A)

Σ-âëîæèìà â Com(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç òîãî, ÷òî A Σ-ñâîäèòñÿ ê B ñëåäóåò, ÷òî Σ-ïðî-

öåññû íà A ïðåäñòàâèìû, ðàâíîìåðíûì è ýôôåêòèâíûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ Σ-

ïðîöåññîâ íà B, äåéñòâóþùèõ íà ïðåäñòàâëåíèÿõ ýëåìåíòîâ èç A. Òàêèì îáðàçîì,

äàííûé ðåçóëüòàò èìååò ñóùåñòâåííûå îáùèå ÷åðòû ñ ðåçóëüòàòîì î (ýôôåêòèâíîì)

âëîæåíèè ïîëóðåøåòîê Σ-ñòåïåíåé â ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé ïðåäñòàâèìîñòè ñòðóê-

òóð.

Óêàæåì ðàâíîìåðíóþ ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó, ïðåîáðàçóþùóþ âñÿêîå Σ-ïðåä-

ñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî Σ-ïðîöåññà íà A â íåêîòîðîå Σ-ïðåäñòàâëåíèå Σ-ïðîöåñ-

ñà íà B, ïðåäñòàâëÿþùåãî èñõîäíûé ïðîöåññ. Îïðåäåëèì ðàâíîìåðíîå ýôôåêòèâíîå
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ïðåîáðàçîâàíèå Φ(x, a) 7→ Φ∗(x, b), ïåðåâîäÿùåå Σ-ôîðìóëû ñèãíàòóðû σA ñ ïàðàìåò-

ðàìè a èç A â Σ-ôîðìóëû ñèãíàòóðû σB ñ ïàðàìåòðàìè b èç B, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóë. À èìåííî, ïîëàãàåì

� (P (x))∗ = (Φ(x0) ∧ . . . ∧ Φ(xn−1) ∧ ΦP (x)), P n ∈ σA;

� (¬P (x))∗ = (Φ(x0) ∧ . . . ∧ Φ(xn−1) ∧ΨP (x)), P n ∈ σA;

� ((∃x ∈ y)Θ)∗ = (Φ(y) ∧ ∃x(Φ∈(x, y) ∧Θ∗));

� ((∀x ∈ y)Θ)∗ = (Φ(y) ∧ ∃z((〈y, z〉 ∈ E) ∧ ((∀v ∈ z)Θ∗));

� (Θ1 ◦Θ2)
∗ = (Θ∗

1 ◦Θ∗
2), ◦ ∈ {∧,∨},

è òàê äàëåå. Äàëåå, âñÿêîå Σ-ïðåäñòàâëåíèå Φα ïðîèçâîëüíîãî (m,n)-ìåñòíîãî Σ-

ïðîöåññà α íà A ïðåîáðàçóåòñÿ â Σ-ôîðìóëó (Φα)∗, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðåäñòàâëåíèåì

(m, n)-ìåñòíîãî Σ-ïðîöåññà α∗ íà B, òàêîãî, ÷òî, åñëè 〈S0, . . . , Sn−1〉 ∈ δc(α) (δc � îáî-

çíà÷åíèå äëÿ îáëàñòè ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè), òî 〈ν−1(S0), . . . , ν
−1(Sn−1)〉 ∈ δc(α

∗),

è

ν−1(α(S0, . . . , Sn−1)) = α∗(ν−1(S0), . . . , ν
−1(Sn−1)).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå µ íà êëàññå Σ-ïðîöåññîâ, ïîëîæèâ

µ(p) = (p)∗, òî ïàðà îòîáðàæåíèé (ν−1, µ) áóäåò îïðåäåëÿòü òðåáóåìûé èçîìîðôèçì.

4 Ïðèëîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå àíàëîãà òåîðåìû îá îáðàùåíèè äëÿ ãèïåðñêà÷êà è

PΣ-ñêà÷êà. Ïåðâûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå Σ-ñòåïåíè 0�.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü R îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû ñ íîñèòåëåì R:
1) àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R = (R, +,×, 0, 1, =);

2) òîïîëîãè÷åñêîå ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ro = (R, ΓA
+, ΓB

+, ΓA
×, ΓB

×, 0, 1, <),

ãäå ΓA
+ = {〈x, y, z〉 ∈ R3|x + y < z}, ΓB

+ = {〈x, y, z〉 ∈ R3|z < x + y} (àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ΓA
×, ΓB

×).

Òåîðåìà 4.1. R 6Σ (0�)′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Σ-ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R
â (0�)′ = (HF(0�), Σ-SatHF(0�)) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâî

R = {〈k,m, α〉|k ∈ {−1, 0, 1}, m ∈ ω, α ∈ Fun(ω, 2)},
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ãäå Fun(ω, 2) � ìíîæåñòâî âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé èç ω â 2 = {0, 1}, è ïóñòü

âñÿêàÿ òðîéêà âèäà x = 〈k, m, α〉 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

rx = k(m +
∑
n∈ω

α(n)

2n+1
).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Îòíîøåíèÿ ∈ è ⊆ ìåæäó ýëåìåíòàìè

ìíîæåñòâ A è P (A) ÿâëÿþòñÿ òåðìèíàöèÿìè íåêîòîðûõ Σ-ïðîöåññîâ íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ñëåäóþùèå (1, 1)-ìåñòíûå Σ-ïðîöåññû

F∈(a, x) è F⊆(a, x): äëÿ ëþáûõ a ∈ A è S ∈ P (A), ïîëàãàåì

F∈(a, S) = {1 | (A, S) |= (∃b ⊆ S)(b = {a})};

F⊆(a, S) = {1 | (A, S) |= (∃b ⊆ S)(b = a)}.

Ëåììà 4.2. Ìíîæåñòâî R Σ-îïðåäåëèìî â (HF(0�), Σ-SatHF(0�)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî S ∈ HF (0�), S ∈ Fun(ω, 2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∃X(S = F (X))∧Φ(S), ãäå Σ-îïåðàòîð F íà HF(∅) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî X ⊆ HF (∅),

F (X) = {y|∃a ⊆ X∃n∃k[(a = {y}) ∧ (y = 〈n, k〉) ∧Nat(n) ∧ (k ∈ 2)]},

è

Φ(S) = ∀n(Nat(n) → (((〈n, 0〉 ∈ S) ∧ (〈n, 1〉 /∈ S)) ∨ ((〈n, 1〉 ∈ S) ∧ (〈n, 0〉 /∈ S))).

Òàê êàê Fn(S) ÿâëÿåòñÿ Π-ôîðìóëîé íà HF(0�), òî R ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â

(HF(0�), Σ-SatHF(0�)).

Òåîðåìà 4.2. Ro 6+
Σ 0�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ro = {〈k, m, S〉|k ∈ {−1, 0, 1}, m ∈ ω, S ⊆ HF(∅)},

â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ìîùíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ R0 áóäåò

ðàâíà ìîùíîñòè ñàìîé ñòðóêòóðû R0, ÷òî íå âñåãäà ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé

ñòðóêòóð, ðàññìàòðèâàåìûõ áåç îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà

ñëåäóþùèå ëåììû.
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Ëåììà 4.3. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊆ HF(∅), ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû êàê çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ Σ-îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà S:

1) S ∩ ω;

2) S ∩ n (= S ∩ {0, . . . , n− 1}).
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå 2 ñîîòâåòñòâóþùèé Σ-îïåðàòîð çàâèñèò îò n ðàâíîìåðíî è

ýôôåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî S ∩ ω = F0(S), ãäå

F0(S) = {x ∈ HF(∅) |(HF(∅), S) |= (∃a ⊆ S)(∃x)(a = {x}) ∧Nat(x)}.

2) Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî n > 0, S ∩ n = Fn(S), ãäå

Fn(S) = {x ∈ HF(∅) |(HF(∅), S) |= (∃a ⊆ S)(∃x)(a = {x}) ∧ (x ∈ n)}.

Ëåììà 4.4. Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà {〈x1, x2〉 ∈ R2
o | rx1 < rx2} Σ-îïðåäåëèìî â

HF(0�).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà x1 = 〈0, 1, S1〉 è x2 =

〈0, 1, S2〉. Ïî ëåììå 4.3, ôóíêöèè αi : ω → {0, 1}, äëÿ êîòîðûõ Si = {n ∈ ω|αi = 1},
Σ-îïðåäåëèìû â HF(0�). Òàê êàê rx1 < rx2 îçíà÷àåò, ÷òî∑

n∈ω

α1(n)

2n+1
<

∑
n∈ω

α2(n)

2n+1
,

ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò n0 ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî∑
n<n0

α1(n)

2n+1
−

∑
n<n0

α2(n)

2n+1
>

1

2n0−1
,

ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò n1, n2 > n0, äëÿ êîòîðûõ α1(n1) = α2(n2) = 0. Ñíîâà, ïî ëåììå

4.3 ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî â HF(0�) ñ ïîìîùüþ Σ-ôîðìóëû.

2) Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà x1 = 〈k1, m1, S1〉 è x2 = 〈k,m1, S2〉, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî: rx1 < rx2 îçíà÷àåò, ÷òî

(k2m2 − k1m1) + (k2

∑
n∈ω

α2(n)

2n+1
− k1

∑
n∈ω

α1(n)

2n+1
) > 0.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ki è mi, ïîñëåäíåå óñëîâèå ëèáî óñòàíàâëèâàåòñÿ òðè-

âèàëüíîé ïðîâåðêîé, ëèáî ñâîäèòñÿ ê ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó ìåæäó ðÿäàìè, êàê â

ïåðâîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèÿ ΓA
+, ΓB

+, ΓA
×, ΓB

× òàêæå ÿâ-

ëÿþòñÿ Σ-îïðåäåëèìûìè â HF(0�).
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5 Ýêâèâàëåíòíîñòü hΣ-îïðåäåëèìîñòè è ∆DL-îïðåäå-

ëèìîñòè ñòðóêòóð

Ñòðóêòóðó M áóäåì íàçûâàòü hΣ-îïðåäåëèìîé, èëè ΣDL
1 -îïðåäåëèìîé â ïðèåìëåìîì

ñòðóêòóðèðîâàííîì àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå X , åñëè âûïîëíåíû âñå óñëî-

âèÿ îïðåäåëåíèÿ 3.5 èç ðàáîòû [1] (∆DL
1 -îïðåäåëèìîñòè ñòðóêòóðû â ïðèåìëåìîì

ñòðóêòóðèðîâàííîì àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå), çà èñêëþ÷åíèåì ñóùåñòâî-

âàíèÿ ΣDL
1 -ôîðìóëû Ψ(x, y), âûäåëÿþùåé â X äîïîëíåíèå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M.

Àíàëîãè÷íî ôèíèòíîé âåðñèè îïðåäåëåíèÿ 3.5 èç ðàáîòû [1], ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôè-

íèòíîé hΣ-îïðåäåëèìîñòè, èëè ôèíèòíîé ΣDL
1 -îïðåäåëèìîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Äëÿ ñòðóêòóðû M è ïðèåìëåìîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî àïïðîê-

ñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà X , ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M (ôèíèòíî) ΣDL
1 -îïðåäåëèìà â X ;

2) M (ôèíèòíî) ∆DL-îïðåäåëèìà â X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî èìïëèêàöèÿ èç 1 â 2. Ðàñ-

ñìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ΣDL
1 -îïðåäåëèìîñòè. Ïóñòü Φ(S) � ΣDL

1 -ôîðìóëà, îïðåäå-

ëÿþùàÿ ìíîæåñòâî M . Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà Φ èìå-

åò âèä (∃P )Θ(S, P ), ãäå Θ(S, P ) � ∆DL
0 -ôîðìóëà. Çàäàäèì ΣDL

1 -ôîðìóëû Ψ(S, P )

è Ψ∗(S, P ), îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâà M ′ è X \ M ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ

∆DL
0 -îïðåäåëèìîñòü ìíîæåñòâà rng(·, ·):

M ′ = {R ∈ X|(∃S)(∃P )((R = (S, P )) ∧Θ(S, P ))},

X \M ′ = {R ∈ X|(R /∈ rng(·, ·)) ∨ ((∃S)(∃P )((R = (S, P )) ∧ ¬Θ(S, P )))}.

Äëÿ ñëó÷àÿ ôèíèòíîé ΣDL
1 -îïðåäåëèìîñòè ΣDL

1 -ôîðìóëûΨ(S, P ) èΨ∗(S, P ), îïðå-

äåëÿþùèå ìíîæåñòâà M ′ è X \M ′ çàäàþòñÿ àíàëîãè÷íî:

M ′ = {R ∈ X|(∃S)(∃P )((R = (S, P )) ∧ F (S) ∧Θ(S, P ))},

X \M ′ = {R ∈ X|(R /∈ rng(·, ·)) ∨ ((∃S)(∃P )((R = (S, P )) ∧ (¬F (S) ∨ ¬Θ(S, P ))))}.

Ôîðìóëû äëÿ îòíîøåíèÿ êîíãðóýíöèè è àòîìàðíûõ îòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèå

íà M ′ ñòðóêòóðó, èçîìîðôíóþ A, ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë íàä M

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè pr0, âûäåëÿþùåé èç ïàð

âèäà (S, P ) ïåðâûé ýëåìåíò.

12



6 Îòêðûòûå âîïðîñû

1. Â êàêîì âèäå ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Ôðèäáåðãà îá îáðàùåíèè ñêà÷êà äëÿ

ïîëóðåøåòêè SDL ãèïåðñòåïåíåé ñòðóêòóð ñ îïåðàöèåé ãèïåðñêà÷êà?

2. Âåðíî ëè, ÷òî 0� 6+
Σ R0? Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåí-

òû HF-âû÷èñëèìîñòè íàä 0 ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Ìàòèÿñåâè÷à. Òàêæå,

åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî (0�)′ 6Σ R?

3. Êàê âûãëÿäèò òåîðåìà î ïîëíîòå äëÿ ëîãèêè DL íàä àïïðîêñèìàöèîííûìè

ïðîñòðàíñòâàìè Åðøîâà-Ñêîòòà?
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ÓÄÊ 510.5

À.È. Ñòóêà÷åâ, Îáîáùåííî ãèïåðàðèôìåòè÷åñêàÿ âû÷èñëèìîñòü íàä ñòðóêòóðà-

ìè. II

Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìîì ìíî-

æåñòâå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè

íà íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ è ññîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîìïîíåíòàì ñêà÷-

êè. Ïîêàçàíî, ê ñêà÷êàì ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåíòû âû÷èñëèìîñòè íà íàèìåíüøåì

äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HF(∅) Σ-ñâîäèòñÿ ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òåì ñàìûì

ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, â òåðìèíàõ Σ-ñâîäèìîñòè ñâÿçûâàþùèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

ïîíèìàåìûå êàê ñòðóêòóðà, ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ïîíèìàåìûìèì êàê àïïðîê-

ñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñôîðìóëèðâàí ðÿä åñòåñòâåííûõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè, äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà, àïïðîêñèìàöèîí-

íûå ïðîñòðàíñòâà, êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè, âû÷èñëèìûé àíàëèç, ãèïåðàðèôìåòè÷å-

ñêàÿ âû÷èñëèìîñòü.


