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Σ-äîïóñòèìûå ñåìåéñòâà
íàä ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè

À.È. Ñòóêà÷åâ

Àíàëîãîì ðåêóðñèâíîé ïåðå÷èñëèìîñòè â îáîáùåííîé òåîðèè ðåêóðñèè ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå Σ-îïðåäåëèìîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîíÿòèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêæå
ìîæåò áûòü îáîáùåíî. Â ìîíîãðàôèè [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå
êëàññà Σ-ïîäìíîæåñòâ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äî òàê íàçûâàåìûõ Σ-äîïóñòèìûõ
ñåìåéñòâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñåìåéñòâ è ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå
ìîãóò ñëóæèòü áàçèñîì äëÿ îáðàçîâàíèÿ Σ-äîïóñòèìûõ ñåìåéñòâ.

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Äëÿ Σ-îïåðàòîðà F : P (A) → P (A) ÷åðåç δCF
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê S ∈ P (A), â êîòîðûõ îïåðàòîð F ñèëüíî íåïðåðû-
âåí. Ïîäìíîæåñòâî S ⊆ A íàçûâàåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì, åñëè S âõîäèò â δCF äëÿ
ëþáîãî îäíîìåñòíîãî Σ-îïåðàòîðà F .

Êëàññ Σ∗(A) âñåõ Σ∗-ìíîæåñòâ, îäíàêî, íå îïðåäåëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè, â îòëè-
÷èå îò êëàññà Σ(A) âñåõ Σ-ïîäìíîæåñòâ, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî çàäàåòñÿ â A
íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëîé. Â ñèëó ýòîãî áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñåìåéñòâà ïîä-
ìíîæåñòâ, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó Σ(A) è Σ∗(A), ïîëó÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A ââîäèòñÿ êëàññ Σ+(A), ïîñòðîåííûé êàê çàìûêàíèå
îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ Σ-îïåðàòîðîâ íåêîòîðîãî (êàê ïðàâèëî, êîíå÷íîãî) ñåìåé-
ñòâà P ïîäìíîæåñòâ A, óäîâëåòâîðÿþùåãî îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì äîïóñòèìîñòè.
Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì êëàññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì êëàñ-
ñà Σ-ïîäìíîæåñòâ (äëÿ êëàññà Σ+(A), íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå òåîðåìû
Ãàíäè), ïîýòîìó îí ïîäðîáíî èçó÷àëñÿ (ñì. [1, 2, 3, 4]).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà âèäà HY P (M), ãäå
M � ðåêóðñèâíî íàñûùåííàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îïèñàíèå
ïîäìíîæåñòâ ìîäåëè M, ÿâëÿþùèõñÿ Σ∗-ìíîæåñòâàìè â HY P (M). Â ïåðâîé ÷à-
ñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå Σ-ðåãóëÿðíîãî ñå-
ìåéñòâà è Σ-ðåãóëÿðíîé ïàðû. Ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîé-
ñòâà Σ-ðåãóëÿðíûõ ïàð, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ Σ∗-
ìíîæåñòâ. Âî âòîðîé ÷àñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êëàññ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ êàê ðàñøèðåíèå êëàññà Σ∗-ìíîæåñòâ. Â
ñëó÷àå, êîãäà M � ðåêóðñèâíî íàñûùåííàÿ ñèñòåìà, ôóíäàìåíòàëüíûå â HY P (M)
ïîäìíîæåñòâà ïðàýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî òåîðåòèêî-
ìîäåëüíîãî ïîíÿòèÿ, êîòîðîå ìû èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé òàêæå íàçûâàåì ôóíäàìåí-
òàëüíîñòüþ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè M îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ âíóòðåííèõ ïîäìíî-
æåñòâ. Â ñëó÷àå, êîãäà M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà, ïåðåñå÷åíèå êëàññà âíóòðåííèõ è
êëàññà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ M ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïîäìíîæåñòâ M, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ Σ∗-ìíîæåñòâàìè â HY P (M).

Ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî è âíóòðåííåãî ïîäìíîæåñòâ áóäóò áîëåå ïîäðîáíî
ðàññìîòðåíû â òðåòüåé ÷àñòè íà ïðèìåðå ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Óäàåòñÿ ïî-
ëó÷èòü îïèñàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ è ñåìåéñòâ â ëþáîé ìîäåëè L ïëîò-
íîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëÿõ 〈Q, <〉 è 〈R, <〉 ðàöèîíàëüíûõ è

1



äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì. Òàêæå îïèñàíû ïîäìíîæåñòâà, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ âíóòðåííèìè â L.

Òåðìèíîëîãèÿ è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è ñîîòâåòñòâóþò
ìîíîãðàôèÿì [1] è [5]. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ àïïàðàò êîäè-
ðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ
è ôîðìóë îò îäíîé ïåðåìåííîé.

1 Σ-ðåãóëÿðíûå ñåìåéñòâà â A.
Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñèãíàòóðû σ1, σ1 ñîäåðæèò ïðåäèêàòíûå ñèì-

âîëû ∈2 è U1 (ïîñëåäíèé âûäåëÿåò ïðàýëåìåíòû â A). Äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω îïðåäåëèì
ñèãíàòóðó σn

1 = σ1 ∪ 〈P0, . . . ,Pn−1〉, ãäå P0, . . . ,Pn−1 � ñèìâîëû îäíîìåñòíûõ ïðå-
äèêàòîâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ P0 ⊆ A, . . . , Pn−1 ⊆ A ÷åðåç 〈A, P̄ 〉
áóäåì îáîçíà÷àòü ìîäåëü ðàñøèðåííîé ñèãíàòóðû σn

1 , â êîòîðîé ñèìâîë îäíîìåñòíîãî
ïðåäèêàòà Pi èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî Pi ⊆ A.

Äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω îïðåäåëèì êëàññ P̄-ïîçèòèâíûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σn
1 òàê:

� åñëè Φ(x̄) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1, òî Φ(x̄) ÿâëÿåòñÿ P̄-ïîçèòèâíîé;
� åñëè t � òåðì ñèãíàòóðû σ1, òî ôîðìóëà Pi(t) ÿâëÿåòñÿ P̄-ïîçèòèâíîé;
� åñëè Φ(x̄), Ψ(ȳ) � P̄-ïîçèòèâíûå ôîðìóëû, òî ôîðìóëû Φ(x̄) ∧ Ψ(ȳ), Φ(x̄) ∨ Ψ(ȳ)
òàêæå ÿâëÿþòñÿ P̄-ïîçèòèâíûìè;
� åñëè Φ(x, z̄) � P̄-ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà, òî ôîðìóëû ∃xΦ(x, z̄),∀xΦ(x, z̄),∃x ∈ yΦ(x,
y, z̄), ∀x ∈ yΦ(x, y, z̄) òàêæå ÿâëÿþòñÿ P̄-ïîçèòèâíûìè.

Σ-ôîðìóëó ñèãíàòóðû σ1 ∪ 〈P̄〉, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ P̄-ïîçèòèâíîé, áóäåì íàçûâàòü
Σ+-ôîðìóëîé. Ñ êàæäîé Σ+-ôîðìóëîé Φ(x̄) ñèãíàòóðû σn

1 è ëþáûì íàáîðîì π0, . . . , πn−1

ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â Φ, ñâÿæåì Σ-ôîðìóëó Φ∗(x̄, π̄) ñèãíàòó-
ðû σ1, ïîëó÷åííóþ èç ôîðìóëû Φ çàìåíîé êàæäîé ïîäôîðìóëû âèäà Pi(t) ôîðìóëîé
t ∈ πi, i ∈ n. Σ-ôîðìóëà Φ(x̄, π̄) íàçûâàåòñÿ π̄-ñïåöèàëüíîé, åñëè Φ(x̄, π̄) = Ψ∗(x̄, π̄)
äëÿ íåêîòîðîé Σ+-ôîðìóëû Ψ(x̄). Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ π̄-ñïåöèàëüíàÿ Σ-ôîðìóëà
Φ(x̄, π̄) ÿâëÿåòñÿ π̄-ìîíîòîííîé, òî åñòü

KPU ` ∀π′0 ⊇ π0 . . . ∀π′n−1 ⊇ πn−1(Φ(x̄, π̄) → Φ(x̄, π̄′)).

KPU+-òåîðèåé (ñèãíàòóðû σn
1 ) íàçûâàåòñÿ òåîðèÿ, àêñèîìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

àêñèîìû ýêñòåíñèîíàëüíîñòè, ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ïàðû, îáúåäèíåíèÿ, ñõåìû àêñè-
îì ∆0-âûäåëåíèÿ, ñõåìû àêñèîì ôóíäèðîâàíèÿ (äëÿ âñåõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σn

1 ) è
ïðèâîäèìîé íèæå ñõåìû àêñèîì ∆0-îãðàíè÷åííîñòè: äëÿ ëþáîé π̄-ñïåöèàëüíîé ∆0-
ôîðìóëû Φ(x, y, z̄, π̄)

∀x ∈ v∃y∃π̄ ⊆ P̄Φ → ∃u∃π̄ ⊆ P̄∀x ∈ v∃y ∈ uΦ

Ïóñòü A�KPU-ìîäåëü ñèãíàòóðû σ1. Ñîãëàñíî [1], ñåìåéñòâî Σ+(A) ïîäìíîæåñòâ
A íàçûâàåòñÿ Σ-äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ ω è ëþáûõ Q0, . . . , Qn−1 ∈ Σ+(A)
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
� A+ ® 〈A, Q0, . . . , Qn−1〉 åñòü KPU+-ìîäåëü ñèãíàòóðû σn

1

� åñëè Qn − Σ+-ïîäìíîæåñòâî A+, òî Qn ∈ Σ+(A).
Ïóñòü A �äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è Φ(x) � Σ+-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1 ∪ {P} ñ

ïàðàìåòðàìè èç A. Îïðåäåëèì Σ-îïåðàòîð ΓΦ : P(A) → P(A), ïîëîæèâ

ΓΦ(Q) = {x ∈ A|〈A, Q〉 |= Φ(x)}
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äëÿ ëþáîãî Q ⊆ A. ìç P-ïîçèòèâíîñòè ôîðìóëû Φ ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà
ΓΦ, òî åñòü ∀Q, R(Q ⊆ R ⇒ ΓΦ(Q) ⊆ ΓΦ(R)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîäìíîæåñòâà P ⊆ A èìååì ΓΦ(π) ⊆ ΓΦ(P ) äëÿ âñÿêîãî A-êîíå÷íîãî π ⊆ P , ïî-
ýòîìó âêëþ÷åíèå

⋃
π⊆P

ΓΦ(π) ⊆ ΓΦ(P ) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé P-ïîçèòèâíîé ôîðìóëû

Φ (çäåñü è äàëåå â óñëîâèè âèäà π ⊆ P ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî π ∈ A). Îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Íàïîìíèì (ñì.[1]) âàæíîå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ A íàçûâàåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â A, åñëè
ΓΦ(P ) =

⋃
π⊆P

ΓΦ(π) äëÿ ëþáîé P-ïîçèòèâíîé Σ-ôîðìóëû Φ(x).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè P � Σ∗-ìíîæåñòâî â A, è Φ(x) � Σ+-ôîðìóëà, òî èç a ∈
ΓΦ(P ) ñëåäóåò, ÷òî a ∈ ΓΦ(π) äëÿ íåêîòîðîãî π ⊆ P . Îïðåäåëåíèå Σ∗-ìíîæåñòâà ìîæ-
íî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ P-íåãàòèâíûõ Π-ôîðìóë. À èìåííî: ïîäìíî-
æåñòâî P ⊆ A áóäåò Σ∗-ìíîæåñòâîì â A, åñëè äëÿ âñÿêîé P-íåãàòèâíîé Π-ôîðìóëû
Ψ(x) è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: åñëè a ∈ ΓΨ(π) äëÿ âñåõ
π ⊆ P , òî a ∈ ΓΨ(P ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâî P ïîäìíîæåñòâ A íàçîâåì Σ-ðåãóëÿðíûì â A, åñëè
äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω è äëÿ ëþáûõ P0, . . . , Pn−1 èç P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ΓΦ(P0, . . . , Pn−1) =
⋃

π0⊆P0

. . .
⋃

πn−1⊆Pn−1

ΓΦ(π0, . . . , πn−1)

äëÿ ëþáîé P̄-ïîçèòèâíîé Σ-ôîðìóëû Φ(x) ñèãíàòóðû σ1 ∪ 〈P0, . . . , Pn−1〉.
Â äàëüíåéøåì áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ âàæíîå ïðåäëîæåíèå èç [6], ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêîå Σ-ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
Σ∗-ìíîæåñòâîì â A. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ïðåäëîæåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, P0, . . . , Pn−1 � ïîäìíîæå-
ñòâà A. Òîãäà 〈A, P̄ 〉 |= KPU+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {P0, . . . , Pn−1} � Σ-
ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî â A. Â ÷àñòíîñòè, 〈A, P 〉 |= KPU+ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà P� Σ∗-ìíîæåñòâî â A.

Ïóñòü P ,Q � äâà ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ èç A. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî Q 6Σ P , åñëè äëÿ ëþáîãî Q èç Q ñóùåñòâóþò P1, . . . , Pn èç P òàêèå, ÷òî Q =
ΓΦ(P1, . . . , Pn) äëÿ íåêîòîðîé P̄-ïîçèòèâíîé Σ-ôîðìóëû Φ(x). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè Q 6Σ P, è P � Σ-ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî, òî Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ
Σ-ðåãóëÿðíûì ñåìåéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q0, . . . , Qn−1 ∈ Q. Òîãäà ñóùåñòâóþò P0, . . . , Pm−1 ∈ P
òàêèå ÷òî ∀i < n Qi = ΓΦi

(P0, . . . , Pm−1) äëÿ íåêîòîðûõ P̄ -ïîçèòèâíûõ Σ-ôîðìóë
Φ0(x), . . . , Pm−1(x) ñèãíàòóðû σm

1 . Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåì, êîãäà n = 1 è
m = 1. Ïóñòü Ψ(x) � Q-ïîçèòèâíàÿ Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1 ∪ {Q}. ììååì ΓΨ(Q) =
ΓΨ(ΓΦ(P )) = ΓΨ◦Φ(Q), åñëè ÷åðåç Ψ ◦ Φ(x) îáîçíà÷àòü P-ïîçèòèâíóþ Σ-ôîðìóëó,
ïîëó÷åííóþ èç Ψ(x) çàìåíîé âñåõ ïîäôîðìóë âèäà Q(t) íà ôîðìóëó Φ(t). Äàëåå, ïî-
ñêîëüêó P � Σ∗-ìíîæåñòâî, ΓΨ◦Φ(P ) =

⋃
π⊆P

ΓΨ◦Φ(π) =
⋃

π⊆P

ΓΨ(ΓΦ(π)) =(òàê êàê ΓΦ(π)

� Σ-ïîäìíîæåñòâî, à çíà÷èò è Σ∗-ìíîæåñòâî) =
⋃

π⊆P

⋃
π′⊆ΓΦ(π)

ΓΨ(π′) ⊆ ⋃
π′⊆ΓΦ(P )

ΓΨ(π′).

Òàêèì îáðàçîì, Q = ΓΦ(P ) ÿâëÿåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì.
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Äëÿ ñåìåéñòâà P îïðåäåëèì ñåìåéñòâî P̂ =
⋃

Q6ΣP
Q. ììååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Åñëè P � Σ-ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî, òî P̂ ÿâëÿåòñÿ Σ-äîïóñòèìûì
ñåìåéñòâîì.

Ïðîñòåéøåå Σ-ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî âèäà {P0, P1} áóäåì íàçûâàòü Σ-ðåãóëÿðíîé
ïàðîé. ìç òåîðåìû 1 ñëåäóåò

Ëåììà 1. Åñëè P � Σ∗-ìíîæåñòâî, à R ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì â A, òî
{P,R} � Σ-ðåãóëÿðíàÿ ïàðà â A.

Âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè îáúåäèíåíèå èëè ïåðåñå÷åíèå Σ∗-ìíîæåñòâ ñíîâà Σ∗-
ìíîæåñòâîì, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äàåò

Ëåììà 2. Åñëè {P1, P2} � Σ-ðåãóëÿðíàÿ ïàðà, òî P1∪P2, P1∩P2 � Σ∗-ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî P1 ∪ P2 � Σ∗-ìíîæåñòâî (ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). ììååì P1 ∪ P2 = ΓΦ(P1, P2), ãäå Φ(x) ® P1(x) ∨ P2(x),
ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3. Åñëè P � Σ∗-ìíîæåñòâî, à Q � Σ-ïîäìíîæåñòâî â A,òî P ∪Q è P ∩Q
ÿâëÿþòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâàìè â A.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäèêàòà P ⊆ An, n > 1 ÷åðåç pr(P ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîåê-
öèþ P íà ïåðâûå n−1 êîîðäèíàò. Ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîäèðîâêó, ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðåäèêàòû P è pr(P ) îäíîìåñòíûìè.

Ëåììà 4. Åñëè P � Σ∗-ìíîæåñòâî, òî pr(P ) òàêæå Σ∗-ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ììååì pr(P ) = ΓΦ(P ), ãäå Φ(x̄) ® ∃xn−1P (x0, . . . , xn−1), ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ëåììà 5. Åñëè P1 ⊆ An1, P2 ⊆ An2 òàêîâû, ÷òî {P1, P2} � Σ-ðåãóëÿðíàÿ ïàðà, òî
P1 × P2 � Σ∗-ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó èìåååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå P1 × P2 = ΓΦ(P1, P2), ãäå
ïî îïðåäåëåíèþ Φ(x0, . . . , xn1+n2−1) ® P1(x0, . . . , xn1−1)∧P2(xn1 , . . . , xn1+n2−1), òî óòâåð-
æäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Â êîíöå òðåòüåé ÷àñòè áóäåò ðàññìîòðåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îò òðåáîâà-
íèÿ Σ-ðåãóëÿðíîñòè ïàðû {P1, P2} â ëåììàõ 2 è 5 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì öåïü
A0 6Σ1 A1 6Σ1 . . . 6Σ1 An 6Σ1 . . .

Σ1-âëîæåííûõ KPU -ìîäåëåé, òàêóþ, ÷òî A∗ = ∪An � KPU -ìîäåëü, îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî a ∈ A∗ èç òîãî, ÷òî a ⊆ An ñëåäóåò, ÷òî a ∈ An.
Ïóñòü P∗ ⊆ A∗ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Óêàæåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì P∗ áóäåò Σ∗-ìíîæåñòâîì â A∗.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî R ⊆ A∗ íàçîâåì An-îïðåäåëèìûì, åñëè R îïðå-
äåëèìî â A∗ íåêîòîðîé ∆0-ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðàìè èç An.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäìíîæåñòâî P∗ ⊆ A∗ íàçîâåì ñòóïåí÷àòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
n ∈ ω ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâî P ⊆ An, ÿâëÿþùååñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â An, è
ïîäìíîæåñòâî R ⊆ A∗, ÿâëÿþùååñÿ An -îïðåäåëèìûì, òàêèå, ÷òî P∗ = P ∪R.
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Ëåììà 6. Åñëè P∗ ⊆ A∗ � ñòóïåí÷àòîå ïîäìíîæåñòâî, òî P∗ ÿâëÿåòñÿ Σ∗-
ìíîæåñòâîì â A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì èç ïðåäëîæåíèÿ 1: ïóñòü äëÿ íåêîòî-
ðîé π-ñïåöèàëüíîé ∆0-ôîðìóëû Φ(x, y, π) ñèãíàòóðû σ1 èìååò ìåñòî A∗ |= ∀x ∈
a∃π ⊆ P∗∃yΦ(x, y, π). Ïóñòü a è âñå ïàðàìåòðû ôîðìóëû Φ ëåæàò â An. Ïî óñëîâèþ,
ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâî Pn, ÿâëÿþùååñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â An, è ïîäìíîæåñòâî
Rn ⊆ A∗, îïðåäåëèìîå â A∗ íåêîòîðîé ∆0-ôîðìóëîé Ψ ñ ïàðàìåòðàìè èç An, òàêèå,
÷òî P = Pn ∪ Rn. Ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò π ⊆ P∗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå π ∪ π′, ãäå
π ⊆ Pn, π′ ⊆ Rn. Òàêèì îáðàçîì,

A∗ |= ∀x ∈ a∃π ⊆ Pn∃π′∃yΦ∗(x, y, π, π′),

ãäå Φ∗(x, y, π, π′) ® ∀z ∈ π′Ψ(z) ∧ Φ(x, y, π ∪ π′). Òàê êàê π ⊆ Pn → π ∈ An, òî òà æå
ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â An, à òàê êàê Pn ÿâëÿåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â An, òî

An |= ∃ρ∃u∃π ⊆ Pn∀x ∈ a∃π′ ∈ ρ∃y ∈ uΦ∗(x, y, π, π′),

ïðè÷åì âñëåäñòâèå ∆0-âûäåëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∀π′ ∈ ρ∀z ∈ π′Ψ(z). Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ An 6Σ1 A∗, ïîëó÷àåì, ÷òî òà æå ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ è â A∗. Äëÿ ýëåìåíòà
πa =

⋃
ρ èìååì πa ⊆ R, è A∗ |= ∀x ∈ a∃y ∈ uΦ(x, y, π ∪ πa), ÷òî è òðåáîâàëîñü

ïîêàçàòü, ïîñêîëüêó π ∪ πa ⊆ P∗.

2 Ïîäìíîæåñòâà ïðàýëåìåíòîâ, ôóíäàìåíòàëüíûå
â HY P (M).

Îïðåäåëèì êëàññ ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà Σ∗-ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ A íà-
çîâåì ôóíäàìåíòàëüíûì â A, åñëè ΓΦ(P ) =

⋃
π⊆P

ΓΦ(π) äëÿ ëþáîé P-ïîçèòèâíîé

∆0-ôîðìóëû Φ(x)

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ A ôóíäàìåíòàëüíî â A òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà, äëÿ ëþáîé P-íåãàòèâíîé ∆0-ôîðìóëû Ψ(x) è äëÿ ëþáîãî a ∈ A, â A
âûïîëíåíà ôîðìóëà

∀π ⊆ P∃x ∈ aΨ(x, π) → ∃x ∈ a∀π ⊆ PΨ(x, π),

ãäå Ψ(x, π) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëå Ψ π-ñïåöèàëüíàÿ ∆0-ôîðìóëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ÷òî èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî P ôóíäàìåí-
òàëüíî. Ïóñòü Ψ(x) � P-íåãàòèâíàÿ ∆0-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1

1 è a ∈ A òàêîâî, ÷òî a ∈
ΓΦ(π) äëÿ âñåõ π ⊆ P . Äðóãèìè ñëîâàìè, â A âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ êîíúþíêöèÿ∧
π⊆P

Ψ(a, π), ìíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû Ψ ïîêàæåì, ÷òî 〈A, P 〉 |= Ψ(a) (ïà-

ðàëëåëüíî òîé æå èíäóêöèåé óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé P-ïîçèòèâíîé ∆0-ôîðìóëû
Φ(x) èç 〈A, P 〉 |= Φ(a) ñëåäóåò A |= ∨

π⊆P

Φ(a, π)).

0) åñëè Ψ(a) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1. Ýòîò ñëó÷àé òðèâèàëåí.
1) åñëè Ψ(a) = ¬P (a), òî, òàê êàê âñÿêèé ýëåìåíò p ∈ P î÷åâèäíî ñîäåðæèòñÿ â ìíî-
æåñòâå π = {p}, èìååì ∧

π⊆P

Ψ(a, π) → ∧
p∈P

(a 6= p) → ¬P (a). Îòñþäà òàêæå î÷åâèäíî,

÷òî èç 〈A, P 〉 |= P (a) ñëåäóåò A |= ∨
π⊆P

(a ∈ π).
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2) åñëè Ψ(a) = ¬Φ(a), òî Φ(a) � P-ïîçèòèâíà, ïîýòîìó
∧

π⊆P

¬Φ(a, π) ↔ ¬(
∨

π⊆P

Φ(a, π))

→ ¬(〈A, P 〉 |= Φ(a)) ↔ 〈A, P 〉 |= ¬Φ(ā).
3) åñëè Ψ(a) = Ψ1(a)∧Ψ2(a), òî î÷åâèäíî

∧
π⊆P

Ψ(a, π) → ∧
π⊆P

Ψ1(a, π)∧ ∧
π⊆P

Ψ2(a, π) →
Ψ1(a) ∧Ψ2(a).
4) åñëè Ψ(a) = Ψ1(a) ∨ Ψ2(a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 〈A, P 〉 |= ¬Ψ1(a) ∧ ¬Ψ2(a). Òàê êàê
ôîðìóëû ¬Ψ1 è ¬Ψ2 P-ïîçèòèâíû, òî ïî èíäóêöèè

〈A, P 〉 |= ¬Ψi(a) ⇒ A |= ¬Ψi(a, πi), i ∈ {1, 2}

äëÿ íåêîòîðûõ π1 ⊆ P , π2 ⊆ P . ìç P-ïîçèòèâíîñòè òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà
π = π1 ∪π2 èìååò ìåñòî A |= ¬Ψ1(a, π), A |= ¬Ψ2(a, π), òî åñòü A 2 Ψ1(a, π)∨Ψ2(a, π).
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó π ⊆ P .
5) åñëè Ψ(a) = ∀x ∈ cΨ0(a, x), òî

∧
π⊆P

Ψ(a, π) ↔ ∧
π⊆P

∧
b∈c

Ψ0(a, b, π) ↔ ∧
b∈c

∧
π⊆P

Ψ0(a, b, π)

→ ∀x ∈ cΨ0(a, x).
6) åñëè Ψ(a) = ∃x ∈ cΨ0(a, x), òî

∧
π⊆P

∃x ∈ cΨ0(a, x, π) → ∃x ∈ c
∧

π⊆P

Ψ0(a, x, π) →
∧

π⊆P

Ψ0(a, b, π) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ c → Ψ0(a, b) → ∃x ∈ cΨ0(a, x).

Äîêàæåì òåïåðü â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî P ⊆ A ôóíäàìåíòàëü-
íî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé P-íåãàòèâíîé ∆0-ôîðìóëû Ψ(x) â A âûïîëíÿåòñÿ êîíúþíê-
öèÿ

∧
π⊆P

∃x ∈ cΨ(x, π), òî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà èìååì

〈A, P 〉 |= ∃x ∈ cΨ(x), òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ c ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ψ(b). Íî
ïîñêîëüêó ôîðìóëà Ψ P-íåãàòèâíà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî π ⊆ P ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà Ψ(b, π). Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî â A âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà
∃x ∈ c

∧
π⊆P

Ψ(x, π).

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íåêîòîðîé ñèãíàòóðû σ. Ïî íåé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî HY PM, ïîýòîìó êîððåêòíî

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Mn íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûì â M, åñëè
P ôóíäàìåíòàëüíî â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå HY P (M).

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äëÿ ìîäåëè M èç ïîäõîäÿùåãî êëàññà ôóíäàìåíòàëü-
íîñòü â M ìîæåò áûòü âûðàæåíà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî òåîðåòèêî-ìîäåëüíîãî ïî-
íÿòèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò HY P .

Ïîäìíîæåñòâî D ⊆ M íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìûì â M, åñëè îíî îïðåäåëÿåòñÿ
íåêîòîðîé ôîðìóëîé ñèãíàòóðû σ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ èç M . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîäìíîæåñòâà P ⊆ M ÷åðåç dsb(P ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ îïðåäåëèìûõ
ïîäìíîæåñòâ D, äëÿ êîòîðûõ D ⊆ P .

Âàæíûé êëàññ ìîäåëåé ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ðåêóðñèâíî íàñûùåííûå ñè-
ñòåìû. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî íàñûùåííîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ðåêóðñèâíîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Φ, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ñîäåð-
æàòñÿ â ìíîæåñòâå {x0, . . . , xn, y0, . . . , ym}, è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a0, . . . , am ∈ M
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà Φ0 ⊆ Φ ñóùåñòâó-
þò b0, . . . , bn ∈ M òàêèå, ÷òî M |= ϕ(b̄, ā) äëÿ âñåõ ϕ(x̄, ȳ) ∈ Φ0, òî ñóùåñòâóþò
b0, . . . , bn ∈ M òàêèå, ÷òî M |= ϕ(b̄, ā) äëÿ âñåõ ϕ(x̄, ȳ) ∈ Φ.

Ìîäåëü M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà O(M) = ω. ìíûìè
ñëîâàìè, ýëåìåíòàìè HY P (M) � íàèìåíüøåãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùå-
ãî M êàê ýëåìåíò, � ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ýëåìåíòû èç L(ω, M). Õîðîøî èçâåñòíà
ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 7. Ïóñòü M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà. Ïîäìíîæåñòâî R ⊆ Mn ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì HY P (M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R îïðåäåëèìî â M.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ M ôóíäàìåí-
òàëüíî â ìîäåëè M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå
(∗): äëÿ âñÿêîé P-ïîçèòèâíîé ôîðìóëû ϕ(x̄) ñèãíàòóðû σ∪{P} è ëþáûõ ýëåìåíòîâ
ā èç M èç òîãî, ÷òî 〈M, P 〉 |= ϕ(ā) ñëåäóåò, ÷òî 〈M, D〉 |= ϕ(ā) äëÿ íåêîòîðîãî
îïðåäåëèìîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊆ P .

Óñëîâèå (∗) ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ïðè ïîìîùè íåãàòèâíûõ ôîðìóë. À èìåííî:
P ⊆ M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) â M, åñëè äëÿ âñÿêîé P-íåãàòèâíîé ôîðìóëû
ϕ(x̄) è ëþáîãî íàáîðà ā èç M âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: åñëè 〈M, D〉 |= ϕ(ā) äëÿ âñåõ
îïðåäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ D ⊆ P , òî 〈M, P 〉 |= ϕ(ā).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðåäëîæåíèå 3, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé P-íåãàòèâíîé ôîðìóëû ϕ(x, ā) ñ ïàðàìåòðàìè
ā, â ìîäåëè M âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà

∧

D∈dsb(P )

∃xϕD(x, ā) → ∃x
∧

D∈dsb(P )

ϕD(x, ā),

ãäå ϕD(ȳ) � ôîðìóëà (ñèãíàòóðû σ), ïîëó÷åííàÿ èç ϕ(ȳ) çàìåíîé ïîäôîðìóë âèäà
P(t) íà ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ ïîäìíîæåñòâî D.

Äîêàçàòåëüñòâî. (òåîðåìû 3). Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ M áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì â
HY P (M) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîé π-ñïåöèàëüíîé ∆0-ôîðìóëû
Φ(x, π) (ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ èç HY P (M)) ôîðìóëà

∀x ∈ a∃π ⊆ PΦ(x, π) → ∃π ⊆ P∀x ∈ aΦ(x, π)

âûïîëíÿåòñÿ â HY P (M) äëÿ ëþáîãî a. Îáðàòèâ èìïëèêàöèþ, ïîëó÷èì

∀π ⊆ P∃x ∈ aΨ(x, π) → ∃x ∈ a∀π ⊆ PΨ(x, π),

ãäå Ψ(x, π) = ¬Φ(x, π) � ∆0-ôîðìóëà, ÿâëÿþùàÿñÿ àíòèìîíîòîííîé ïî π, òî åñòü
Ψ(x, π)∧ (π′ ⊆ π) → Ψ(x, π′). Òàê êàê π ⊆ P ⊆ M , è π ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì HY P (M),
òî π = D äëÿ íåêîòîðîãî îïðåäåëèìîãî â M ïîäìíîæåñòâà D ⊆ M . Ïóñòü D îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé θ(y) ñèãíàòóðû σ (ñ ïàðàìåòðàìè èç M). Ïî θ(y) ïîñòðîèì ∆0-
ôîðìóëó Θ(y), çàìåíèâ êâàíòîðíûå ïðèñòàâêè (∀z) è (∃z) íà (∀z ∈ M) è (∃z ∈ M)
ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü äëÿ äàííîãî D ïî ∆0-ôîðìóëå Ψ(x, π) ýôôåêòèâíî ñòðîèò-
ñÿ ∆0-ôîðìóëà ΨD(x) çàìåíîé ïîäôîðìóë âèäà (t ∈ π) íà ∆0-ôîðìóëó Θ(t). Òàêèì
îáðàçîì, P áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
HY P (M) èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

∀D ∈ dsb(P )∃x ∈ aΨD(x) → ∃x ∈ a∀D ∈ dsb(P )ΨD(x).

Ýëåìåíò a ∈ HY P (M) åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ìíîæåñòâ. Íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìî a ïðîñòîå, òî åñòü ñóùåñòâóåò òåðì
t(x0, . . . , xn, xn+1) îò ôóíêöèé {},∪, fΦ, ãäå Φ � ∆0-ôîðìóëà, L(n, ), n ∈ ω, òàêîé, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò x ∈ a èìååò âèä x = t(q0, . . . , qn, M) ñ ïîäõîäÿùèìè qi ∈ M, i ≤ n.
Ïîýòîìó äëÿ ïîäõîäÿùåãî òåðìà t0(x0, . . . , xm, xm+1) èìååì a ⊆ {t0(q̄, M)|q̄ ∈ Mm+1}.
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Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òåðì t1(y0, . . . , yk, yk+1) è s̄ ∈ Mk+1 òàêèå, ÷òî a = t1(s̄,M).
Ïîýòîìó

HY P (M) |= ∃x ∈ aΨD(x) ⇔∃q0 ∈ M . . . ∃qm ∈ M [(t0(q̄, M) ∈ t1(s̄,M))

∧ΨD(t0(q̄, M))].

Äàëåå, ïî ∆0-ôîðìóëå Ψ′
D(q̄) ® (t0(q̄, M) ∈ t1(s̄,M)) ∧ ΨD(t0(q̄, M)) ýôôåêòèâíî

íàõîäèòñÿ ôîðìóëà ψD(q̄) ñèãíàòóðû σ òàêàÿ, ÷òî

HY P (M) |= Ψ′
D(q̄) ⇔M |= ψD(q̄).

ììååì HY P (M) |= ∃x ∈ aΨD(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M |= ∃q0 . . . ∃qmψD(q̄).
Òàêèì îáðàçîì, P ⊆ M áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
ìîäåëè M âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ôîðìóëà

∧

D∈dsb(P )

∃x̄ψD(x̄, c̄) → ∃x̄
∧

D∈dsb(P )

ψD(x̄, c̄)

äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ(x̄, ȳ) èç íåêîòîðîãî (ýôôåêòèâíîãî) êëàññà ôîðìóë ñèãíàòó-
ðû σ ∪ {P}. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3, ïîëó÷àåì, ÷òî èç óñëîâèÿ
(∗) ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü P â M. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (∗) äëÿ M åñòü
÷àñòíûé ñëó÷àé óñëîâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè äëÿ HY P (M), åñëè îãðàíè÷èòüñÿ â íåì
ôîðìóëàìè ñèãíàòóðû σ (òî÷íåå, èõ ∆0-ðåëÿòèâèçàöèÿìè íà M), è ñëó÷àåì, êîãäà
a = M . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [1]. Òåîðèÿ T ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ðå-
ãóëÿðíîé, åñëè îíà ìîäåëüíî ïîëíà è ðàçðåøèìà, è ïðîñòîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà,
ω-êàòåãîðè÷íà, è èìååò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ ôîðìóë. Â [7] ðàññìàòðèâà-
ëàñü ïðîáëåìà óíèôîðìèçàöèè â HF (M), ãäå M � ìîäåëü ðåãóëÿðíîé òåîðèè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M � ðåêóðñèâíî íàñûùåííàÿ ìîäåëü ðåãóëÿðíîé òåîðèè. Òîãäà
HY P (M) Σ-îïðåäåëèìî â HF (M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ HY P (M) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
òåðìà tκ(D1, . . . , Dm), ãäå κ ∈ HF (ω), à D1 ⊆ Mn1 , . . . , Dm ⊆ Mnm � îïðåäåëèìûå â
M ïîäìíîæåñòâà. Êàæäîå îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî D, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â HF (M) ïðè ïîìîùè ãåäåëåâñêîãî íîìåðà ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùåé
D, è íàáîðà ïàðàìåòðîâ ýòîé ôîðìóëû. Ïîýòîìó äëÿ Σ-îïðåäåëèìîñòè HY P (M) â
HF (M) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ(x̄, ā), ψ(x̄, b̄) ñèãíàòóðû σ ñ
ïàðàìåòðàìè èç M è ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ m̄ èç M ïðåäèêàòû Eq([ϕ], [ψ], ā, b̄) ®
ϕ(Mn, ā) = ψ(Mn, b̄) è In([ϕ], ā, m̄) ® m̄ ∈ ϕ(Mn, ā) îïðåäåëÿþòñÿ Σ-ôîðìóëàìè â
HF (M).

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðåäèêàòà Eq. ììååì ϕ(Mn, ā) = ψ(Mn, b̄) ⇐⇒
M |= ∀x̄(ϕ(x̄, ā) ↔ ψ(x̄, b̄)) ⇐⇒ HF (M) |= Σ − Sat([θ], 〈ā, b̄〉), ãäå θ(ȳ, z̄) � ∃-
ôîðìóëà, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå ∀x̄(ϕ(x̄, ȳ) ↔ ψ(x̄, z̄)).

Äàäèì òåïåðü åùå îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì äëÿ ðåêóð-
ñèâíî íàñûùåííîé ìîäåëè M ïîëíîñòüþ îïèñàòü ïîäìíîæåñòâà M, ÿâëÿþùèåñÿ Σ∗-
ìíîæåñòâàìè â HY P (M).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Mn íàçîâåì âíóòðåííèì äëÿ ìîäåëè M,
åñëè â 〈M, P 〉 ëþáîå ëîêàëüíî âûïîëíèìîå ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî {ψn(x̄, ā)|n ∈ ω}
P-íåãàòèâíûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ∪ {P} âûïîëíèìî.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Åñëè M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà, è ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Mn òàêîâî,
÷òî O(〈M, P 〉) = O(M), òî P áóäåò âíóòðåííèì äëÿ M.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî P ⊆ Mn, ÿâëÿþùååñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì â HY P (M),
áóäåò âíóòðåííèì. Îêàçûâàåòñÿ, òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ Σ∗-ìíîæåñòâ. À
èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 5. Ïóñòü M � ðåêóðñèâíî íàñûùåííàÿ ñèñòåìà. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Mn

ÿâëÿåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â HY P (M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííèì è ôóíäàìåíòàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì â ìîäåëè M.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Mn ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì è ôóíäàìåí-
òàëüíûì. Ïîêàæåì, ÷òî P � Σ∗-ìíîæåñòâî â HY P (M).

ìñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî P ⊆ Mn ÿâëÿåòñÿ Σ∗-ìíîæåñòâîì â
HY P (M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

HY P (M) |= ∀D ∈ dsb(P )∃x ∈ aΨD(x) → ∃x ∈ a∀D ∈ dsb(P )ΨD(x)

äëÿ ëþáîé P-íåãàòèâíîé Π-ôîðìóëû Ψ(x). Òàê êàê M ðåêóðñèâíî íàñûùåíà, òî â
HY P (M) âñÿêàÿ Π-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ1 âèäà ∀yΦ(ū, y, c̄), ãäå ū � ïðàïåðåìåí-
íûå, à c̄ � ïðàýëåìåíòû, ýêâèâàëåíòíà âû÷èñëèìîé êîíúþíêöèè

∧
n∈ω

φn(ū, c̄) ôîðìóë
ñèãíàòóðû σ.

Òàêèì îáðàçîì, P áóäåò Σ∗-ìíîæåñòâîì â HY P (M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M |=
∧

D∈dsb(P )

∃x̄
∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄) → ∃x̄

∧

D∈dsb(P )

∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄)

ñïðàâåäëèâî â HY P (M) äëÿ ëþáîãî ðåêóðñèâíîãî íàáîðà {ψn(x̄, c̄)}n∈ω P-íåãàòèâíûõ
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ∪ {P}.

Ïóñòü M |= ∧
D∈dsb(P )

∃x̄ ∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄) òîãäà î÷åâèäíî M |= ∧

D∈dsb(P )

∃x̄ ∧
n6n0

ψn
D(x̄, c̄)

äëÿ ëþáîãî n0 ∈ ω, à ïîñêîëüêó P ôóíäàìåíòàëüíî, òî 〈M, P 〉 |= ∃x̄ ∧
n6n0

ψn(x̄, c̄).

Òàê êàê 〈M, P 〉 ðåêóðñèâíî íàñûùåíà, òî èìååì 〈M, P 〉 |= ∃x̄ ∧
n∈ω

ψn(x̄, c̄), îòêóäà óæå
M |= ∃x̄ ∧

n∈ω

∧
D∈dsb(P )

ψn
D(x̄, c̄) â ñèëó P-íåãàòèâíîñòè ôîðìóë ψn.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü P ⊆ Mn � Σ∗-ìíîæåñòâî â HY P (M). Î÷åâèäíî, ÷òî
P áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì â M (òàê êàê âñÿêàÿ ∆0-ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé).
Ïîêàæåì, ÷òî P áóäåò âíóòðåííèì. Â ñàìîì äåëå, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, P áóäåò
Σ∗-ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìïëèêàöèÿ

∧

D∈dsb(P )

∃x̄
∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄) → ∃x̄

∧

D∈dsb(P )

∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄)

ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ðåêóðñèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψn(x̄, c̄)}n∈ω P-íåãàòèâíûõ
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ∪{P}, è â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ðåêóðñèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{ψn(x̄, c̄)}n∈ω òàêèõ, ÷òî ψi(x̄, c̄) → ψj(x̄, c̄) ïðè i < j. Äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ ýêâèâàëåíòíà èìïëèêàöèè

∧

D∈dsb(P )

∧
n∈ω

∃x̄ψn
D(x̄, c̄) → ∃x̄

∧

D∈dsb(P )

∧
n∈ω

ψn
D(x̄, c̄)

âñëåäñòâèå ðåêóðñèâíîé íàñûùåííîñòè M. Ïîñêîëüêó P ôóíäàìåíòàëüíî, òî ýòî ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

〈M, P 〉 |=
∧
n∈ω

∃x̄ψn(x̄, c̄) → ∃x̄
∧
n∈ω

ψn(x̄, c̄),

÷òî ñïðàâåäëèâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P � âíóòðåííåå â M.
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3 Ôóíäàìåíòàëüíûå ñåìåéñòâà â L.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíî â M. Îäíàêî

â îáùåì ñëó÷àå êëàññ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ñóùåñòâåííî áîãà÷å. Â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü L = 〈L,<〉 òåîðèè ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà
áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ. Îíà îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì o-ìèíèìàëüíîñòè: èìååò
ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 4. Âñÿêîå îïðåäåëèìîå â L ïîäìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà òî÷åê è èíòåðâàëîâ ñ êîíöàìè èç L ∪ {±∞}.

Ïóñòü A|B � ñå÷åíèå â L, òî åñòü A∪B = L, è ∀a ∈ A∀b ∈ B a < b. Ñå÷åíèå áóäåì
íàçûâàòü íåîïðåäåëèìûì, åñëè A è B íå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè
â L. Ðàñøèðèì ìíîæåñòâî L äî ìíîæåñòâà L∗, äîáàâèâ íîâûå ýëåìåíòû äëÿ êàæ-
äîãî íåîïðåäåëèìîãî ñå÷åíèÿ â L. Íà ìíîæåñòâå L∗ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââåñòè ïîðÿäîê, ïðîäîëæàþùèé ïîðÿäîê íà L. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ïëîòíûé
ëèíåéíûé ïîðÿäîê L∗ áóäåì íàçûâàòü äåäåêèíäîâûì ïîïîëíåíèåì ïîðÿäêà L. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì èìååì Q∗ = R,
ãäå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîðÿäîê áóäåì íàçûâàòü äåäåêèíäîâî ïîë-
íûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñî ñâîèì äåäåêèíäîâûì ïîïîëíåíèåì. Çàìåòèì ÷òî âñÿêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ è ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç L èìååò ïðåäåë â L∗.

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî P ôóíäàìåíòàëüíî â ìîäåëè L. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûì
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè p0, p1, . . . , pn, . . . � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ èç P , òî
1) ëèáî ñóùåñòâóþò n0 ∈ ω è q0, q1 ∈ L ∪ {±∞} òàêèå, ÷òî

èíòåðâàë (q0, q1) ⊆ P è pn ∈ (q0, q1) ∀n > n0

2) ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn}n∈ω îãðàíè÷åíà è lim
n→∞

pn ∈ L∗ \ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, òî åñòü p1 < p2 < . . . < pn < . . . . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ
ñëó÷àé 2. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü ñëó÷àé 1 òàêæå íå èìååò ìåñòà. Åñëè {pn}n∈ω íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî, ðàññìîòðåâ ôîðìóëó ϕ(x) = (∀y)(P (y) → y < x) ñèãíàòóðû
σ ∪ {P}, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â ìîäåëè 〈L, P 〉 íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå ∃xϕ(x), îä-
íàêî 〈L, D〉 |= ∃xϕ(x) äëÿ âñÿêîãî îïðåäåëèìîãî D ⊆ P (êîòîðîå åñòü îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è èíòåðâàëîâ, íå ñîäåðæàùåå íèêàêîé èíòåðâàë âèäà (q, +∞).
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôóíäàìåíòàëüíîñòè P .

Åñëè æå {pn}n∈ω îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò lim
n→ω

pn = q∗ ∈ L. Ðàññìîòðèì ôîð-
ìóëó ϕ(x, q∗) = (∀y)(P (y) → y < x < q∗). Òîãäà ôîðìóëà ∃xϕ(x, q∗) íå âûïîëíÿåòñÿ
â 〈L, P 〉, îäíàêî 〈L, D〉 |= ∃xϕ(x, q∗) äëÿ ëþáîãî îïðåäåëèìîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊆ P ,
ïîñêîëüêó P íå ñîäåðæèò íèêàêîé èíòåðâàë âèäà (q, q∗).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ L íàçîâåì ëîêàëüíî îïðåäåëèìûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî q ∈ L ∪ {±∞} ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O òî÷êè q òàêàÿ, ÷òî P ∩ O
îïðåäåëèìî (îêðåñòíîñòüþ òî÷êè q ∈ L íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå èíòåðâàë âèäà (l, r) òàêîé, ÷òî q ∈ (l, r), è ñîîòâåòñòâóþøèå ïîëóèíòåð-
âàëû äëÿ q = ±∞).

Òåîðåìà 6. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ L ôóíäàìåíòàëüíî â L òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà P ëîêàëüíî îïðåäåëèìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè P ôóíäàìåíòàëüíî, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 5 P áóäåò ëîêàëüíî
îïðåäåëèìûì. Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü P ⊆ L ëîêàëüíî îïðåäåëèìî,
è ïóñòü Φ(q̄) - ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû σ ∪ {P} ∪ {q̄}, ÿâëÿþùååñÿ P-ïîçèòèâíûì è
òàêîå, ÷òî 〈L, P 〉 |= Φ(q̄). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïðåäåëèìîå D ⊆ P òàêîå, ÷òî
〈L, D〉 |= Φ(q̄).

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå Φ(q̄) íàõîäèòñÿ â ïðåíåêñ-
íîé ôîðìå, òî åñòü èìååò âèä Q1x1 . . . QnxnΨ(x̄, q̄),ãäå Qi ∈ {∀,∃}, è áåñêâàíòîðíàÿ
ôîðìóëà Ψ(x̄, q̄) íàõîäèòñÿ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïî ïðåäëîæåíèþ
Φ(q̄) ìîæíî ïîñòðîèòü ∀-ïðåäëîæåíèå ∀x1 . . . ∀xmψ(x̄, q̄, f1(x̄), . . . , fn−m(x̄)) â ñèãíàòó-
ðå, ðàñøèðåííîé ñêóëåìîâñêèìè òåðìàìè f1(x1, . . . , xm), . . . , fn−m(x1, . . . , xm) òàêîå,
÷òî 〈L, P 〉 |= Φ(q̄) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè fi : Lm → L, 1 6
i 6 n−m, äëÿ êîòîðûõ

〈L, P, f̄〉 |= ∀x1 . . .∀xmψ(x̄, q̄, f̄).

Ïóñòü ψ(x̄, q̄, f̄) = ψ1(x̄, q̄, f̄) ∨ . . . ∨ ψk(x̄, q̄, f̄), ãäå ψi - êîíúþíêöèè àòîìàðíûõ
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ∪{P}∪{f̄}. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôîðìóëû ϕ1(x̄), . . . , ϕk(x̄)
ñèãíàòóðû σ (ñ ïàðàìåòðàìè èç L) òàêèå, ÷òî L |= ∀x̄(ϕ1(x̄)∨ . . .∨ϕk(x̄)) è 〈L, P, f̄〉 |=
∀x̄(ϕi(x̄) → ψi(x̄, q̄, f̄)) äëÿ ïîäõîäÿùèõ ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé f̄ .

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé m = 1. Òàê êàê P ëîêàëüíî îïðåäåëèìî, âñå
êîíúþíêöèè ψi P-ïîçèòèâíû, è 〈L, P, f̄〉 |= ∀x(ψ1(x, q̄, f̄)∨. . .∨ψk(x, q̄, f̄)), òî ôîðìóëû
ψ′i(x, q̄), ïîëó÷åííûå èç ψi(x, q̄, f̄) çàìåíîé òåðìîâ f̄ íà ïåðåìåííûå ȳ è íàâåøèâàíèåì
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ∃ȳ, îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x îïðåäåëÿþò â L ïîäìíîæåñòâà
A1, . . . , Ak òàêèå, ÷òî A1 ∪ . . . ∪ Ak = L è êàæäîå Ai åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, à òàêæå èíòåðâàëîâ ñ ãðàíèöàìè èç L∗ ∪ {±∞}. Òåïåðü ìîæíî óêàçàòü
ñèñòåìó òî÷åê è èíòåðâàëîâ B1, . . . , Bk ñ ãðàíèöàìè óæå èç L∪{±∞} òàêèõ, ÷òî Bi ⊆
Ai, B1 ∪ . . .∪Bk = L. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîêðûòèå {A1, . . . , Ak}
íå îáðàçóåò "èððàöèîíàëüíûõ"ñå÷åíèé, òî åñòü íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà Ai = A′

i ∪
(l, ξ), Aj = (ξ, r)∪A′

j äëÿ íåêîòîðûõ i,j è "èððàöèîíàëüíîãî"ξ ∈ L∗\L. Òàêèì îáðàçîì,
â êà÷åñòâå ϕi(x) ìîæíî âçÿòü ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ ïîäìíîæåñòâî Bi.

Ïóñòü i ∈ {1, . . . , k}. ììååì 〈L, P 〉 |= ∀x(ϕi(x) → ψi(x, q̄, f̄)). Óêàæåì îïðåäåëèìîå
ïîäìíîæåñòâî Di ⊆ P òàêîå, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà óæå â ìîäåëè 〈L,<
, Di〉.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ϕi(x) = (q0 < x < q1) è ψi(x, f̄) =
(x < f(x) < q) ∧ P (f(x)). Òîãäà î÷åâèäíî q > q1. Åñëè ∃c ∈ P ∩ (q1, q), òî â êà÷åñòâå
Di ìîæíî âçÿòü îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî {c}. Åñëè æå P ∩ (q1, q) = ∅, òî òî÷êà
q1 áóäåò P -ïëîòíîé. Â ñèëó ëîêàëüíîé îïðåäåëèìîñòè P íàéäåòñÿ c < q1 òàêîå, ÷òî
(c, q1) ⊆ P . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì Di = (c, q1).

Â êà÷åñòâå èñêîìîãî îïðåäåëèìîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊆ P òåïåðü ìîæíî âçÿòü
D = D1 ∪ . . . ∪Dk. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè L � äåäåêèíäîâî ïîëíûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òî
ïîäìíîæåñòâî P ⊆ L ëîêàëüíî îïðåäåëèìî â 〈L, <〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî îïðåäåëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ëîêàëüíî îïðåäåëèìî. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóþò l, r ∈ L òàêèå, ÷òî P \ (l, r) îïðåäåëèìî. Ïîêàæåì, ÷òî P ∩ (l, r) åñòü
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (ò.å. òî÷åê è èíòåðâàëîâ, ÷òî è òðå-
áóåòñÿ äîêàçàòü). Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü {pn}n∈ω ⊆ P � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
íå ñâÿçíûõ â P ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó {pn} îãðàíè÷åíà, îíà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {pn} ñõîäèòñÿ, òî åñòü pn → ξ äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ L. Òàê êàê {pn} íå
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ñâÿçíà â P , òî äëÿ ëþáîãî n ∈ ω ñóùåñòâóåò qi ∈ (pi, pi+1) òàêîå, ÷òî qi ∈ L \ P .
Íî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè O òî÷êè ξ ïîäìíîæåñòâî P ∩ O íå áóäåò
îïðåäåëèìûì. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ îñíîâíîãî ìíî-
æåñòâà ìîäåëè M. Íàçîâåì P ôóíäàìåíòàëüíûì ñåìåéñòâîì â M, åñëè äëÿ
ëþáîãî n > 0 è ëþáûõ P0, . . . , Pn−1 èç P âåðíî ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîé P̄ -ïîçèòèâíîé
ôîðìóëû ϕ(x̄) ñèãíàòóðû σ ∪ {P̄} è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā èç M èç òîãî, ÷òî
〈M, P̄ 〉 |= ϕ(ā) ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ îïðåäåëèìûå â M ïîäìíîæåñòâà D0 ⊆
P0, . . . , Dn−1 ⊆ Pn−1, äëÿ êîòîðûõ 〈M, D̄〉 |= ϕ(ā).

Ïðîñòåéøåå ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî âèäà {P0, P1} áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïàðîé â M. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè {P0, P1} - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïàðà, òî P0 è
P1 - ôóíäàìåíòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà. Íàîáîðîò, ïóñòü P0 è P1 - ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà â M. Â êàêîì ñëó÷àå {P0, P1} áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé ïàðîé?

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñíîâà ðàññìîòðèì ìîäåëü L òåîðèè ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ. Ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì P ⊆ L ñâÿæåì ôóíêöèþ
τ(P ) : L∗ → {−1, 0, 1}. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà Lim−(P ) ⊆ L∗ è Lim+(P ) ⊆ L∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lim−(P ) = {ξ ∈ L∗ | ñóùåñòâóåò ïîñë. {pn} ⊆ P, ò.÷. pn ↗ ξ },
Lim+(P ) = {ξ ∈ L∗ | ñóùåñòâóåò ïîñë. {pn} ⊆ P, ò.÷. pn ↘ ξ }.

Òåïåðü äëÿ âñÿêîãî ξ ∈ L∗ ïîëàãàåì

τ(P ) (ξ) =




−1, åñëè ξ ∈ Lim−(P ) \ Lim+(P ),

1, åñëè ξ ∈ Lim+(P ) \ Lim−(P ),
0, èíà÷å.

Ïóñòü P ⊆ L ôóíäàìåíòàëüíî. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 5 ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîãî q ∈ L τ(P )(q) = ±1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà q
ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì êîíöîì èíòåðâàëà, öåëèêîì ëåæàùåãî â P .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ L τ(P )(q) = −1. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ⊆ P , òàêàÿ ÷òî pn ↗ q. Åñëè áû íå
ñóùåñòâîâàëî èíòåðâàëà (p, q), öåëèêîì ëåæàùåãî â P , òî ôîðìóëà ∃xϕ(x, q), ãäå

ϕ(x, q) = ∀y(P (y) ∧ y < q → y < x < q)

ñëóæèëà áû êîíòðïðèìåðîì ê ôóíäàìåíòàëüíîñòè P . Äàëåå, òàê êàê q ∈ Lim−(P ) \
Lim+(P ) òî äëÿ íåêîòîðîãî r > q P ∩ (q, r) = ∅. Òàêèì îáðàçîì, q ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
êîíöîì èíòåðâàëà èç P .

Ïóñòü P1 è P2 � ôóíäàìåíòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà â L. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

ρ(P1, P2) = max
ξ∈L∗\L

|τ(P1)(ξ)− τ(P2)(ξ)|.

Òàêèì îáðàçîì range(ρ) = {0, 1, 2}. Íà ìíîæåñòâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ
ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: P1 ∼ P2, åñëè
ρ(P1, P2) = 0. Ïóñòü P̃1 è P̃2 � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå P1 è P2. Ôóíê-
öèÿ ρ̃ êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòíîøåíèåì ρ̃(P1, P2) =
ρ(P1, P2). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ρ̃ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Êðèòåðèé ôóíäàìåíòàëüíîñòè äëÿ ïàðû {P1, P2} ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðè ïî-
ìîùè ôóíêöèè ρ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååò ìåñòî
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Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà P1 ⊆ L è P2 ⊆ L ôóíäàìåíòàëüíû â L.
Òîãäà {P1, P2} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïàðà ⇐⇒ ρ(P1, P2) 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ(P1, P2) > 1. Ïîêàæåì ÷òî â ýòîì ñëó÷àå P1 è P2 íå îá-
ðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïàðó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ L∗ \ L
τ(P1)(ξ) = −1 è τ(P2)(ξ) = 1. Òîãäà äëÿ äàííîãî ξ ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{p1

n} ⊆ P1 è {p2
n} ⊆ P2, à òàêæå ýëåìåíòû q1, q2 èç L òàêèå, ÷òî p1

n ↗ ξ , P1∩ (ξ, q1) = ∅
è p2

n ↘ ξ , P2 ∩ (q2, ξ) = ∅ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

ϕ(x, q1, q2) = (∀y)(P1(y) ∧ y < q1 → y < x) ∧ (∀y)(P2(y) ∧ y > q2 → y > x)

ñèãíàòóðû σ ∪ {P1, P2}.Î÷åâèäíî, ÷òî 〈L, D1, D2〉 |= ∃xϕ(x, q1, q2) äëÿ ëþáûõ îïðåäå-
ëèìûõ â L ïîäìíîæåñòâ D1 ⊆ P1, D2 ⊆ P2, íî â òî æå âðåìÿ 〈L, P1, P2〉 |= ¬∃xϕ(x, q1, q2),
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàîáîðîò, ïóñòü ρ(P1, P2) 6 1. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî P1 è P2 îáðàçóþò ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ïàðó, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6: äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî
òîëüêî óñòàíîâèòü, ÷òî P1 è P2 íå îáðàçóþò èððàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé. Íî ýòî êàê
ðàç è ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ρ(P1, P2) 6 1.

Äëÿ ñåìåéñòâà P ïîäìíîæåñòâ ìîäåëè 〈L,<〉 îïðåäåëèì äèàìåòð

d(P) = max{ρ(P1, P2)|P1, P2 ∈ P}.

ìç ïðåäëîæåíèÿ 7 è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

Òåîðåìà 7. P - ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî â 〈L,<〉 ⇐⇒ d(P) 6 1.

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè L � äåäå-
êèíäîâî ïîëíûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òî âñÿêîå ñåìåéñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ
â L ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñåìåéñòâîì â L.

Õàðàêòåðèçàöèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ â ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ
äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 6 è 7.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü L � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ L ôóíäà-
ìåíòàëüíî â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ëîêàëüíî îïðåäåëèìî. Ïîäìíîæåñòâî
P ⊆ Ln ôóíäàìåíòàëüíî â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, äëÿ ëþáîãî îïðåäåëèìîãî
D ⊆ Ln, ñåìåéñòâî {π1(P ∩D), . . . , πn(P ∩D)} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîäìíîæåñòâ L, ÿâëÿþùèõñÿ Σ∗-ìíîæåñòâàìè â HY P (L), ñîãëàñíî
òåîðåìå 5, íåîáõîäèìî â êëàññå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ âûäåëèòü ïîäêëàññ
ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ âíóòðåííèìè. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ñëåäóþùåé âàæ-
íîé êîíñòðóêöèåé.

Ïóñòü S ⊆ L � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì íà íåì îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ s1, s2 òàêèõ, ÷òî s1 < s2 ïîëàãàåì
s1 ∼ s2, åñëè èíòåðâàë (s1, s2) ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç S. ×åðåç
F(S) îáîçíà÷èì ñèñòåìó 〈S/∼, <〉, â êîòîðîé ïîðÿäîê èíäóöèðîâàí ïîðÿäêîì â L.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî P ⊆ L ôóíäàìåíòàëüíî. Ïîäìíîæåñòâî P áó-
äåò âíóòðåííèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b
èç L ∪ {±∞} òàêèõ, ÷òî P ∩ (a, b) ëîêàëüíî êîíå÷íî, ëèáî P ∩ (a, b) êîíå÷íî, ëèáî
F(P ∩ (a, b)) � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ⊆ P ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ôóíäàìåíòàëüíûì è âíóò-
ðåííèì. Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå òåîðåìû. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü ñóùå-
ñòâóþò òàêèå a, b ∈ P , ÷òî P ∩ (a, b) áåñêîíå÷íî, ëîêàëüíî êîíå÷íî, íî F(P ∩ (a, b)) íå
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ p, q ∈ (a, b) , p < q
òàêèå, ÷òî â F(P ∩ (a, b)) ýëåìåíòû p/ ∼ è q/ ∼ ðàçëè÷íû è ìåæäó íèìè íåò äðóãèõ
ýëåìåíòîâ. Âîçìîæåí òîëüêî îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. ììååò ìåñòî P ∩ (p, q) = {qn}n∈ω äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {qn}n∈ω, ïðè÷åì lim

n→∞
qn = ξ, ãäå ξ ∈ L∗ ∩ (p, q). Ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P-íåãàòèâíûõ ôîðìóë {ψn(x, p, q)}n∈ω ñèãíàòóðû σ ∪ {P}, ãäå
ψn(x, p, q) ® ∃x1 . . . ∃xn(p < x1 < . . . < xn < x < q ∧ ¬P (x1) ∧ . . . ∧ ¬P (xn) ∧ ¬P (x)).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî n0 ∈ ω èìååì 〈L, P 〉 |= ∃x(ψ1(x, p, q)∧ . . .∧ψn0(x, p, q)), îäíàêî òèï
{ψn(x, p, q)}n∈ω íå ðåàëèçóåòñÿ â 〈L, P 〉. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî P � âíóòðåííåå.

Ñëó÷àé 2. ììååò ìåñòî P ∩ (p, q) = {q1
n}n∈ω ∪ {q2

n}n∈ω, ãäå q1
n ↗ ξ, q2

n ↘ ξ äëÿ
íåêîòîðîãî ξ ∈ (p, q). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë {ψn(x, p, q)}n∈ω, ãäå ψn(x, p, q) ® ∃x1 . . . ∃xn∃y1 . . . ∃yn(p < x1 < . . . < xn <
x < yn < . . . < y1 < q ∧ ¬P (x1) ∧ . . . ∧ ¬P (xn) ∧ ¬P (x) ∧ ¬P (yn) ∧ . . . ∧ ¬P (y1)).
Òîãäà òèï {ψ(x, p, q)}n∈ω ëîêàëüíî âûïîëíèì, íî íå ðåàëèçóåòñÿ â ìîäåëè 〈L, P 〉, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî P � âíóòðåííåå.

Ñëó÷àé 3. ììååò ìåñòî P ∩ (p, q) = {q1
n}n∈ω ∪ {q2

n}n∈ω, ãäå q1
n ↗ ξ1, q2

n ↘ ξ2

äëÿ íåêîòîðûõ ξ1, ξ2 ∈ (p, q), ξ1 < ξ2. Âçÿâ q′ ∈ (ξ1, ξ2), ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë {ψn(x, p, q′)}n∈ω, îïðåäåëåííóþ äëÿ ñëó÷àÿ 1. Êàê è äëÿ
ñëó÷àÿ 1, ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü M0 4 M1 4 . . . 4 Mn 4 . . . - ýëåìåíòàðíàÿ öåïü ìîäåëåé ñèãíàòóðû σ, äëÿ
ëþáîãî n ∈ ω ïóñòü Pn ⊆ Mn - ôóíäàìåíòàëüíîå ïîäìíîæåñòâî Mn, ïðè÷åì Pn =
Pn+1 ¹ Mn. Ïóñòü M∗ ®

⋃
n∈ω

Mn , P∗ ®
⋃

n∈ω

Pn. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïîäìíîæåñòâî P∗

áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì â ìîäåëè M∗?
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ öåïü, îáúåäèíåíèå êîòîðîé åñòü

〈Q, <〉, à ýëåìåíòàìè öåïè ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû èç Q. À èìåííî, äëÿ ëþáîãî n îïðå-
äåëèì ïîäñèñòåìó 〈Ln, <〉 4 〈Q, <〉 è ïîäìíîæåñòâî Pn ⊆ Ln ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïóñòü

L0 = (−1, 1), P0 = {0}, L1 = (−2, 2), P1 = {−1, 0, 1}, . . . ,

Ln = (−n− 1, n + 1), Pn = {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n} . . . .

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n Pn ôóíäàìåíòàëüíî â 〈Ln, <〉, íî â òî æå âðåìÿ
Z = ∪nPn íå ôóíäàìåíòàëüíî â 〈Q, <〉 = ∪n〈Ln, <〉. ìñõîäÿ èç ýòîãî, ïðèâåäåì îäíî
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ èç ëåììû 6), ïðè êîòîðîì â ýëåìåíòàðíîé
öåïè îáúåäèíåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ áóäåò ôóíäàìåíòàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 10. P-öåïü íàçîâåì ñòóïåí÷àòîé, åñëè äëÿ âñåõ n ∈ ω P∗ = Pn∪Dn,
ãäå Dn îïðåäåëèìî â M∗ ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðàìè èç Mn

Òåîðåìà 10. Åñëè M0 4 M1 4 . . . 4 Mn 4 . . . è P � ñòóïåí÷àòàÿ öåïü ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ, òî P∗ ôóíäàìåíòàëüíî â M∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îò òðåáîâàíèÿ Σ-ðåãóëÿðíîñòè
ïàðû {P1, P2} â ëåììàõ 2 è 5 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ. Â ìîäåëè 〈Q, <〉 ðàññìîòðèì ïðåäè-
êàò P ⊆ Q2, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: 〈x, y〉 ∈ P ⇐⇒ (x < ξ)∧(y > ξ) äëÿ
íåêîòîðîãî èððàöèîíàëüíîãî ξ ∈ R. Ïðåäèêàò P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê P1×P2,
ãäå P1 = (−∞, ξ), P2 = (ξ, +∞), èëè æå êàê Q1 ∩Q2, ãäå Q1 = P1 ×Q, Q2 = Q× P2.
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Ïîäìíîæåñòâà P1 è P2, òàêæå êàê Q1 è Q2, ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè â 〈Q, <〉,
à çíà÷èò è Σ∗-ìíîæåñòâàìè â HY P (〈Q, <〉). Îäíàêî P ôóíäàìåíòàëüíûì íå ÿâëÿåò-
ñÿ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ôîðìóëû

ϕ(x0, y0) ® (x0 < y0) ∧ ∀x∀y(P (x, y) → (x > x0 ∧ y < y0))

èìååì 〈Q, <〉 |= ∃x0, y0ϕD(x0, y0) äëÿ âñÿêîãî îïðåäåëèìîãî D ⊆ P , îäíàêî 〈Q, <
, P 〉 |= ¬∃x0, y0ϕ(x0, y0). Ñëåäîâàòåëüíî, P íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì.
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