
ÓÄÊ 510.5

Î ñâîéñòâàõ sΣ-ñâîäèìîñòè 1

À.È. ÑÒÓÊÀ×ÅÂ

1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2, 3, 4, 5, 6] è ïîñâÿùåíà

èçó÷åíèþ ñâîéñòâ îäíîé ñâîäèìîñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ñòðóê-

òóðàõ), íåÿâíûì îáðàçîì, íî ñóùåñòâåííî, èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòàõ àâ-

òîðà [2, 3] ïî Σ-îïðåäåëèìîñòè â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ [8]

â ðàìêàõ ïîäõîäà Þ.Ë.Åðøîâà [9]. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, àíàëîãè÷íàÿ ïî

ñâîéñòâàì ñâîäèìîñòü áûëà ââåäåíà ïîä íàçâàíèåì �s-ñâîäèìîñòü� â ðàáî-

òàõ È.Í.Ñîñêîâà è åãî ó÷åíèêîâ [10, 11]. Îïðåäåëåíèå s-ñâîäèìîñòè áûëî

äàíî â òåðìèíàõ îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè â íàäñòðîéêàõ Ìîñêîâàêèñà

äëÿ ñëó÷àÿ ñ÷åòíûõ ñèñòåì ñ îáùèì íîñèòåëåì. ßâíûì îáðàçîì îòíîøåíèå

sΣ-ñâîäèìîñòè, îáîáùàþùåå êàê s-ñâîäèìîñòü, òàê è ñâîäèìîñòü, íåÿâíî

èñïîëüçîâàííóþ â [2, 3], áûëî ñôîðìóëèðîâàíî è èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòàõ

[4, 5, 6].

Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ sΣ-ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà îïðåäå-

ëÿåòñÿ íà ñòðóêòóðàõ, à íå íà èõ òèïàõ èçîìîðôèçìà (â ýòîì åå îñíîâ-

íîå îòëè÷èå îò Σ-ñâîäèìîñòè è ñâîäèìîñòåé íà ïðîáëåìàõ ïðåäñòàâèìî-

ñòè [12, 13, 14]). Åñòåñòâåííûìè ïðèìåðàìè èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ñâîäèìî-

ñòè ÿâëÿþòñÿ �ëîêàëüíûå� ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðàìè è èõ îáîãàùåíèÿìè

èëè ðàñøèðåíèÿìè. Ïîäîáíî òîìó, êàê îòíîøåíèå Σ-ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 8227), Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ïðî-

åêòû ÐÔÔÈ 11-01-00688-a, ÐÔÔÈ 13-01-91001-ÀÍÔ-à), è ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû

ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-276.2012.1).
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ðåëÿòèâèçàöèåé ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ñòðóêòóðû, ìîæíî ñ÷è-

òàòü îòíîøåíèå sΣ-ñâîäèìîñòè ðåëÿòèâèçàöèåé ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâíîé

ñòðóêòóðû Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíû íîâûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

sΣ-ñâîäèìîñòè â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè íàä àá-

ñòðàêòíûìè ñòðóêòóðàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òàêèå åñòå-

ñòâåííûå îáîãàùåíèÿ è ðàñøèðåíèÿ ñòðóêòóð, êàê ìîðëèçàöèÿ, ñêóëåìè-

çàöèè, è Σ-ñêà÷îê.

Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíî îäíî îáîáùåíèå �ëîêàëüíîãî� îòíîøåíèÿ sΣ-

ñâîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû ëåæàò (êàê

ïîäìíîæåñòâà) â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ âèäà HF(S), ãäå

S � áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü òåîðèè ðàâåíñòâà. Ãëàâíîå ñâîéñòâî äîïóñòèìûõ

ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè

â ñâîåé ìîùíîñòè äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè îòíîñèòåëüíî Σ-ñâîäèìîñòè

[15] è ìîãóò, òàêèì îáðàçîì, âûñòóïàòü â ðîëè íîñèòåëåé äëÿ �àáñîëþòíî

ïðîñòåéøèõ� âû÷èñëèìîñòåé. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äîïóñòèìûå ìíî-

æåñòâà âèäà HF(S), íå ïðåäñòàâëÿþùèå áîëüøîãî èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ

�àáñîëþòíîé� Σ-îïðåäåëèìîñòè â íèõ, â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ �îòíîñèòåëüíîé�

Σ-ñâîäèìîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ñ èñïîëüçîâàíèåì sΣ-ñâî-

äèìîñòè è åå ñâîéñòâ:

1) Îïðåäåëåí êëàññ êâàçèðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð êàê êëàññ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê ìîðëèçàöèè îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè, ðàñøèðÿþùèé êëàñ-

ñû ìîäåëåé ðåãóëÿðíûõ òåîðèé [9] è ýôôåêòèâíî ìîäåëüíî ïîëíûõ

ñòðóêòóð [16, 17]. Êàê ïîêàçàíî â [7], HF-íàäñòðîéêà íàä êâàçèðåãó-

ëÿðíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ êâàçèðåçîëüâåíòíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî,

èìååò óíèâåðñàëüíóþ Σ-ôóíêöèþ è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðåäóêöèè.

2) Ïîêàçàíî, ÷òî HF-íàäñòðîéêà íàä êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì óíèôîðìèçàöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà

ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷-

êîé äëÿ íåêîòîðîé ñâîåé ñêóëåìèçàöèè ñ äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì
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ñòðóêòóðíîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð HF-íàäñòðîéêà

è íàäñòðîéêà Ìîñêîâàêèñà Σ-ýêâèâàëåíòíû.

3) Ïðåäëîæåíà âåðñèÿ sΣ-ñâîäèìîñòè, ðàñøèðÿþùàÿ èñõîäíóþ ëîêàëü-

íóþ âåðñèþ è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî

îïåðàöèÿ Σ-ñêà÷êà (íà ïðîèçâîëüíûõ ñòðóêòóðàõ) íå èìååò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè (â ìàêñèìàëüíî îáùåì

ïîíèìàíèè).

2 Ïðèìåíåíèÿ sΣ-ñâîäèìîñòè â èññëåäîâàíèè

ñâîéñòâ îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè

Íàïîìíèì âíà÷àëå �ëîêàëüíóþ� âåðñèþ sΣ-ñâîäèìîñòè [4, 5, 6], â êîòî-

ðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà B èìååò îñíîâíîå ìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç ïðàýëåìåíòîâ (íåêîòîðîãî �âíåøíåãî� äîïóñòèìîãî ìíîæå-

ñòâà). Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè ýòî îòíîøåíèå áóäåò òðàíçèòèâíûì òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîé-

ñòâîì. Âñþäó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðû, èìåþùèå âû÷èñëèìûå

ïðåäèêàòíûå ñèãíàòóðû è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ êàæäîé òàêîé ñèãíàòóðîé

ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ åå ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé, â

òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ ñèãíàòóðû, ñîäåðæàùèå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû, â

÷àñòíîñòè, äëÿ ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé, îäíàêî ôîðìàëüíî èì ñîîòâåòñòâó-

þò ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå êîíå÷-

íîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ-ïðàýëåìåíòîâ.

Äëÿ ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íûìè âû÷èñëèìûìè ñèãíàòóðàìè áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè

íàä ñòðóêòóðîé òàêîãî òèïà: ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ïðåäè-

êàòíîé ñèãíàòóðû σ = 〈Pn0
0 , Pn1

1 , . . .〉. Îïðåäåëèì HF(M) êàê ñòðóêòóðó

êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ′ = 〈U1,∈2,Sat2〉, ñ íîñèòåëåì HF (M) è åñòåñòâåí-

íîé èíòåðïðåòàöèåé ñèìâîëîâ U (ò.å. UHF(M) = M) è ∈. Èíòåðïðåòàöèÿ

ïðåäèêàòà Sat íà HF(M) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïðåòàöèè â M ñèìâîëîâ ñèã-
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íàòóðû σ ñ çàôèêñèðîâàííîé âûøå íóìåðàöèåé: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ HF (M),

ïîëàãàåì SatHF(M)(a, b) èñòèííûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà a ∈ ω,

b = 〈m0, . . . ,mna−1〉 ∈ Mna , è PM
na

(m0, . . . ,mna−1) èñòèííî. Ïîñêîëüêó

ñòðóêòóðû âèäà HF (M) ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè KPU è äîïóñòèìûìè ìíî-

æåñòâàìè, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû âñå îáùèå ñâîéñòâà òàêèõ ñòðóêòóð, â

÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî Σ-ïðåäèêàòà [9].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A, B � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû âû÷èñëèìûõ ïðå-

äèêàòíûõ ñèãíàòóð. Ñèñòåìà A sΣ-ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìåB (îáîçí. A 6sΣ B),

åñëè

1) A ⊆ HF (B) ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìûì â HF(B) ïîäìíîæåñòâîì;

2) àòîìàðíàÿ äèàãðàììà D(A) (ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäìíîæåñòâîì HF (B))

ÿâëÿåòñÿ ∆-îïðåäåëèìûì â HF(B) îòíîñèòåëüíî A ïîäìíîæåñòâîì

â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè σ = 〈Pn1
0 , Pn2

1 , . . .〉 � âû÷èñëèìàÿ ïðåäè-

êàòíàÿ ñèãíàòóðà ñèñòåìû A, òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Σ-ôîðìóë

Φ0(x0, x1, y),Ψ0(x0, ),Φ1(x0, . . . , xn1−1, y),Ψ1(x0, . . . , xn1−1, y),

Φ2(x0, . . . , xn2−1, y),Ψ2(x0, . . . , xn2−1, y), . . .

ñèãíàòóðû σ′2, è ïàðàìåòåð c ∈ HF (B) òàêèå, ÷òî, äëÿ âñåõ k ∈ ω,

ΦHF(B)
k (x̄, c) ∩ Ank = Ank \ ΨHF(B)

k (x̄, c) (ñ÷èòàåì, ÷òî P0 � ñèìâîë

îòíîøåíèÿ = è n0 = 2) è PA
k = ΦHF(B)

k (x̄, c)∩Ank ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðå-

òàöèåé ñèìâîëà Pk íà ñèñòåìå A.

Îòíîøåíèå sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíòàðòíûì îáðàçîì:

ñòðóêòóðà A sΣ-ýêâèâàëåíòíà ñòðóêòóðå B (îáîçí. A ≡sΣ B), åñëè A 6sΣ

B è B 6sΣ A.

Îòíîøåíèå sΣ-ñâîäèìîñòè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëåçíûì ïðè èçó-

÷åíèè ñâîéñòâ îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè. Ôàêòè÷åñêè, îíî áûëî íåÿâíûì

îáðàçîì èñïîëüçîâàíî â [2] â êðèòåðèè ñâîéñòâà óíèôîðìèçàöèè â HF-

íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè ðåãóëÿðíûõ òåîðèé. Â ÿâíîì âèäå, ñ èñïðàâ-

ëåíèåì îäíîé ñóùåñòâåííîé íåòî÷íîñòè â ôîðìóëèðîâêå, ýòîò êðèòåðèé

ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí â [6].
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Íàïîìíèì, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó óíè-

ôîðìèçàöèè, åñëè äëÿ ëþáîãî áèíàðíîãî Σ-ïðåäèêàòà R íà A ñóùåñòâóåò

(÷àñòè÷íàÿ) Σ-ôóíêöèÿ f(x), äëÿ êîòîðîé δf = Pr1(R) è f ⊆ R.

Ïóñòü ñòðóêòóðà M èìååò ðåãóëÿðíóþ (ò.å. ìîäåëüíî ïîëíóþ è ðàç-

ðåøèìóþ [9]) ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ. Â ýòîì ñëó÷àå HF(M) ÿâëÿåòñÿ êâà-

çèðåçîëüâåíòíûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì [9] è èìååò óíèâåðñàëüíóþ (÷à-

ñòè÷íóþ) Σ-ôóíêöèþ, à òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðåäóêöèè, îäíàêî ñâîé-

ñòâîì óíèôîðìèçàöèè ìîæåò íå îáëàäàòü. Îêàçûâàåòñÿ, îòíîøåíèå sΣ-

ñâîäèìîñòè (áîëåå òî÷íî, sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü

êðèòåðèé ñâîéñòâà óíèôîðìèçàöèè, ïðè÷åì äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà,

÷åì êëàññ ìîäåëåé ðåãóëÿðíûõ òåîðèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ. Åå

ìîðëèçàöèåé áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ñòðóêòóðó MMorley âû÷èñëèìîé ñèã-

íàòóðû σMorley, ò.÷., äëÿ ìíîæåñòâà Formσ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ,

1) σMorley � σ ∪ {Pϕ(x0, . . . , xnϕ−1) ∈ Formσ, nϕ > 0};

2) MMorley ÿâëÿåòñÿ îáîãàùåíèåì M: åå íîñèòåëü åñòü ìíîæåñòâî M ,

èíòåðïðåòàöèÿ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé

èíòåðïðåòàöèåé â M;

3) (Pϕ)MMorley
= ϕ(x0, . . . , xnϕ−1)M äëÿ âñåõ ϕ(x0, . . . , xnϕ−1) ∈ Formϕ,

ò.÷. nϕ > 0.

Ìîðëèçàöèÿ ñòðóêòóðû åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè,

åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàôèêñèðîâàíà ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñëèìîé íóìåðà-

öèåé ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë èç Formσ.

Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ìîðëèåâñêîãî îáîãàùåíèÿ MMorley ñòðóêòóðû M

èìååò ìåñòî

MMorley ≡sΣ M,

ñòðóêòóðó M áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåãóëÿðíîé. Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû

ñî ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîé ìîäåëüíîé ïîëíîòû [16, 17] è, â ÷àñòíîñòè,

ñòðóêòóðû ñ ðåãóëÿðíîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé, ÿâëÿþòñÿ êâàçèðåãóëÿð-
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íûìè. Âàæíûì ïðèìåðîì êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ îáîãàùå-

íèå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè

[16, 17].

Ðÿä ñâîéñòâ, êîòîðûìè îáëàäàþò ìîäåëè ðåãóëÿðíûõ òåîðèé, ñîõðà-

íÿåòñÿ è äëÿ êâàçèðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñòðóêòóðà M êâàçèðåãóëÿðíà, òî äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî HF(M) êâàçèðåçîëüâåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà ñèãíàòóðû σ, è ïóñòü σ′ � ñèã-

íàòóðà íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(M). Äîêàçàòåëüñòâî àíà-

ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.5.1 èç [9], ñ çàìåíîé, â çàìå÷àíèè 3.5.1,

ýôôåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè â M ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ∃-ôîðìóëàì òîé

æå ñèãíàòóðû, íà ýôôåêòèâíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü â HF(M) ôîðìóë ñèã-

íàòóðû σ Σ-ôîðìóëàì ñèãíàòóðû σ′. Äëÿ cëó÷àÿ áåñêîíå÷íîé âû÷èñëè-

ìîé ñèãíàòóðû íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåíû â

[7].

Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ [7] è [9] ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñòðóêòóðà M êâàçèðåãóëÿðíà, òî äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî HF(M) èìååò óíèâåðñàëüíóþ Σ-ôóíêöèþ è îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ðåäóêöèè.

Ñâîéñòâî Σ-óíèôîðìèçàöèè, îäíàêî, â HF-íàäñòðîéêàõ íàä êâàçèðå-

ãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñïðàâåäëèâî. Êðèòåðèé ýòîãî

ñâîéñòâà â óêàçàííîì êëàññå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ sΣ-

ýêâèâàëåíòíîñòè èñõîäíîé ñòðóêòóðû è íåêîòîðîé åå ñêóëåìèçàöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ T ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ òåî-

ðèåé ñ îïðåäåëèìûìè ñêóëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè [18], åñëè äëÿ ëþáîé

ôîðìóëû ϕ(x0, . . . , xn) ñèãíàòóðû σ ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ψ(x0, . . . , xn) òîé

æå ñèãíàòóðû, òàêàÿ, ÷òî

T ` ∀x1 . . .∀xn

[
∃x0 ϕ(x0, . . . , xn) → ∃ !x0

(
ϕ(x0, . . . , xn) ∧ ψ(x0, . . . , xn)

)]
.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå îïðåäåëèìîñòè ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé

ñëèøêîì ñèëüíîå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êðèòåðèè ñâîéñòâà óíèôîðìèçà-

öèè. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà ñèãíàòóðû σ, è ïóñòü σ′ � ñèãíàòóðà íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(M). Óñëîâèìñÿ â ôîðìóëàõ ñèãíàòóðû

σ′ ðàçëè÷àòü ïåðåìåííûå ñî çíà÷åíèÿìè òîëüêî â ìíîæåñòâå ïðàýëåìåí-

òîâ (ïðàïåðåìåííûå), è ïåðåìåííûå ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Âñþäó

äàëåå, åñëè ðå÷ü èäåò î ôîðìóëå ñèãíàòóðû σ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå åå

ïåðåìåííûå, êàê ñâîáîäíûå, òàê è ñâÿçàííûå, ÿâëÿþòñÿ ïðàïåðåìåííûìè.

Êâàçèðåãóëÿðíàÿ còðóêòóðàM íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé ñ Σ-îïðåäåëè-

ìûìè ñêóëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè [2], åñëè, ïî ëþáîé ôîðìóëå ϕ(x0, . . . , xn)

ñèãíàòóðû σ, â HF(M) ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëà ψ(x0, . . . , xn)

ñèãíàòóðû σ′, òàêàÿ, ÷òî

HF(M) |= ∀x1. . .∀xn

[
∃x0ϕ(x0, . . . , xn) → ∃!x0

(
ϕ(x0, . . . , xn)∧ψ(x0, . . . , xn)

)]
(íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííûå x0, . . . , xn, à òàêæå âñå ñâÿçàííûå ïåðåìåí-

íûå â ôîðìóëå ϕ ÿâëÿþòñÿ ïðàïåðåìåííûìè). Âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿð-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêóëåìîâñêàÿ ôóíêöèÿ fϕ äåéñòâèòåëüíî èìååò

Σ-îïðåäåëèìûé â HF(M) ãðàôèê.

Ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîð-

ìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü M � ñòðóêòóðà ñèã-

íàòóðû σ, è ïóñòü σSkolem � ñèãíàòóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ñèìâîëîâ ñèã-

íàòóðû σ, à òàêæå íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ âèäà fϕ(x1, . . . , xn)

äëÿ âñåõ ôîðìóë ϕ(x0, x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû σ. Ñòðóêòóðà MS ñèãíàòóðû

σSkolem íàçûâàåòñÿ (íåèòåðèðîâàííûì) ñêóëåìîâñêèì îáîãàùåíèåì ñòðóê-

òóðûM, åñëèMS = M ,M �σ= MS �σ, è, äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x0, x1, . . . , xn)

ñèãíàòóðû σ,

MS |= ∀x1 . . .∀xn(∃x0ϕ(x0, x1, . . . , xn) → ϕ(fϕ(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn)).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà M ÿâëÿåòñÿ ñòðóê-

òóðîé ñ Σ-îïðåäåëèìûìè ñêóëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî (íåèòåðèðîâàííîãî, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ âñþäó äà-
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ëåå) ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ MS ñòðóêòóðû M,

MS ≡sΣ M.

Ñêóëåìîâñêîå îáîãàùåíèå MS ñòðóêòóðû M íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóð-

íûì, åñëè, äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x0, x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû σ, ëþáîãî m ∈

Mn, è ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ρ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n},

M |= ∀x0(ϕ(x0,m) ↔ ϕ(x0, ρ(m))) âëå÷åò MS |= (fϕ(m) = fϕ(ρ(m))),

ãäå ρ(m) = 〈mρ(1), . . . ,mρ(n)〉.

Íàïîìíèì, ÷òî HF(M) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óíèôîðìèçàöèè, åñëè

äëÿ ëþáîãî Σ-ïðåäèêàòà R ⊆ HF(M) × HF(M) ñóùåñòâóåò Σ-ôóíêöèÿ

f , òàêàÿ, ÷òî:

1) dom(f) = Pr1(R),

2) f ⊆ R,

ãäå f =
{
〈x, y〉

∣∣ f(x) = y
}
, dom(f) =

{
x | f(x)↓

}
,

è Pr1(R) =
{
x

∣∣ ∃ y(〈x, y〉 ∈ R)}
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èñïðàâëåíèåì è óñèëåíèåì îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà ðàáîò [2, 3]. (Ê ñîæàëåíèþ, ñâîéñòâî ñòðóêòóðíîñòè ñêóëåìîâ-

ñêèõ îáîãàùåíèé íå áûëî ÿâíî ñôîðìóëèðîâàíî â ýòîé ðàáîòå, îäíàêî ôàê-

òè÷åñêè ïîäðàçóìåâàëîñü. Áîëåå òîãî, ðàññìàòðèâàåìûå â [2, 3] ñêóëåìèçà-

öèè ïîëåé äåéñòâèòåëüíûõ è p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò.

Èñïðàâëåííàÿ âåðñèÿ êðèòåðèÿ äëÿ HF-íàäñòðîåê íàä ìîäåëÿìè ðåãóëÿð-

íûõ òåîðèé îïóáëèêîâàíà ñ äîêàçàòåëüñòâîì â ðàáîòå [6].) Ýòà òåîðåìà

äàåò åñòåñòâåííûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ sΣ-ñâîäèìîñòè íà ñòðóêòóðàõ, è

ñôîðìóëèðîâàííîå äàëåå ïðåäëîæåíèå 2 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðèìåðîì

sΣ-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà. Íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íàÿ íàäñòðîéêà HF(M) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óíèôîðìèçàöèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðíîå ñêóëåìîâñêîå îáîãàùåíèå MS

ñòðóêòóðû M, äëÿ êîòîðîãî

MS ≡sΣ M.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ãåäåãåâñêóþ íóìåðàöèþ ôîð-

ìóë ñèãíàòóðû σ′, ðàçäåëÿþùóþ ïðàïåðåìåíííûå è ïåðåìåííûå äëÿ ìíî-

æåñòâ. Ãåäåëåâñêèé íîìåð ôîðìóëû ϕ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê [ϕ]. Îòìåòèì,

÷òî åñëè M � êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà, òî êàæäàÿ ôîðìóëà åå ñèãíà-

òóðû ýêâèâàëåíòíà íàä M íåêîòîðîé Σ-ôîðìóëå â HF-íàäñòðîéêå, ïðè÷åì

òàêàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü íàéäåíà ýôôåêòèâíî (çäåñü è äàëåå, ïîä ýô-

ôåêòèâíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿùåé HF(M)-âû÷èñëèìîé

ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ãåäåëåâñêèõ íîìåðîâ).

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî HF(M) îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì óíèôîðìèçàöèè. Ïóñòü ϕ(x0, x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà

ñèãíàòóðû σ, è ïóñòü ψ(x0, x1, . . . , xn) � Σ-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ′, êîòî-

ðàÿ M-ýêâèâàëåíòíà ϕ (òàêàÿ ôîðìóëà ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü íàéäåíà

ýôôåêòèâíî âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè M). Îïðåäåëèì áèíàðíûé ïðå-

äèêàò G0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G0 = {〈a, b〉|a = 〈[ϕ], 〈m1, . . . ,mn−1〉〉, b = {〈[ϕ], 〈mρ(1), . . . ,mρ(n−1)〉〉|

|ρ ∈ Sn−1 � ïåðåñòàíîâêà, äëÿ êîòîðîé

M |= ∀x0(ϕ(x0,m1, . . . ,mn−1) ↔ ϕ(x0,mρ(1), . . . ,mρ(n−1)))}}.

Âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè,G0 ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðåäèêàòîì íà HF(M). Ïóñòü

f0(x) � Σ-ôóíêöèÿ, óíèôîðìèçóþùàÿ G0. Îïðåäåëèì òåïåðü áèíàðíûé Σ-

ïðåäèêàò G1 íà HF(M) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈a,m〉 ∈ G1 ⇐⇒
(
a =

〈
[ϕ], 〈m1, . . . ,mn−1〉

〉)
∧

∧(ψ � Σ-ôîðìóëà, ýêâèâàëåíòíàÿ ϕ) ∧ Σ-Sat
(
[ψ], 〈m,m1, . . . ,mn−1〉

)
,

ãäå Σ-Sat � ïðåäèêàò èñòèííîñòè Σ-ôîðìóë â HF(M). Îïÿòü æå, ñóùå-

ñòâóåò Σ-ôóíêöèÿ f1, óíèôîðìèçóþùàÿ G1. Ôóíêöèÿ

fϕ(x1, . . . , xn−1) = λx1. . . . λxn−1. f1

(
f0(〈[ϕ], x1, . . . , xn−1〉)

)
ÿâëÿåòñÿ ñêóëåìîâñêîé ôóíêöèåé äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ

ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòðóêòóðíîñòè.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû M âû-

÷èñëèìîé ñèãíàòóðû σ. Äëÿ n ∈ ω, ïóñòü n = {0, 1, . . . , n−1} � ìíîæåñòâî

�ïðàýëåìåíòîâ�, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàòóðàëüíûì ÷èñëàì (íî íå ÿâëÿþùèõ-

ñÿ íè îðäèíàëàìè, íè ïðàýëåìåíòàìè â HF(M)). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ω = {0, 1, . . . , n, . . .}.

Ëåììà 1. Ïóñòü ϕ(x) � ∆0-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ′, è ïóñòü κ ∈ HF(n).

Ïî íèì ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ∃-ôîðìóëà ϕ∗(u0, . . . , un−1) ñèãíàòóðû

σ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ : {u0, . . . , un−1} →M ,

HF(M) |= ϕ(x)x
tκ(x̄)[γ] ⇐⇒ M |= ϕ∗(u0, . . . , un−1)[γ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå ϕ(x) è ýëåìåíòó κ ∈ HF(n) ïîñòðîèì ôîð-

ìóëó ϕx
κ(u0, . . . , un−1) ñèãíàòóðû σ′ ∪

{
∪2, {}1,∅

}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ = ϕ1 q ϕ2 , q ∈ {∨,∧,→} , òî ϕx
κ 
 (ϕ1)x

κ q (ϕ2)x
κ;

2) åñëè ϕ = ¬ϕ1, òî ϕ
x
κ 
 ¬(ϕ1)x

κ;

3) åñëè ϕ = (t1 p t2) , p ∈ {∈,=}, òî ϕx
κ 
 (t1 p t2)x

tκ(x̄);

4) åñëè ϕ = ∃y∈x(ϕ1), òî ϕx
κ 


∨
κ′∈κ

((ϕ1)
y
κ′)x

κ;

5) åñëè ϕ = ∀y∈x(ϕ1), òî ϕx
κ 


∧
κ′∈κ

((ϕ1)
y
κ′)x

κ;

6) åñëè ϕ = U(x), òî ϕx
κ 


 τ, åñëè κ ∈ n

∼ τ, èíà÷å
;

7) åñëè ϕ = Sat(x, t1) , òî ϕx
κ 



Pa(uk0 , . . . ukna−1), åñëè κ = a ∈ ω,

t1 = 〈k0, . . . , kna−1〉 ∈ nna ,

∼ τ, èíà÷å ;

8) åñëè ϕ = Sat(t0, x) , òî ϕx
κ 



Pa(uk0 , . . . ukna−1), åñëè t0 = a ∈ ω,

κ = 〈k0, . . . , kna−1〉 ∈ nna ,

∼ τ, èíà÷å ,

ãäå Pn ∈ σ, τ îáîçíà÷àåò ïðåäëîæåíèå ∃x(x = x), à ∼ τ � ïðåäëîæåíèå

∃x(x 6= x).

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ïàðû òåðìîâ t0, t1 ñèãíàòóðû
〈
∪, {},∅

〉
íàä ïðà-

ïåðåìåííûìè u0, . . . , un−1, ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü ôîðìóëû Φt0,t1

è Ψt0,t1 ïóñòîé ñèãíàòóðû òàêèå, ÷òî FV(Φt0,t1) = FV(Ψt0,t1) = FV(t0) ∪
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FV(t1), è äëÿ ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ : FV(t0 = t1) → M ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ:

t
〈HF(M),{},∪〉
0 [γ] ∈ t〈HF(M),{},∪〉

1 [γ] ⇐⇒ M |= Φt0,t1 [γ]

t
〈HF(M),{},∪〉
0 [γ] ⊆ t

〈HF(M),{},∪〉
1 [γ] ⇐⇒ M |= Ψt0,t1 [γ]

(äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [9]). Ôîðìóëà ϕ∗(ū) ïîëó÷à-

åòñÿ èç ôîðìóëû ϕx
κ(ū) çàìåíîé ïîäôîðìóë âèäà (t0 ∈ t1) íà Φt0,t1 , à

ïîäôîðìóë âèäà (t0 = t1) � íà (Ψt0,t1 ∧Ψt1,t0).

Ëåììà 1 î÷åâèäíî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ôîðìóë ñ íåñêîëüêèìè ïåðå-

ìåííûìè. Èç íåå òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì

ôîðìóë ñ ïàðàìåòðàìè òîëüêî èç M .

Ïóñòü òåïåðü M =
〈
M,σM

〉
� êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà ñèãíàòó-

ðû σ, èìåþùàÿ ñòðóêòóðíîå ñêóëåìîâñêîå îáîãàùåíèå MS ñî ñâîéñòâîì

MS ≡sΣ M.

Ëåììà 2. Ïóñòü n > 1, è ïóñòü P � n-ìåñòíûé îïðåäåëèìûé ïðåäèêàò

íà M. Òîãäà ïî ëþáîé ôîðìóëå, îïðåäåëÿþùåé P , â HF(M) ýôôåêòèâíî

îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè, èñïîëüçîâàííûìè â îïðåäåëåíèè

P è Σ-îïðåäåëåíèè MS , îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäèêàò Q íà HF(M) òàêîé, ÷òî

1) åñëè P = ∅, òî Q = ∅,

2) åñëè P 6= ∅, òî Q = {x̄} äëÿ íåêîòîðîãî x̄ ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n > 1. Ñëó÷àé n = 1 íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ MS ñî ñâîéñòâîì

MS ≡sΣ M; ïîýòîìó ïóñòü n > 1 è, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ k < n. Ïóñòü ïðåäèêàò P îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ϕ(x0, . . . , xn−1, ȳ) ñèãíàòóðû σ ñ ïàðàìåòðàìè m. Äëÿ

ïðåäèêàòà

X =
{
x0

∣∣ M |= ∃x1 . . .∃xn−1 ϕ(x0, . . . , xn−1,m)
}
,

ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ýôôåêòèâíî íàõîäèòñÿ Σ-ôîðìóëà Φ(x, ȳ)

ñ ïàðàìåòðàìè, âûäåëÿþùàÿ îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî â X â ñëó÷àå,
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êîãäà X 6= ∅. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû

ÿâëÿþòñÿ ïðàýëåìåíòàìè. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, âñå ýòè ïàðà-

ìåòðû óæå ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ýëåìåíòîâ íàáîðà m. Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò

Y =
{
〈x1, . . . , xn−1〉 ∈Mn−1

∣∣∣ HF(M) |= ∃x0

(
ϕ(x̄,m) ∧ Φ(x0,m)

)}
.

Êàê ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ëåììû 1, HF(M) |= Φ(x0,m) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà M |=
∨

i∈ω ϕi(x0,m), ãäå ϕi � ∃-ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ, è

ìíîæåñòâî
{
[ϕi]

∣∣ i ∈ ω}
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Òàêèì îáðàçîì,

Y =
{
〈x1, . . . , xn−1〉 ∈Mn−1

∣∣∣∣ M |=
∨
i∈ω

∃x0

(
ϕ(x̄,m) ∧ ϕi(x0,m)

)}
.

Ïóñòü i0 = µi
(
M |= ∃x0

(
ϕ(x̄,m) ∧ ϕi(x0,m)

))
; âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿð-

íîñòè, i0 (åñëè îíî ñóøåñòâóåò) îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé â HF(M) ïî

ïàðàìåòðàì. Òàê êàê ôîðìóëà Φ(x0,m) èñòèííà íå áîëåå, ÷åì íà îäíîì

ýëåìåíòå, òî, â ñëó÷àå, êîãäà i0 ñóùåñòâóåò,

Y =
{
〈x1, . . . , xn−1〉 ∈Mn−1

∣∣∣ M |= ∃x0

(
ϕ(x̄,m) ∧ ϕi0(x0,m)

)}
.

Ïî èíäóêöèè, ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëà Ψ(x1, . . . , xn−1, y) ñ

íàáîðîì ïðàýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, âûäåëÿþùàÿ åäèíñòâåííûé

ýëåìåíò â ìíîæåñòâå Y . Èñêîìûé ïðåäèêàò Q îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé

Φ(x0, ȳ) ∧Ψ(x1, . . . , xn−1, ȳ).

Ïóñòü ω = {0∗, 1∗, . . . , n∗, . . .} � ìíîæåñòâî �ïðàýëåìåíòîâ�, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ íàòóðàëüíûì ÷èñëàì (íî íå ÿâëÿþùèõñÿ íè îðäèíàëàìè, íè

ïðàýëåìåíòàìè â HF(M)). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h : ω → HF(ω). Äëÿ êàæ-

äîãî n ∈ ω, ïîëàãàåì

h(n) =



(n1)∗, åñëè n = c(0, n1),

{h(n1)}, åñëè n = c(1, n1),

h(n1) ∪ h(n2), åñëè n = c(2, c(n1, n2)), l(n1) · l(n2) > 0, è n1 < n2

∅, èíà÷å,

(1)
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ãäå c(n,m) = (n+m)2+3n+m
2 � êàíòîðîâñêàÿ áèåêöèÿ, à ôóíêöèè l(n) è

r(n) îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåé ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ íóìåðàöèåé HF(ω), à òàê êàê ω �

∆-ïîäìíîæåñòâî HF(M), òî, â òåðìèíàõ [9], h ÿâëÿåòñÿ HF(M)-êîíñòðóê-

òèâèçàöèåé HF(ω). Òàêèì îáðàçîì, HF(ω) ýôôåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â

ëþáîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, è íàëè÷èå íåêîòîðîé òàêîé èíòåðïðåòàöèè

áóäåò ïðåäïîëàãàãàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü Φ(x,m) � ∆0-ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ′ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ m

èç M . Äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Hn 
 {κ ∈ HF(n) | HF(M) |= ∃x0 . . .∃xn−1(Φ(x,m))x
tκ(x̄)},

è ïîëîæèì H 

⋃

n∈ω Hn. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ∆-ïîäìíîæåñòâîì â HF(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hn 
 HF(n) \ Hn, H 
 HF(ω) \ H; òîãäà H =⋃
n∈ω Hn. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Hn ÿâëÿåòñÿ ∆-ïîäìíîæåñò-

âîì â HF(M).

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, ïî ôîðìóëå Φ è ýëåìåíòó κ ýôôåêòèâíî â

HF(M) íàõîäèì ôîðìóëó Ψκ(x̄,m) ñèãíàòóðû σ, äëÿ êîòîðîé

κ ∈ Hn ⇐⇒ M |= ∃x0 . . .∃xn−1 Ψκ(x̄,m).

Â ñèëó êâàçèðåãóëÿðíîñòè, ïî ôîðìóëå ∃x̄Ψκ(x̄, ȳ) ýôôåêòèâíî â HF(M)

íàõîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ åé Σ-ôîðìóëà Θκ(y). Òàêèì îáðàçîì,

κ ∈ Hn ⇐⇒ HF(M) |= Σ-Sat
(
[Θκ],m

)
.

Ñëó÷àé κ ∈ Hn ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èòàê, ïóñòüR ⊆ HF(M)×HF(M)� ïðîèçâîëüíûé Σ-ïðåäèêàò. Íå íà-

ðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäèêàò R(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé ∃zΦ(x, y, z,m), ãäå Φ(x, y, z,m) � ∆0-ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè m èç

M .
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Î÷åâèäíî, ÷òî Pr1(R) òàêæå ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðåäèêàòîì. Â ñàìîì äåëå,

ðàññìîòðèì ∆0-ôîðìóëó

Ψ(x, t,m) 
 ∃u ∈ t ∃v ∈ t ∃y ∈ u ∃z ∈ v
(
t = 〈y, z〉 ∧ Φ(x, y, z,m)

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî x ∈ Pr1(R) ⇐⇒ HF(M) |= ∃tΨ(x, t,m).

Äëÿ ëþáîãî a ∈ HF(M) íàéäóòñÿ òàêèå n ∈ ω, κ ∈ HF(n), è ýëåìåí-

òû a0, . . . , an−1 ∈ M , ÷òî a = κ(ā). (Èìåííî â ýòîì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáîð ā ÿâëÿåòñÿ (êàêèì-ëèáî îáðàçîì) óïîðÿäî÷åí-

íûì, îäíàêî âûáîð óïîðÿäî÷åíèÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ âñëåäñòâèå ñòðóêòóð-

íîñòè ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ.) Ïóñòü x∗ ∈ HF(M), x∗ = κ0(x̄), ãäå

κ0 ∈ HF(l), x̄ = 〈x0, . . . , xl−1〉 ∈ M l. Òàê æå, êàê è â ëåììå 3, îïðåäåëèì

ìíîæåñòâà

Hn 
 { κ ∈ HF(n) | HF(M) |= ∃t0 . . .∃tn−1(Ψ(x∗, t,m))t
tκ(t̄)}

äëÿ âñåõ n ∈ ω, è ïîëîæèì H 

⋃

n∈ω Hn.

Åñëè x∗ ∈ Pr1(R), òî ìíîæåñòâî
{
t

∣∣ HF(M) |= Ψ(x∗, t,m)
}
íåïóñòî;

ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòî è ìíîæåñòâî H. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåòñÿ ýëåìåíò κ1 ∈ H, ÿâëÿþùèéñÿ ìèíèìàëüíûì â ñìûñëå îïðåäåëåí-

íîé ðàíåå íóìåðàöèè h. Èíûìè ñëîâàìè, κ1 âûáèðàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì

óñëîâèþ

∃k
(
(k ∈ ω) ∧

(
κ1 = h(k)

)
∧ (κ1 ∈ H) ∧ ∀k′ < k

(
h(k′) /∈ H

))
.

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ â HF(M) íåêîòîðîé

Σ-ôîðìóëîé Ψ1(κ1, x
∗,m).

Ïóñòü κ1 ∈ HF(n). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

T =
{
〈t0, . . . , tn−1〉 ∈Mn

∣∣∣ HF(M) |= Ψ(x∗, t,m)t
κ1(t̄)

}
.

Ïî ëåììå 1, â HF(M) ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó Θ(x̄, t̄, ȳ)

ñèãíàòóðû σ òàêóþ, ÷òî, äëÿ ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ {x̄, t̄} →M ,

HF(M) |= Ψ(x, t,m)x,
κ0(x̄),

t
κ1(t̄)

[γ] ⇐⇒ M |= Θ(x̄, t̄,m)[γ].

Âñëåäñòâèå ëåììû 2, ïî ôîðìóëåΘ ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ Σ-ôîðìóëàΘ∗(x̄, t̄,m),

âûäåëÿþùàÿ èç ìíîæåñòâà T åäèíñòâåííûé ýëåìåíò t∗.
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Ýëåìåíò t∗ 
 κ1(t∗) óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Ψ(x∗, t∗,m), ïîýòîìó îí

èìååò âèä t∗ = 〈y∗, z∗〉, ïðè÷åì 〈x∗, y∗〉 ∈ E. Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ,

F (x∗) 
 y∗.

Èñêîìàÿ Σ-ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëàãàåì

f(x∗) = y∗, åñëè

HF(M) |= ∃t∗∃z∗∃κ0∃κ1

(
(t∗=〈y∗, z∗〉) ∧Ψ1(κ1, x

∗,m)∧

∧Σ -Sat([∃x0 . . .∃xl−1∃t0 . . .∃tn−1(x∗=κ0(x̄)∧

∧t∗=κ1(t̄) ∧Θ∗(x̄, t̄, ȳ))],m)
)
.

Îäíèì èç âàæíûõ ñëåäñòâèé äàííîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2 ([2]). Ñóùåñòâóþò ñòðóêòóðíûå ñêóëåìîâñêèå îáîãàùå-

íèÿ RS è (Qp)S äëÿ ïîëåé R è Qp, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ RS ≡sΣ R

è (Qp)S ≡sΣ Qp.

Ñëåäñòâèå 2 ([2], [19] äëÿ HW(R)). Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà HF(R) è

HF(Qp) îáëàäàþò ñâîéñòâîì óíèôîðìèçàöèè.

Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, îñíî-

âàííûõ íà ñâîéñòâàõ sΣ-ñâîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîå íèæå äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå �ýêâèâàëåíòíîñòè� äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà HF(M) è íàä-

ñòðîéêè Ìîñêîâàêèñà íàä M [10, 11].

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà M òàêîâà, ÷òî, äëÿ

íåêîòîðîãî åå ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ MS ñïðàâåäëèâî MS ≡sΣ M

. Òîãäà ñóùåñòâóåò Σ-ôóíêöèÿ g íà HF(M) òàêàÿ, ÷òî dom(g) = {a ∈

HF (M) | rank(a) = 1}, rng(g) ⊆ M<ω, ïðè÷åì, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

m1, . . . ,mn ∈M ,

g({m1, . . . ,mn}) = 〈mi1 , . . . ,min〉

äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ i1, . . . , in ∈ {1, . . . , n}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = {m1, . . . ,mn} ⊆ M , ïðè÷åì mi 6= mj ïðè

i 6= j. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

ϕ0(x0, x1, . . . , xn) = ((x0 = x1) ∨ . . . ∨ (x0 = xn)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëû ϕ0(x0, xρ(1), . . . , xρ(n)) ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáîé

ïîäñòàíîâêè ρ ∈ Sn. Ïîýòîìó äëÿ ñêóëåìîâñêîé Σ-ôóíêöèè fϕ0(x1, . . . , xn)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî fϕ0(m) = fϕ0(ρ(m)), äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ρ ∈ Sn.

Ïóñòü fϕ0(m) = mi1 .

Äàëåå, ðàññìîòðèì Σ-ôîðìóëó îò ïðàýëåìåíòîâ

Φ1(x0, x1, . . . , xn) � (ϕ(x0, x1, . . . , xn) ∧ (x0 6= fϕ0(x1, . . . , xn)).

Ïî ãåäåëåâñêîìó íîìåðó ýòîé ôîðìóëû ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ âû÷èñ-

ëèìàÿ äèçúþíêöèÿ ∨j∈ωψj(x0, x1, . . . , xn) ∃-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ, ýêâèâà-

ëåíòíàÿ (â HF(M)) ôîðìóëå Φ1(x0, x1, . . . , xn). Ïóñòü

j0 = µj(M |= ∃x0ψj(x0,m)).

Âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè, j0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî m ñ ïîìîùüþ íåêîòî-

ðîé Σ-ôóíêöèè â HF(M). Ïîëàãàåì

ϕ1(x0, x1, . . . , xn) � ϕ0(x0, x1, . . . , xn) ∧ ψj0(x0, x1, . . . , xn),

îïðåäåëÿåì fϕ1(m) = mi2 , è òàê äàëåå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà M òàêîâà, ÷òî, äëÿ

íåêîòîðîãî åå ñòðóêòóðíîãî ñêóëåìîâñêîãî îáîãàùåíèÿ MS , ñïðàâåäëèâî

MS ≡sΣ M. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ Σ-ôóíêöèÿ f íà HF(M) òàêàÿ,

÷òî dom(f) = HF (M) è rng(f) ⊆ ω ×M<ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ HF (M). Ôóíêöèÿ sp(a) = M ∩ TC(a) ÿâëÿ-

åòñÿ Σ-ôóíêöèåé íà HF(M). Ïîýòîìó íàòóðàëüíîå ÷èñëî

k(a) = µk (HF(M) |= ((h(k)(g(sp(a))) = a)),

âñëåäñòâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé Σ-ôóíê-

öèè íà HF(M). Ïîëàãàåì f(a) = 〈k(a), g(sp(a))〉.
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Òàê êàê îñíîâíîå ìíîæåñòâî íàäñòðîéêè Ìîñêîâàêèñà M∗ ÿâëÿåòñÿ

Σ-ïîäìíîæåñòâîì íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(M), ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü M � êâàçèðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà. Åñëè â HF(M)

ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï óíèôîðìèçàöèè, òî íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîé-

êà HF(M) è íàäñòðîéêà Ìîñêîâàêèñà M∗ Σ-ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì

ñìûñëå: ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå Σ-ôóíêöèè f è g â HF(M), äëÿ êîòî-

ðûõ dom(f) = HF (M), rng(f) ⊆M∗, dom(g) = M∗, rng(g) ⊆ HF (M).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí äëÿ HF(M) è

áëèçêèõ êM∗ ïî ñâîéñòâàì íàñëåäñòâåííî ñïèñî÷íûõ íàäñòðîåê âèäàHW(M)

è HL(M), îïðåäåëåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, â ðàáîòàõ [20] è [21].

3 Ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ âåðñèè sΣ-ñâîäèìîñòè

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü M � ñòðóêòóðà âû÷èñëèìîé

ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ (ñ÷èòàåì çàôèêñèðîâàííîé åå ãåäåëåâñêóþ íó-

ìåðàöèþ γ). Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé â òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèî-

íàëüíûå ñèìâîëû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé, îäíàêî ôîð-

ìàëüíî èì ñîîòâåòñòâóþò ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, èíòåðïðåòèðóåìûå êàê

ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé. Åñëè âûïîëíåíî âêëþ÷åíèåM ⊆ A, òî àòîìàðíàÿ

äèàãðàììà

D(M) = {〈n,m〉 |n ∈ ω,m ∈M<ω, M |= γ(n)(m)}

ñòðóêòóðû M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â A (óïîðÿäî÷åííûå ïàðû

è íàáîðû îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ýëåìåíòû A, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïî îò-

íîøåíèþ ∈A). Êàê è ðàíåå, â ñëó÷àå, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ íàäñòðîéêîé íàä ñòðóêòóðîé áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðà ýòîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèò áè-

íàðíûé ïðåäèêàò Sat, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê àòîìàðíàÿ äèàãðàììà äàí-

íîé ñòðóêòóðû (ñ çàôèêñèðîâàííîé ãåäåëåâñêîé íóìåðàöèåé ñèãíàòóðíûõ

ñèìâîëîâ). Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà σ ñîäåðæèò âû-
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äåëåííûé ñèìâîë áèíàðíîãî ïðåäèêàòà =, åãî èíòåðïðåòàöèÿ íà M ÿâëÿåò-

ñÿ îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ

îò îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà íà A ïðè M ⊆ A.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè �ãëîáàëüíîé� âåðñèè sΣ-ñâîäèìîñòè, çàôèêñèðó-

åì �äîñòàòî÷íî áîëüøîå� ìíîæåñòâî ïðàýëåìåíòîâ S. Â äàëüíåéøåì áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî:

1) âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû èìåþò â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìíî-

æåñòâ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà HF (S);

2) ñòðóêòóðà A ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì A è àòîìàðíîé äèàãðàììîé

D(A) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ñî÷ëåíåíèåì ýòèõ

îáúåêòîâ: A = A⊕D(A) = {〈a, 0〉|a ∈ A} ∪ {〈b, 1〉|b ∈ D(A)}.

Äëÿ ñòðóêòóðû B ⊆ HF(S) âû÷èñëèìîé ïðåäèêàòíîé ñèíãàòóðû σ

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðóêòóðó HF(B) ñèãíàòóðû σ′ = σ ∪{U1,∈2,Sat2},

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëåäóÿ [9], ïîëàãàåì â êà÷åñòâå

íîñèòåëÿ ýòîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâî ∪n∈ωHn(B), ãäå

H0(B) = {〈b, 0〉|b ∈ B},

Hn+1(B) = {〈c, n+ 1〉 | c ∈ HF (S), c ⊆ ∪k6nHk(B),

∀m 6 n∃k 6 n∃d((m 6 k) ∧ (〈d, k〉 ∈ c))}, n ∈ ω.

Ïîëàãàåì UHF(B) = H0(B) è

∈HF(B)= {〈a, b〉 | ∃n > 0∃c(b = 〈c, n〉 ∧ a ∈ c)}.

Èíòåðïðåòàöèÿ â B ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû σ, âìåñòå ñ èõ çàôèêñèðîâàí-

íîé íóìåðàöèåé γ, îïðåäåëÿþò èíòåðïðåòàöèþ â ñòðóêòóðå HF(B) ñèì-

âîëà Sat ñëåäóþùèì îáðàçîì: Sat(a, b) èñòèííî â HF(B) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà a ∈ ω(∈ HF(B)), b = 〈〈b1, 0〉, . . . , 〈bna , 0〉〉(∈ HF(B)), è

B |= γ(a)(b1, . . . , bnm).

Êëàññ Σ-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ′ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðó-

åòñÿ â ñòðóêòóðå HF(B), ïðè÷åì, àíàëîãè÷íî [9], íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,
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÷òî HF(B) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ KPU è äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì � íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêîé íàä ñèñòåìîé B0
∼= B ñ íîñèòåëåì UHF(B)

è àòîìàðíîé äèàãðàììîé, îáðàçîâàííîé ñ ïîìîùüþ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð è

íàáîðîâ èç HF(B). Â äàëüíåéøåì, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñèñòåìû B è B0,

(îòìåòèì, ÷òî èçîìîðôèçì ìåæäó íèìè Σ-îïðåäåëèì â HF(S)). Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ñâîäÿùàÿ

ïðîâåðêó èñòèííîñòè Σ-ïðåäëîæåíèé â HF(B) ê ïðîâåðêå èñòèííîñòè Σ-

ïðåäëîæåíèé â (HF(S),B).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü A, B � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû âû÷èñëèìûõ ïðå-

äèêàòíûõ ñèãíàòóð, äëÿ êîòîðûõ A,B ⊆ HF(S) . Ñèñòåìà A îáîáùåííî

sΣ-ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå B (îáîçí. A 6g
sΣ B), åñëè

1) A ⊆ HF(B) � Σ-îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî â HF(B);

2) D(A) ⊆ HF(B) � ∆-îïðåäåëèìîå îòíîñèòåëüíî A ïîäìíîæåñòâî â

HF(B) â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîêàëüíàÿ âåðñèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãëîáàëüíîé.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè ñèñòåìà B òàêîâà, ÷òî B ⊆ S, òî, äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ñèñòåìû A, A 6sΣ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

A0, èçîìîðôíàÿ ñèñòåìå A ïîñðåäñòâîì Σ-îïðåäåëèìîãî â HF(S) èçîìîð-

ôèçìà, òàêàÿ, ÷òî A0 6g
sΣ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A 6sΣ B, ïðè óêàçàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì Σ-îïðåäåëèìîå â HF(S) áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : HF (B) →

HF(B), îïðåäåëÿåìîå Σ-ðåêóðñèåé: ïîëàãàåì

1) f(b) = 〈b, 0〉, äëÿ âñåõ b ∈ B;

2) f(c) = 〈{f(a)|a ∈ c}, rank(c)〉, äëÿ âñåõ c ∈ HF (B) \B.

Îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó HF(B) è HF(B), ïîýòîìó,

äëÿ ñèñòåìû A0 ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì f(A) è àòîìàðíîé äèàãðàììîé,

èíäóöèðîâàííîé f è D(A), âåðíî ñëåäóþùåå: A0 Σ-îïðåäåëèìà â HF(B)

òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è ñèñòåìà A â HF(B). Òàêèì îáðàçîì, A 6g
sΣ B,

è A0
∼= A ïîñðåäñòâîì Σ-èçîìîðôèçìà â HF(S).
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Íàîáîðîò, ïóñòü A0 6g
sΣ B äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû A0, Σ-èçîìîðôíîé

â HF(S) ñèñòåìå A, òî åñòü A0 ⊆ HF(B) è D(A0) ⊆ HF(B) ÿâëÿþò-

ñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, Σ-îïðåäåëèìûì è ∆-îïðåäåëèìûì ïîäìíîæåñòâàìè â

HF(B). Òàê êàê, äëÿ S0 = B, èìååò ìåñòî ñâîäèìîñòü äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâ HF(S0) vΣ HF(B) â ñìûñëå [15], òî A0, à çíà÷èò è A, Σ-îïðåäåëèìû

â HF(B), è D(A), êàê è D(A0), ÿâëÿåòñÿ ∆-îïðåäåëèìûì â HF(B) ïîäìíî-

æåñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, A 6sΣ B.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü A, B � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû âû÷èñëèìûõ ïðå-

äèêàòíûõ ñèãíàòóð. Ñèñòåìà A sΣ∗-ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå B (îáîçí. A 6∗
sΣ

B), åñëè ñóùåñòâóþò n ∈ ω è ñèñòåìû C1, . . . ,Cn, òàêèå, ÷òî

A 6g
sΣ Cn 6g

sΣ . . . 6g
sΣ C1 6g

sΣ B.

Î÷åâèäíî, ÷òî, îïðåäåëåííîå êàê �òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå� îòíîøå-

íèÿ îáîáùåííîé sΣ-ñâîäèìîñòè, îòíîøåíèå sΣ∗-ñâîäèìîñòè îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì òðàíçèòèâíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 6. Îòíîøåíèå 6∗
sΣ òðàíçèòèâíî: äëÿ ëþáûõ ñòðóêòóð A,

B è C, åñëè A 6∗
sΣ B è B 6∗

sΣ C, òî A 6∗
sΣ C.

Â îòëè÷èå îò ìîðëèçàöèé è ñêóëåìèçàöèé, îïåðàòîð Σ-ñêà÷êà íå èìå-

åò íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè. Äëÿ ëîêàëüíîé âåð-

ñèè ýòî ñâîéñòâî áûëî îòìå÷åíî â [4, 5, 6]. Â ãëîáàëüíîé âåðñèè îïðåäåëåíèå

Σ-ñêà÷êà A′ ñòðóêòóðû A ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′ = (HF(A),Σ-SatHF(A)).

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû A,

A <∗
sΣ A′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî A 6sΣ A′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A′ 6∗
sΣ A,

òî åñòü

A′ 6g
sΣ Bn 6g

sΣ . . . 6g
sΣ B1 6g

sΣ A
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äëÿ íåêîòîðûõ B1, . . . ,Bn. Òàê êàê íîñèòåëåì ñèñòåìû A′ ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî HF(A), è, ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâëåíèé, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

B1 ⊆ HF(A), . . . , Bk+1 ⊆ HF(Bk), . . . ,HF(A) ⊆ HF(Bn),

òî B1 = . . . = Bn = HF(A). Òàêèì îáðàçîì, èç A′ 6sΣ Bn ñëåäóåò, ÷òî

ïðåäèêàò Σ-SatHF(A) ÿâëÿåòñÿ ∆-ïðåäèêàòîì â HF(HF(A)). Ïðîâåðêà èñ-

òèííîñòè Σ-ôîðìóëû â HF(HF(A)) íà ýëåìåíòàõ èç HF(A) ýôôåêòèâíî

ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå èñòèííîñòè Σ-ôîðìóë íà HF(A). Òàêèì îáðàçîì, â

HF(A) âñÿêîå Σ-ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ∆-ïîäìíîæåñòâîì. Ýòî ïðîòèâî-

ðå÷èò îáùåìó ñâîéñòâó äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ.
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ÓÄÊ 510.5

À.È. Ñòóêà÷åâ, Î ñâîéñòâàõ sΣ-ñâîäèìîñòè.

Â ðàáîòå äàíî îïðåäåëåíèå sΣ-ñâîäèìîñòè íà ñòðóêòóðàõ, îïèñàíû

íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà, à òàêæå ïðèâåäåíû â ÿâíîì âèäå ïðèìåðû åå èñ-

ïîëüçîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå åñòåñòâåííûå îáîãàùå-

íèÿ è ðàñøèðåíèÿ ñòðóêòóð, êàê ìîðëèçàöèÿ, ñêóëåìèçàöèè, è Σ-ñêà÷îê.

Îïðåäåëåí êëàññ êâàçèðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð êàê êëàññ íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê ìîðëèçàöèè îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè, ðàñøèðÿþùèé êëàñ-

ñû ìîäåëåé ðåãóëÿðíûõ òåîðèé è ýôôåêòèâíî ìîäåëüíî ïîëíûõ ñòðóêòóð.

Ïîêàçàíî, ÷òî HF-íàäñòðîéêà íàä êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ

êâàçèðåçîëüâåíòíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò óíèâåðñàëüíóþ Σ-ôóíêöèþ

è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðåäóêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî HF-íàäñòðîéêà íàä êâà-

çèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé îáëàäàåò ñâîéñòâîì Σ-óíèôîðìèçàöèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ íåêîòîðîé ñâîåé ñêóëåìèçàöèè ñ äîïîëíèòåëü-

íûì ñâîéñòâîì ñòðóêòóðíîñòè, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå HF-íàäñòðîéêà è

íàäñòðîéêà Ìîñêîâàêèñà íàä äàííîé ñòðóêòóðîé Σ-ýêâèâàëåíòíû. Ïîêà-

çàíî, ÷òî îïåðàöèÿ Σ-ñêà÷êà (íà ïðîèçâîëüíûõ ñòðóêòóðàõ) íå èìååò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî sΣ-ñâîäèìîñòè.


