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Êîãäà ìû áóäåì îáëàäàòü åùå íåñêîëüêèìè õîðîøèìè

ìîíîãðàôèÿìè, ïîñâÿùåííûìè èçó÷åíèþ îòäåëüíûõ îáëàñòåé,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, ãðóïïèðóÿ èõ äàííûå, ñðàâíèâàÿ è ñàìûì

òùàòåëüíûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿÿ èõ, ìû áóäåì â ñîñòîÿíèè

ñíîâà ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îáùåé êàðòèíå, ñîîáùèòü åìó íîâîå

è ïëîäîòâîðíîå äâèæåíèå. Ïîñòóïàòü èíà÷å � çíà÷èëî áû

ì÷àòüñÿ â êóðüåðñêîì ïîåçäå ñî ñêóäíûì áàãàæîì èç äâóõ èëè

òðåõ ïðîñòûõ è ãðóáûõ èäåé. Ýòî çíà÷èëî áû ïðîõîäèòü â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìèìî ÷àñòíîãî, èíäèâèäóàëüíîãî,

íåïðàâèëüíîãî, ñëîâîì, ìèìî ñàìîãî èíòåðåñíîãî.

Ëþñüåí Ôåâð

�Çåìëÿ è ýâîëþöèÿ ÷åëîâåêà�



Óäâîåíèå Êýëè�Äèêñîíà.I
Ïóñòü A � àëãåáðà íàä R, ò.å. ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, íà
êîòîðîì çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ

A× A→ A, (p, q)→ pq,

ñâÿçàííàÿ ñî ñëîæåíèåì ïðàâèëàìè äèñòðèáóòèâíîñòè:

(ap1 + bp2)q = ap1q + bp2q, q(ap1 + bp2) = aqp1 + bqp2

äëÿ âñåõ p, q1, q2 ∈ A, a, b ∈ R.
Ïóñòü íà A çàäàíà îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ

A→ A, q → q̄

òàêàÿ, ÷òî îíà èíâîëþòèâíà (åå êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì)

¯̄q = q

è

pq = q̄p̄.



Óäâîåíèå Êýëè�Äèêñîíà.II

Êàæäîé òàêîé àëãåáðå ñîïîñòàâèì åå óäâîåíèå (Êýëè�Äèêñîíà):

A′ = A⊕ A

ñ óìíîæåíèåì

(p, q)(r , s) = (pr − sq̄, p̄s + rq)

è ñîïðÿæåíèåì

(p, q) = (p̄,−q).



Óäâîåíèå Êýëè�Äèêñîíà.III

Ïðèìåðû:

1) A0 = R, q̄ = q. A1 = A′1 ïîðîæäàåòñÿ (íàä A0 = R)
ýëåìåíòàìè (1, 0) (îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
ýòèì ýëåìåíòîì, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ R) è i = (0, 1) c
óìíîæåíèåì

i2 = −1

è ñîïðÿæåíèåì

x + yi = x − yi ,

ò.å.

A1 = C

êàê àëãåáðà íàä R.
2) A2 = A′1 ïîðîæäàåòñÿ (íàä A1 = C) ýëåìåíòàìè (1, 0) è
j = (0, 1): A2 = C⊕ Cj , è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èçîìîðôíà

àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ: A2 = H.



Óäâîåíèå Êýëè�Äèêñîíà.IV

3) A3 = A′ ïîðîæäàåòñÿ (íàä A2 = H) ýëåìåíòàìè (1, 0) è
l = (0, 1): A3 = H⊕Hl , è íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé îêòàâ

(octonions) O. Îíè áûëè îòêðûòû íåçàâèñèìî Ãðåéâñîì (1843)

è Êýëè (1845).

Àëãåáðû An îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ âñåõ n ≥ 0 è dimRAn = 2n.

Àëãåáðà A4 íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñåäåíèîíîâ (sedenions), îäíàêî

îíà, êàê è âñå àëãåáðû An ïðè n ≥ 4, íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ

äåëåíèåì, à ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå

íåíóëåâûå ýëåìåíòû x è y , ÷òî xy = 0.



Îêòàâû
Àëãåáðà îêòàâ O ïîðîæäàåòñÿ íàä R ýëåìåíòàìè

1, i , j , ij = k , l , il , jl è kl .



Óìíîæåíèå â îêòàâàõ.I

Íà ðèñóíêå îòìå÷åíû ñåìü òî÷åê, ëåæàùèõ íà øåñòè îòðåçêàõ è

îêðóæíîñòè. Ìû îòîæäåñòâèì êðàéíèå òî÷êè îòðåçêîâ, ïîëó÷èâ

îêðóæíîñòè. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèòñÿ ñ óêàçàííîé

îðèåíòàöèåé. Òðè áàçèñíûõ ýëåìåíòà a, b, c , ëåæàùèå íà îäíîé

îêðóæíîñòè è ïðîõîäèìûå â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ïîðîæäàþò, âìåñòå ñ R ⊂ O, àëãåáðó, èçîìîðôíóþ H:

a2 = b2 = c2 = −1,

ab = −ba = c , bc = −bc = a, ca = −ac = b.

Öåíòðàëüíàÿ îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè i , j è k , â
òî÷íîñòè, îòâå÷àåò H.



Óìíîæåíèå â îêòàâàõ.II

Óìíîæåíèå â îêòàâàõ íåàññîöèàòèâíî. Íàïðèìåð,

(ij)l = kl , i(jl) = −kl .

Îäíàêî ëþáàÿ ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ íàä R äâóìÿ

ýëåìåíòàìè, àññîöèàòèâíà. Ýòî âèäíî èç êàðòèíêè äëÿ ëþáîé

ïàðû îáðàçóþùèõ è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ

ëþáûõ äðóãèõ ïàð. Òàêèå àëãåáðû è, áîëåå îáùî, êîëüöà

íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè.



Óìíîæåíèå â îêòàâàõ.III

Íà O îïðåäåëåíà íîðìà

|q|2 = qq̄ ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî q + q̄ ∈ R è, åñëè q 6= 0, òî qq̄ > 0 äëÿ

q ∈ C,H,O. Ïîýòîìó |pq|2 = (pq)(pq) = (pq)(q̄p̄) =
(pq)((r − q)(s − p)), ãäå r = q + q̄, s = p + p̄ ∈ R. Òàê êàê

ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ p è q, àññîöèàòèâíà, òî

|pq|2 = (pq)(q̄p̄) = p(qq̄)p̄ = p|q|2p̄ = |p|2|q|2.

Îïÿòü èç òîãî, ÷òî q + q̄ ∈ R è àëüòåðíàòèâíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

ïðè q 6= 0

q−1 =
q̄

|q|2

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì îáðàòíûì ê q. Ñëåäîâàòåëüíî, O
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.



Ïëîñêîñòü Ôàíî.I

Òðåóãîëüíèê ñ 7 îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è 7 �ïðÿìûìè�,

êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè îïðåäåëåíèè óìíîæåíèÿ â O,
íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ Ôàíî. Ýòî - ìîäåëü ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè F2P
2 íàä ïîëåì F2 èç äâóõ ýëåìåíòîâ.



Ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè KP2

Åñëè K � êîëüöî ñ äåëåíèåì è àññîöèàòèâíûì óìíîæåíèåì, òî

òî÷êàìè â KP2 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå â K3, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

0 ∈ K3. Ïðÿìàÿ â K3 � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

{at : t ∈ K}, ãäå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a ∈ K3 \ {0}.

Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ çàäàþò îäíîðîäíûå

êîîðäèíàòû (x : y : z), îïðåäåëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî

óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü λ (â ñëó÷àå K = F2

ýòîò ìíîæèòåëü ìîæåò áûòü òîëüêî åäèíèöåé) è íå ðàâíûå

îäíîâðåìåííî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûå {(aλ)t = a(λt) =
= at ′, t ′ ∈ K} è {at, t ∈ K} ñîâïàäàþò.

Ïðÿìûì â KP2 îòâå÷àþò ïëîñêîñòè â K3, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

0 ∈ K3, è òî÷êà P ∈ KP2 ëåæèò íà ïðÿìîé L ⊂ KP2, åñëè

îòâå÷àþùàÿ P ïðÿìàÿ â K3 ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè,

îòâå÷àþùåé L.



Ïëîñêîñòü Ôàíî.II

Ïðè K = F2 îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (x : y : z) îäíîçíà÷íî
çàäàþò òî÷êó èç F2P

2 è ïîýòîìó F2P
2 ñîäåðæèò 23 − 1 = 7

òî÷åê (êîîðäèíàòû íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü ðàâíû íóëþ).

Êàæäîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê:

(0, 0, 0) è (x , y , z).
Äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â F3

2 çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ax + by + cz = 0,

ãäå a, b, c ∈ F2 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ. Ëþáîå òàêîå

óðàâíåíèå èìååò òðè íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ, ò.å. íà êàæäîé

ïðÿìîé â F2P
2 ëåæàò òðè òî÷êè.

×åðåç êàæäóþ ïàðó òî÷åê ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ.

×èñëî ïàð òî÷åê èç 7 ðàâíî 7!
5!2! = 21, êàæäàÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ

òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìè òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî

ïðÿìûõ â F2P
2 ðàâíî 7 = 21

3 . Èì îòâå÷àþò, ïîäãðóïïû ïîðÿäêà

4 â Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2.



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.I

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê è

ïðÿìûõ, ñ îòíîøåíèåì P ∈ L (òî÷êà P ëåæèò íà ïðÿìîé L)
òàêîå, ÷òî

1) äëÿ êàæäîé ïàðû P,Q ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ PQ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ;

2) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà,

êîòîðàÿ ëåæèò íà îáåèõ ïðÿìûõ;

3) ñóùåñòâóþò òàêèå ÷åòûðå òî÷êè, ÷òî ëþáûå òðè èç íèõ íå

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé;

4) ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ïðÿìûõ, ëþáûå òðè èç êîòîðûõ íå

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.



Òåîðåìà Äåçàðãà

Åñëè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïàðû âåðøèí äâóõ

òðåóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî ïðÿìûå,

ïðîäîëæàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ,

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.II

Ðàññìîòðèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè X ïàðó ïðÿìûõ L1 è L2,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå O. Âûáåðåì íà êàæäîé ïðÿìîé åùå ïî

äâå òî÷êè: E1,D1 ∈ L1 è E2,D2 ∈ L2. Ïîëîæèì O = 0,
E1 = E2 = 1, D1 = D2 =∞ è óäàëèì áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ

ïðÿìóþ D1D2. Ìû ïîëó÷èì �ïëîñêîñòü� Y = X \ D1D2.

Òî÷êè P1 ∈ L1 è P2 ∈ L2 îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ïàðàìåòðó

x , åñëè ïðÿìàÿ P1P2 ïàðàëëåëüíà (íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â Y )

ïðÿìîé E1E2.



Êîîðäèíàòû íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè

Òî÷êà Q ∈ Y èìååò êîîðäèíàòû x , y , åñëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç Q è ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé L2, ïåðåñåêàåò L1 â òî÷êå ñ

ïàðàìåòðîì x , è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Q è ïàðàëëåëüíàÿ

L1, ïåðåñåêàåò L2 â òî÷êå ñ ïàðàìåòðîì y .

O = (0, 0), E1 = (1, 0) è E2 = (0, 1).



Ïëîñêîñòü F2
2.I

Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà, ïðèìåíåííàÿ ê ïëîñêîñòè Ôàíî,

ïðèâîäèò ê äâóìåðíîé ïëîñêîñòè F2
2.

Êîîðäèíàòû òî÷åê ïëîñêîñòè: O = (0, 0), E1 = (1, 0), E2 = (0, 1)
è Q = (1, 1).



Ïëîñêîñòü F2
2.II

Ïðîöåäóðà êîîðäèíàòèçàöèè åñòåñòâåííî íåîäíàçíà÷íà. Íà

ðèñóíêå äàí äðóãîé ðåçóëüòàò, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå îòìå÷åíû

îäíèì èëè äâóìÿ øòðèõàìè. Êîîðäèíàòû òî÷åê ïëîñêîñòè:

O = (0, 0), E1 = (1, 0), E2 = (0, 1) è Q = (1, 1).



Ñëîæåíèå êîîðäèíàò

Ñëîæåíèå ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x , y) ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé E1E2. Åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè L1 è L2
áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû (x + y , 0) è (0, x + y).



Óìíîæåíèå êîîðäèíàò

×åðåç òî÷êè (1, 0) è (0, x) ïðîâåäåì ïðÿìóþ L, à ÷åðåç òî÷êó

(y , 0) ïðîâåäåì ïðÿìóþ L′, ïàðàëëåëüíóþ L. Îïðåäåëèì
óìíîæåíèå x è y ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ L′ ñ êîîðäèíàòíîé
ïðÿìîé L2: ïîëîæèì êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè çà (0, xy).



Äåçàðãîâû ïëîñêîñòè

Åñëè ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü X óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Äåçàðãà

(ÿâëÿåòñÿ äåçàðãîâîé), òî òàê îïðåäåëåííûå ñëîæåíèå è

óìíîæåíèå êîîðäèíàò çàäàþò íà íèõ ñòðóêòóðó êîîðäèíàòíîãî

êîëüöà K, êîòîðîå êîììóòàòèâíî ïî ñëîæåíèþ:

x + y = y + x äëÿ âñåõ x , y ∈ K,

è àññîöèàòèâíî ïî óìíîæåíèþ:

(xy)z = x(yz) äëÿ âñåõ x , y , z ∈ K.

Â ýòîì ñëó÷àå

X = KP2, Y = K2.

K íå îáÿçàíî áûòü êîììóòàòèâíûì ïî óìíîæåíèþ. Íàïðèìåð,

ñóùåñòâóåò HP2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî Ãèëüáåðòîì

(�Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè�, 1899).



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü Êýëè.I

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü OP2 íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

ìíîæåñòâî òðîåê îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (x : y : z), ãäå x , y , z íå

ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, âçÿòûõ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ

ñïðàâà íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû èç O.
Ïðèìåð. x = i , y = j , z = l .

(i : j : l) ∼ (1 : ji−1 : li−1) = (1 : k : il),

(i : j : l) ∼ (il−1 : jl−1 : 1) ∼ (1, (jl−1i)(il−1)−1 : (il−1)−1) =

= (1 : (−jl)(il) : il) = (1 : −k : il).



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü Êýëè.II

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü Êýëè OP2 ñòðîèòñÿ êàê 16-ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ïîêðûâàåòñÿ òðåìÿ êàðòàìè, â êàæäîé

èç êîòîðûõ îäíà èç òðåõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåòñÿ

íåíóëåâîé è âåùåñòâåííîé. Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû áåðóòñÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Â ýòèõ êàðòàõ êîîðäèíàòû ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

(1 : x : y), (u : 1 : v), (s : t : 1).

Êàðòû ñêëåèâàþòñÿ ïî îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè

(1 : x : y) ∼ (1 : u−1 : vu−1) ∼ (1 : ts−1 : s−1) è ò.ä..

Ýòî áûëî ñäåëàíî Ìóôàíã â ñåðåäèíå 1930-ûõ.

Â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè äëÿ OP2 ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå CaP2.



Íåñóùåñòâîâàíèå OPn ïðè n ≥ 3

1) Åñëè áû ïðîñòðàíñòâî OP3 ñóùåñòâîâàëî, òî åñòåñòâåííî,

÷òî OP2 ⊂ OP3 è òîãäà â OP2 âûïîëíÿëàñü áû òåîðåìà

Äåçàðãà. Îòñþäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ãèëüáåðòà, ñëåäîâàëà áû

àññîöèàòèâíîñòü O.

2) Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(OPn) ìíîãîîáðàçèÿ OPn

ïîðîæäàëîñü áû îäíèì ýëåìåíòîì [x ] ñòåïåíè 8 è ïðè ýòîì

[x ]n 6= 0, [x ]n+1 = 0. Íî òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðè n ≥ 3 íå

ñóùåñòâóåò.


