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Ãðóïïà âðàùåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.I

Ãðóïïà âðàùåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � ýòî ãðóïïà âñåõ

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äëèíû âåêòîðîâ

è îðèåíòàöèþ.

Äëèíà âåêòîðà v åñòü |v | =
√
〈v , v〉,

〈v + w , v + w〉 = 〈v , v〉+ 〈w ,w〉+ 2〈v ,w〉

〈v ,w〉 =
1

2
(|v + w |2 − |v |2 − |w |2),

ò.å. äëèíû âåêòîðîâ îïðåäåëÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, âðàùåíèÿ ñîõðàíÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ãðóïïà âðàùåíèé n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SO(n) (special orthogonal).

Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû O(n) (orthogonal),
îáðàçîâàííîé âñåìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè,

ñîõðàíÿþùèìè äëèíû âåêòîðîâ, íî, âîçìîæíî, èçìåíÿþùèìè

îðèåíòàöèþ.



Ãðóïïà âðàùåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.II

Åñëè v =

 v1

...

vn

 è w =

 w1

...

wn

, òî

〈v ,w〉 = v1w1 + · · ·+ vnwn =
(
v1 · · · vn

) w1

...

wn

 = v>w ,

〈Av ,Aw〉 = (Av)>Aw = v>A>Aw = v>(A>A)w

è A ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

A>A = I.

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè èìååò âèä

detA > 0.



Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.I
Òåîðåìà. Êàæäîå âðàùåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò

ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ SO(3). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

pA(λ) = det(A− λI) = −λ3 + · · ·+ 1.

Åãî ñòåïåíü ðàâíà òðåì è ïîýòîìó îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. Òàê êàê A ñîõðàíÿåò äëèíû

âåêòîðîâ, òî ýòîò êîðåíü ðàâåí ±1.
Åñëè ýòîò êîðåíü ðàâåí λ = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

ñîáñòâåííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Ïóñòü λ = −1 è Av = −v . Ðàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ e1, e2, e3 òàêîé, ÷òî e1 = v . Â ýòîì áàçèñå

A =

(
−1 0
0 A0

)
.



Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.II

Òàê êàê 1 = detA = − detA0, òî detA0 = −1 è

pA0(λ) = det(A0 − λI) = λ2 − TrA0λ− 1.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíûé, îáà êîðíÿ

âåùåñòâåííû è ðàâíû ïî ïî ìîäóëþ åäèíèöå, èõ ïðîèçâåäåíèå

ðàâíî detA0 = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îäèí èç êîðíåé ðàâåí 1.
Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî pA(1) = 0 è ñîîòâåòñòâóþùèé λ = 1
ñîáñòâåííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ëþáîå âðàùåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé îñè.



Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.III

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè âðàùåíèå íåòðèâèàëüíî, òî îíî èìååò îäíó

íåïîäâèæíóþ îñü. Ïóñòü v = (v1, v2, v3) � åäèíè÷íûé âåêòîð,

íàïðàâëåííûé âäîëü ýòîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ óãîë, íà

êîòîðûé âðàùàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè âîêðóã îñè, çàäàííîé âåêòîðîì v .
Ìû èìååì

I Êàæäîå âðàùåíèå çàäàåòñÿ ïàðîé (v , ρ), ãäå |v | = 1 è

0 ≤ ρ ≤ π.
I Ïðè 0 < ρ < π ýòà ïàðà îäíîçíà÷íî çàäàåò âðàùåíèå.

I Ïðè ρ = 0 ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

I Âðàùåíèÿ, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïàðàìè (v , π) è (−v , π)
ñîâïàäàþò.



Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.IV

Ðàññìîòðèì â R3 øàð ðàäèóñà π, îáðàçîâàííûé âñåìè òî÷êàìè

âèäà ρv .

1) Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà øàðà îäíîçíà÷íî çàäàåò âðàùåíèå

ïðîñòðàíñòâà R3. Ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè÷íûå òî÷êè øàðà

çàäàþò îäíè è òå æå âðàùåíèÿ, îòëè÷íûå îò çàäàííûõ

âíóòðåííèìè òî÷êàìè.

Òîïîëîãè÷åñêè ãðóïïà SO(3) óñòðîåíà êàê òðåõìåðíûé øàð, ó

êîòîðîãî îòîæäåñòâëåíû ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ãðàíèöû.

2) Îòîáðàçèì òî÷êó ρv â tg ρ2v . Âíóòðåííîñòü øàðà îäíîçíà÷íî
ïîêðûâàåò R3, à ãðàíè÷íûå òî÷êè øàðà ïðè ýòîì åñòåñòâåííî

ïåðåõîäÿò â áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå ïðÿìûì,

ïðîõîäÿùèì â íàïðàâëåíèè âåêòîðîâ v , îñåé âðàùåíèÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ýòîì, âðàùåíèÿ R3 îäíîçíà÷íî

ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè òðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà RP3.



Óãëû Ýéëåðà

Ïóñòü e1, e2, e3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R3, B �

âðàùåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò â áàçèñ e1, e2, e3 äðóãîé áàçèñ

e ′1, e
′
2, e
′
3.

Ïóñòü C � âðàùåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò e ′3 â e3. Òîãäà
âðàùåíèå BC−1 ñîõðàíÿåò âåêòîð e3 è ñ íèì îñü Oz íà ìåñòå è

åñòü ïîâîðîò âîêðóã îñè Oz .
Âðàùåíèå C ïðåäñòàâèì êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ïîâîðîòîâ:

1) Rz,α � íà óãîë α âîêðóã îñè Oz ,
2) Rx ,β � íà óãîë β âîêðóã îñè Ox .
Òîãäà B åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòîâ Rz,α,Rx ,β è Rz,γ :

B = Rz,γ · Rx ,β · Rz,α.

Óãëû α, β, γ íàçûâàþòñÿ óãëàìè Ýéëåðà.

Âåëè÷èíû ϕ = π
2 − α è θ = β ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè

êîîðäèíàòàìè êîíöà âåêòîðà e ′3.



Êâàòåðíèîíû (Quaternions)

Êâàòåðíèîíû îáðàçóþò ÷åòûðåõìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

íàä R, â êîòîðîì äîïîëíèòåëüíî ê îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(ap1 + bp2)q = ap1q + bp2q, q(ap1 + bp2) = aqp1 + bqp2

äëÿ âñåõ p, q1, q2 ∈ H, a, b ∈ R. Ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî çàäàòü

íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ. Âûáåðåì â H áàçèñ (íàä R) 1, i , j , k è

ïîëîæèì

a · q = q · a = q äëÿ âñåõ q ∈ H, a = a · 1 ∈ R ⊂ H,

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i , ki = −ik = j .

Êâàòåðíèîíû îáðàçóþò ðàñøèðåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

ïîðîæäàåìîå ýëåìåíòàìè 1 è i : z = x + yi = x + iy ∈ C ⊂ H.



Íîðìèðîâàíèå êâàòåðíèîíîâ

Íà ïðîñòðàíñòâå êâàòåðíèîíîâ çàäàäèì èíâîëþöèþ

(ñîïðÿæåíèå)

q = t + xi + yj + zk −→ q̄ = t − xi − yj − zk

è íîðìó

|q|2 = qq̄ = t2 + x2 + y2 + z2.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íà C îíè ñîâïàäàþò ñ êîìïëåêñíûì

ñîïðÿæåíèåì è îáû÷íîé íîðìîé. Áîëåå òîãî,

|q1q2| = |q1||q2|.

Çàäàííîå ýòîé íîðìîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ

åâêëèäîâûì â R4 = H, äëÿ êîòîðîãî t, x , y , z �

îðòîíîðìèðîâàííûå êîîðäèíàòû.



Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàòåðíèîíîâ
Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíà: (q1q2)q3 = q1(q2q3) äëÿ
âñåõ íàáîðîâ qi , íî íåêîììóòàòèâíà: ñóùåñòâóþò òàêèå q1 è q2,
÷òî q1q2 6= q2q1.
Àëãåáðà A (ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé

ñ äåëåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ A è ëþáîãî íåíóëåâîãî

q ∈ A \ {0} ñóùåñòâóþò è ïðèòîì åäèíñòâåííûå x , y ∈ A òàêèå,

÷òî

p = qx = yq.

Â ýòîì ñëó÷àå x � ðåçóëüòàò äåëåíèÿ a íà q ñëåâà, à y �

ñïðàâà.

H ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì: äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

ýëåìåíòà q ∈ H ñóùåñòâóåò îáðàòíûé q−1:

q−1q = qq−1 = 1, q−1 =
q̄

|q|2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

x = q−1p, y = pq−1.



Àëãåáðû ñ äåëåíèåì

Òåîðåìà (Ôðîáåíèóñ). Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

ñóùåñòâóþò òðè àññîöèàòèâíûõ àëãåáðû ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì

R: ñàìî R, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C è H.
H óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ, êðîìå

êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå

òàêèå àëãåáðû íàçûâàþòñÿ òåëàìè, â àíãëîÿçû÷íîé �

íåêîììóòàòèâíûìè ïîëÿìè (non-commutative �elds).

Òåîðåìà (Õîïô). Êàæäàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ

àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R èìååò ðàçìåðíîñòü 1 èëè 2.
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ

êîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ äâóìåðíûõ àëãåáð ñ äåëåíèåì.

Òåîðåìà Êàæäàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R
èìååò ðàçìåðíîñòü 1, 2, 4 èëè 8.
Ïðèìåð íåàññîöèàòèâíîé íåêîììóòàòèâíîé âîñüìèìåðíîé

àëãåáðû ñ äåëåíèåì äàåò àëãåáðà îêòàâ (îêòîíèîíîâ) O.



Ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíîâ ìàòðèöàìè.I

Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì ϕ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ â àëãåáðó

2× 2-ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòîò

ãîìîìîðôèçì ëèíååí íàä R è ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî çàäàòü

íà îáðàçóþùèõ:

1→ ϕ(1) =

(
1 0
0 1

)
, i → ϕ(i) =

(
i 0
0 −i

)
,

j → ϕ(j) =

(
0 1
−1 0

)
, k → ϕ(k) =

(
0 i
i 0

)
,

Ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðåõîäÿò â ïðîèçâåäåíèÿ èõ îáðàçîâ:

ϕ(q1q2) = ϕ(q1)ϕ(q2).



Ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíîâ ìàòðèöàìè.II

Àëãåáðó H ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ìàòðèö

âèäà

q −→ ϕ(q) =

(
a b
−b̄ ā

)
,

ãäå a = t + ix , b = y + iz , t, x , y , z ∈ R. Ïðè ýòîì

|q|2 = detϕ(q) = |a|2 + |b|2.

Åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû, ò.å. êâàòåðíèîíû åäèíè÷íîé íîðìû,

îáðàçóþò ãðóïïó

SU(2) =

{(
a b
−b̄ ā

)
, |a|2 + |b|2 = 1

}
(special unitary). Åå ýëåìåíòû ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè

òðåõìåðíîé ñôåðû t2 + x2 + y2 + z2 = 1 â ÷åòûðåõìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.



Âðàùåíèÿ è åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû.I
Êâàòåðíèîí íàçûâàåòñÿ ìíèìûì, åñëè q̄ = −q. Ïðîñòðàíñòâî
ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ImH òðåõìåðíî è ïîðîæäåíî

ýëåìåíòàìè i , j è k .
Îòîæäåñòâèì òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ

ïðîñòðàíñòâîì ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ:

X = xi + yj + zk , |X |2 = x2 + y2 + z2.

Êàæäîìó åäèíè÷íîìó êâàòåðíèîíó q ñîïîñòàâèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå

A(q) : R3 = ImH −→ R3

ïî ôîðìóëå

A(q)(X ) = qX q̄ = qXq−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî

A(pq) = A(p) · A(q),

|A(q)(X )| = |X | äëÿ âñåõ X ∈ R3.

Áîëåå òîãî, A(1) � òîæäåñòâåííî è A(q−1) = A−1(q).



Âðàùåíèÿ è åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû.II
Ìû ïîëó÷èëè ãîìîìîðôèçì

A : SU(2)→ SO(3).

Âû÷èñëèì åãî çíà÷åíèå äëÿ

q = cosα + i sinα.

Ìû èìååì

(xi + yj + zk)
A(q)−→ q(xi + yj + zk)q̄ =

= xi + (y cos 2α− z sin 2α)j + (y sin 2α + z cos 2α)k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A(q) =

 1 0 0
0 cos 2α − sin 2α
0 sin 2α cos 2α

 .



Âðàùåíèÿ è åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû.III
Òàêà êàê ëþáîé ýëåìåíò B ∈ SO(3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

êîìïîçèöèÿ òðåõ ïîâîðîòîâ íà óãëû Ýéëåðà

B = Rz,γ · Rx ,β · Rz,α

è ëåæèò â îáðàçå A:

B = A(cos
γ

2
+ sin

γ

2
k) · A(cos

β

2
+ sin

β

2
i) · A(cos

α

2
+ sin

α

2
k),

òî A � ýïèìîðôèçì.

A(q1) = A(q2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q−12 q1 êîììóòèðóåò ñ
ëþáûì ìíèìûì êâàòåðíèîíîì, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

q−12 q1 ∈ R. Òàê êàê q1 è q2 åäèíè÷íû, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

q1 = ±q2. Ïîýòîìó KerA = ±I è

SO(3) = SU(2)/± I.

Òîïîëîãè÷åñêè SO(3) ïîëó÷àåòñÿ èç òðåõìåðíîé ñôåðû

îòîæäåñòâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê:

SO(3) = RP3 = S3/Z2.



Âðàùåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îòîæäåñòâèì ÷åòûðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ

H = R4. Êàæäîé ïàðå åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ (q1, q2)
ñîïîñòàâèì âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà R4 ïî ôîðìóëå

X → q1Xq
−1
2 .

Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò ãîìîìîðôèçì

SU(2)× SU(2)→ SO(4),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç

ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (±I,±I) è, â ÷àñòíîñòè, èçîìîðôíî Z2.

Òåì ñàìûì

SO(4) = (SU(2)× SU(2)) /Z2.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ âðàùåíèé

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.


