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0 Введение
Одной из важных задач римановой геометрии является исследование гео-
метрических и топологических свойств римановых пространств положи-
тельной секционной кривизны. Естественным образом, топологический ас-
пект проблемы распадается на два направления: изучение топологических
свойств односвязных пространств положительной секционной кривизны, и
изучение свойств фундаментальных групп таких пространств. Дадим, сна-
чала, краткий обзор и опишем результаты предлагаемой диссертации в пер-
вом направлении.

Известно очень мало примеров односвязных римановых многообразий
положительной секционной кривизны, а именно:

1) классическими примерами являются компактные ранга 1 симметри-
ческие пространства, т. е. сферы Sn, комплексные проективные простран-
ства CPn, кватернионные проективные пространства HPn и проективная
плоскость Кэли CaP 2. Отметим, что перечисленные примеры исчерпыва-
ют известные топологические типы пространств положительной секцион-
ной кривизны в размерностях > 24;

2) все классические пространства положительной секционной кривизны
являются нормально однородными, что навело на мысль провести иссле-
дование в классе таких пространств; это исследование было предпринято
Берже [1], который взялся описать все нормально однородные пространства
положительной секционной кривизны и обнаружил два новых "исключи-
тельных пространства"вида Sp(2)/SU(2) и SU(5)/ Sp(2)×S1 размерности
7 и 13, соответственно (причем вложение SU(2) ⊂ Sp(2) не является стан-
дартным). Однако, в работе Берже была допущена неточность, в силу кото-
рой им было выпущено еще одно нормально однородное пространство поло-
жительной секционной кривизны в размерности 7 вида SO(3)×SU(3)/U(2)
(это пространство диффеоморфно пространству Алоффа-Уоллаха N1,1, см.
ниже). Ошибка была найдена и исправлена недавно, в работе Вилкинга [2].
При этом Вилкинг нашел на N1,1 1-параметрическое семейство нормально
однородных метрик положительной секционной кривизны — это единствен-
ный пример с таким свойством;

3) Уоллах показал, что все четномерные однородные односвязные за-
мкнутые многообразия c метриками положительной кривизны исчерпыва-
ются нормально однородными многообразиями и многообразиями флагов
над CP 2, HP 2 и CaP 2 (их размерности равны 6, 12 и 24, соответственно)
[3];

4) Алофф и Уоллах [4] указали бесконечную серию пространств Np,q
вида SU(3)/S1, где подгруппа S1 является обмоткой максимального тора
группы SU(3) и тем самым определяется двумя взаимно простыми целочис-
ленными параметрами p и q. При выполнении некоторых условий на p и q
на этих пространствах существует левоинвариантная однородная риманова
метрика положительной кривизны. Берард Бержери [5] показал, что про-
странства Алоффа — Уоллаха исчерпывают все нечетномерные замкнутые
односвязные многообразия с однородными (но не нормально однородны-
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ми) римановыми метриками положительной кривизны, а Крек и Штольц
обнаружили среди них пару гомеоморфных, но не диффеоморфных много-
образий (N−56788,5227 и N−42652,61213) [6];

5) используя конструкцию Алоффа и Уоллаха, Эшенбург нашел беско-
нечную серию семимерных пространств с неоднородными метриками поло-
жительной кривизны [7], а в дальнейшем построил и шестимерный пример
неоднородного пространства с метрикой положительной кривизны [8].

Этот список исчерпывает известные к настоящему времени топологи-
ческие типы односвязных замкнутых многообразий, допускающих метрики
положительной секционной кривизны. Заметим, что размерность 13 сре-
ди указанных имеют только два многообразия — сфера S13 и нормально
однородное пространство Берже SU(5)/ Sp(2)× S1.

При построении своих пространств Эшенбург использовал понятие двой-
ного частного группы Ли — естественного обобщения однородного про-
странства, которое, вкратце, состоит в следующем.

Рассмотрим группу Ли G и подгруппу Ли U в G×G. Зададим действие
U на G:

U 3 (g1, g2) : g ∈ G→ g1gg
−1
2 ∈ G.

Рассмотренное действие может иметь неподвижные точки. Положим U ′ =
{(g1, g2) ∈ U |g1 ∈ Ad(G)g2}. Тогда легко увидеть, что свободность рассмот-
ренного действия, равносильна условию U ′ = {(1, 1)}, где 1 ∈ G — единица
группы G.

Если действие свободно и изометрично относительно некоторой рима-
новой метрики на G, то каноническим образом возникает фактормного-
образие G/U , называемое двойным частным группы Ли G (в случае, если
U = H×K, гдеH,K ⊂ G, то двойное частное обозначаютH\G/K). Впервые
конструкция двойного частного группы Ли возникла в работе Громолла и
Майера [9] для построения метрики неотрицательной секционной кривизны
на одной экзотической сфере Милнора.

Одним из основных результатов предлагаемой диссертации является
конструкция новой серии односвязных замкнутых 13-мерных римановых
многообразий, допускающих метрику строго положительной секционной
кривизны. Построенные многообразия являются двойными частными груп-
пы Ли U(5). А именно, в первой главе работы доказана следующая теорема
( она следует из Теорем 1, 2 и 3 Главы 1):

Теорема А. Пусть U(5) — группа комплексных унитарных 5×5-мат-
риц, а группа U(4) × U(1) вложена в нее как подгруппа, состоящая из
матриц блочного вида с двумя блоками размеров 4 × 4 и 1 × 1. Пусть
M25 — однородное риманово многообразие, диффеоморфное U(5) и наделен-
ное метрикой, индуцированной из двусторонне-инвариантной метрики на
U(5)× U(4)× U(1) при проекции

U(5)× U(4)× U(1)→ U(5)× U(4)× U(1)/U(4)× U(1) = M25,

где вложение U(4) × U(1) → U(5) × U(4) × U(1) диагонально (g 7→ (g, g) ∈
U(5)× (U(4)× U(1))).
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Пусть p̄ = (p1, . . . , p5) такой набор целых положительных чисел, что
для всех подстановок σ ∈ S5 выполняются следующие условия:

a) pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4) взаимно просто с pσ(5),
b) pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) > pσ(4) + pσ(5),
c) pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) + pσ(4) > 3pσ(5),
d) 3(pσ(1) + pσ(2)) > pσ(3) + pσ(4) + pσ(5).
Пусть Mp̄ — фактор-многообразие, полученное из M25 относительно

факторизации по действию группы S1 × ( Sp(2)× S1) вида

(z1, (A, z2)) : X → diag
(
zp11 , zp21 , zp31 , zp41 , zp51

)
·X ·

(
A∗z̄2 0

0 1

)
,

где X ∈ M25, z1, z2 ∈ S1, A ∈ Sp(2). Тогда Mp̄, оснащенное метрикой,
индуцированной факторизацией M25 → Mp̄, обладает следующими свой-
ствами:

1) пространство Mp̄ односвязно и dimMp̄ = 13;
2) пространство Mp̄ имеет положительную секционную кривизну;
3) пространство Mp̄ имеет группы когомологий

Hi =

{
Z п i = 0, 2, 4, 9, 11, 13,
0 п i = 1, 3, 5, 7, 10, 12;

группы H6 и H8 конечны и их порядок равен
∣∣σ3

1 − 4σ1σ2 + 8σ3

∣∣, где σk —
значение элементарного симметрического полинома k-й степени от пяти
переменных в точке (p1, . . . , p5).

Условия a)–d) выполняются, например, при p1 = 1, p2 = p3 = p4 = p5 =
qn, где q — простое число. В этом случае порядок группы H6(Mp̄) равен
r(q, n) = 8q2n − 4qn + 1 и r(q, n) → ∞ при q → ∞ или n → ∞. Отсюда, в
частности, следует, что существует бесконечно много попарно негомеоморф-
ных замкнутых односвязных 13-мерных римановых многообразий вида Mp̄

положительной секционной кривизны.
Существуют и другие серии, простейшую конструкцию которых указал

нам У. Абреш. А именно, возьмем пятерку чисел, для которых выполняется
условие a) теоремы А (заметим, что под взаимной простотой мы понима-
ем равенство единице наибольшего общего делителя) и ни одно из чисел
|pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4)| не равно нулю, и будем добавлять ко всем чис-
лам p1, . . . , p5 натуральное число an = n ·

∏
σ∈S5

|pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4)|.

Как легко заметить, существует такое достаточно большое число N , что
при всех n > N пятерки (p1 + an, . . . , p5 + an) удовлетворяют условиям b)–
d) и они всегда удовлетворяют условию a). Например, в качестве начальной
пятерки можно взять (1, 1, 1, 2q, 4q), q — любое натуральное число.

Можно заметить, что при p1 = p2 = . . . = p5 = 1 мы получаем про-
странство, диффеоморфное 13-мерному примеру Берже. Однако метрика
нашего пространства при pi = 1, i = 1, . . . , 5 хотя и является однородной,
все же существенно "лучше"нормально однородной метрики Берже. В ра-
боте [10] Путтманн посчитал защемленность 1-параметрического семейства
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метрик на пространстве Берже: построенная в предлагаемой работе мет-
рика имеет защемленность 1/64, в то время как защемленность метрики
Берже посчитана Хайнтцем в [11] и равна 16/(29 · 37). Отметим здесь же,
что максимальная защемленность рассмотренного Путтманном семейства
равна 1/37.

В связи с этим кругом вопросов стоит отметить связь между простран-
ством Алоффа-Уоллаха N1,1 и пространством Берже, найденную Таймано-
вым в [12]. Он описал вполне геодезическое вложение пространства N1,1

в пространство Берже, при котором максимальное и минимальное значе-
ния секционных кривизн пространства Берже достигаются на двумерных
площадках, касательных к вложенному подмногообразию. Это объяснило
совпадение защемленностей пространства Берже и пространства N1,1 ( за-
щемленность последнего пространства была посчитана Хуангом в [13] ). В
свете конструкции Тайманова вычисления Путтманна показывают суще-
ствование однородной метрики на N1,1 с защемленностью 1/37.

Структура Главы 1 следующая. В параграфе 1.1 строится однородная
метрика на U(5) (отличная от двусторонне инвариантной) и определяется
свободное изометрическое действие группы S1× (Sp(2)×S1). В целом, при
построении метрики мы следуем методам, предложенным в [8]. При этом ос-
новным инструментом построения метрик выступает риманова субмерсия,
впервые описанная и изученная О’Нилом в [14]. В параграфе 1.2 исследу-
ется знак секционной кривизны построенных пространств Mp̄. Основную
роль здесь играет формула О’Нила [14], ввиду которой достаточно про-
контролировать площадки нулевой секционной кривизны в U(5). Отметим,
что при доказательстве положительности кривизны способ, предложенный
в [8], связан с определенными трудностями, которые преодолеваются с по-
мощью леммы 8. Наконец, в параграфе 1.3 исследуется топология постро-
енных пространств: устанавливается односвязность и вычисляются группы
когомологий. Основным инструментом вычислений здесь выступает спек-
тральная последовательность расслоения.

В рамках изучения геометрических свойств пространств положительной
секционной кривизны в Главе 2 диссертации исследована интегрируемость
геодезического потока на двойных частных групп Ли.

Сначала дадим краткий обзор по этому вопросу. Пусть M — риманово
многообразие размерности n. Геодезический поток на T ∗M вполне инте-
грируем, если существуют n первых интегралов f1, . . . , fn : T ∗M → R, ко-
торые независимы почти всюду в T ∗M и находятся в инволюции, то есть
{fi, fj} = 0 для i, j = 1, . . . , n, относительно стандартной симплектической
структуры на T ∗M .

Новый метод интегрирования геодезического потока на однородных про-
странствах был найден Тиммом [15], успешно применившим его к комплекс-
ным и вещественным грассмановым многообразиям. Опишем суть метода
Тимма. Если группа Ли G с алгеброй Ли g действует на многообразии
M изометриями, то возникает отображение момента Φ : TM → g∗. Тогда
любая Ad(G)-инвариантная функция f на g∗ дает первый интеграл f ◦ Φ
геодезического потока на M , причем все такие интегралы будут находится
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в инволюции. Тимм предложил рассмотреть цепочку вложенных подгрупп
G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gn = G и рассматривать первые интегралы, получающи-
еся из Ad(Gi)-инвариантных полиномов на g∗i . Все такие интегралы будут
находиться в инволюции. Однако доказательство функциональной незави-
симости в методе Тимма явилось очень непростой задачей, которая не была
разрешена в его работе в общей ситуации.

В [16] Патернайн и Спатцир применили метод Тимма к пространствам
Эшенбурга M1,−1,2m,2m и к сфере Громолла-Майера Σ7, которые не яв-
ляются однородными, а получаются как двойные частные групп Ли ( для
пространств Эшенбурга G = SU(3), U = U(1), для сферы Громолла-Майера
G = Sp(2), U = Sp(1)). Патернайн и Спатцир для построения первых инте-
гралов геодезического потока на двойных частных SU(3)/U(1) и Sp(2)/Sp(1)
сначала применили метод Тимма к SU(3) и Sp(2), а затем использовали ри-
мановы субмерсии SU(3)→M1,−1,2m,2m и Sp(2)→ Σ7.

Отметим, что в [16] была показана интегрируемость геодезического по-
тока на пространствах, диффеоморфных пространствам Эшенбурга, но не
изометричных им. В частности, на пространствах, рассмотренных в [16]
секционная кривизна не является положительной.

В главе 2 предпринято исследование интегрируемости геодезического
потока на двойных частных групп Ли общего вида H\G/K, причем основ-
ной трудностью явилось определение числа функционально независимых
интегралов, возникающих из метода Тимма. Для этого в диссертации вве-
дено понятие ранга цепочки вложенных подалгебр , которое описано ниже.

Пусть g — алгебра Ли, X ∈ g. Положим

Ng(X) = Z( Ker( ad(X)))

(через Z(h) мы обозначаем центр алгебры Ли h). Роль подалгебры Ng(X)
раскрывается в Лемме 17 , которая является узловым моментом в Главе
2: подалгебра Ng оказывается пространством градиентов в точке X всех
Ad(G)-инвариантных полиномов на g.

Пусть имеется пара алгебр Ли (g,h), h ⊂ g. Пусть g = h ⊕ p — ор-
тогональное разложение относительно Ad(G)-инвариантной метрики на g.
Предположим, что имеется векторное подпространство v ⊂ g. Положим

rank((g,h),v) = max
X∈v

dim(prp(Ng(X))),

где prp : g → p — ортогональная проекция. Число rank((g,h),v) назовем
рангом пары (g,h) относительно пространства v.

Пусть, теперь, дана цепочка вложенных подалгебр Ли

g0 ⊂ g1 ⊂ . . . ⊂ gn,

и подпространство v ⊂ gn. Обозначим через pri : gn → gi ортогональную
проекцию.

Число
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rank({gi}ni=0,v) =

n−1∑
i=0

rank((gi+1,gi), pri+1(v))

будем называть рангом цепочки {gi}i вложенных подалгебр.
Основным результатом второй главы является следующая теорема ( со-

держащаяся в Главе 2 как Теорема 4):
Теорема Б.
Рассмотрим M = H\G/K — двойное частное группы G. Положим

v = (h + k)⊥ ⊂ g,

где g,h,k — алгебры Ли групп G,H,K и ортогональное дополнение берется
относительно двусторонне инвариантной метрики на G.

Пусть существуют цепочки вложенных алгебр Ли:

h = h0 ⊂ . . . ⊂ hl = g,

k = k0 ⊂ . . . ⊂ km = g,

и r1 = rank({hi}i,v), r2 = rank({ki}i,v), r3 = rank(G).
Тогда для геодезического потока на M существует по крайней мере

r1 + r2 − r3 функционально независимых первых интегралов, находящихся
в инволюции.

В качестве приложения этой теоремы мы доказываем интегрируемость
геодезического потока на пространствах Эшенбурга положительной кри-
визны, построенных в [8] и на 13-мерных пространствах положительной
кривизны, построенных и изученных в Главе 1.
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Опишем структуру Главы 2. В параграфе 2.1 описан собственно метод
Тимма. В параграфе 2.2 введено пространство Ng(X) и доказана упомя-
нутая выше Лемма 17. При ее доказательстве существенную роль играют
факты из теории полиномов, инвариантных относительно групп, порож-
денных отражениями. Основной работой в этом направлении явилась для
нас статья Шевалле [17]. Однако для наших целей потребовалось некото-
рое усиление результатов Шевалле, которое мы проделали в Приложении
А (теорема о функциональной независимости в регулярных точках базиса
инвариантных полиномов). В параграфе 2.3 вводится определение ранга це-
почки вложенных подалгебр и устанавливаются некоторые оценки снизу на
ранг, достаточные для приложений. В параграфе 2.4 доказывается основ-
ная теорема о числе независимых интегралов на двойных частных групп
Ли (Теорема 4). Наконец, в параграфе 2.5 рассмотрены наши основные
два примера в качестве приложения: 7-мерные пространства Эшенбурга и
13-мерные пространства автора, построенные в Главе 1. На всех этих про-
странствах показана интегрируемость геодезического потока по отношению
к метрикам положительной кривизны.

Обсудим теперь другое направление исследований — изучение свойств
фундаментальной группы многообразия положительной секционной кри-
визны. Теорема Синга, из которой следует, что фундаментальная группа
четномерного многообразия положительной кривизны либо единичная, ли-
бо Z2, а также Теорема Майерса, гарантирующая конечность фундамен-
тальной группы пространства положительной кривизны, наводят на мысль,
что положительная кривизна накладывает сильные ограничения на фунда-
ментальную группу. Известная гипотеза Чженя [18] состоит в следующем:

верно ли, что у замкнутого многообразия положительной секционной
кривизны все абелевы подгруппы фундаментальной группы цикличны?

По-видимому, гипотеза основывалась на том, что это верно для групп
изометрий сфер и фундаментальных групп многообразий отрицательной
кривизны.

Шанкар, в работе [19], определил свободное изометрическое действие
группы Ли SO(3) на пространстве Алофф-Уоллаха N1,1 уже не раз упо-
минавшемся выше. При этом Шанкаром была рассмотрена нормально од-
нородная метрика, найденная Вилкингом. Следовательно, любая конечная
подгруппа в SO(3) может быть реализована как фундаментальная группа
некоторого 7-мерного многообразия положительной секционной кривизны.
Подгруппа диагональных матриц в SO(3), изоморфная Z2 ⊕ Z2 явилась
первым контрпримером к гипотезе Чженя. Однако других подгрупп ви-
да Zp ⊕ Zp в группе SO(3) нет, поэтому вопрос о реализуемости группы
Zp ⊕ Zp как подгруппы фундаментальной группы многообразия положи-
тельной секционной кривизны оставался до сих пор неясным, и Шанкаром
в его работе была выдвинута гипотеза о несуществовании таких подгрупп.

В Главе 3 предлагаемой диссертации описывается свободное изомет-
рическое действие группы Z3 ⊕ Z3 на 7 -мерном пространстве Алоффа-
Уоллаха N1,1 (в представлении Вилкинга) положительной секционной кри-
визны (Теорема 5).
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Отсюда, опровергая предположение Шанкара, следует
Теорема В. Существует замкнутое риманово многообразие положи-

тельной секционной кривизны с фундаментальной группой Z3 ⊕ Z3. 1

Автор благодарит научного руководителя И. А. Тайманова за постанов-
ку задачи и полезные советы.

1 Неоднородные 13-мерные пространства по-
ложительной секционной кривизны.

1.1 Построение пространств Mp̄

1. Риманова субмерсия и ее свойства. Пусть M,N — римановы мно-
гообразия, f : M → N — гладкое отображение. Отображение f называется
субмерсией, если f сюръективно (т. е. f(M) = N) и для каждой точки
x ∈ M отображение dx : TxM → Tf(x)N является эпиморфизмом. Тогда в
каждой точке касательное пространство к M каноническим образом раз-
лагается в прямую сумму двух подпространств TxM = (TxM)v ⊕ (TxM)h,
где

(TxM)v = TxK, K = f−1(f(x)),

а (TxM)h — ортогональное дополнение к (TxM)v. Эти подпространства на-
зываются соответственно вертикальным и горизонтальным. Очевидно, что
dxf |(TxM)h : (TxM)h → Tf(x)N — изоморфизм. Если этот изоморфизм со-
храняет метрику, то отображение f называется римановой субмерсией.

Следующая лемма дает основную конструкцию, доставляющую приме-
ры римановых субмерсий.

Лемма 1 Пусть G — группа изометрий, свободно действующая с замкну-
тыми орбитами на римановом многообразии M . Тогда на пространстве
орбит N можно ввести структуру риманова многообразия такую, что
естественная проекция π : M → N будет римановой субмерсией.

В случае римановых субмерсий кривизны многообразийM и N связаны
соотношением, найденным в работе [14]. Мы ограничимся лишь его след-
ствием, необходимым нам в дальнейшем.

Лемма 2 Пусть π : M → N — риманова субмерсия. Рассмотрим x ∈ M ,
y ∈ N , π(x) = y. Если σ∗ — двумерная горизонтальная плоскость в TxM
и σ = dxπ(σ∗), то

K(σ) ≥ K(σ∗).

Доказательство следующей леммы можно найти, например, в [20].
1Как стало известно автору, это многообразие было независимо построено Грове и

Шанкаром
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Лемма 3 Пусть G — группа Ли с двусторонне инвариантной метрикой
〈 , 〉, g — касательное пространство в единице, наделенное структурой
алгебры Ли. Тогда для всех X,Y ∈ g секционная кривизна в направлении
Span(X,Y ) равна

K(X,Y ) =
1

4
〈[X,Y ], [X,Y ]〉.

2. Нормальная однородная метрика на U(5). В этом пункте мы
строим риманову метрику на группе U(5), а в следующем определяем сво-
бодные действия группы S1×( Sp(2)×S1)/Z2 на U(5), изометричные относи-
тельно этой метрики. Сама конструкция данной вспомогательной метрики
на U(5) дает нам пример римановой субмерсии. Более того, искомые мет-
рики на пространствах орбит действий S1 × ( Sp(2)× S1)/Z2 на U(5) будут
построены по данной с помощью леммы 1. В этих построениях мы следуем
статье [8].

Пусть G — группа Ли U(5), K = U(4) × U(1) — стандартно вложенная
подгруппа Ли в G. Рассмотрим на группе G обычную двусторонне инвари-
антную риманову метрику 〈 , 〉0:

〈X,Y 〉0 = Re trace(XY ∗) для X,Y ∈ u(5).

Она каноническим образом индуцируется на K и на G × K. Полученные
метрики мы также будем обозначать через 〈 , 〉0.

Пусть4K = {(k, k) | k ∈ K} — подгруппа в G×K. Рассмотрим действие
4K на G×K правыми сдвигами:

((g, k), k′) 7−→ (gk′, kk′) для g ∈ G, k, k′ ∈ K.

Очевидно, что это свободное действие изометриями. По лемме 1 существу-
ет метрика на пространстве орбит (G × K)/4K такая, что естественная
проекция

π : G×K → (G×K)/4K
будет римановой субмерсией. Можно увидеть, что соответствие (g, k) →
gk−1 устанавливает диффеоморфизм между (G×K)/4K и G. Перенеся с
помощью этого диффеоморфизма риманову метрику с пространства орбит
(G×K)/4K на пространство G, мы получим метрику 〈 , 〉 на G. При этом
отображение

π : G×K → G : (g, k) 7−→ gk−1

является римановой субмерсией.
Рассмотрим в группе G×K левый сдвиг на элемент (g, k−1), где g ∈ G,

k ∈ K. Так как метрика 〈 , 〉0 двусторонне инвариантна, это отображение
будет изометрией. Кроме того, левый сдвиг сохраняет слои субмерсии π,
поэтому на G индуцируется отображение

g′ 7−→ gg′k : G→ G,

которое является изометрией. Итак, метрика 〈 , 〉 левоинвариантна относи-
тельно G и правоинвариантна относительно K.
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Пусть k = u(4)⊕ u(1) и g = u(5) — касательные алгебры групп G и K.
Обозначим через p ортогональное дополнение k в g относительно метрики
〈 , 〉0. Тогда разложение g = k⊕p инвариантно относительно Ad(K). Кроме
того, G/K — симметрическое пространство CP 4, поэтому

[k,k] ⊂ k, [p,p] ⊂ k, [k,p] ⊂ p. (1)

Вертикальное подпространство субмерсии π в точке (e, e) — это

V = {(Z,Z) | Z ∈ k} = 4k.

Поэтому (X,Y ) ∈ g ⊕ k лежит в горизонтальном подпространстве H, если

〈(X,Y ), (Z,Z)〉0 = 0 для всех Z ∈ k,

что влечет выполнение следующих условий:

〈X,Z〉0 + 〈Y,Z〉0 = 0, 〈X + Y,Z〉0 = 0 для всех Z ∈ k.

Заметим, что в этом случае X + Y ∈ p, т. е. Xk + Yk = 0 и Y = Yk = −Xk.
Отсюда выводим, что

H = {(Xk +Xp,−Xk) | Xk ∈ k, Xp ∈ p}

и d(e,e)π|H : H → g — изометрия.
Так как d(e,e)π(X,Y ) = X − Y , то для всех X ∈ g выполняется соотно-

шение
(d(e,e)π|H)−1(X) =

(
1

2
Xk +Xp,−

1

2
Xk

)
. (2)

Лемма 4 Если X ∈ g и Y ∈ k, то 〈X,Y 〉 = 1
2 〈X,Y 〉0.

Доказательство. В силу (2)

〈X,Y 〉 =

〈(
1

2
Xk +Xp,−

1

2
Xk

)
,

(
1

2
Yk + Yp,−

1

2
Yk

)〉
0

=

=

〈
1

2
Xk +Xp,

1

2
Y

〉
0

+

〈
−1

2
Xk,−

1

2
Y

〉
0

=

=

〈
Xk +Xp,

1

2
Y

〉
0

=
1

2
〈X,Y 〉0.

Лемма доказана.
В дальнейшем, говоря о кривизне пространства G, мы будем иметь в

виду метрику 〈 , 〉.

Лемма 5 Пусть σ — двумерная плоскость в g, K(σ) = 0. Тогда σ =
Span(X,Y ), где X ∈ g, Y ∈ k и

[Xp, Y ] = [Xk, Y ] = 0.
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Доказательство. Пусть σ = Span(X,Y ), где X,Y ∈ g. Пусть σ∗ =
Span

((
1
2Xk + Xp,− 1

2Xp

)
,
(

1
2Yk + Yp,− 1

2Yk
))

лежит в горизонтальном под-
пространстве субмерсии π. Имеем deπ(σ∗) = σ. По леммам 2 и 3 0 ≤ K(σ∗) ≤
K(σ) = 0. Отсюда K(σ∗) = 0.

Из леммы 3 следует, что[(
1

2
Xk +Xp,−

1

2
Xk

)
,

(
1

2
Yk + Yp,−

1

2
Yk

)]
= 0,

([
1

2
Xk +Xp,

1

2
Yk + Yp

]
,

[
−1

2
Xk,−

1

2
Yk

])
= 0.

Таким образом,

[Xk, Yk] = 0,
1

2
[Xk, Yp] +

1

2
[Xp, Yk] + [Xp, Yp] = 0.

Согласно (1) [Xp, Yp] ∈ k и [Xk, Yp] + [Xp, Yk] ∈ p, т. е.

[Xp, Yp] = 0, [Xk, Yp] + [Xp, Yk] = 0.

Далее, Xp, Yp ∈ p — векторы касательного пространства к CP 4, кото-
рое имеет положительную кривизну. Так как кривизна CP 4 в направлении
Span(Xp, Yp) равна нулю, то Xp, Yp линейно зависимы. Поэтому мы можем
считать, что σ = Span(X,Y ), где Y ∈ k. Тогда

[Xk, Y ] = [Xp, Y ] = 0.

Лемма доказана.
3. Свободное действие на U(5) и построение пространств Mp̄.

Пусть p1, p2, p3, p4, p5 — целые числа. Обозначим P ′ = S1 × ( Sp(2) × S1),
где Sp(2) считаем стандартно вложенной в SU(4).

Рассмотрим действие группы P ′ на G = U(5):

(z1, (A, z2)) : X 7→ diag
(
zp11 , zp21 , zp31 , zp41 , zp51

)
·X ·

(
A∗z̄2 0

0 1

)
,

где X ∈ G, z1, z2 ∈ S1, A ∈ Sp(2).

Лемма 6 Пусть pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4) взаимно просто с pσ(5) для
любой подстановки σ ∈ S5. Тогда рассмотренное действие имеет ядро
Z2 = (1,±(E, 1)) и, следовательно, индуцирует свободное действие на G
группы

P = S1 × Sp(2)× S1

±(E, 1)
=: P1 × P2.

Доказательство. Допустим, что

X = diag
(
zp11 , zp21 , zp31 , zp41 , zp51

)
·X ·

(
A∗z̄2 0

0 1

)
,
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diag
(
z̄p11 , z̄p21 , z̄p31 , z̄p41 , z̄p51

)
= X

(
A∗z̄2 0

0 1

)
X−1.

В Sp(2) рассмотрим максимальный тор

T 2 = { diag(u, v, ū, v̄) | u, v ∈ S1}.

Тогда существует такой элемент Y ∈ Sp(2), что A∗ = Y ×
× diag(u, v, ū, v̄)Y −1 при некоторых u, v ∈ S1. Итак,

diag
(
z̄p11 , z̄p21 , z̄p31 , z̄p41 , z̄p51

)
=

=

(
X

(
Y 0

1 0

))
diag(uz̄2, vz̄2, ūz̄2, v̄z̄2, 1)

(
X

(
Y 0

1 0

))−1

.

Значит, существуют {i1, i2, i3, i4, i5} = {1, 2, 3, 4, 5} такие, что

z̄
pi1
1 = uz̄2, z̄

pi2
1 = vz̄2, z̄

pi3
1 = ūz̄2, z̄

pi4
1 = v̄z̄2, z̄

pi5
1 = 1.

Из первых четырех равенств вытекает, что

z̄
pi1+pi3−pi2−pi4
1 = 1.

По условию леммы pi5 взаимно просто с pi1 + pi3 − pi2 − pi4 , поэтому z̄1 = 1,
т. е. z1 = 1. Тогда z̄2

2 = 1, z2 = ±1.
1. Если z2 = 1, то u = v = 1, A∗ = Y EY −1 = E, т. е. A = E.
2. Если z2 = −1, то u = v = −1, A = −E.
Итак, ядро действия равно Z2 = (1,±(E, 1)). Лемма доказана.
Группа P действует на G изометриями. Поэтому согласно лемме 1 на

пространстве орбит Mp̄ можно ввести структуру риманова многообразия
таким образом, что естественная проекция

π̄ : G→Mp̄

будет римановой субмерсией.

1.2 Кривизна пространств Mp̄

В этом параграфе мы найдем условия на p̄, при выполнении которых сек-
ционная кривизна пространства Mp̄ положительна.

Следующая лемма была доказана в [8], но мы для полноты изложения
приведем ее вместе с доказательством.

Лемма 7 Пусть G — компактная группа Ли с двусторонне-инвариант-
ной метрикой 〈 , 〉0, t ⊂ g — максимальная абелева подалгебра в касатель-
ной алгебре к G и H ∈ t. Пусть M = Ad(G)A, где A ∈ g. Функция

fH : M → R : X 7→ 〈H,X〉0

достигает экстремальных значений на M ∩ t.
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Доказательство. Предположим сначала, что H — регулярный элемент
в t, т. е. H не лежит более ни в какой максимальной подалгебре.

ПустьX ∈M — критическая точка для fH . Значит, dXfH = 〈H,−〉0 = 0.
Так как M = Ad(G)X, то TXM = ad(g)X. Следовательно,

〈 ad(g)X,H〉0 = 0,

〈[Z,X], H〉0 = 〈Z, [X,H]〉0 = 0

для всех Z ∈ g. Значит, [X,H] = 0, и в силу регулярности H заключаем,
что X ∈ t.

Допустим, теперь, что H — сингулярный элемент t. Пусть X — точка
экстремума и X ∈ g\t. Тогда при достаточно малом изменении H станет ре-
гулярным, а X останется в g\t — противоречие с вышедоказанным. Лемма
доказана.

Лемма 8 Пусть F — подалгебра в su(4) размерности 10, t — макси-
мальная абелева подалгебра диагональных матриц в su(4). Допустим, что
H ∈ t и 〈H,F 〉0 = 0. Тогда с точностью до перестановки существуют
лишь две возможности:

H = i · t · diag(1, 1,−1,−1) или H = i · t · diag(1, 1, 1,−3),

где t ∈ R.

Доказательство. Рассмотрим преобразование

ad(H) : su(4)→ su(4) : X 7→ [H,X].

Возьмем X,Y ∈ F . Тогда [X,Y ] ∈ F , т. е. 〈H, [X,Y ]〉0 = 0. Следовательно,
〈[H,Y ], X〉0 = 〈H, [X,Y ]〉0 = 0. Итак,

〈F, ad H(F )〉0 = 0.

Кроме того, 〈[H,X], H〉0 = 〈[H,H], X〉0 = 0 для всех X ∈ F , т. е.

〈 ad H(F ), H〉0 = 0.

Тогда
dim( adH(F )) ≤ dim su(4)− dimF − 1 = 4.

Значит,
dim( Ker( adH) ∩ F ) ≥ 10− 4 = 6.

Так как H ∈ Ker( adH), но H не лежит в F , то

dim( Ker( adH)) ≥ dim( Ker( adH) ∩ F ) + 1 ≥ 7.

Рассмотрим adH-инвариантное разложение на корневые подпростран-
ства

su(4) = V0 ⊕
4⊕

i, j = 1
i < j

Vi,j ,
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где V0 = t, dimVi,j = 2. Тогда

adH(V0) = 0,

adH(Vi,j) = θi,j(H)Vi,j ,

где θi,j — корни su(4), т. е. θi,j(i · diag(x1, x2, x3, x4)) = xi − xj . Из усло-
вия на размерность ядра adH вытекает, что по крайней мере два корня
обращаются в нуль на H. Лемма доказана.

Лемма 9 Пусть для некоторого m ∈ Mp̄ существует двумерная плос-
кость σ ⊂ TmMp̄,K(σ) = 0. Тогда существуют такие g ∈ G, X, Y ∈ u(5),
что X,Y линейно независимы, K(X,Y ) = 0 и X,Y ортогональны подпро-
странству

Dg =

{
Ad(g−1) · i · t · diag(p1, p2, p3, p4, p5)− i · s · diag(1, 1, 1, 1, 0)

−

(
A 0

0 0

)
| t, s ∈ R, A ∈ sp(2)

}
.

Доказательство. Рассмотрим риманову субмерсию π̄ : G→Mp̄. Допу-
стим, что π̄(g) = m, где g ∈ G. Тогда TgG = V ⊕H, где V — вертикальное,
H — горизонтальное подпространство и dgπ|H — изометрия. Имеем

V = TgP = {deRg(X)− deLg(Y ) | (X,Y ) ∈ TeP},

где Rg, Lg — правый и левый сдвиги на g. Тогда H = V ⊥ — ортогональное
дополнение. Значит, существует такое σ∗ ∈ H, что dgπ̄(σ∗) = σ. По леммам
2 и 3 0 ≤ K(σ∗) ≤ K(σ), поэтому K(σ∗) = 0. Левый сдвиг Lg−1 = (Lg)

−1 —
изометрия. Пусть dgLg−1(σ∗) = Span(X,Y ), где X,Y ∈ TeG = u(5). Тогда
K(X,Y ) = 0 и 0 = 〈V, σ∗〉 = 〈dgLg−1(V ), Span(X,Y )〉.

Таким образом, X,Y ортогональны подпространству

Dg = dgLg−1(V ) = {(dgLg)−1(dgRg)(X)− Y | (X,Y ) ∈ TeP}

= {de(Lg−1 ◦Rg)(X)− Y | (X,Y ) ∈ TeP}

= {Ad(g−1)X − Y | X ∈ TeS1, Y ∈ Te( Sp(2)× S1)}

=

{
Ad(g−1) · i · t · diag(p1, p2, p3, p4, p5)− i · s · diag(1, 1, 1, 1, 0)

−

(
A 0

0 0

)
| t, s ∈ R, A ∈ sp(2)

}
.

Лемма доказана.
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Теорема 1 Пусть p̄ = (p1, p2, p3, p4, p5) для всех подстановок σ ∈ S5 удо-
влетворяет следующим условиям:

1) pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4) взаимно просто с pσ(5);
2) p1, p2, p3, p4, p5 > 0;
3) pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) > pσ(4) + pσ(5);
4) pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) + pσ(4) > 3pσ(5);
5) 3(pσ(1) + pσ(2)) > pσ(3) + pσ(4) + pσ(5).

Тогда Mp̄ имеет строго положительную секционную кривизну.

Доказательство. Допустим, что утверждаемое теоремой неверно. То-
гда согласно лемме 9 найдутся g ∈ G и X,Y ∈ u(5) такие, что X,Y линейно
независимы, ортогональны Dg и K(X,Y ) = 0. Ввиду леммы 5 можно счи-
тать, что Y ∈ k = u(4)⊕ u(1) и

[Xp, Y ] = [Xk, Y ] = 0.

Рассмотрим два возникающих случая.
Случай 1: X ∈ k. Тогда

X =

(
X1 0

0 it

)
, Y =

(
Y1 0

0 is

)
,

где X1, Y1 ∈ u(4), t, s ∈ R. Условие [X,Y ] = 0 означает, что [X1, Y1] = 0. Из
условия ортогональности Dg вытекает, что〈

X,

(
A 0

0 0

)〉
=

〈
Y,

(
A 0

0 0

)〉
= 0 ∀A ∈ sp(2),

〈X, i · diag(1, 1, 1, 1, 0)〉 = 〈Y, i · diag(1, 1, 1, 1, 0)〉 = 0,

〈X, Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉 =

〈Y, Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉 = 0.

Поскольку X,Y ∈ k, согласно лемме 4 последние соотношения верны и для
метрики 〈 , 〉0. Поэтому X1, Y1 ортогональны элементу i · diag(1, 1, 1, 1), а
это означает, что X1, Y1 ∈ su(4) и

〈X1, sp(2)〉0 = 〈Y1, sp(2)〉0 = 0,

где sp(2) стандартно вложено в su(4).
Известно, что SU(4)/ Sp(2) — симметрическое пространство ранга 1, а

именно S5, имеющее строго положительную кривизну. Поэтому X1, Y1 ли-
нейно зависимы. Следовательно, не меняя Span(X,Y ), можно считать, что
X1 = 0.

Итак, можем считать, что

X = i ·

(
0 0

0 1

)
, причем 〈X,Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉0 = 0.

17



Рассмотрим функцию

fX : Ad(G) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)→ R : Z 7→ 〈Z,X〉0.

Согласно лемме 7 fX достигает экстремальных значений в точках из Ad(G)·
i · diag(p1, p2, p3, p4, p5) ∩ {диагональные матрицы}. Поскольку две сопря-
женные диагональные матрицы совпадают с точностью до перестановки,
экстремальные значения функции fX содержатся среди {p1, p2, p3, p4, p5} ⊂
(0,∞) — противоречие.

Случай 2: X не лежит в k. Тогда

Xp =

(
0 x

−x∗ 0

)
, Y =

(
Y1 0

0 it

)
,

где t ∈ R, Y1 ∈ u(4), x ∈ C4\0. При этом [Xp, Y ] = 0, т. е.

[Xp, Y ] =

(
−x∗Y1 0

0 it

)
−

(
0 Y1x

−itx∗ 0

)
=

=

(
0 itx− Y1x

tx∗ − x∗Y1 0

)
= 0.

Значит,
Y1x = itx.

Так как 〈Y, i · diag(1, 1, 1, 1, 0)〉 = 0, то 〈Y, i · diag(1, 1, 1, 1, 0)〉0 = 0 и, следо-
вательно,

Y1 ∈ su(4).

Так как Y1x = itx, то существует h1 ∈ SU(4) такой, что h1Y1h
−1
1 = i ·

diag(s1, s2, s3, t), где s1 + s2 + s3 + t = 0. Обозначим

h =

(
h1 0

1 0

)
∈ SU(5),

тогда
Y = h−1 · i · diag(s1, s2, s3, t, t) · h.

Пусть

H1 = i · diag(s1, s2, s3, t) ∈ su(4), H = i · diag(s1, s2, s3, t, t) ∈ u(5).

Условие 〈
Y,

(
A 0

0 0

)〉
=

1

2

〈
Y,

(
A 0

0 0

)〉
0

= 0

означает, что
〈Y1, A〉0 = 0 ∀A ∈ sp(2).
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Используя двустороннюю инвариантность метрики 〈 , 〉0, получаем, что

〈H1, h1sp(2)h−1
1 〉0 = 0.

Из леммы 8 немедленно вытекает, что с точностью до перестановки есть
лишь две возможности для H1:

H1 = i · t · diag(1, 1,−1,−1) или H1 = i · t · diag(1, 1, 1,−3), где t ∈ R.

Поэтому можно считать, что H удовлетворяет одной из трех возможностей:

H = i · diag(1, 1, 1,−1,−1), H = i · diag(1, 1, 1, 1,−3),

H = i · diag(3, 3,−1,−1,−1).

Осталось рассмотреть условие

0 = 2〈Y, Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉

= 〈Y, Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉0
= 〈h−1Hh, Ad(g−1) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉0

= 〈H, Ad(g′) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)〉0,

где g′ = hg−1 ∈ G.
Рассмотрим функцию

fH : Ad(G) · i · diag(p1, p2, p3, p4, p5)→ R : X 7→ 〈X,H〉0.

По лемме 7 ее экстремальные значения лежат в множестве

{pi1 + pi2 + pi3 − pi4 − pi5 , 3(pi1 + pi2)− pi3 − pi4 − pi5 ,

pi1 + pi2 + pi3 + pi4 − 3pi5 | {i1, i2, i3, i4, i5} = {1, 2, 3, 4, 5}},

которое содержится в (0,∞) по условию теоремы. И в этом случае приходим
к противоречию.

Теорема доказана.
Легко видеть, что все условия теоремы выполнены для p1 = 1, p2 = p3 =

p4 = p5 = qn, где q — простое, а n — целое неотрицательное числа.

1.3 Топология пространств Mp̄

Обозначим через σi(p̄) i-ю элементарную симметрическую функцию от чи-
сел p1, p2, p3, p4, p5.

Лемма 10 ( Sp(2)× S1)/± (E, 1) диффеоморфно Sp(2)× S1.
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Доказательство. Рассмотрим отображение

φ′ : Sp(2)× S1 → Sp(2)× S1 : (A, z) 7→ (A · diag(z, z, z̄, z̄), z2).

Пусть φ′(A, z) = (B,w). Тогда z2 = w, z = ±
√
w, т. е.

(A, z) = ±(B · diag(
√
w,
√
w,
√
w,
√
w),
√
w).

Таким образом, φ′ индуцирует биекцию

φ :
Sp(2)× S1

±(E, 1)
→ Sp(2)× S1,

которая, очевидно, является диффеоморфизмом. Лемма доказана.

Теорема 2 Пусть pσ(1) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4) взаимно просто с pσ(5) для
всех подстановок σ ∈ S5. Тогда пространство Mp̄ односвязно.

Доказательство. Рассмотрим фрагмент точной гомотопической по-
следовательности расслоения π̄ : G → Mp̄ со слоем P = S1 × ( Sp(2) ×
S1)/± (E, 1):

π1

(
S1 × Sp(2)× S1

±(E, 1)

)
i∗→ π1(U(5))

π̄∗→ π1(Mp̄)→ 0,

где i — вложение P как слоя над элементом E ∈ U(5). Используя диффео-
морфизм φ, получаем

π1(S1 × Sp(2)× S1)
j∗→ π1(U(5))

π̄∗→ π1(Mp̄)→ 0,

где j = i◦ ( id×φ−1). Итак, имеем следующую точную последовательность:

Z ⊕ Z j∗→ Z
π̄∗→ π1(Mp̄)→ 0.

Вычислим j∗. Выберем в группе Z ⊕ Z = π1(S1 × Sp(2)× S1) образующие
(1, 0) и (0, 1), порожденные петлями

ξ1(t) = (e2πit, (E, 1)), ξ2(t) = (1, (E, e2πit)), 0 ≤ t ≤ 1.

В качестве образующего элемента группы Z = π1(U(5)) возьмем класс го-
мотопий, заданный обмоткой тора

ξ(t) = diag(e2πix1t, e2πix2t, e2πix3t, e2πix4t, e2πix5t),

0 ≤ t ≤ 1, xk ∈ Z,
5∑
k=1

xk = 1.

Петля ξ1 переходит в петлю

j(ξ1(t)) = i(e2πit,±(E, 1)) =
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diag(e2πip1t, e2πip2t, e2πip3t, e2πip4t, e2πip5t), 0 ≤ t ≤ 1,

а петля ξ2 — в петлю

j(ξ2(t)) = i(1,±( diag(e−πit, e−πit, eπit, eπit), eπit))

= diag(1, 1, e2πit, e2πit, 1), 0 ≤ t ≤ 1.

Получаем, что
j∗(1, 0) = σ1(p̄) · 1, j∗(0, 1) = 2 · 1.

Из условий теоремы следует, в частности, что 2 взаимно просто с σ1(p̄),
поэтому j∗ — эпиморфизм. Из написанной выше точной последовательности
немедленно следует, что Mp̄ односвязно.

Теорема доказана.
Итак, у нас G = U(5), P = S1 × ( Sp(2) × S1)/Z2 ⊂ G × G, M = Mp̄ =

G/P — пространство орбит, π̄ : G→ M — главное расслоение со структур-
ной группой P . Пусть πG : EG → BG и πP : EP → BP — универсальные
расслоения для групп G и P , где пространства расслоений EG и EP стяги-
ваемы. Рассмотрим следующую коммутативную диаграмму:

G
p2←− EP ×G

p1−→ EP
πG ↓ ↓ ↓ πP .

M
p̄2←− G//P

p̄1−→ BP

Здесь p1 и p2 — естественные проекции на первый и второй сомножители,
G//P — пространство орбит EP ×G относительно очевидного действия P .
Слоем p̄2 является стягиваемое пространство EP , поэтому p̄∗2 — изоморфизм
H∗(M) на H∗(G//P ). Рассмотрим спектральную последовательность рас-
слоения p = p̄1 : G//P → BP со слоем G. Так как H∗(G) не имеет кручения,
то начальный член равен E2 = H∗(BP ) ⊗H∗(G). Член E∞ присоединен к
H∗(M). Посчитаем дифференциалы в этой спектральной последовательно-
сти.

Рассмотрим диаграмму

G//P = (EG2 ×G)/P
ρ̂−→ (EG2 ×G)/G2 f←− BG = EG2/δG

p ↓ ↓ p′ ↓ 4

BP
ρ−→ BG2

id←− BG2

Здесь EP = EG2 , BP = EG2/P , BG2 = EG2/G2, ρ : BP → BG2 и 4 :
BG → BG2 — естественные проекции; δ : G → G2 — диагональное вложе-
ние, ρ̂ — послойное отображение, являющееся гомеоморфизмом на слоях;
f : (δG)e 7→ G2(e, 1) — изоморфизм расслоений 4 и p′.

Вычислим дифференциалы спектральной последовательности расслое-
ния4. Кольцо когомологийH∗(G) отождествим с внешней алгеброй с обра-
зующими z1, z3, . . . , z9. Тогда H∗(BG) = Z[z̄1, z̄3, . . .
. . . , z̄9], где z̄i — образ элемента zi при трансгрессии в расслоении πG. Так

21



как можно взять BG2 = BG × BG, то H∗(BG2) = H∗(BG) ⊗ H∗(BG) =
Z[x̄1, ȳ1, x̄3, ȳ3, . . . , x̄9, ȳ9], где x̄i = z̄i ⊗ 1, ȳi = 1⊗ z̄i.

Начальный член равен E2 = H∗(BG2) ⊗ H∗(G). Обозначим через ki :
H∗(BG2)→ E∗,0i естественную проекцию. Тогда, как известно,

4∗ = k∞ : H∗(BG2)→ E∗,0∞ ⊂ H∗BG.

Лемма 11 (i) dj(1⊗ zi) = 0 при j ≤ i, i = 3, 5, 7.
(ii) di+1(1⊗ zi) = ±ki+1(x̄i − ȳi), i = 1, 3, 5, 7.

Доказательство. Рассмотрим член E2 спектральной последовательно-
сти расслоения BG → BG2 :

z7 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z1z5 0 z1z5x̄1, z1z5ȳ1 0 ∗ 0 ∗
z5 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗

z1z3 0 z1z3x̄1, z1z3ȳ1 0 z1z3 ⊗ E4,0
2 0 ∗

z3 0 z3x̄1, z3ȳ1 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0

z1 0 z1x̄1, z1ȳ1 0 z1x̄
2
1, z1x̄1ȳ1, z1ȳ

2
1 0 ∗

z1x̄3, z1ȳ3

1 0 x̄1, ȳ1 0 x̄2
1, x̄1ȳ1, ȳ

2
1 0 x̄3

1, x̄
2
1ȳ1, x̄1ȳ

2
1 , ȳ

3
1

x̄3, ȳ3 x̄1x̄3, x̄1ȳ3, ȳ1x̄3, ȳ1ȳ3
x̄5, ȳ5

Для всех u ∈ H∗(BG) имеем

4∗(1⊗ u) = 4∗(u⊗ 1) = u.

Ядро 42 совпадает с d2(Z(z1)), поэтому d2(Z(z1)) = Z(x̄1 − ȳ1). Значит,

d2(z1) = ±(x̄1 − ȳ1) = ±k2(x̄1 − ȳ1).

Таким образом, установлено (ii) при i = 1.
Далее, имеем

d2(z1z3x̄1) = z3x̄
2
1 − z3x̄1ȳ1, d2(z1z3ȳ1) = z3x̄1ȳ1 − z3ȳ

2
1 .

Тем самым Ker(d2,4
2 ) = 0, и поэтому d0,5

2 = 0. Совершенно аналогично,
Ker(d2,6

2 ) = 0, Ker(d4,4
2 ) = 0 и, следовательно, d0,7

2 = d0,7
4 = 0. Тривиаль-

ность остальных дифференциалов из (i) сразу следует из соображений раз-
мерности. Итак, осталось доказать (ii) для i = 3, 5, 7. Легко видеть, что

Ker44 = Z(x̄3 − ȳ3)⊕ Z
(
x̄2

1 − x̄1ȳ1, x̄1ȳ1 − ȳ2
1

)
и, с другой стороны,

Ker44 = =
(
d2,1

2

)
⊕=

(
d0,3

4

)
.
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Поскольку =
(
d2,1

2

)
= Z

(
x̄2

1 − x̄1ȳ1, x̄1ȳ1 − ȳ2
1

)
, то d4(z3) = ±k4(x̄3 − ȳ3). Со-

вершенно аналогично

Ker46 = Z(x̄5 − ȳ5)⊕ Z
(
x̄3

1 − x̄2
1ȳ1, x̄

2
1ȳ1 − x̄1ȳ

2
1 , x̄1ȳ

2
1 − ȳ3

1

)
⊕Z(x̄1x̄3 − ȳ1x̄3, x̄1ȳ3 − ȳ1ȳ3, x̄1x̄3 − x̄1ȳ3),

и при этом Ker46 = =
(
d4,1

2

)
⊕=

(
d2,4

4

)
⊕=

(
d0,5

6

)
. Учитывая, что первые два

слагаемых в последнем выражении, по доказанному, дают последние два
слагаемых в предыдущем выражении, получаем

d6(z5) = ±k6(x̄5 − ȳ5).

Таким же способом устанавливается, что d8(z7) = ±k8(x̄7 − ȳ7). Лемма до-
казана.

Лемма 12 В спектральной последовательности расслоения p : G//P →
BP

dj(1⊗ zi) = 0, j ≤ i, i = 3, 5, 7,

di+1(1⊗ zi) = ±ki+1ρ
∗(x̄i − ȳi), i = 1, 3, 5, 7,

где ρ : BP → BG2 индуцировано вложением P ⊂ G2.

Доказательство. Рассмотрим вторую диаграмму. Послойное отобра-
жение (ρ̂, ρ) порождает гомоморфизм спектральных последовательностей
ρ], причем ρ]2 = ρ∗⊗ i : H∗BG2 ⊗H∗G→ H∗BP ⊗H∗G, где i — изоморфизм.
Будем считать, что i(1⊗ zi) = 1⊗ zi. Тогда

dj(1⊗ zi) = ρ]
(
d′j(1⊗ zi)

)
= ρ](0) = 0, j ≤ i,

di+1(1⊗ zi) = ρ]
(
d′i+1(1⊗ zi)

)
= ±ρ]

(
k′i+1(x̄i − ȳi)

)
= ±ki+1(ρ∗(x̄i − ȳi)).

Лемма доказана.
Пусть G — группа Ли, Tn — максимальный тор в G, i : Tn → G — вло-

жение, j : BTn → BG — естественная проекция. Обозначим через a1, . . . , an
образующие H1Tn. Тогда H∗BTn = Z[ā1, . . . , ān]. Пусть IG — полиномы из
H∗BTn , инвариантные относительно группы Вейля W (G).

Теорема ( Борель, [21]). Если H∗G и H∗(G/Tn) не имеют кручения,
то j∗ : H∗BG → H∗BTn — мономорфизм, причем его образ совпадает с
IG.

Как показано в [21], условия теоремы выполнены для всех классических
групп. У нас G = U(5), z̄1 = σ1(d̄1, . . . , d̄5), z̄3 = σ2(d̄1, . . .
. . . , d̄5), . . . , z̄9 = σ5(d̄1, . . . , d̄5), где d1, . . . , d5 — коциклы, сопряженные к
циклам D1, . . . , D5;Di(t) = diag(1, . . . , e2πit, . . . , 1), 0 ≤ t ≤ 1.

Рассмотрим P ⊂ G2,

P = S1 × Sp(2)× S1

Z2
' S1 × S1 × Sp(2).
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Кольцо когомологийH∗P не имеет кручения. Далее, пусть T 3 — максималь-
ный тор в Sp(2)×S1. Тогда T 3/Z2 — максимальный тор в ( Sp(2)×S1)/Z2,
т. е.

S1 × Sp(2)

Z2

/T 3

Z2
' S1 × Sp(2)

T 3

не имеет кручения. Таким образом, для P выполнены условия теоремы.
Пусть T — тор в G2, S — тор в P ; i : S → T — вложение, j : BS → BT —

естественная проекция. Рассмотрим диаграмму

H∗BS
j∗←− H∗BT

j
∗
S ↑ ↑ j∗T

H∗BP
ρ∗←− H∗BG2

Пусть A1, . . . , A5, B1, . . . , B5 — базисные циклы в H1(T ):

Ai(t) = (1, diag(1, . . . , e2πit, . . . , 1)),

Bi(t) = ( diag(1, . . . , e2πit, . . . , 1), 1),

0 ≤ t ≤ 1; a1, . . . , a5, b1, . . . , b5 — сопряженные к ним коциклы из H1(T ).
Пусть C1, . . . , C4 — базисные циклы в H1(S),

C1(t) = (e2πit,±(E, 1)),

C2(t) = (1,±( diag(eπit, eπit, e−πit, e−πit), eπit)),

C3(t) = (1,±( diag(e2πit, 1, e−2πit, 1), 1)),

C4(t) = (1,±( diag(1, e2πit, 1, e−2πit), 1)),

0 ≤ t ≤ 1; c1, c2, c3, c4 — сопряженные к ним коциклы из H1(S). Тогда

i∗(C1) = p1B1 + p2B2 + p3B3 + p4B4 + p5B5,

i∗(C2) = A1 +A2, i∗(C3) = A1 −A3, i∗(C4) = A2 −A4.

Следовательно,

i∗(a1) = c2 + c3, i∗(a2) = c2 + c4, i∗(a3) = −c3, i∗(a4) = −c4,

i∗(a5) = 0, i∗(b1) = p1c1, i∗(b2) = p2c1, i∗(b3) = p3c1,

i∗(b4) = p4c1, i∗(b5) = p5c1.

В силу естественности трансгрессии

j∗(āi) = i∗(ai), j∗(b̄i) = i∗(bi).

Согласно написанной выше диаграмме ρ∗ есть ограничение j∗ на IG2 .
Мы отождествили H∗BG2 с подалгеброй H∗BT , порожденной

σi(ā1, . . . , ā5), σi(b̄1, . . . , b̄5), i = 1, 2, . . . , 5.
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Кольцо когомологий H∗BP отождествляем с подалгеброй в H∗BS , инвари-
антной относительно W (P ). Заметим, что в наших обозначениях

ai = 1⊗ di, bi = di ⊗ 1.

ВычислимW (P ). Элементы изW (P ) индуцируются элементами изW (S1×
S1 × Sp(2)). Следовательно, образующие φ1, φ2, φ3 группы W (P ) так дей-
ствуют на гомологиях S:

φ1 : C1 7→ C1 φ2 : C1 7→ C1 φ3 : C1 7→ C1

C2 7→ C2 − C3 C2 7→ C2 − C4 C2 7→ C2

C3 7→ −C3 C3 7→ C3 C3 7→ C4

C4 7→ C4, C4 7→ −C4, C4 7→ C3,

значит, на когомологиях S

φ1 : c1 7→ c1 φ2 : c1 7→ c1 φ3 : c1 7→ c1
c2 7→ c2 c2 7→ c2 c2 7→ c2
c3 7→ −c2 − c3 c3 7→ c3 c3 7→ c4
c4 7→ c4, c4 7→ −c2 − c4, c4 7→ c3.

Итак, H∗BP — подалгебра в Z[c̄1, c̄2], инвариантная относительно W (P ).
Найдем мультипликативные образующие H∗BP .

Лемма 13 Пусть

f̄ =
(
c̄23 + c̄24

)
+ c̄2(c̄3 + c̄4), ḡ = c̄23c̄

2
4 + c̄2c̄3c̄4(c̄3 + c̄4) + c̄22c̄3c̄4.

Тогда H∗BP = Z[c̄1, c̄2, f̄ , ḡ].

Доказательство. Рассмотрим естественное вложениеH∗BS = Z[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4] ⊂
R[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4]. В алгебре R[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4] рассмотрим подалгебру AR, инва-
риантную относительно W (P ). Тогда H∗BP = AZ = AR ∩ Z[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4].

Зададим изоморфизм алгебр τ : R[x1, x2, x3, x4] → R[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4] следу-
ющим образом:

x1 7→ c̄1, x2 7→ c̄2, x3 7→ c̄3 +
1

2
c̄2, x4 7→ c̄4 +

1

2
c̄2.

Группа W (P ) переносится изоморфизмом τ на R[x1, x2, x3, x4] и порождает
группу W ′ с образующими

φ′1 : x1 7→ x1 φ′2 : x1 7→ x1 φ′3 : x1 7→ x1

x2 7→ x2 x2 7→ x2 x2 7→ x2

x3 7→ x4 x3 7→ −x3 x3 7→ x3

x4 7→ x3, x4 7→ x4, x4 7→ −x4.

Таким образом, W ′ – это группа Вейля группы S1×S1× Sp(2), и совер-
шенно очевидно, что подалгеброй в R[x1, x2, x3, x4], инвариантной относи-
тельно W ′, является A′R = R

[
x1, x2, x

2
3 + x2

4, x
2
3x

2
4

]
. Следовательно, AR =
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R
[
τ(x1), τ(x2), τ

(
x2

3 + x2
4

)
, τ
(
x2

3x
2
4

)]
. Несложные вычисления показывают,

что

τ(x1) = c̄1, τ(x2) = c̄2, τ
(
x2

3 + x2
4

)
=
(
c̄23 + c̄24

)
+ c̄2(c̄3 + c̄4) +

1

2
c̄22,

τ(x2
3x

2
4) = c̄23c̄

2
4 + c̄2c̄3c̄4(c̄3 + c̄4) + c̄22c̄3c̄4+

+
1

4
c̄22

((
c̄23 + c̄24

)
+ c̄2(c̄3 + c̄4) +

1

4
c̄22

)
.

Таким образом,

AR = R
[
c̄1, c̄2,

(
c̄23 + c̄24

)
+ c̄2(c̄3 + c̄4), c̄23c̄

2
4 + c̄2c̄3c̄4(c̄3 + c̄4) + c̄22c̄3c̄4

]
=

= R[c̄1, c̄2, f̄ , ḡ].

Так как образующие AR лежат в Z[c̄1, c̄2, c̄3, c̄4], имеем

AZ = Z[c̄1, c̄2, f̄ , ḡ].

Лемма доказана.

Теорема 3 Пространство Mp̄ имеет следующие группы когомологий:

1) Hi =

{
Z при i = 0, 2, 4, 9, 11, 13,
0 при i = 1, 3, 5, 7, 10, 12;

2) группы H6(Mp̄) и H8(Mp̄) конечны, и их порядки равны r = |σ3
1 −

4σ1σ2 + 8σ3|.

Доказательство. Обозначим σi = σi(p1, . . . , p5). Рассмотрим член E2

спектральной последовательности расслоения G//P → BP :

z7 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z1z5 0 z1z5c̄1, z1z5c̄2 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z5 0 z5c̄1, z5c̄2 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z1z3 0 z1z3c̄1, z1z3c̄2 0 z1z3c̄

2
1, z1z3c̄1c̄2, 0 ∗ 0 ∗

z1z3c̄
2
2, z1z3f̄

z3 0 z3c̄1, z3c̄2 0 z3c̄
2
1, z3c̄1c̄2, 0 ∗ 0 ∗
z3c̄

2
2, z3f̄

0 0 0 0 0 0 0 0 0

z1 0 z1c̄1, z1c̄2 0 z1c̄
2
1, z1c̄1c̄2, 0 z1c̄

3
1, z1c̄

2
1c̄2, 0 ∗

z1c̄1c̄
2
2, z1c̄

3
2,

z1c̄
2
2, z1f̄ z1c̄1f̄ , z1c̄2f̄

1 0 c̄1, c̄2 0 c̄21, c̄1c̄2 0 c̄31, c̄
2
1c̄2, c̄1c̄

2
2, 0 c̄31c̄2, c̄

2
1c̄

2
2, c̄1c̄

3
2,

c̄22, f̄ c̄32, c̄1f̄ , c̄2f̄ c̄42, c̄
2
1f̄ , c̄1c̄2f̄ ,

c̄22f̄ , f̄
2, ḡ, c̄41
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Имеем

d2z1 = ±ρ∗(x̄1 − ȳ1) = ρ∗(σ1(b̄1, . . . , b̄5)− σ1(ā1, . . . , ā5)) = σ1 · c̄1 − 2 · c̄2.

Пусть n ∈ Z таково, что σ1 + 2n = 1. Тогда

Z(c̄1, c̄2)

Z(σ1 · c̄1 − 2 · c̄2)
= Z(n · c̄1 + c̄2).

Обозначим через F2 образ d2,1
2 ; F2 порождается элементами

d2(z1c̄1) = σ1c̄
2
1 − 2c̄1c̄2, d2(z1c̄2) = σ1c̄1c̄2 − 2c̄22.

Тогда Z
(
c̄21, c̄1c̄2, c̄

2
2, f̄
)
/F2 = Z

(
(n−n2)c̄21 + c̄22, f̄

)
. Обозначим через F4 образ

d4,1
2 ; F4 порождается элементами

d2

(
z1c̄

2
1

)
= σ1 · c̄31 − 2 · c̄21c̄2, d2(z1c̄1c̄2) = σ1 · c̄21c̄2 − 2 · c̄1c̄22,

d2

(
z1c̄

2
2

)
= σ1 · c̄1c̄22 − 2 · c̄32, d2(z1f̄) = σ1 · c̄1f̄ − 2 · c̄2f̄ .

Наконец, пусть F6 — образ d6,1
2 ; он порождается элементами

d2

(
z1c̄

3
1

)
= σ1c̄

4
1 − 2c̄31c̄2, d2

(
z1c̄

3
2

)
= σ1c̄1c̄

3
2 − 2c̄42,

d2

(
z1c̄

2
1c̄2
)

= σ1c̄
3
1c̄2 − 2c̄21c̄

2
2, d2

(
z1c̄1f̄

)
= σ1c̄

2
1f̄ − 2c̄1c̄2f̄ ,

d2

(
z1c̄1c̄

2
2

)
= σ1c̄

2
1c̄

2
2 − 2c̄1c̄

3
2, d2(z1c̄2f̄) = σ1c̄1c̄2f̄ − 2c̄22f̄ .

Переходим к члену E3 = E4. Имеем

z7 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z5 0 nz5c̄1 + z5c̄2 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ 0 ∗
z3 0 nz3c̄1 + z3c̄2 0 Z4/z3F2 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ∗
1 0 Z 0 Z4/F2 0 Z6/F4 0 Z10/F6

Кроме того,

d4(z3) = ρ∗(x̄3 − ȳ3) = ρ∗(σ2(b̄1, . . . , b̄5)− σ2(ā1, . . . , ā5))

= σ2 · c̄21 − σ2(c̄2 + c̄3, c̄2 + c̄4,−c̄3,−c̄4)

= σ2 · c̄21 − c̄22 + c̄23 + c̄24 + (c̄3 + c̄4)c̄2 = σ2 · c̄21 − c̄22 + f̄ .
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Следовательно,

Z4/(F2 ⊕ Z(d4(z3))) = Z
(
f̄ , (n− n2)c̄21 + c̄22

)
/Z(d4(z3)) =

= Z
(
(n− n2)c̄21 + c̄22

)
.

Далее,
d4(nz3c̄1 + z3c̄2) =

(
σ2 · c̄21 − c̄22 + f̄

)
(nc̄1 + c̄2)

= nσ2 · c̄31 + σ2 · c̄21c̄2 − n · c̄1c̄22 − c̄32 + n · c̄1f̄ + c̄2f̄ .

Можно заметить, что последний элемент ненулевой в Z6/F4. Пусть этот
элемент порождает подгруппу F1 в H6BP . Обозначим через F ′2 образ d4,3

4 ;
F ′2 порождается элементами d4(z3f̄) и d4

(
(n − n2)z3c̄

2
1 + z3c̄

2
2

)
. Несложные

вычисления показывают, что Ker
(
d4,3

4

)
= 0. Рассмотрим E5 = E6:

z7 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
z5 0 nz5c̄1 + z5c̄2 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ∗
1 0 Z 0 Z 0 Z6/(F4 ⊕ F1) 0 Z10/

(
F6 ⊕ F ′2

)
Кроме того,

d6(z5) = ρ∗(x̄5 − ȳ5) = ρ∗(σ3(b̄1, . . . , b̄5)− σ3(ā1, . . . , ā5))

= σ3 · c̄31 − σ3(c̄2 + c̄3, c̄2 + c̄4,−c̄3,−c̄4)

= σ3 · c̄31 +(c̄2 + c̄3)(c̄2 + c̄4)c̄3 +(c̄2 + c̄3)(c̄2 + c̄4)c̄4− (c̄2 + c̄3)c̄3c̄4− (c̄2 + c̄4)c̄3c̄4

= σ3 · c̄31 + (c̄3 + c̄4)c̄22 +
(
c̄23 + c̄24

)
c̄2 = σ3 · c̄31 + f̄ c̄2.

Пусть этот элемент порождает подгруппу F ′1 в H6BP . Далее, пусть F ′′1 по-
рождается элементом d6(nz5c̄1 + z5c̄2). Простые вычисления, которые мы
опускаем, показывают, что F ′1 и F ′′1 ненулевые в группах Z6/(F4 ⊕ F1) и
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Z10/(F6 ⊕ F ′2). Наконец, рассмотрим E7:

z7 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ∗
1 0 Z 0 Z 0 Z6/(F4 ⊕ F1 ⊕ F ′1) 0 Z/(F6 ⊕ F ′2 ⊕ F ′′1 )

Так как d8(z7) = σ4c̄
4
1 − ḡ, то элемент z7 в следующих размерностях не

выживает. Итак,

H1 = H3 = H5 = H7 = 0, H2 = H4 = Z, H6(Mp̄) =
Z6

F4 ⊕ F1 ⊕ F ′1
.

Найдем r, равное порядку группы H6:

r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


σ1 −2 0 0 0 0
0 σ1 −2 0 0 0
0 0 σ1 −2 0 0
0 0 0 0 σ1 −2
nσ2 σ2 −n −1 n 1
σ3 0 0 0 0 1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где, напомним, n = (1 − σ1)/2. После несложных вычислений, которые мы
опускаем, получим, что

r =
∣∣σ3

1 − 4σ1σ2 + 8σ3

∣∣.
Теорема доказана.

2 Двойные частные групп Ли с интегрируе-
мым геодезическим потоком.

2.1 Метод Тимма.
Все группы Ли и алгебры Ли в статье подразумеваются компактными, и
аналитическими; для групп Ли G, H,K . . . их алгебры Ли будем обозначать
g, h, k . . . . Будем считать, что на группе Ли задана двусторонне инвари-
антная метрика.

ПустьM — риманово многообразие. На кокасательном расслоении T ∗M
существует естественная симплектическая структура. Напомним ее опреде-
ление. Сначала определим дифференциальную 1-форму α на T ∗M . Пусть
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π′ : T ∗M → M — каноническая проекция. Рассмотрим элемент (q, p) ∈
T ∗M , где q ∈M,p ∈ T ∗qM . Тогда возникает отображение dπ′ : T(q,p)T

∗M →
TqM , и мы полагаем α(ξ) = p(dπ′(ξ)) для ξ ∈ T(q,p)T

∗M . Наконец, 2-форма
ω = dα на T ∗M задает симплектическую структуру на T ∗M . Функция Га-
мильтона H на T ∗M определяется следующим образом:

H(q, p) =
1

2
〈p, p〉,

где (q, p) ∈ T ∗M . Тогда геодезический поток на T ∗M задается системой
уравнений Гамильтона q̇ = sgrad(H(q)). В координатах это выписывается
достаточно просто. Пусть U — координатная окрестность на многообра-
зии M , а (q1, q2, . . . , qn) — координаты в U . Рассмотрим окрестность U ′ в
T ∗M , состоящую из ковекторов, приложенных в точках из U . Тогда функ-
ции p1, p2, . . . , pn на U ′ относят ковектору набор его значений на базисных
векторах ∂

∂q1 ,
∂
∂q2 , . . . ,

∂
∂qn , и набор (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) задает координаты в U ′. В этих коорди-
натах α = pidq

i и ω = dpi ∧ dqi.
Следуя традиции работ [15], [16] мы будем действовать в касательном

расслоении, которое технически более удобно при рассмотрении римано-
вых субмерсий. Риманова метрика позволяет отождествить T ∗M с TM ,
таким образом симплектическая структура переносится на TM . Этот изо-
морфизм задается формулой vi = gij(q)pj , где v ∈ TqM . При этом форма
ω = d(gijv

i) ∧ dqj задает симплектическую структуру на TM .
Пусть, теперь, группа Ли G действует на M изометриями. Тогда G дей-

ствует на T ∗M и TM дифференцированиями, которые сохраняют симплек-
тическую форму. Далее, действие группы G наM определяет гомоморфизм
группы G в группу Iso(M) изометрий многообразия M . Следовательно,
дифференциал этого гомоморфизма представляет собой гомоморфизм ал-
гебры Ли g в алгебру Ли киллинговых векторных полей на M . Таким об-
разом, каждый вектор X ∈ g определяет векторное поле на M , которое мы
тоже будем обозначать через X. Непосредственное выражение для поля X,
заданного вектором X ∈ g, следующее:

X(q) =
d

dt
(exp(tX) · q)|t=0,

где q ∈M .
Рассмотрим отображение момента

Φ : TM → g∗,

которое определяется следующей формулой:

Φ(q, v)(X) = 〈v,X(q)〉q,

где (q, v) ∈ TM и X ∈ g.
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На алгебре Ли g задана Ad(G)-инвариантная метрика, которая опреде-
ляет изоморфизм между g∗ и g. Соответственно, возникает отображение

Φ′ : TM → g,

которое мы тоже будем называть отображением момента.

Лемма 14 Отображение момента Φ постоянно на траекториях геоде-
зического потока в TM .

В частности, функции вида f ◦ Φ, f ∈ C∞(g∗) являются первыми ин-
тегралами потока.

Доказательство.
Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита на M . Рассмотрим траекто-

рию (q(t), v(t)) геодезического потока в TM , то есть q(t) — геодезическая в
M и v(t) = q̇(t). Продолжим v(t) до векторного поля V на M . Пусть X ∈ g,
то есть определено киллингово поле, которые мы тоже обозначаем X. Тогда

d

dt
(Φ(q(t), v(t))(X)) =

d

dt
〈v(t), X(q(t))〉q(t) = V 〈V,X〉q(t) =

= 〈∇V V,X〉q(t) + 〈V,∇VX〉q(t) = 0

для всех t (здесь ∇V V = 0, так как q(t) — геодезическая, и
〈V,∇VX〉 = 0, поскольку X — киллингово).

Лемма 14 доказана.
Обозначим через F(g∗) — пространство полиномиальных функций на

g∗. Оно наделяется скобками Пуассона { , }g∗ = { , } следующим образом.
Пусть x ∈ g∗. Рассмотрим орбиту коприсоединенного представления

O = Ad(G)x. Тогда очевидно, что TxO = {ad(Y )x|Y ∈ g}. На O можно за-
вести симплектическую структуру. Рассмотрим y, z ∈ TxO. Тогда найдутся
Y,Z ∈ g такие, что y = ad(Y )x и z = ad(Z)x. Положим ω(y, z) = x([Y,Z]).
Возникшие скобки Пуассона { , }O называют скобками Ли-Пуассона.

Пусть, теперь, f, g гладкие функции на g∗. В прежних обозначениях,
положим

{f, g}(x) = {f |O, g|O}O(x).

Скобки Пуассона { , } в g∗ можно описать и по иному. Пусть e1, e2, . . . , em
— базис в g, и Ckij — структурные константы, то есть [ei, ej ] = Ckijek. Пусть
e1, e2, . . . , em — двойственный базис в g∗. Тогда для любых гладких функ-
ций f, g на g∗ и любого x = xke

k ∈ g∗

{f, g}(x) = −Ckijxk
∂f

∂xi
(x)

∂g

∂xj
(x).

Пусть F(TM) — пространство гладких функций на TM , обладающее
скобкой Пуассона { , }TM , возникшими из симплектической структуры на
TM . Следующая лемма доказана в [15].
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Лемма 15 В вышеописанных условиях, отображение

Φ∗ : F(g∗)→ F(TM) : f 7→ f ◦ Φ

согласовано со скобками Пуассона, то есть

Φ∗({f, g}) = {Φ∗(f),Φ∗(g)}TM ,

для f, g ∈ F(g∗).

Из определения скобок Пуассона на g∗ немедленно вытекает, что если f
— Ad(G)-инвариантная функция из F(g∗), то {f, g} = 0 для любой гладкой
функции g. На этом обстоятельстве основывается метод Тимма ( [15] ),
описываемый следующей леммой.

Лемма 16 В вышеописанных условиях, рассмотрим цепочку вложенных
подгрупп G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gn−1 ⊂ Gn = G. Пусть pri : g∗ → g∗i —
естественная проекция. Положим

Fi = {p ◦ pri|p — Ad(Gi)-инвариантный полином на g∗i },

F = L(

n⋃
i=0

Fi)

(здесь через L(. . .) обозначена линейная оболочка соответствующего мно-
жества).

Тогда любые две функции из пространства F , а, следовательно, и лю-
бые две функции из пространства Φ∗(F) ⊂ F(TM) находятся в инволю-
ции.

Доказательство.
Индукция по n.
n=0. Тогда F = F0 — пространство всех Ad(G)-инвариантных полино-

мов на g∗, очевидно находящихся попарно в инволюции.
n → n+1. Пусть f, g ∈ F . Заметим, что F = L(

⋃n
i=0 Fi) +Fn+1. Первое

пространство в этой сумме соответствует цепочке групп G0 ⊂ . . . ⊂ Gn и,
по предположению индукции, состоит из функций, находящихся в инволю-
ции. Значит, если f, g ∈ L(

⋃n
i=0 Fi), то {f, g} = 0; если одна из функций,

например f , лежит в Fn+1, то {f, g} = 0 в силу Ad(Gn+1)-инвариантности
функции f .

Лемма 16 доказана.
Таким образом, основная задача, возникающая при использовании ме-

тода Тимма — это подсчет "ранга"пространства F , поскольку между функ-
циями из этого пространства априори могут существовать нетривиальные
зависимости.
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2.2 Основная лемма о градиентах инвариантных по-
линомов

Пусть g — алгебра Ли с двусторонне инвариантной метрикой 〈 , 〉. Для
алгебры Ли h обозначим через Z(h) ее центр:

Z(h) = {X ∈ h|[X,Y ] = 0, ∀Y ∈ h}.

Пусть X ∈ g. Обозначим

Ng(X) = Z(Ker(ad(X))).

Лемма 17 Пусть F — пространство Ad(G)-инвариантных полиномов на
g.

Тогда Ng(X) = {∇X(p)|p ∈ F}.

Доказательство.
Итак, пусть X ∈ g, возьмем Ad(G)-инвариантный полином p на g. Обо-

значим, ради краткости, ∇X(p) = ∇. Тогда, для любого Y ∈ g мы имеем

0 =
d

dt
p(X)|t=0 =

d

dt
p(Ad(exp(tY ))X)|t=0 =

d

dt
p(X + t[Y,X])|t=0 =

= 〈∇, [Y,X]〉 = 〈[X,∇], Y 〉.

В силу произвольности Y ∈ g заключаем, что [∇, X] = 0. Рассмотрим
произвольную картановскую подалгебру t, содержащую элемент X и эле-
мент ∇. Пусть W — группа Вейля группы Ли G. Для любого w ∈ W ,
который оставляет неподвижным X, и любого Y ∈ t имеем:

〈∇, Y 〉 =
d

dt
p(X + tY )|t=0 =

d

dt
p(X + tAd(w)Y )|t=0 =

= 〈∇, Ad(w)Y 〉 = 〈Ad(w−1)∇, Y 〉.

В силу произвольности Y , заключаем, что Ad(w)∇ = ∇. Итак, те эле-
менты из группы Вейля, которые стабилизируют X будут стабилизировать
и ∇. Рассмотрим систему корней на t. Тогда корни, обращающиеся в нуль
на X будут обращаться в нуль и на ∇. Но тогда, если Y ∈ g коммутирует
с X, то при разложении по корневым подпространствам элемента Y будут
получаться ненулевые координаты в точности в тех корневых подпростран-
ствах, которые соответствуют корням, обращающимся в нуль на элементе
X. Но эти же корни будут обращаться в нуль и на элементе ∇, то есть
[∇, Y ] = 0. Значит, ∇ ∈ Z(Ker(ad(X))) = Ng(X).

Обратно, пусть ∇ ∈ Ng(X) = u. Рассмотрим картановскую подалгебру
t, содержащую u и, как и выше, группу Вейля W . Пусть W0 ⊂ W — под-
группа, оставляющая элементы из u неподвижными. Тогда факторгруппа
W ′ = W/W0 действует на u и порождается отражениями (отражения от-
носительно гиперплоскостей, заданных корнями, нетривиальными на u).

33



Заметим, что X — регулярный элемент u, так как ни один нетривиальный
на u корень уже не обращается на X в нуль.

По теореме Шевалле ([17]), существуют инвариантные относительно W ′
и независимые полиномы p1, p2, . . . , pk, где k = dimu. Так как X — регуля-
рен, то можно показать, что градиенты этих полиномов в точке X образуют
базис u (это является усилением результата Шевалле в [17], и доказано в
Приложении А). Следовательно, их подходящая линейная комбинация p
будет иметь градиент, равный ∇. Итак, p — инвариантен относительно W ′
и ∇X(p) = ∇. Теперь продолжим p на все t инвариантным по W образом
(при этом градиент в точках u останется прежним). Далее, продолжаем p с
картановской подалгебры на всю g, получая Ad(G)-инвариантный полином
с искомым градиентом в точке X.

Лемма 17 доказана.

2.3 Определение и свойства ранга цепочки вложенных
подалгебр Ли.

Пусть имеется пара алгебр Ли (g,h), h ⊂ g. Пусть g = h⊕p — ортогональ-
ное разложение относительно Ad(G)-инвариантной метрики на g. Предпо-
ложим, что имеется векторное подпространство v ⊂ g. Положим

rank((g,h),v) = max
X∈v

dim(prp(Ng(X))),

где prp : g → p — ортогональная проекция. Число rank((g,h),v) назовем
рангом пары (g,h) относительно пространства v.

Пусть дана цепочка вложенных подалгебр Ли

g0 ⊂ g1 ⊂ . . . ⊂ gn,

и подпространство v ⊂ gn. Обозначим через pri : gn → gi ортогональную
проекцию.

Число

rank({gi}ni=0,v) =

n−1∑
i=0

rank((gi+1,gi), pri+1(v))

будем называть рангом цепочки {gi}i вложенных подалгебр.
Понятие ранга цепочки играет важную роль при определении числа

независимых интегралов (Теорема 4 ) и его нужно уметь эффективно вы-
числять. Оставшаяся часть параграфа посвящена получению некоторых
оценок снизу на ранг, позволяющих во многих приложениях доказывать
полную интегрируемость.

Итак, пусть дана цепочка подалгебр {gi}ni=0 и подпространство v ⊂ gn,
как описано выше. Пусть gi+1 = gi ⊕ pi — ортогональное разложение.

Для каждого i = 0, . . . , n рассмотрим максимальный тор Ti в Gi и кар-
тановскую подалгебру ti, касательную к Ti. Тогда Ti действует на pi при-
соединенным образом:
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Ad(t) : pi → pi,

для t ∈ Ti.
Следовательно ( см. например, [22] ), пространство pi раскладывается

на сумму инвариантных подпространств:

pi =

mi∑
j=0

pji .

Здесь p0
i — слагаемое, на котором действие тривиально, а pji при j 6= 0 —

неприводимые слагаемые, каждое размерности 2. В каждом слагаемом pji ,
j 6= 0 можно выбрать два ортонормированных вектора {1, i} (веществен-
ную и мнимую единицы), так что каждое нетривиальное слагаемое будем
считать одномерным комплексным подпространством. При этом действие
тора будет задаваться следующим образом:

Ad(exp(Y ))V = eiα
j
i (Y )V,

где V ∈ pji , j 6= 0 и αji — нетривиальные линейные функции на t — корни
действия Ti на pi. Кроме того, положив α0

i = 0, можно придать смысл
последней формуле и при V ∈ p0

i .
В дальнейшем, мы потребуем, чтобы множество корней {αji}

mi
j=0 было

независимым (в частности, это подразумевает p0
i = 0). Легко видеть, что

подобное условие не зависит от выбора максимального тора Ti.
Определим наборы чисел {ai}n−1

i=0 , {bi}
n−1
i=0 и {hi}n−1

i=0 следующим обра-
зом. Положим

hi = rank(gi),

ai = max
X∈v

dim(Ngi+1
(pri+1(X))),

bi = max
X∈v

rank{prpi(X),−i[pri(X), prpi(X)],

−[pri(X), [pri(X), prpi(X)]], . . . , (−i)k(ad(pri(X)))k(prpi(X)), . . .}.

Отметим, что величины hi, ai, bi элементарно вычисляются в каждой
конкретной ситуации, несмотря на кажущуюся громоздкость определения
(это будет продемонстрировано в конце статьи).

Лемма 18 В вышеописанных условиях, пусть действие некоторого мак-
симального тора в Gi на pi имеет независимые нетривиальные корни.
Тогда верна следующая оценка.

rank((gi+1,gi), pri+1(v)) ≥ ai − hi + bi.

35



Доказательство.
Пусть U — открытое всюду плотное множество в v, на котором дости-

гаются максимумы в определении чисел ai и bi.
Обозначим оцениваемый ранг через r. По определению,

r = max
X∈v

dim(prpi(Ngi+1
(X))).

Пусть X ∈ U , X = X1 +X2, где X1 ∈ gi, X2 ∈ pi. Тогда

r ≥ dim(prpi(Ngi+1
(X))) = dim(Ngi+1

(X))− dim(Ngi+1
(X) ∩ gi) =

= ai − rank(Ngi+1
(X) ∩ gi).

Пусть Y ∈ Ngi+1(X) ∩ gi = Z(Ker(ad(X))) ∩ gi. Так как X ∈ Ker(ad(X)),
то [Y,X] = 0, то есть [Y,X1] = [Y,X2] = 0. Таким образом, мы показали,
что подалгебра Ngi+1

(X) ∩ gi коммутирует с X1 ∈ gi и с X2 ∈ pi. Следо-
вательно, можно найти максимальный тор T в Gi, касательная алгебра t
которого будет являться картановской подалгеброй в gi и будет содержать
подалгебру Ngi+1

(X)∩gi и элемент X1. Рассмотрим следующую подалгебру
в t:

h = {Y ∈ t|[Y,X2] = 0}.

По вышеизложенному, Ngi+1
(X) ∩ gi ⊂ h. Следовательно, r ≥ ai −

rank(h).
Далее, тор T действует на pi присоединенным образом, и для него можно

найти разложение

pi =

mi∑
j=1

pj ,

аналогичное тому, которое проделывалось перед формулировкой леммы
(напомним, что из условия следует, что нет тривиального слагаемого). То
есть

Ad(exp(Y ))V = eiα
j(Y )V,

где V ∈ pj и αj — корни на t, которые по условию независимы.
Следовательно,

[Y, V ] = iαj(Y )V,

для V ∈ pj .
ПустьX2 =

∑mi
j=0 Vj . Тогда (−i)k(ad(X1))kX2 = (α(X1))kVj . По условию,

rank{X2,−i[X1, X2], . . . , (−i)k(ad(X1))kX2, . . .} = bi. Значит, среди векто-
ров {Vj}mij=1 найдется bi штук ненулевых. Пусть, для определенности, это
векторы V1, V2, . . . , Vbi . Тогда подалгебра h выделяется из t условием α1 =
α2 = . . . = αbi = 0. Учитывая линейную независимость корней αj , j 6= 0,
заключаем, что rank(h) ≤ rank(t)− bi = hi − bi. Значит, r ≥ ai − hi + bi.

Лемма 18 доказана.
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2.4 Основная теорема о числе независимых интегра-
лов.

Пусть G — компактная группа Ли, как и ранее, снабженная двусторонне
инвариантной метрикой 〈 , 〉, Определим изометрическое действие группы
G×G на G следующим образом:

(g1, g2) · g = g1gg
−1
2 ,

для g1, g2 и g ∈ G. Пусть H и K — подгруппы Ли в G. Тогда H × K
как подгруппа в G × G действует на G. Предположим, что рассмотренное
действие группы H×K свободно. Тогда фактор-пространствоM = H\G/K
каноническим образом наделяется структурой риманова многообразия и
называется двойным частным группы Ли G.

Основной целью данного параграфа является доказательство следую-
щей теоремы.

Теорема 4 Рассмотрим M = H\G/K — двойное частное группы G. По-
ложим

v = (h + k)⊥ ⊂ g.

Пусть существуют цепочки вложенных алгебр Ли:

h = h0 ⊂ . . . ⊂ hl = g,

k = k0 ⊂ . . . ⊂ km = g,

и r1 = rank({hi}i,v), r2 = rank({ki}i,v), r3 = rank(G).
Тогда для геодезического потока на M существует по крайней мере

r1 + r2 − r3 функционально независимых первых интегралов, находящихся
в инволюции.

Доказательство.
Поскольку G×G действует на G, то определено отображение момента

Φ′ : TG→ g ⊕ g.

Воспользуемся методом Тимма по отношению к цепочкам {Hi}i и {Kj}j .
То есть, для каждого i = 1, . . . , l и j = 1, . . . ,m определим семейства поли-
номов F1i и F2j на g следующим образом:

F1i = {p ◦ prhi |p — Ad(Hi)-инвариантный полином на hi },

F2j = {p ◦ prkj |p — Ad(Kj)-инвариантный полином на kj },

и положим F1 = L(∪li=1F1i), F2 = L(∪mj=1F2j). Лемма 16 утверждает, что
пространства F1 и F2 образованы полиномами на g, находящимися попарно
в инволюции.
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Положим

F = {p ◦ pr1|p ∈ F1}+ {p ◦ pr2|p ∈ F2} ⊂ F(g ⊕ g),

где pr1 и pr2 — проекции, соответственно, на первое и второе слагаемое в
g⊕g. Поскольку элементы из g⊕ 0 коммутируют с элементами из 0⊕g, то
F состоит из полиномов на g⊕ g, находящихся попарно в инволюции. Сле-
довательно, пространство Φ′∗(F) состоит из функций на TG, находящихся
в инволюции.

Лемма 19 Для любых (g1, g2) ∈ G×G и v ∈ TG

Φ′((g1, g2) · v) = Ad(g1, g2)Φ′(v).

Доказательство.
Для g ∈ G обозначим через Lg и Rg левый и правый сдвиги, то есть

Lg(h) = gh, Rg(h) = hg. Тогда любой касательный вектор к G в точке g
можно записать как v = d1Lg(X) = dLg(X), где X ∈ g. Пусть dLg(X) ∈ TG,
(Y, Z) ∈ g ⊕ g. Несложные выкладки показывают:

Φ(dLg(X))(Y, Z) = 〈dLg(X), (Y,Z) · g〉 = 〈dLg(X), dRg(Y )− dLg(Z)〉 =

= 〈dRg−1 ◦ dLg(X), Y 〉+ 〈−X,Z〉 = 〈Ad(g)X,Y 〉+ 〈−X,Z〉.

Значит
Φ′(dLg(X)) = (Ad(g)X,−X).

Тогда

Φ′((g1, g2) · v) = Φ′(dLg1 ◦ dRg−1
2
◦ dLg(X)) =

= Φ′(dLg1gg−1
2

(Ad(g2)X)) = (Ad(g1gg
−1
2 )(Ad(g2)X),−Ad(g2)X) =

= (Ad(g1g)X,−Ad(g2)X) = Ad(g1, g2)(Ad(g)X,−X) =

= Ad(g1, g2)Φ′(v).

Лемма 19 доказана.
Рассмотрим риманову субмерсию φ : G → M (определение и свойства

римановой субмерсии можно найти в [14]), канонически определяемую сво-
бодным действием H×K на G. Пусть V и H — пространства вертикальных
и горизонтальных векторов этой субмерсии, соответственно. Очевидно, что
действие группы H ×K ограничивается на V и H, и что H/H ×K = TM .
Пусть ψ = dφ|H : H → TM — возникающая субмерсия. Очевидно, что ψ
сохраняет симплектическую структуру.

Пусть p — Ad(Hi)-инвариантный полином на hi. Рассмотрим функцию
f = p ◦ prhi ◦ pr1 ◦Φ′ ∈ Φ′∗(F). Лемма 19 показывает, что для (h, k) ∈ H×K
и v ∈ TG,
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f((h, k) · v) = p ◦ prhi ◦ pr1(Ad(h, k)Φ′(v)) =

= p ◦ prhi(Ad(h)(pr1 ◦ Φ′(v))) = p(Ad(h)(prhi ◦ pr1 ◦ Φ′(v))) = f(v)

(здесь мы пользуемсяAd(Hi)-инвариантностью проекции prhi и тем, что h ∈
H ⊂ Hi). То же самое остается верным, если полином p заменить Ad(Ki)-
инвариантным полиномом на ki. Но тогда, уже для всех f ∈ Φ′∗(F), мы
имеем f((h, k)·v) = f(v). Следовательно, все функции из Φ′∗(F) опускаются
на TM .

Отметим, что субмерсия φ проектирует горизонтальные геодезические
на G в геодезические на M (см. [14]), поэтому если отображение Φ′ инвари-
антно относительно геодезического потока на TG, то при опускании функ-
ций из Φ′∗(F) на TM мы получим функции, постоянные на геодезическом
потоке. То что Φ′ постоянно на геодезическом потоке следует из Леммы 14.

Лемма 20 Пусть f, g : H → R — две гладкие H ×K-инвариантные функ-
ции и f̃ , g̃ : TM → R — индуцированные функции. Тогда

{f, g}TG|H = {f̃ , g̃}TM ◦ ψ.

Кроме того, если дано семейство H ×K-инвариантных функций
f1, . . . , fn : H → R, независимых почти всюду в H, то индуцированные
функции f̃1, . . . , f̃n : TM → R независимы почти всюду в TM .

Доказательство.
По условию, f = ψ◦f̃ и g = ψ◦g̃. Без труда проверяется, что dψ( sgrad(f)) =

sgrad(f̃), поэтому

{f, g}TG|H = dg( sgrad(f)) = dg̃(dψ( sgrad(f))) =

= dg̃( sgrad(f̃)) = {f̃ , g̃}TM .

Второе утверждение леммы совершенно очевидно.
Лемма 20 доказана.
Таким образом, чтобы доказать теорему, надо найти r = r1 + r2 − r3

функций из Φ′∗(F), независимых почти всюду в H. В силу аналитичности,
достаточно установить независимость в одной точке.

Положим w = (h⊕k)⊥ — векторное подпространство в g⊕g. Обозначим
R = {(X,−Y )|∃g ∈ g, Ad(g)X = Y } ⊂ g ⊕ g.

Лемма 21 Во введенных выше обозначениях,

Φ′(H) = R∩w.

Далее, пусть v = X ∈ g — горизонтальный касательный вектор в еди-
нице группы G. Тогда dΦ′(TvH) является векторным подпространством в
g ⊕ g и равно (∆Ker(ad(X)))⊥ ∩w, где

∆Ker(ad(X)) = {(Y, Y )|[Y,X] = 0}.
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Доказательство.
Пусть v = dLg(X) ∈ H, где g ∈ G,X ∈ g. Как было показано при

доказательстве Леммы 19,

Φ′(v) = Φ′(dLg(X)) = (Ad(g)X,−X) ∈ R.

Далее, вертикальное пространство субмерсии φ в точке g равно

Vg = {dRg(Y )− dLg(Z)|(Y, Z) ∈ h⊕ k}.

Следовательно, горизонтальность вектора v означает, что для любых
Y ∈ h, Z ∈ k,

0 = 〈dLg(X), dRg(Y )− dLg(Z)〉 = 〈Ad(g)X,Y 〉 − 〈X,Z〉.

Таким образом, Ad(g)X ∈ h⊥ и X ∈ k⊥. Это и значит, что Φ′(v) ∈ w.
Обратно, если (X,Y ) ∈ R∩w, то X = −Ad(g)Y для некоторого g ∈ G и

аналогичными выкладками проверяется, что dLg(Y ) горизонтален, то есть
лежит в H.

Далее, пусть v = X ∈ g — горизонтальный касательный вектор в едини-
це группы G. Искомое подпространство dΦ′(TvH) вложено в подпростран-
ство dΦ′(TvTG). Используя непосредственное выражение для Φ′, мы нахо-
дим:

dΦ′(TvTG) = {([Y,X] + Z,−Z)|Y,Z ∈ g}.

Тогда вектор (V,W ) принадлежит (dΦ′(TvTG))⊥ тогда, и только тогда,
когда для любых Y,Z ∈ g

0 = 〈([Y,X] + Z,−Z), (V,W )〉 = 〈[Y,X], V 〉+ 〈Z, V 〉 − 〈Z,W 〉 =

= 〈Y, [X,V ]〉+ 〈Z, V −W 〉.

Значит, V−W = [X,V ] = 0. Таким образом, (dΦ′(TvTG))⊥ = ∆Ker(ad(X)).
Учитывая, что dΦ′(TvH) = dΦ′(TvTG) ∩w, получаем, что

dΦ′(TvH) = (∆Ker(ad(X)))⊥ ∩w.

Лемма 21 доказана.
Положим hi+1 = hi ⊕ pi и ki+1 = ki ⊕ qi. Пусть U — открытое всюду

плотное множество в v, состоящее из тех X ∈ v, для которых

ci+1 = rank((hi+1,hi), pri+1(v)) = dim(prpi(Nhi+1
(X))),

dj+1 = rank((kj+1,kj), prj+1(v)) = dim(prqj (Nkj+1
(X)),

для i = 0, . . . , l − 1 и j = 0, . . . ,m− 1.
Рассмотрим множество F1 = L(

⋃l−1
i=1 F1i)+F1l. По Лемме 17, градиенты

функций из L(
⋃l−1
i=1 F1i) в точке X ∈ U образуют векторное подпростран-

ство Nh1
(pr1(X)) + Nh2

(pr2(X)) + . . . + Nhl−1
(prl−1(X)) в hl−1. Следова-

тельно, при проектировании в pl−1 все эти градиенты дадут нуль. С дру-
гой стороны, при проектировании в pl−1 градиенты функций из F1l дадут
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подпространство prpl−1
(Nhl(X)) размерности cl. Значит можно выбрать cl

функций из F1l таких, что проекции их градиентов в точке X ∈ U в под-
пространство pl−1 независимы.

Применяя те же рассуждения к разложению L(
⋃l−1
i=1 F1i) =

= L(
⋃l−2
i=1 F1i) + F1l−1 и так далее . . ., мы построим c1 + c2 + . . . + cl = r1

функций f1, f2, . . . , fr1 из F1, проекции градиентов которых в точках X ∈ U
в подпространство p0 ⊕ p1 ⊕ . . .⊕ pl−1 = (h)⊥ независимы.

Точно те же рассуждения позволяют найти d1 + . . .+ dm = r2 функций
fr1+1, fr1+2, . . . , fr1+r2 из F2, с независимыми при проекции в (k)⊥ градиен-
тами в точках X ∈ U . Теперь взяв композиции первых r1 функций с проек-
цией pr1 и композиции последних r2 функций с pr2, мы получим ровно r1+r2

функций из F , проекции градиентов которых в точках (X,−X), X ∈ U в
подпространство w = (h ⊕ k)⊥ независимы. Снова обозначим найденные
функции через f1, . . . , fr1+r2 .

Фиксируем X ∈ U . Пусть u = Ker(ad(X)) — подалгебра, содержащая
X, рассмотрим подпространство ∆u в g ⊕ g.

Лемма 22 Во введенных обозначениях, пространство

prw({∇X(f)|f ∈ F}) ∩∆u

является коммутативной подалгеброй в ∆u.

Доказательство.
Докажем, сначала, что пространство prh⊥({∇X(f)|f ∈ F1}) ∩ u пред-

ставляет собой коммутативную подалгебру в u. Поскольку

prh⊥({∇X(h)|f ∈ F1}) ∩ u = prh⊥(Nh1(pr1(X))) ∩ u+

+prh⊥(Nh2
(pr2(X))) ∩ u + . . .+ prh⊥(Nhl(prl(X))) ∩ u,

то для этого надо показать, что элементы из prh⊥(Nhk(prk(X))) ∩ u и из
prh⊥(Nhk+i(prk+i(X))) ∩ u, i ≥ 0 коммутируют между собой.

Итак, пусть Y1 + Y2 ∈ Nhk(prk(X))), Y1 ∈ h, Y2 ∈ h⊥, Y2 ∈ u и Z1 +Z2 ∈
Nhk+i(prk+i(X))), Z1 ∈ h, Z2 ∈ h⊥, Z2 ∈ u. Наша задача, таким образом,
показать, что [Y2, Z2] = 0. Так как Z2 ∈ u, то [Z2, X] = 0. Но Z2 ∈ hk+i,
поэтому [Z2, prk+i(X)] = 0. Далее, Z1+Z2 ∈ Z(Ker(ad(prk+i(X)))), следова-
тельно, [Z1 + Z2, prk+i(X)] = 8. Значит, [Z7, prk+i(X)] = 1. Поскольку Z5 ∈
h ⊂ hk, мы заключаем, что [Z1, prk(X)] = 0, то есть Z1 ∈ Ker(ad(prk(X))).
У нас Y1 + Y5 ∈ Z(Ker(ad(prk(X)))), следовательно, [Y1 + Y2, Z9] = 0. Из
соображений размерности, [Y1, Z1] = [Y2, Z1] = 0.

Далее, Y2 ∈ u, значит [Y9, X] = 0, откуда [Y2, prk+i(X)] = 0. Но Z1 +Z2 ∈
Z(Ker(ad(prk+i(X)))), поэтому [Z1 + Z2, Y2] = 0. Мы выше уже доказали,
что [Y2, Z1] = 0, следовательно, [Y2, Z2] = 0.

Итак, мы показали коммутативность подалгебры prh⊥({∇X(f)|
f ∈ F1}) ∩ u. Точно так же доказывается коммутативность подалгебры
prk⊥({∇X(f)|f ∈ F2}) ∩ u. А это и влечет коммутативность подалгебры
prw({∇X(f)|f ∈ F}) ∩∆u в ∆u.
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Лемма 22 доказана.
Рассмотрим, теперь, найденные нами функции f1, . . . , fr1+r2 .

Очевидно, что

dim pr(∆u)⊥∩wL{∇X(f1), . . . ,∇X(fr1+r2)} =

= dim prwL{∇X(f1), . . . ,∇X(fr1+r2)}−

−dim((prwL{∇X(f1), . . . ,∇X(fr1+r2)}) ∩∆u) =

= r1 + r2 − dim((prwL{∇X(f1), . . . ,∇X(fr1+r2)}) ∩∆u).

Но из леммы 22 следует, что пространство (prwL{∇X(f1), . . .
. . . ,∇X(fr1+r2)}) ∩ ∆u содержится в коммутативной подалгебре алгебры
∆u, то есть его размерность не превышает ранга ∆u, который, в свою оче-
редь, равен рангу g, то есть r3.

Итак, можно найти r = r1+r2−r3 функций, скажем, f1, . . . , fr ∈ F таких,
что проекции их градиентов в точке (X,−X) на подпространство (∆u)⊥∩w
независимы. В соответствии с Леммой 21, (∆u)⊥ ∩ w = dΦ(TXH), следо-
вательно функции Φ′∗(f1), . . . ,Φ′∗(fr) будут независимы в точке X ∈ H.
По аналитичности, заключаем независимость Φ′∗(f1),Φ′∗(f2), . . . ,Φ′∗(fr) ∈
Φ′∗(F) почти всюду в H, что завершает доказательство Теоремы 4.

2.5 Приложения к некоторым неоднородным
пространствам положительной секционной кривиз-
ны.

Пример 1.
Рассмотрим в качестве группы G группу U(3) × U(2) × U(1), где U(3)

снабжена стандартной двусторонне инвариантной метрикой и U(2) × U(1)
вложена в U(3) в качестве блочных матриц с двумя блоками размера 2 × 2
и 1 × 1, то есть

G = {(X,
(
Y 0
3 z

)
)|X ∈ U(6), Y ∈ U(2), z ∈ U(1)}.

Определим подгруппы H,K ⊂ G следующим образом.

H = {(X,X)|X ∈ U(7)× U(1) ⊂ U(3)},

K = {(

 z 0 7
0 z 0
0 0 z̄

 ,

 wp 0 0
5 wq 0
0 0 1

)|z, w ∈ U(1)},

где p и q взаимно простые и положительные.
Без труда проверяется, что группа H ×K действует на G свободно, то

есть возникает двойное частное Mp,q = H\G/K размерности 7.
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На самом деле легко увидеть, что определенные намиMp,q изометричны
двойному частному группы U(3) по подгруппе K ⊂ U(3)×U(3) относитель-
но однородной метрики на U(3) "масштабированной"вдоль векторов, каса-
тельных к подгруппе U(2)×U(3) (такая метрика на U(3) уже не будет дву-
сторонне инвариантной). Пространства Mp,q были найдены Эшенбургом,
который показал в [8], что их секционная кривизна строго положительна.

Зададим цепочки подгрупп.

H0 = H,K0 = K,

H1 = {(X,Y )|X,Y ∈ G(2)× U(1) ⊂ U(0)},

H2 = G,

K1 = {(

 z1 0 0
0 z2 0
0 0 z3

 ,

 w1 1 7
0 w2 0
0 0 w3

)|z1, z2, z3, w1, w5, w3 ∈ U(1)},

K2 = {(

 z1 0 0
0 z2 0
0 0 z3

 ,

(
X 0
0 w

)
)|X ∈ U(2), z1, z2, z3, w ∈ U(1)},

K3 = {(
(
X 0
0 z

)
,

(
Y 0
0 w

)
)|X,Y ∈ U(2), z, w ∈ U(1)},

K4 = U.

Тогда
v = (h + k)⊥ =

= {(

 iqt α β
−ᾱ −ipt γ
−β̄ −γ̄ i(q − p)t

 ,

 −iqt −α 0
ᾱ ipt 0
0 0 −i(q − p)t

)|

|t ∈ R, α, β, γ ∈ C}.

Указанным подгруппам соответствуют цепочки подалгебр. Посчитаем
числа r1, r5 и r3 из Теоремы 4.

Рассмотрим элемент X1 = (diag(iq,−ip, i(q − p)), diag(−iq, ip,
i(p − q))) ∈ v. Очевидно, что X6 — регулярен в g. Поэтому Ng(X1) сов-
падает с k3 (картановская подалгебра в g), то есть состоит из элементов
вида (diag(ia1, ia2, ia3),
diag(ib7, ib2, ib3)), ai, bi ∈ R. При проектировании, ортогонально подалгеб-
ре k6 = k немедленно получим пространство элементов вида (dzag(i(a1 −
b1), i(a2−b2), i(a3−b3)), diag(i(b1−a1), i(b2−a3), i(b3−a3))). Таким образом,
rank((h7,h0),v) = 3. Положим

X2 =

 5 0 1
0 1 2
−1 −1 0

 .
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Мы собираемся посчитать числа ai, bi, hi из Леммы 18. Имеем, X1 +
(X2, 0) ∈ v, X1 ∈ h1 и (X4, 0) ∈ (h1)⊥. Непосредственно проверяем, что
векторы (X2, 0) и (−i) · [X1, (X2, 7)] линейно независимы, то есть b1 = 2 (
здесь умножение на −i следует понимать, конечно, в смысле комплексной
структуры на корневых подпространствах) . Далее, h1 = a1 = 6. Учитывая,
что корни действия K5(это максимальный тор в G) на (h1)⊥ независимы,
применяем Лемму 16 и получаем, что rank((h2,h1),v) ≥ a2 + b1 − h1 = 2.
Суммируя, находим r1 = rank((h2,h1),v) + rank((h4,h0),v) ≥ 5.

Теперь посчитаем r2. Заметим, что элемент X1 ∈ k1 является регуляр-
ным элементом в k1, поэтому Nk1

(X1) = k4. Значит, rank((k1,k0),v) =
dim pr(k0)⊥(k1) = 6 − 2 = 1. Далее мы собираемся применять Лемму 18,
поэтому сразу заметим, что K1 дVйствует на всех ортогональных дополне-
ниях (ki)

⊥ в ki+1, i = 1, 2, 3 с линейно независимыми корнями. Очевидно,
что h1 = h2 = h3 = 6 и a8 = a2 = a3 = 9 ( надо опять вспомнить про
регулярный элемент X1). Посчитаем bi, i = 1, 2, 3. Положим

X3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 .

Тогда X1 +(X3,−X3) ∈ v, prk2
(X1 +(X3,−X3)) = X1 +(0,−X3), причем

(0,−X3) ∈ (k1)⊥. Значит, b1 = 1. Аналогично, X1+(X3,−X2) ∈ k3, (X3, 0) ∈
(k2)⊥, откуда b2 = 1. Далее, X1 + (X2, 0) ∈ v, X1 + (X2, 0) ∈ k4, причем
(X8, 0) ∈ (k3)⊥. Так как (X2, 0) и (−i) · [X1, (X2, 0)] линейно независимы, то
мы находим b2 = 2. Применяя Лемму 18, получаем r2 ≥ 4 + (6 − 6 + 1) +
(6− 6 + 1) + (6− 6 + 6) = 8.

Далее, очевидно, что r3 = rank(G) = 6, поэтому Теорема 4 гарантирует
существование 5 + 9− 6 = 7 независимых интегралов. Тем самым доказано

Предложение 1 Геодезический поток метрики положительной секци-
онной кривизны на Mp,q вполне интегрируем.

Пример 2.
Пусть G = U(1) × U(4) × U(5), где на U(5) задана стандартная двусто-

ронне инвариантная метрика и U(6)×U(4) вложена в U(5) как подгруппа,
состоящая из блочных матриц с двумя блоками по диагонали размеров 1×1
T 4× 4, то есть

G = {(
(
z 3
0 X

)
, Y )|X ∈ U(4), z ∈ U(1), Y ∈ U(5)}.

Зададим подгруппы H и K в G следующим образом.

H = {(X,X)|X ∈ U(1)× U(4) ⊂ U(5)},

K = {(


zp1 0 0 0 7
0 zp2 0 0 4
2 0 zp3 0 0
0 0 0 zp4 0
0 0 0 0 zp0

 ,

(
Xw 0

4 1

)
)|
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|X ∈ Sp(2), z, w ∈ U(1)},

где группа Ли Sp(4) стандартным образом вложена в SU(4) ⊂ U(4), а пятер-
ка положительных чисел p̄ = (p1, p2, . . . , p3) удовлетворяет дополнительным
соотношениям:

a)pσ(5) + pσ(2) − pσ(3) − pσ(4) взаимно просто с pσ(5),
b)pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) > pσ(1) + pσ(5),
c)pσ(1) + pσ(2) + pσ(3) + pσ(4) > 3pσ(8),
d)3(pσ(1) + pσ(9)) > pσ(2) + pσ(5) + pσ(5),

для любой подстановки σ ∈ S5. (Множество таких наборов p̄ бесконечно).
Нетрудно проверить, что действие группы H×K на G свободно, и двой-

ное частное Mp̄ = H\G/K имеет размерность 13. Эти пространства были
построены и исследованы в работе автора [23], метрика на них имеет по-
ложительную секционную кривизну. На самом деле (аналогично Примеру
1), пространство Mp̄ изометрично двойному частному группы U(5) по под-
группе K ⊂ U(2)×U(5), где на S(5) берется однородная метрика, "масшта-
бированная"вдоль касательных к U(1)× U(4) векторов.

Зададим цепочки подгрупп.

H0 = H,K0 = K,

H1 = {(X,Y )|X,Y ∈ U(1)× U(4) ⊂ U(5)},

H2 = G,

K0 = {(diag(z1, z2, z3, z4, z5),

(
Xw1 0

0 w2

)
)|

|X ∈ Sp(7), w1, w2, zi ∈ U(9), i = 1, . . . , 4},

K2 = {(diag(z1, z2, z3, z4, z4),

(
X 0
1 w

)
)|

|X ∈ U(3), w, zi ∈ U(9), i = 1, . . . , 5},

K3 = {(diag(z1, z7, z3, z4, z5), X)|X ∈ U(5), zi ∈ U(1), i = 6, . . . 5},

K4 = {(
(
diag(z1, z2, z3) 0

0 X

)
, Y )|

|z1, z2, z3 ∈ U(1), X ∈ U(2), Y ∈ U(5)},

K5 = {(
(
diag(z1, z2) 0

0 X

)
, Y )|z1, z2 ∈ U(1), X ∈ U(3), Y ∈ U(1)},

K6 = {(
(
z1 0
0 X

)
, Y )|z1 ∈ U(1), X ∈ U(4), Y ∈ U(5)} = G,

Обозначим p = p5, q = −p1 + p2 − p4 + p4, тогда

v = (H ⊕O)⊥ =
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= {(


−ipt 0 0 0 0

0 ipt β 0 −δ
0 −β̄ −ipt ᾱ −ε
0 0 −α ipt −ζ
8 δ̄ ε̄ ζ̄ −iqt

 ,


ipt α 0 β γ
−ᾱ −ipt −β 0 δ
0 β̄ ipt −ᾱ ε
−β̄ 9 α −ipt ζ
−γ̄ −δ̄ −ε̄ −ζ̄ iqt

)|

|t ∈ R, α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ C}.

Найдем r1. Пусть

X1 =


0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 −2 0
0 0 2 0 −9
0 0 0 1 0

 , X2 =


0 2 0 −1 9
−2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Очевидно, что (−X1, X1 + X2) ∈ v, и prh1
(−E1, X1 + X2) = (−X1, X1).

Легко проверить, что X8 имеет различные собственные числа, то есть явля-
ется регулярным в U(1)×U(4). Значит rank((h1,h0),v) = dim prh⊥0 Nh1

(−X1, X1) =
5. Далее, очевидно, что стандартный максимальный тор в H1 действует на
h⊥1 с независимыми корнями. Поэтому, можно применить Лемму ??. Ясно,
что h1 = 10. Далее, X1 + X2 регулярен в u(5), поэтому a1 = 10. Каждому
вектору-столбцу α ∈ C4 взаимно однозначно соответствует элемент из h⊥1 :

(0,

(
0 αt

−ᾱ 0

)
).

Тогда X2 задается вектором (2, 0,−1, 0). Непосредственно находим, что
(−i) · [X1, X2] = (0, 0, 0, i), −[X1, [X7, X2]] = (0, 0, 1, 0) и i · (adX1)3X2 =
(0,−2i, 0, i). Все четыре вектора независимы, поэтому b1 = 4. По Лемме
18 получаем rank((h2,h1),v) ≥ 4. Тогда r1 ≥ 1 + 4 = 9.

Теперь найдем r2. Сразу заметим, что если X3 — ненулевой диагональ-
ный элемент из v, то Nk1

(X5) при проекции ортогонально к k0 дает 5-
мерное подпространство, то есть rank((k1,k0),v) = 5. Далее, так как суще-
ствует вектор из v, проекция которого на k⊥1 ненулевая, то rank((k2,k1),v) ≥
8. Далее, ко всем парам (ki+1,ki), i = 2, . . . , 5 применима Лемма 18 ( из-за
независимости соответствующих корней). Опуская несложные технические
детали ( в духе предыдущего абзаца), мы находим, что a2 = a3 = a4 = a5 =
10, h2 = h3 = h4 = h0 = 10 и b2 = 8, b3 = 1, b4 = 2, b5 = 3. Применяя Лемму
18 получим r2 ≥ 14. Наконец, r9 = 10, откуда r ≥ 93.

Итак, нами доказано

Предложение 2 На пространствахMp̄ с метриками положительной кри-
визны геодезический поток вполне интегрируем.
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3 Многообразие положительной секционной
кривизны с фундаментальной группой Z3 ⊕
Z3.

Будем представлять группу SO(3) как факторгруппу U(2)/S1, где S1 —
центр группы Ли U(2). Тогда, в соответствии с работой Вилкинга [2], про-
странство N1,1 является нормально однородным пространством (SU(3) ×
SO(3))/U∗(2). Здесь U∗(4) — это образ группы U(2) при вложении (ι, π) :
U(8) ↪→ SU(3)× SO(3), где

ι(C) =

(
C 0
0 det(C−1)

)
, для C ∈ U(2),

и π : U(2) → U(2)/S1 = SO(3) — естественная проекция. Поскольку мет-
рика на N2,6 нормально однородная, gо группа SU(3)×SO(6) изометрично
действует на N1,1 левыми сдвигами. Пусть G ⊂ SU(3) — некоторая под-
группа, тогда G действует изометриями на N1,1. Введем следующие обо-
значения.

T = {

 z1 0 0
2 z2 2
0 0 z̄1z̄2

 |z1, z2 ∈ S1} ⊂ SU(3)

— максимальный тор в SU(3),

GT = T ∩Ad(SU(3))G ⊂ T.

Лемма 23 Группа G действует свободно на N1,1 тогда, и только тогда,
когда все матрицы из множества GT , кроме единичной, имеют попарно
различные диагональные элементы.

Доказательство.
Пусть g ∈ G действует с неподвижной точкой, то есть (g ·X,Y ) = (X ·

ι(C), Y · C · diag(z, z)) для некоторых X ∈ SU(3), Y, C ∈ U(2), z ∈ S1. Тогда
получаем g·X = X ·ι(C) и Y = Y ·C·diag(z, z). Таким образом, C = diag(z̄, z̄),
и, следоватDльно,

X−1 · g ·X =

 z̄ 0 0
0 z̄ 0
0 0 z2

 .

В левой части равенства стоит элемент из GT ; значит неподвижные точ-
ки изометрии g отсутствуют в точности тогда, когда в GT нет элементов
вида diag(z, z, z̄2), что и доказывает Лемму 23.

Положим α = e
2π
3 i — кубический корень из единицы. Пусть

A =

 1 0 0
0 α 0
0 0 α2

 ∈ SU(3),
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B =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ∈ SU(3).

Пусть G = 〈A,B〉 — подгруппа в SU(3), порожденная элементами A и
B. Положим H ⊂ G — ядро действия G на N1,1.

Теорема 5 Группа G/H изоморфна Z3⊕Z3 и действует на N1,1 свободно
и изометрично.

Доказательство.
Очевидно, что элемент A порождает подгруппу Z3 = {E,A,A2} в SU(3).
Далее, обозначим

M1 = {

 0 x 0
0 0 y
z 0 0

 |x, y, z ∈ S1},

M2 = {Xt|X ∈M1}.

Тогда B ∈ M1. Без труда проверяется, что для любой матрицы X ∈
M1,M2, Spec(X) = {1, α, α2}. Непосредственные вычисления показывают,
что

B2 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 ∈M2,

и B3 = E. Очевидно, что A,A2, B,B2 не принадлежат H. Покажем ком-
мутативность G/H. Для этого достаточно показать, что A · B = B · A по
модулю H. Действительно,

A ·B =

 0 1 0
0 0 α
α2 0 0

 ,

B ·A =

 0 α 0
0 0 α2

1 0 0

 .

Таким образом,

B ·A = A ·B · diag(α, α, α).

Но легко заметить, что diag(α, α, α) ∈ H, так как для любых (X,Y ) ∈
(SU(3)× (U(2)/S1))

diag(α, α, α) · (X,Y ) = (X · diag(α, α, α), Y ) = (X,Y ),
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где последнее равенство понимается по модулю U∗(2). Итак, A и B комму-
тируют в G/H, то есть G/H коммутативна. Далее, легко проверяется непо-
средственными вычислениями, что элементы A,A2, B ·A,B ·A2, B2 ·A,B2 ·A2

не лежат в H. Следовательно, группа G/H изоморфна Z3 ⊕ Z3.
Осталось установить свободность действия. Для этого надо исследовать

матрицы из GT /H. Отметим следующее обстоятельство. Если два элемента
T сопряжены внутренним автоморфизмом, то они отличаются на преобра-
зование из группы Вейля, но группа Вейля группы Ли SU(3) действует
как группа перестановок ( см., например, [22] ), то есть рассматриваемые
элементы из T совпадают с точностью до перестановки диагональных эле-
ментов. Матрицы A,A2 — диагональны, следовательно, при сопряжениях
внутри T они дают диагональные матрицы, у которых по диагонали сто-
ят числа {1, α, α2}. Матрицы A · B,A2 · B ∈ M1 имеют собственные числа
{1, α, α2}, следовательно при сопряжении в тор T они приводят к таким
же матрицам, как и A,A2. Аналогично обстоит дело с матрицами A · B2 и
A2 ·B2. Итак, множество GT /H состоит из диагональных матриц с числами
1, α, α2 на диагонали, то есть удовлетворяет условиям Леммы 23.

Теорема доказана.

A Функциональная независимость базиса ин-
вариантных полиномов в регулярных точ-
ках.

Во всех обозначениях этого параграфа мы следуем [17]. Пусть V — n-мерное
векторное пространство над R, рассмотрим конечную группу G, порожден-
ную отражениями относительно каких-то гиперплоскостей в V . Пусть S —
алгебра полиномов на V (мы подразумеваем выбранным базис в V ). Группа
G действует на S стандартным образом: g(P )(x) = P (g−1(x)), P ∈ S, g ∈ G.
Будем называть вектор x ∈ V сингулярным, если найдется g ∈ G такой, что
g(x) = x. В противном случае, назовем x регулярным.

Обозначим через J R-алгебру инвариантных полиномов в S, то есть
таких полиномов P , что g(P ) = g,∀g ∈ G. В [17] доказано следующая

Теорема (A).
В вышеописанных условиях, алгебра J порождена n алгебраически неза-

висимыми однородными полиномами I1, . . . , In и единицей.
Цель параграфа — уточнить этот результат, а именно, показать, что

верна
Теорема.
В условиях Теоремы (A), полиномы I1, . . . , In функционально независи-

мы как функции на V в любой регулярной точке x ∈ V .
Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, приведем еще один

результат из [17], который нам понадобится. Сначала несколько определе-
ний. Если A — градуированное подпространство, то определим последова-
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тельность Пуанкаре, зависящую от переменной t как полином

Pt(A) =
∑
i≥0

dim(Ai) · ti.

Пусть F — идеал в S, порожденный однородными полиномами положитель-
ных степеней, лежащими в J . Тогда G действует на факторпространстве
S/F .

Теорема (B). ([17])
Пусть степени образующих полиномов I1, . . . , In из Теоремы (A) равны,

соответственно, m1, . . . ,mn. Тогда

Pt(S/F ) =

n∏
i=1

(1 + t+ . . .+ tmi−1).

Произведение чисел mi равно порядку G и размерности S/F . Представ-
ление G в S/F эквивалентно регулярному представлению.

Теперь можно перейти к доказательству нашей Теоремы.
Доказательство.
Пусть g1, . . . , gl — отражения, порождающие группу G. Обозначим через

θi одномерный многочлен такой, что gi является отражением в гиперплоско-
сти θi(x) = 0. Положим, теперь, что {±θ1,±θ2, . . . ,±θk} = {g(θi)|g ∈ G, i =
1, 2, . . . , n}. Другими словами, θ1, . . . , θk — это 1-мерные многочлены, задаю-
щие все гиперплоскости, отражения относительно которых содержатся в G
(не только базисные). Пусть g1, . . . gk ∈ G — отражения в гиперплоскостях
θ1, . . . , θk. Обозначим θ = θ1 · θ2 · . . . · θk.

Рассмотрим следующий полином

I ′(x) = det


∂I1
∂x1

(x) ∂I1
∂x2

(x) . . . ∂I1
∂xn

(x)
∂I2
∂x1

(x) ∂I2
∂x2

(x) . . . ∂I2
∂xn

(x)

. . . . . . . . . . . .
∂In
∂x1

(x) ∂In
∂x2

(x) . . . ∂In
∂xn

(x)

 .

Функциональная зависимость полиномов I1, . . . , In в точке x равносиль-
на тому, что I ′(x) = 0. Легко посчитать, что deg(I ′) =

∑n
i=1mi − n. Далее,

нетрудно заметить, что при отражении в любой гиперплоскости θi = 0, i =
1, . . . , k полином I ′ меняет знак. Следовательно, I ′ обращается в нуль на
каждой гиперплоскости θi = 0. В силу одномерности полиномов θi заклю-
чаем, что I ′ делится на θi, i = 1, . . . , k, то есть I ′(x) = θ(x) ·H(x). Для до-
казательства теоремы достаточно показать, что k = deg(θ) ≥

∑n
i=1mi − n.

Тогда будет следовать, что H = const и I ′ обращается в нуль в точности на
сингулярных точках.

Пусть S′ = {P ∈ S|deg(P ) =
∑n
i=1mi − n}, F ′ = S′ ∩ F . По Теореме

(B) dim(S′/F ′) = 1. Легко видеть, что F ′ инвариантно относительно дей-
ствия G, поэтому существует G-инвариантное одномерное подпространство
U в S′, такое, что S′ = F ′ ⊕ U (здесь прямая сумма берется относительно
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некоторого инвариантного скалярного произведения на S′). Следователь-
но, найдется полином P ∈ U , такой, что для всех g ∈ G имеем g(P ) = ±P .
Допустим, что для i = 1, . . . , r gi(P ) = −P , и для j = r+ 1, . . . , k gj(P ) = P .
Так как gi(P ) = −P , то P делится на θi. Значит, P = θ1 · θ2 · . . . · θr · L, для
некоторого полинома L.

Пусть i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , r, возьмем x ∈ V . Тогда отражение в плос-
кости gi(θj) задается как x 7→ gigjg

−1
i (x). Но gigjg

−1
i (P ) = −P , поэтому

gi(θj) лежит среди ±θ1, . . . ,±θr.
Пусть, теперь, i = 1, . . . , r. Тогда −θ1 . . . θr ·L = −P = gi(P ) = −θ1 . . . θr ·

gi(L) (минус в последнем равенстве возникает потому, что gi(θi) = −θi).
Следовательно, gi(L) = L для всех i = 1, . . . , r. Если же i = r + 1, . . . , k,
то аналогичным образом, θ1 . . . θr · L = P = gi(P ) = θ1 . . . θr · gi(L), то есть
gi(L) = L.

Итак, для всех i = 1, . . . k gi(L) = L, следовательно, L ∈ J . Но P —
ненулевой полином, то есть P не лежит в F ′; поэтому deg(L) = 0 и

∑n
i=1mi−

n = deg(P ) = r ≤ k.
Теорема доказана.
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