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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ìåòðèê ñî ñïå-

öèàëüíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2.

Ãðóïïà ãîëîíîìèè - ýòî èíâàðèàíò ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, íåñó-

ùèé èíôîðìàöèþ î ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâàõ ãåîìåòðèè äàííîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ. Ïîíÿòèå ãðóïïû ãîëîíîìèè áûëî ââåäåíî Ý.Êàðòàíîì [6, 7, 8]

è, êðàòêî, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ôèêñèðîâàâ òî÷êó ìíîãîîáðà-

çèÿ ðàçìåðíîñòè n è ðàññìîòðåâ âñåâîçìîæíûå ïåòëè, íà÷èíàþùèåñÿ

è çàêàí÷èâàþùèåñÿ â âûáðàííîé òî÷êå, ìîæíî ïîëó÷èòü ãðóïïó, ñî-

ñòîÿùóþ èç âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü òàêèõ ïåòåëü - ýòî

è åñòü ãðóïïà ãîëîíîìèè, ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ëåæàùàÿ â O(n).

Ïåðâûå ïðèìåðû ñïåöèàëüíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ñâÿçàíû ñ ïîíÿòè-

åì ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òàêæå èçó÷àâøåãîñÿ Ý.Êàðòàíîì.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïà ãîëîíîìèè

ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, ðàññìîòðåííîé

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû òðàíñâåêöèé. Â äàëüíåéøåì, Áîðåëü è Ëèõíå-

ðîâè÷ [2] ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (èëè äëÿ ëþ-

áîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íî ïðè ðàññìîòðåíèè ëèøü ñòÿãèâàåìûõ ïåòåëü)

ãðóïïà ãîëîíîìèè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå.

Ñëó÷àé íåîäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçàëñÿ ñëîæíåå: êàê ïîêàçàë

Âèëêèíã [20], ãðóïïà ãîëîíîìèè íåîäíîñâÿçíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-

çèÿ ìîæåò íå áûòü çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé Ëè â O(n). Òåîðåìà äå Ðàìà

[19] ïîä÷åðêíóëà ãëîáàëüíûé õàðàêòåð ïîíÿòèÿ ãîëîíîìèè: îêàçàëîñü,
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÷òî åñëè ãðóïïà ãîëîíîìèè (âìåñòå ñî ñâîèì ïðåäñòàâëåíèåì íà êàñà-

òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå (ò.å. ïðèâîäèìà), òî ñàìî ìíîãîîáðàçèå ðàñïàäàåòñÿ

â ñîîòâåòñòâóþùåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ñëåäóþùèé êðóïíûé øàã â ïîíèìàíèè ñòðóêòóðû ãðóïï ãîëîíîìèè

áûë ñäåëàí Áåðæå [1]. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðèìàíîâî îäíîñâÿçíîå

ìíîãîîáðàçèå íåïðèâîäèìî è íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, îí äîêà-

çàë, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè ïðèíàäëåæèò ñïèñêó êàíäèäàòîâ, êîíå÷-

íîìó â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî Áåðæå

áûëî àëãåáðàè÷åñêèì è íå ïîçâîëÿëî îòâåòèòü âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè

ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ äàííîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè èç ñïèñêà. Âîç-

íèêëà çàäà÷à ðåàëèçàöèè ãðóïï ãîëîíîìèè èç ñïèñêà Áåðæå, êîòîðàÿ

ïîñòåïåííî áûëà ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ êàíäèäàòîâ.

Äëÿ íàñ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ãðóïïà ãîëîíîìèè G2. Âìå-

ñòå ñ ãðóïïîé Spin(7) äëÿ íåå íå áûëî ïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ðèìàíî-

âûì ìíîãîîáðàçèåì âïëîòü äî 1987 ãîäà, êîãäà Áðàéàíò è Ñàëàìîí [5]

ïîñòðîèëè ïåðâîå (íåêîìïàêòíîå è äàæå íå ïîëíîå) ðèìàíîâî ìíîãî-

îáðàçèå ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 è Spin(7). Â 1989 îíè æå ïîñòðîèëè

ïåðâûé ïðèìåð ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äàííûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.

Ïîñòðîåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçàëîñü òðóäíîé çàäà÷åé, è

áûëî ñäåëàíî ëèøü Äæîéñîì [15, 16] â 1996 ãîäó. Ïîñëå Äæîéñà Êîâà-

ëåâ [18] â 2003 ãîäó ïðåäëîæèë íîâóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê

ïîñòðîåíèþ êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè

G2.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ìîòèâàöèè äàííîé äèññåðòàöèè, ñõåìàòè÷íî îïè-

øåì êîíñòðóêöèè Äæîéñà è Êîâàëåâà. Äæîéñ ðàññìîòðåë ñïåöèàëüíîå

äåéñòâèå äèñêðåòíîé ãðóïïû íà ïëîñêîì òîðå ðàçìåðíîñòè 7, îñîáåí-

íîñòè ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðåííîãî äåéñòâèÿ èìåþò îêðåñò-

íîñòè, èçîìåòðè÷íûå T 4 × C2/Z2. Ïðîèçâåäÿ õèðóðãèþ Äæîéñ ïðè-
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êëåèë âìåñòî êàæäîé òàêîé îêðåñòíîñòè ïðîñòðàíñòâî T 3 × T ∗S2, ãäå

íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ðàññìîòðåíà ìåòðèêà Ýãó÷è-Õàíñîíà ñ

ãðóïïîé ãîëîíîìèè SU(2). Ïîñëå ýòîãî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòè-

ðóþùàÿ ìåòðèêà íà ïîëó÷åííîì ñåìèìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðà-

çèè ìîæåò áûòü äåôîðìèðîâàíà â ìåòðèêó ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2.

Êîâàëåâ ðàññìîòðåë íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè

SU(3) ñ öèëèíäðè÷åñêèì êîíöîì è ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñêëåèë äâà

òàêèõ ïðîñòðàíñòâà, óìíîæåííûõ íà îêðóæíîñòü (ìû çäåñü îïóñòèëè

ìíîãèå äåòàëè). Îïÿòü, íà ïîëó÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ðè-

ìàíîâà ìåòðèêà ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2. Â îáîèõ êîíñòðóêöèÿõ öåí-

òðàëüíóþ ðîëü èãðàåò íåêîòîðàÿ õèðóðãèÿ, ñêëåèâàþùàÿ ìåòðèêè ñ

ãðóïïîé ãîëîíîìèè, ëåæàùåé â G2, ïðè÷åì ýòè ìåòðèêè îïðåäåëåíû

íà íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñ ê íåêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâàì ñ ãðóï-

ïîé ãîëîíîìèè G2 ñòèìóëèðîâàëñÿ ïðèìåíåíèåì èõ â ôèçèêå, à èìåííî

â M -òåîðèè. Äåëî â òîì, ÷òî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãðóïïîé ãîëî-

íîìèè G2 ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè Ðè÷÷è-ïëîñêèì, òî åñòü ïîñòðîåíèå

ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåé-

íà ñ íóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Ýòî ïðèâåëî ê ïîñòðîåíèþ

äîïîëíèòåëüíûõ ïðèìåðîâ íåêîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ

ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 ñ èíòåðåñíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è òîïîëîãè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé ïîçâîëÿåò ëèáî

ÿâíî âûïèñàòü ìåòðèêó â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, ëèáî äåòàëüíî èçó-

÷èòü åå ñâîéñòâà. Áîëüøèíñòâî íåêîìïàêòíûõ ïðèìåðîâ ñòðîÿòñÿ êàê

äåôîðìàöèè êîíóñîâ íàä ñïåöèàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 59 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷å-

òûðåõ ãëàâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçáèòà íà ïàðàãðàôû. Áèáëèîãðàôèÿ

ñîäåðæèò 26 íàèìåíîâàíèé.

Ïåðâàÿ Ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Â íåé ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå îïðå-
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äåëåíèÿ è ôàêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Ïàðà-

ãðàô 1.1 êàñàåòñÿ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé; â ïàðà-

ãðàôå 1.2 ñîäåðæèòñÿ îïðåäåëåíèå G2 ñòðóêòóðû íà ðèìàíîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè. Ãëàâà 1 ñîäåðæèò ëèøü íåîáõîäèìûå íàì óòâåðæäåíèÿ è

íå ïðåòåíäóåò íà êàêóþ-ëèáî ïîëíîòó.

Âî âòîðîé Ãëàâå ìû ïðèâîäèì îáùóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîç-

âîëÿåò ñòðîèòü ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 ïî çàäàííîìó 7-

ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþM . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ êîíóñíóþ

ìåòðèêó íàä ïðîñòðàíñòâîì S3 × S3 è äåôîðìèðóåì åå ïðè ïîìîùè

÷åòûðåõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé, ìåíÿþùåéñÿ âäîëü îá-

ðàçóþùåé êîíóñà.

ds̄2 = dt2 +
3∑
i=1

Ai(t)
2 (ηi + η̃i)

2 +
3∑
i=1

Bi(t)
2 (ηi − η̃i)2 , (1)

ãäå ηi, η̃i � ýòî ñòàíäàðòíûé êîðåïåð èç 1-ôîðì, à ôóíêöèè Ai(t), Bi(t)

çàäàþò äåôîðìàöèþ êîíóñíîé îñîáåííîñòè.

Ýòà ÷åòâåðêà ôóíêöèé çàäàåò ðàçìåðû ñå÷åíèÿ êîíóñà íà äàííîì

óðîâíå t. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãðóïïå ãîëîíîìèè G2 ïðè ýòîì çà-

ïèñûâàåòñÿ êàê íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé íà äàííóþ ÷åòâåðêó ôóíêöèé ( Ëåììà 2.1 Ãëàâû 2

).

dA1

dt = 1
2

(
A2

1

A2
2
− A2

1

B2
2

)
dA2

dt = 1
2

(
B2

2−A2
2+B2

1

B1B2
− A1

A2

)
dB1

dt = A2
2+B2

2−B2
1

A2B2

dB2

dt = 1
2

(
A2

2−B2
2+B2

1

A2B1
+ A1

B2

) (2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (2) áûëî îïðåäåëåíî íà íåêîòî-

ðîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëü-

íûõ êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êå t0, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ðàçðåøåíèå

êîíóñíîé îñîáåííîñòè. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû äâà òèïà ðàçðåøå-
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íèÿ îñîáåííîñòè, ìû ôîðìóëèðóåì èõ â Ëåììå 3.1 Ãëàâû 3 è Ëåììå

4.1 Ãëàâû 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðèêà ds̄2 ïðîäîëæàëàñü äî ãëàä-

êîé ìåòðèêè íàM, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) A1(0) = A2(0) = 0, |A′1(0)| = |A′2(0)| = 1
2 ;

(2) B1(0) = B2(0) 6= 0, B′1(0) = B′2(0) = 0;

(3) ôóíêöèè Ai, Bi çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (0,∞).

Ëåììà 4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðèêà ds̄2 ïðîäîëæàëàñü äî ãëàä-

êîé ìåòðèêè íàM, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) B1(0) = 0, |B′1(0)| = 2;

(2) A2(0) = B2(0) 6= 0, A′2(0) = −B′2(0),

(3) A1(0) 6= 0, A′1(0) = 0;

(4) ôóíêöèè Ai, Bi çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (0,∞).

Äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòè ïðèâîäÿò ê äâóì ðàç-

ëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì òèïàì ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2.

Îñíîâíîé öåëüþ Ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà p < 0 ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ

ðèìàíîâà ìåòðèêà âèäà (1) ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 íà S
3×R4, òàêàÿ,

÷òî p = 12
B2

1(0)(A′′′1 (0)−A′′′2 (0))
.

Ïðè t → ∞ ìåòðèêè äàííîãî ñåìåéñòâà ñêîëü óãîäíî áëèçêî àï-

ïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì S1×C(S2×S3), ãäå C(S2×
S3) � êîíóñ íàä ïðîèçâåäåíèåì ñôåð.

Èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1 ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ âñå ñòàöèîíàðíûå è óñëîâíî ñòàöèîíàðíûå

òî÷êè ñèñòåìû (2) (Ëåììû 2.3 è 2.4), îíè îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó
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ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèê (Ëåììà 2.5). Äàëåå âûÿñíÿåòñÿ, êàêèì íà-

÷àëüíûì òî÷êàì S0 îòâå÷àþò óñëîâèÿ Ëåììû 3.1, íåîáõîäèìûå äëÿ

ãëàäêîñòè ìåòðèêè; äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç êàæäîé òàêîé òî÷êè âûõî-

äèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) (Ëåììà

3.3). Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü, êóäà ñõîäÿòñÿ ýòè òðàåêòîðèè.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå îáëàñòè Π è Γ ñèñòåìû (2) è

óñòàíàâëèâàþòñÿ ïîëåçíûå äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà äèôôå-

ðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (Ëåììà 2.6);

ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò ìîíîòîííîñòü ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ

ôóíêöèé âäîëü òðàåêòîðèé, ÷òî ïîçâîëÿåò òî÷íî îïðåäåëèòü èõ àñèìï-

òîòèêó (Ëåììà 3.4).

Îñíîâíîé öåëüþ Ãëàâû 4 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.1.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïî-

ïàðíî íåãîìîòåòè÷íûõ ïîëíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê âèäà ds̄2 ñ ãðóï-

ïîé ãîëîíîìèè G2 íà H4 × S3, ïðè÷åì ìåòðèêè ìîæíî ïàðàìåò-

ðèçîâàòü íàáîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (A1(0), A2(0), B1(0), B2(0)) =

(µ, λ, 0, λ), ãäå λ, µ > 0 è µ2 + λ2 = 1.

Ïðè t → ∞ ìåòðèêè äàííîãî ñåìåéñòâà ñêîëü óãîäíî áëèçêî àï-

ïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì S1×C(S2×S3), ãäå C(S2×
S3) � êîíóñ íàä ïðîèçâåäåíèåì ñôåð. Ïðè ýòîì ñôåðà S2 âîçíèêàåò

êàê ôàêòîðèçàöèÿ äèàãîíàëüíî âëîæåííîé â S3×S3 òðåõìåðíîé ñôå-

ðû ïî äåéñòâèþ îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåêòîðíîìó ïîëþ

ξ1 + ξ̃1.

Èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 4.1 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 3.1 è ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà-

÷àëà íàõîäÿòñÿ âñå ñòàöèîíàðíûå è óñëîâíî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñè-

ñòåìû (2) (Ëåììû 2.3 è 2.4), îíè îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ìåòðèê (Ëåììà 2.5). Äàëåå âûÿñíÿåòñÿ, êàêèì íà÷àëüíûì

òî÷êàì S0 îòâå÷àþò óñëîâèÿ Ëåììû 4.1, íåîáõîäèìûå äëÿ ãëàäêîñòè
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ìåòðèêè; äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç êàæäîé òàêîé òî÷êè âûõîäèò ðîâíî

îäíà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2) (Ëåììà 4.2). Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ óñòà-

íîâèòü, êóäà ñõîäÿòñÿ ýòè òðàåêòîðèè. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿþòñÿ èíâà-

ðèàíòíûå îáëàñòè Π è Γ ñèñòåìû (2) è óñòàíàâëèâàþòñÿ ïîëåçíûå äëÿ

äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âäîëü

òðàåêòîðèé ñèñòåìû (Ëåììà 2.6); ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò ìî-

íîòîííîñòü ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ôóíêöèé âäîëü òðàåêòîðèé, ÷òî

ïîçâîëÿåò òî÷íî îïðåäåëèòü èõ àñèìïòîòèêó(Ëåììà 4.3)
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Ãëàâà 1

Îïðåäåëåíèÿ

1.1 Ãðóïïà ãîëîíîìèè

Ïóñòü Mn - ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé g. Òîãäà íà TM ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñâÿçíîñòü ∇, ñèììåòðè÷íàÿ è ñîãëàñîâàííàÿ

ñ ýòîé ìåòðèêîé g.

Íàëè÷èå ñâÿçíîñòè â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü ïóòåé, ëåæàùèõ âMn. Ïóñòü

γ : [0, 1] → Mn - ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé ïóòü, òàêîé ÷òî

γ(0) = x è γ(1) = y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ Mn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà v0 ∈ TxM ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå

v(t), òàêîå ÷òî ∇γ̇(t)v(t) = 0 è v(0) = v0, è ãîâîðÿò, ÷òî v(1) ïîëó÷åí

èç v0 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü ïóòè γ(t).

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü çàìêíóòûõ ïóòåé(ïåòåëü), ò.å. òàêèõ

γ(t), ÷òî γ(0) = γ(1) = x, ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Pγ êà-

ñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM . Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

Pγ îáðàçóåò ãðóïïó Holx(M
n), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãîëîíîìèè

ìíîãîîáðàçèÿ Mn:

Holx(M
n) = {Pγ : γ(0) = γ(1) = x} ⊂ O(n)
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.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèåMn - ñâÿçíî, òî ãðóïïà ãîëîíîìèè

Holx(M
n) íå çàâèñèò îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x, à èìåííî, ãðóïïû

Holx(M
n) è Holy(M

n) äëÿ ðàçëè÷íûõ x è y ñîïðÿæåíû â O(n).

Ãðóïïà ãîëîíîìèè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â O(n), êàê çàìêíóòàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû Ëè.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ðèìàíî-

âûõ ãðóïï ãîëîíîìèè: êàêèå ãðóïïû ìîãóò áûòü ãðóïïàìè ãîëîíîìèè

ðèìàíîâà ìíîãîáðàçèÿ?

Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M,ds2
M) íàçûâàåòñÿ (ëîêàëüíî) ïðèâîäè-

ìûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íàÿ ðè-

ìàíîâó ïðîèçâåäåíèþ (P × Q, ds2
P + ds2

Q). M íåïðèâîäèìî, åñëè îíî

íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïðèâîäèìûì. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðèìàíîâî ìíî-

ãîîáðàçèå ïðèâîäèìî, òî Hol(M) = Hol(P )×Hol(Q). Â ñëó÷àå, åñëè

ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåð-

æäåíèå:

Òåîðåìà: Ïóñòü M - ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ãðóïïà ãî-

ëîíîìèè G êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãðóïï G1 è G2,

à ïðåäñòàâëåíèå ãîëîíîìèè ãðóïïû G ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïðåä-

ñòàâëåíèé G1 è G2. Òîãäà M èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

äâóõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ P è Q, ãäå Hol(P ) = G1 è Hol(Q) = G2,

à ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï G1 è G2 ñîâïàäàþò ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãîëî-

íîìèè P è Q.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ äå Ðàìà ìîæíî ñðàçó

îãðàíè÷èòüñÿ ïîëíûìè íåïðèâîäèìûìè ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ñèììåò-

ðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ (äâèæå-
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íèå) sx, äëÿ êîòîðîé òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé íåïîäâèæíîé

òî÷êîé è òàêàÿ, ÷òî âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû â òî÷êå x èñïûòûâàþò

îòðàæåíèå: v ïåðåõîäèò â −v. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå sx íàçûâàåòñÿ "ñèì-
ìåòðèåé"â òî÷êå x.

Òåîðåìà: Ïóñòü M - ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è G - ãðóïïà

Ëè èçîìåòðèé M , ïîðîæäåííàÿ âñåìè îòðàæåíèÿìè, ïåðåâîðà÷èâà-

þùèìè ãåîäåçè÷åñêèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ⊂ G - ãðóïïà èçîòðîïèè

M îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé òî÷êè. Òîãäà M = G/H, è ãðóïïà ãîëî-

íîìèè Hol(M) ñîâïàäàåò ñ H, à ïðåäñòàâëåíèå ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò

ñ ïðåäñòàâëåíèåì èçîòðîïèè G/H.

Ñïèñîê âñåõ îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

áûë ïîëó÷åí Êàðòàíîì.

Ñëåäþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Áåðæå:

Òåîðåìà: Ïóñòü M - îäíîñâÿçíîå íåïðèâîäèìîå ðèìàíîâî ìíîãî-

îáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, íå ÿâëÿþùååñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Òîãäà èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) Hol(M) = SO(n) - îáùèé ñëó÷àé,

2) n = 2m, ãäå m ≥ 2 è Hol(M) = U(m) ⊂ SO(2m) - êýëåðîâû

ìíîãîîáðàçèÿ,

3) n = 2m, ãäå m ≥ 2 è Hol(M) = SU(m) ⊂ SO(2m) - ñïåöèàëüíûå

êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ,

4) n = 4m, ãäå m ≥ 2 è Hol(M) = Sp(m) ⊂ SO(4m) - ãèïåðêýëå-

ðîâû ìíîãîîáðàçèÿ,

5) n = 4m, ãäå m ≥ 2 è Hol(M) = Sp(m)Sp(1) ⊂ SO(4m) -

êâàòåðíèîííî-êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ,

6) n = 7 è Hol(M) = G2 ⊂ SO(7),

7) n = 8 è Hol(M) = Spin(7) ⊂ SO(8).

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ãðóïïû èç ñïèñêà ìîãóò áûòü ðèìàíîâûìè
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ãðóïïàìè ãîëîíîìèè. Äåéñòâèòåëüíî ëè êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ðå-

àëèçîâàíà êàê ãðóïïà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ?

Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò äëÿ ãðóïï G2 è Spin(7) áûë ïîëó÷åí òîëüêî â

1989 ãîäó Áðàéàíòîì.

Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñ Hol(M) ⊆ U(m) íà-

çûâàþòñÿ êýëåðîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñ

Hol(M) ⊆ SU(m) íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó. Ìíî-

ãîîáðàçèÿ ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè Sp(m) íàçûâàþòñÿ ãèïåðêýëåðîâû-

ìè. Ìåòðèêè Êàëàáè-ßó è ãèïåðêýëåðîâû ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ ðè÷÷è-

ïëîñêèìè. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè Sp(m)Sp(1) íàçûâà-

þòñÿ êâàòåðíèîííî-êýëåðîâûìè è ÿâëÿþòñÿ ýéíøòåéíîâûìè. Ïîñëåä-

íèå äâà ñëó÷àÿ - èñêëþ÷èòåëüíûå ìåòðèêè - òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðè÷÷è-

ïëîñêèìè.

Ãðóïïà Spin(7) - ýòî äâóëèñòíîå, îäíîñâÿçíîå íàêðûòèå ãðóïïû

SO(7). Ãðóïïà G2 - ýòî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû îêòàâ Êýëè

Ca.

1.2 G2-ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè

Ïóñòü {ei}, i = 0, 1, 2, . . . , 7 - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç 1-ôîðì íà

ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R7. Ïîëîæèâ eijk = ei ∧ ej ∧ ek,
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ 3-ôîðìó Ψ0 íà R7:

Ψ0 = e564 + e527 + e513 + e621 + e637 + e432 + e417.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 3-ôîðìà Ψ íà îðèåíòèðîâàííîì ðèìàíîâîì 7-

ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) çàäàåò G2-ñòðóêòóðó, åñëè â îêðåñòíîñòè

êàæäîé òî÷êè p ∈M ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèÿ

φp : TpM → R7, òàêàÿ, ÷òî φ∗pΨ0 = Ψ|p. Ïðè ýòîì ôîðìà Ψ îïðåäå-

ëÿåò åäèíñòâåííóþ ìåòðèêó gΨ, òàêóþ, ÷òî gΨ(v, w) = 〈φpv, φpw〉 äëÿ
v, w ∈ TpM . Åñëè ôîðìà Ψ ïàðàëëåëüíà (∇Ψ = 0), òî ãðóïïà ãîëîíî-
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ìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â G2. Ïàðàëëåëü-

íîñòü ôîðìû Ψ ýêâèâàëåíòíà åå çàìêíóòîñòè è êîçàìêíóòîñòè [14]:

dΨ = 0, d ∗Ψ = 0.
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Ãëàâà 2

G2-ñòðóêòóðà íà êîíóñå íàä S3 × S3

Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ëè G = SU(2) = {
(

a b

−b̄ ā

)
, |a|2 + |b|2 = 1}

ñî ñòàíäàðòíîé áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé

〈X, Y 〉 = −tr (XY ),

ãäå X, Y ∈ su(2). Íà G ðàññìîòðèì òðè êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ:

ξ1 =

(
i 0

0 −i

)
, ξ2 =

(
0 1

−1 0

)
, ξ3 =

(
0 i

i 0

)
.

Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

[ξi, ξi+1] = 2ξi+2,

ãäå èíäåêñû i = 1, 2, 3 ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ 3. Äåéñòâèòåëüíî,

[ξ1, ξ2] =

(
i 0

0 −i

)(
0 1

−1 0

)
−
(

0 1

−1 0

)(
i 0

0 −i

)
= 2

(
0 i

i 0

)
,

[ξ2, ξ3] =

(
0 1

−1 0

)(
0 i

i 0

)
−
(

0 i

i 0

)(
0 1

−1 0

)
= 2

(
i 0

0 −i

)
,

[ξ3, ξ1] =

(
0 i

i 0

)(
i 0

0 −i

)
−
(
i 0

0 −i

)(
0 i

i 0

)
= 2

(
0 1

−1 0

)
.
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Ïóñòü η1, η2, η3 � äâîéñòâåííûé áàçèñ èç 1-ôîðì, ò.å. ηi(ξ
j) = δji .

Òîãäà èç ôîðìóëû Ìàóðåðà-Êàðòàíà

dω(X, Y ) =
1

2
(X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]))

äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y èìååì:

dω(X, Y ) = −1

2
ω([X, Y ]).

Ïîýòîìó çíà÷åíèå ôîðìû dη1(X, Y ) = −1
2η1([X, Y ]) îòëè÷íî îò íóëÿ

òîëüêî ïðè X = ξ2, Y = ξ3, äåéñòâèòåëüíî, dη1(ξ2, ξ3) = −1
2η1(2ξ1) =

−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì 2-ôîðìó η2 ∧ η3. Åå çíà÷åíèå (η2 ∧
η3)(X, Y ) = 1

2(η2(X)η3(Y )− η2(Y )η3(X)), ïîýòîìó (η2 ∧ η3)(ξ2, ξ3) = 1
2 ,

è, çíà÷èò,

dη1 = −2η2 ∧ η3.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî dη2 = −2η3 ∧ η1 è dη3 = −2η1 ∧ η2.

Òî åñòü

dηi = −2ηi+1 ∧ ηi+2,

ãäå èíäåêñû i = 1, 2, 3 ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ 3.

Ïóñòü M = G×G, òîãäà íà M âîçíèêàåò 6 êèëëèíãîâûõ ïîëåé ξi,

ξ̃i, i = 1, 2, 3, êàñàòåëüíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîìó è âòîðîìó ìíîæè-

òåëþ, è 6 äâîéñòâåííûõ 1-ôîðì ηi, η̃i. Ðàññìîòðèì êîíóñM = R+×M
ñ ìåòðèêîé

ds̄2 = dt2 +
3∑
i=1

Ai(t)
2 (ηi + η̃i)

2 +
3∑
i=1

Bi(t)
2 (ηi − η̃i)2 , (∗)

ãäå Ai(t) è Bi(t) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå

äåôîðìàöèþ ñòàíäàðòíîé êîíóñíîé ìåòðèêè.

Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå îðòîíîðìèðîâàííûé êîðåïåð

e1 = A1 (η1 + η̃1) , e4 = B1 (η1 − η̃1) ,

e2 = A2 (η2 + η̃2) , e5 = B2 (η2 − η̃2) ,

e3 = A3 (η3 + η̃3) , e6 = B3 (η3 − η̃3) ,

e7 = dt,
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îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ 3-ôîðìó:

Ψ = e564 + e527 + e513 + e621 + e637 + e432 + e417,

ãäå eijk = ei ∧ ej ∧ ek. Ôîðìà Ψ çàäàåò G2-ñòðóêòóðó íà M , êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíîé, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé

dΨ = 0, d ∗Ψ = 0. (2.1)

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà A2 = A3, B2 =

B3.

Ëåììà 2.1. Óðàâíåíèÿ (2.1) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dA1

dt = 1
2

(
A2

1

A2
2
− A2

1

B2
2

)
dA2

dt = 1
2

(
B2

2−A2
2+B2

1

B1B2
− A1

A2

)
dB1

dt = A2
2+B2

2−B2
1

A2B2

dB2

dt = 1
2

(
A2

2−B2
2+B2

1

A2B1
+ A1

B2

) (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè

dηi = −2ηi+1 ∧ ηi+2, dη̃i = −2η̃i+1 ∧ η̃i+2,

ãäå èíäåêñû i = 1, 2, 3 ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ 3, ìîæíî âû÷èñëèòü dΨ:

dΨ = (−4B3A3+B2A3
dA1

dt +B2A1
dA3

dt +A1A3
dB2

dt +B2B3
dB1

dt +B1B3
dB2

dt +

B1B2
dB3

dt − B3A2
dA1

dt − B3A1
dA2

dt − A2A1
dB3

dt + B1A3
dA2

dt + B1A2
dA3

dt +

A3A2
dB1

dt )η1 ∧ η2 ∧ η̃3 ∧ dt+ (4B1A1 − B2A3
dA1

dt − B2A1
dA3

dt − A1A3
dB2

dt −
B2B3

dB1

dt − B1B3
dB2

dt − B1B2
dB3

dt − B3A2
dA1

dt − B3A1
dA2

dt − A2A1
dB3

dt +

B1A3
dA2

dt +B1A2
dA3

dt +A3A2
dB1

dt )η1 ∧ η̃2 ∧ η̃3 ∧ dt+ (−4B1A1 +B2A3
dA1

dt +

B2A1
dA3

dt +A1A3
dB2

dt +B2B3
dB1

dt +B1B3
dB2

dt +B1B2
dB3

dt +B3A2
dA1

dt +B3A1
dA2

dt +

A2A1
dB3

dt − B1A3
dA2

dt − B1A2
dA3

dt − A3A2
dB1

dt )η2 ∧ η3 ∧ η̃1 ∧ dt+ (4B3A3 −
B2A3

dA1

dt − B2A1
dA3

dt − A1A3
dB2

dt − B2B3
dB1

dt − B1B3
dB2

dt − B1B2
dB3

dt +

B3A2
dA1

dt +B3A1
dA2

dt +A2A1
dB3

dt −B1A3
dA2

dt −B1A2
dA3

dt −A3A2
dB1

dt )η3∧η̃1∧η̃2∧
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dt+ (B2A3
dA1

dt +B2A1
dA3

dt +A1A3
dB2

dt −B2B3
dB1

dt −B1B3
dB2

dt −B1B2
dB3

dt +

B3A2
dA1

dt + B3A1
dA2

dt + A2A1
dB3

dt + B1A3
dA2

dt + B1A2
dA3

dt + A3A2
dB1

dt )dt ∧
η2 ∧ η1 ∧ η3 + (B2A3

dA1

dt + B2A1
dA3

dt + A1A3
dB2

dt − B2B3
dB1

dt − B1B3
dB2

dt −
B1B2

dB3

dt +4B2A2−B3A2
dA1

dt −B3A1
dA2

dt −A2A1
dB3

dt −B1A3
dA2

dt −B1A2
dA3

dt −
A3A2

dB1

dt )dt∧η2∧ η̃1∧ η̃3 +(−B2A3
dA1

dt −B2A1
dA3

dt −A1A3
dB2

dt +B2B3
dB1

dt +

B1B3
dB2

dt +B1B2
dB3

dt −4B2A2+B3A2
dA1

dt +B3A1
dA2

dt +A2A1
dB3

dt +B1A3
dA2

dt +

B1A2
dA3

dt +A3A2
dB1

dt )dt∧ η̃2∧η1∧η3 +(−B2A3
dA1

dt −B2A1
dA3

dt −A1A3
dB2

dt +

B2B3
dB1

dt + B1B3
dB2

dt + B1B2
dB3

dt − B3A2
dA1

dt − B3A1
dA2

dt − A2A1
dB3

dt −
B1A3

dA2

dt −B1A2
dA3

dt − A3A2
dB1

dt )dt ∧ η̃2 ∧ η̃1 ∧ η̃3.

Òîãäà óðàâíåíèå dΨ = 0 ïðèâîäèò ê ÷åòûðåì íåçàâèñèìûì îáûêíî-

âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè

Ai(t), Bi(t), i = 1, 2, 3. Ïîëàãàÿ çäåñü A3 = A2, B3 = B2, ïîëó÷àåì 3

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè Ai(t), Bi(t), i = 1, 2:

−4B2A2 + (B2)
2 dB1

dt + 2B1B2
dB2

dt + 2B1A2
dA2

dt + (A2)
2 dB1

dt = 0,

4B1A1 − 2(B2)
2 dB1

dt − 4B1B2
dB2

dt + 4B1A2
dA2

dt + 2(A2)
2 dB1

dt = 0,

4B1A1 − 4B2A2
dA1

dt − 4B2A1
dA2

dt − 4A1A2
dB2

dt = 0.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íî ôîðìó ∗Ψ è åå âíåøíèé äèôôåðåíöèàë:

d∗Ψ = (−4A1A2A3−4A2B1B3−4A3B2B1+4A1B3B2+4A3B2B3
dA2

dt +

4A2B2B3
dA3

dt +4A2A3B3
dB2

dt +4A2A3B2
dB3

dt )η2∧η3∧η̃2∧η̃3∧dt+(4A1A2A3−
4A2B1B3 + 4A3B2B1 + 4A1B3B2 − 4A3B1B3

dA1

dt − 4A1B1B3
dA3

dt −
4A1A3B3

dB1

dt −4A1A3B1
dB3

dt )η̃1∧η3∧η1∧η̃3∧dt+(−4A1A2A3−4A2B1B3+

4A3B2B1 − 4A1B3B2 + 4A2B1B2
dA1

dt + 4A1B1B2
dA2

dt + 4A1A2B2
dB1

dt +

4A1A2B1
dB2

dt )η̃1 ∧ η̃2 ∧ η1 ∧ η2 ∧ dt.

Ïîëó÷àåì 2 äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè

Ai(t), Bi(t), i = 1, 2:

−4A1A
2
2 − 8A2B1B2 + 4A1B

2
2 + 8A2B

2
2
dA2

dt + 8A2
2B2

dB2

dt = 0,
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4A1A
2
2 − 4A2B1B2

dA1

dt − 4A1B1B2
dA2

dt − 4A1A2B2
dB1

dt −
−4A1A2B1

dB2

dt + 4A1B
2
2 = 0.

Ðàçðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç 5 óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Ai(t), Bi(t), i = 1, 2,

íàõîäèì, ÷òî:
dA1

dt = 1
2

(
A2

1

A2
2
− A2

1

B2
2

)
dA2

dt = 1
2

(
B2

2−A2
2+B2

1

B1B2
− A1

A2

)
dB1

dt = A2
2+B2

2−B2
1

A2B2

dB2

dt = 1
2

(
A2

2−B2
2+B2

1

A2B1
+ A1

B2

)
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì èçâåñòíûå ÿâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2). Â [3] äëÿ ñèñòå-

ìû (2.2) áûëî íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå ñëåäóþùåãî âèäà (îñòàëüíûå

ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà, íàéäåííîãî â [3] ãîìîòåòè÷íû äàííîìó):

A1(r) =
√

(r−9/4)(r+9/4)
(r−3/4)(r+3/4) ,

A2(r) = 1√
3

√
(r + 3/4) (r − 9/4),

B1(r) = 2r/3,

B2(r) = 1√
3

√
(r − 3/4) (r + 9/4),

(2.3)

ãäå r ≥ 9/4, è ïåðåìåííàÿ r ñâÿçàíà ñ t çàìåíîé

dt =
dr

A1(r)
, t|r= 9

4
= 0.

Ìåòðèêà (2.3) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ìåòðèêîé ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 íà

S3 × R4. Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé A1 = A2 = A3 = A è B1 = B2 =

B3 = B, òî ñèñòåìà (2.2) ïðèíèìàåò âèä:

dA
dt = 1

2(1− A2

B2 ),
dB
dt = A

B

è èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, è ìû ïîëó÷àåì äðóãóþ
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ïîëíóþ ìåòðèêó ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 íà S
3 × R4:

ds̄2 =
dr2

1− 1
r3

+
r2

9

(
1− 1

r3

) 3∑
i=1

(ηi + η̃i)
2 +

r2

3

3∑
i=1

(ηi − η̃i)2 . (2.4)

Ìåòðèêà (2.4) áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà â [5], ñì. òàêæå [13]. Íàñêîëüêî

ìû çíàåì, ìåòðèêè (2.3) è (2.4) èñ÷åðïûâàþò ñïèñîê èçâåñòíûõ ÿâíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû (2.2), îòâå÷àþùèõ ïîëíûì ðèìàíîâûì ìåòðèêàì ñ

ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2.

Åñëè ñäåëàòü ôîðìàëüíóþ çàìåíó r → −r â ðåøåíèè (2.4), òî ìû

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå (2.2):

ds̄2 =
dr2

1 + 1
r3

+
r2

9

(
1 +

1

r3

) 3∑
i=1

(ηi + η̃i)
2 +

r2

3

3∑
i=1

(ηi − η̃i)2 . (2.5)

Ðåøåíèå (2.5) îïðåäåëåíî ïðè 0 < r <∞, íî íå çàäàåò íèêàêóþ ãëàä-

êóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó, ïîñêîëüêó èìååò îñîáåííîñòü ïðè r = 0.

2.1 Ñåìåéñòâî íîâûõ ðåøåíèé.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî [21], ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî

R4 è îáîçíà÷èì ÷åðåç R(t) ∈ R4 âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé

A1(t), A2(t), B1(t), B2(t). Ïóñòü V : R4 → R4 � ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòà

R, îïðåäåëåííàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû (2.2) (ôóíêöèÿ V , êîíå÷íî,

îïðåäåëåíà ëèøü â îáëàñòè, ãäå Ai, Bi 6= 0). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

(2.2) èìååò âèä:
dR

dt
= V (R).

Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ V îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèé R4, ñäåëàåì

çàìåíó: R(t) = f(t)S(t), ãäå

|S(t)| = 1, f(t) = |R(t)|,
S(t) = (α1(t), α2(t), α3(t), α4(t)).
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Òàêèì îáðàçîì, íàøà ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ¾ðàäèàëüíóþ¿ è ¾òàí-

ãåíöèàëüíóþ¿ ÷àñòè:

dS

du
= V (S)− 〈V (S), S〉S = W (S), (2.6)

1
f
df
du = 〈V (S), S〉,

dt = fdu.
(2.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ñíà÷àëà ðåøèòü àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (2.6) íà

òðåõìåðíîé ñôåðå S3 = {(α1, α2, α3, α4)|
∑4

i=1 α
2
i = 1}, è äàëåå ðåøåíèÿ

(2.2) íàõîäÿòñÿ îáû÷íûì èíòåãðèðîâàíèåì èç óðàâíåíèé (2.7).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 2.2. Ñèñòåìû (2.2) è (2.6) äîïóñêàþò ñëåäóþùèå ñèììåò-

ðèè:

(α1, α2, α3, α4) 7→ (−α1, α4, α3, α2),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (−α1(−u), α2(−u), α3(−u),−α4(−u)),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (−α1(−u), α2(−u),−α3(−u), α4(−u)),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (−α1(−u),−α2(−u), α3(−u), α4(−u)),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (α1(u), α2(u),−α3(u),−α4(u)),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (α1(u),−α2(u), α3(u),−α4(u)),

((α1(u), α2(u), α3(u), α4(u)) 7→ (α1(u),−α2(u),−α3(u), α4(u))

Ëåììà 2.3. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.6) íà S3 èñ÷åðïû-

âàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì íóëåé âåêòîðíîãî ïîëÿ W ñ òî÷íîñòüþ

äî ñèììåòðèé ëåììû 2.2:(
1

2
√

2
,

1

2
√

2
,

√
3

2
√

2
,

√
3

2
√

2

)
,

(
0,

√
3√
10
,

√
2√
5
,

√
3√
10

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òî÷êàõ, ãäå âåêòîðíîå ïîëå W îáðàùàåòñÿ â

íóëü, ïîëå V (S) ïàðàëëåëüíî S(u), ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíûå ðå-
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øåíèÿ ñèñòåìû (2.6) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

1
2

(
α2
1

α2
2
− α2

1

α2
4

)
= βα1,

1
2

(
α2
4−α2

2+α2
3

α3α4
− α1

α2

)
= βα2,

α2
2+α2

4−α2
3

α2α4
= βα3,

1
2

(
α2
2−α2

4+α2
3

α2α3
+ α1

α4

)
= βα4,

α2
1 + α2

2 + α2
3 + α2

4 = 1,

ãäå β = 〈V (S), S〉 ∈ R. Ðåøåíèå ñèñòåìû ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ:

åñëè α1 = 0, òî áåç òðóäà ïîëó÷àåì âòîðóþ òî÷êó èç óñëîâèÿ ëåììû.

Åñëè α1 6= 0, òî èñêëþ÷àÿ β, âûðàæàåì α1, α3 ÷åðåç α2, α4:

α2
1 =

4

3

α2
2α

2
4

α2
2 + α2

4

, α2
3 = 3

(
α2

4 − α2
2

)2

α2
2 + α2

4

,

ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

4
(
α2

4 − α2
2

)2
=
(
α2

4 + α2
2

)2
,

îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îñòàâøèåñÿ òî÷êè. Ëåììà äîêàçàíà.

Òî÷êó S ∈ S3, â êîòîðîé ïîëå W íå îïðåäåëåíî, íàçîâåì óñëîâ-

íî ñòàöèîíàðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

γ(u) íà S3, u ∈ (−ε, ε), γ(0) = S òàêàÿ, ÷òî ïîëÿ V , W îïðåäåëåíû

âî âñåõ òî÷êàõ γ(u), u ∈ (−ε, ε), u 6= 0, íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ íà

âñþ êðèâóþ γ(u), è limu→0W (γ(u)) = 0.

Ëåììà 2.4. Ñèñòåìà (2.6) íå èìåååò óñëîâíî-ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé íà S3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà S = (α1, α2, α3, α4),
∑4

i=1 α
2
i = 1 ÿâ-

ëÿåòñÿ óñëîâíî ñòàöèîíàðíîé, ò.å. ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ(u), u ∈ (−ε, ε)
ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå âîçìîæíî òîëü-

êî â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: α2(0) = 0,

α3(0) = 0 èëè α4(0) = 0.
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1) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíû âñå ñîîòíîøåíèÿ

îäíîâðåìåííî: α2(0) = α3(0) = α4(0) = 0, α1(0) = ±1. Ïîëîæèì äëÿ

i = 2, 3, 4

αi(u) = ciu
ki(1 + o(1)), ïðè u→ 0,

ãäå ci 6= 0, ki > 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè α2(u) = α4(u) + cuk, ãäå c 6= 0,

òî V1 íå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíî âäîëü γ(u) âïëîòü äî

u = 0. Èç âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî α2(u) = α4(u) è,

â ÷àñòíîñòè, k2 = k4. Òîãäà

V2 =
±1

2c2
u−k2(1 + o(1))

� ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïðåäåëà V (S) ïðè u→ 0.

2) Ïóñòü äâå èç òðåõ ôóíêöèé α2, α3, α4 îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè

u = 0. Ðàññìîòðèì âîçíèêàþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé α2(0) = α3(0) = 0, α4(0) 6= 0. Åñëè ïðè ýòîì α1(0) 6= 0, òî

V1 =
α1(0)

2c2
2

u−2k2(1 + o(1)),

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Åñëè α1(u) = c1u
k1(1 + o(1)), c1 6= 0,

k1 > 0, òî k1 ≥ k2 (èç íåïðåðûâíîñòè V1) è

V2 =
α4(0)

c3
u−k3(1 + o(1))

� ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé α2(0) 6= 0, α3(0) = α4(0) = 0 ñèììåòðè÷åí ïðåäûäóùåìó è

èñêëþ÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé α2(0) = α4(0) = 0, α3(0) 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷àåì,

ïîñêîëüêó

V3 = −α3(0)2

c2c4
u−k2−k4(1 + o(1)).

3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîëüêî îäíà èç ôóíêöèé α2, α3, α4 îáðàùàåòñÿ

â íóëü ïðè u = 0.
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Ñëó÷àé α2(0) = 0, α3(0), α4(0) 6= 0. Íåïðåðûâíîñòü V1 è V3 âëå÷åò

â ýòîì ñëó÷àå α1(0) = 0 è α3(0) = ±α4(0) 6= 0, ïðè÷åì k1 ≥ k2. Â ýòîì

ñëó÷àå limu→0 V (γ(u)) = (0, 1, 0, 0) è limu→0W (γ(u)) = (0, 1, 0, 0) 6= 0

� ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé α4(0) = 0, α2(0), α3(0) 6= 0 èñêëþ÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé α3(0) = 0, α2(0), α4(0) 6= 0. Íåïðåðûâíîñòü V ñðàçó âëå÷åò

α2(0) = ±α4(0). Òîãäà limu→0 V3(γ(u)) = 2 è limu→0W3(γ(u)) = 2 6= 0

� ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ìåòðèêà ds̄2 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëîêàëüíî êîíè÷åñêîé, åñëè

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Ãi(t), B̃i(t), ëèíåéíûå ïî t ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà,

òàêèå ÷òî ∣∣∣∣1− Ai

Ãi

∣∣∣∣→ 0,

∣∣∣∣1− Bi

B̃i

∣∣∣∣→ 0, ïðè t→∞

Ìåòðèêà, îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèÿìè Ãi(t), B̃i(t) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

êîíè÷åñêîé. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [21], îäíàêî äëÿ ïîëíîòû

èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ.

Ëåììà 2.5. Ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (2.6) îòâå÷àþò

ëîêàëüíî êîíè÷åñêèå ìåòðèêè íà M , à òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (2.6),

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿùèìñÿ ê ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèÿì îòâå÷à-

þò àñèìïòîòè÷åñêè ëîêàëüíî êîíè÷åñêèå ìåòðèêè íà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S0 - ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû(2.6),

ò.å. W (S0) = 0. Èíòåãðèðóÿ (2.7), ïîëó÷àåì f = ec1u+c2, ãäå c1, c2 -

êîíñòàíòû, c1 = 〈V (S0), S0〉. Òîãäà R(t) = f(t)S0 = (c0 + c1t)S0 äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû c0. Òàêèì îáðàçîì, R(t) çàäàåò ëîêàëüíî êîíè-

÷åñêóþ ìåòðèêó.

Ïóñòü òåïåðü S0 - (óñëîâíî) ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.6) è

òðàåêòîðèÿ S(u) ñòðåìèòñÿ ê S0 ïðè u→∞. ßñíî, ÷òî W (S(u))→ 0

ïðè u → ∞. Êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì êîíñòàíòó c1 = 〈V (S0), S0〉. Â
ñèëó ãëàäêîñòè ïîëÿ V (S) âäîëü êðèâîé S(u) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
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÷òî 〈V (S(u)), S(u)〉 → c1 ïðè u → ∞. Çíà÷èò, d
du(ln f(u)) → c1 ïðè

u→∞, è ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

ïðè u→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

t = t0 +

u∫
u0

f(ξ)dξ →∞ ïðè u→∞

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò u0, t0. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆ =

∣∣∣∣1− f(t)

c1t

∣∣∣∣ =
|c1t− f(t)|
|c1t|

(2.8)

Åñëè ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.8) íå ñòðåìèòñÿ ê ∞, òî

∆→ 0 ïðè u→∞. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

lim
u→∞

∆ =

∣∣∣∣∣ lim
u→∞

c1
dt
du −

df
du

c1
dt
du

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
u→∞

c1 − d
du(ln f)

c1

∣∣∣∣∣ = 0.

Èòàê, ∆ → 0 ïðè u → ∞, ò.å. è ïðè t → ∞. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

R(t) = f(t)S(t), ãäå S(t)→ S0 ïðè t→∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåì (2.2) è (2.6)

íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.6. Åñëè R = (A1, A2, B1, B2) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2)

è S = (α1, α2, α3, α4) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.6), òî èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) d
dt

(
2A1A2B2 −B1(B

2
2 − A2

2)
)

= 0,

2) d
du

(
α1α2α4

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2)

)
= α1α3

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) ,

3) d
du

(
ln

α3((α4)2−(α2)2)
α1α2α4

)
=

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2)
α2α4((α4)2−(α2)2) ,

4) d
du ln α2

α4
= − α1

(α4)2 ïðè α2 = α4,

5) d
du

(
α3

α4

)
= 3

2α4

(
2√
3

+ α3

α4

)(
2√
3
− α3

α4

)
ïðè α1 = 0, α2 = α4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 2.6 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíè-

ÿìè. Ïðèâåäåì, îäíàêî, íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, ñóùåñòâåííî óïðî-

ñòèâøèå íàøè âû÷èñëåíèÿ. Ïóñòü F (S) = F (α1, α2, α3, α4) = P1(S)
P2(S) -
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íåêîòîðàÿ îäíîðîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîé ñòåïåíè. Î÷å-

âèäíî, ÷òî

d

dt
lnF (R) =

1

F (R)
〈∂F (R)

∂R
,
dR

dt
〉 =

1

F (R)
〈∂F (R)

∂R
, V (R)〉

- ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îòR ñòåïåíè -1, òî åñòü

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå d
dt lnF (R) = Pk(R)

Qk+1(R) = Pk(A1,A2,B1,B2)
Qk+1(A1,A2,B1,B2) ,

ãäå Pk(R) è Qk+1(R) - ýòî ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ A1, A2, B1, B2,

ïðè÷åì degPk = k, degQk+1 = k + 1 è degP = degQ− 1, ïîýòîìó

d
du lnF (S) = f d

dt lnF (fS) = f d
dt lnF (R) =

f Pk(R)
Qk+1(R) = Pk(S)

Qk+1(S) = d
dt lnF (S)

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç (2.6) è (2.7)). Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ d
du lnF (S) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü d

dt lnF (S), ò.å.

â õîäå âû÷èñëåíèé â 3)-4) ëåììû 2.6 ìû ïîëüçóåìñÿ âïîëíå îáîçðè-

ìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (2.2) âìåñòî ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêîé ñèñòå-

ìû (2.6).

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, F (S) = F (α1, α2, α3, α4) = P1(S)
P2(S) - íåêîòîðàÿ

îäíîðîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîé ñòåïåíè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìû õîòèì ïîñ÷èòàòü d
duF (S). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ

d

dt
F (R) = 〈∂F (R)

∂R
,
dR

dt
〉 = 〈∂F (R)

∂R
, V (R)〉

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò R ñòåïåíè -1, ïîýòî-

ìó, èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, èìååì:

d
duF (S) = f d

dtF (fS) = f d
dtF (R) = d

dtF (S)

Òàêèì îáðàçîì, êàê è âûøå, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

F (S) (èìåííî òàêàÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â 2), 5) ëåììû 2.6)

ìû ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.2) âìåñòî íåîáîçðèìûõ (2.6). Ñîîò-

íîøåíèå (1) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç âèäà ñèñòåìû (2.2). Äåéñòâèòåëüíî,
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1)

d
dt

(
2A1(t)A2(t)B2(t)−B1(t)(B2(t)

2 − A2(t)
2)
)

=

= 2
(
d
dtA1(t)

)
A2(t)B2(t) + 2A1(t)

(
d
dtA2(t)

)
B2(t)+

+2A1(t)A2(t)
(
d
dtB2(t)

)
−
(
d
dtB1(t)

)
(B2(t)

2 − A2(t)
2)−

−B1(t)
(
2B2(t)

(
d
dtB2(t)

)
− 2A2(t)

(
d
dtA2(t)

))
=

= 2
(

1
2

(
A1(t)2

A2(t)2 −
A1(t)2

B2(t)2

))
A2(t)B2(t)+

+2A1(t)
(

1
2

(
B2(t)2−A2(t)2+B1(t)2

B1(t)B2(t) − A1(t)
A2(t)

))
B2(t)+

+2A1(t)A2(t)
(

1
2

(
A2(t)2−B2(t)2+B1(t)2

A2(t)B1(t) + A1(t)
B2(t)

))
−

−
(
A2(t)2+B2(t)2−B1(t)2

A2(t)B2(t)

)
(B2(t)

2 − A2(t)
2)−

−B1(t)
(

2B2(t)
(

1
2

(
A2(t)2−B2(t)2+B1(t)2

A2(t)B1(t) + A1(t)
B2(t)

)))
+

+B1(t)
(

2A2(t)
(

1
2

(
B2(t)2−A2(t)2+B1(t)2

B1(t)B2(t) − A1(t)
A2(t)

)))
= 0,

2)

d
du

(
α1α2α4

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2)

)
= d

dt

(
α1α2α4

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2)

)
=

=
d
dt (α1α2α4)

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) =
( ddtα1)α2α4+α1( ddtα2)α4+α1α2( ddtα4)

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) =

=

((
1
2

(
α21
α22
−α

2
1
α24

))
α2α4+α1

(
1
2

(
α24−α

2
2+α

2
3

α3α4
−α1α2

))
α4+α1α2

(
1
2

(
α22−α

2
4+α

2
3

α2α3
+
α1
α4

)))
2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) =

= α1α3

2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) ,

3)

d
du

(
ln

α3((α4)2−(α2)2)
α1α2α4

)
= d

dt

(
ln

α3((α4)2−(α2)2)
α1α2α4

)
=

= α1α2α4

α3((α4)2−(α2)2)

d
dt(α3((α4)2−(α2)2))α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2) d

dt (α1α2α4)

(α1α2α4)2 =

=
d
dt(α3((α4)2−(α2)2))
α3((α4)2−(α2)2) − α1α3

α1α2α4
=

d
dtα3

α3
+

d
dt((α4)2−(α2)2)
((α4)2−(α2)2) −

α3

α2α4
=

= α2
2+α2

4−α2
3

α2α3α4
+ α4

(α4)2−(α2)2

(
α2
2−α2

4+α2
3

α2α3
+ α1

α4

)
− α2

(α4)2−(α2)2

(
α2
4−α2

2+α2
3

α3α4
− α1

α2

)
− α3

α2α4
=
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=
2α1α2α4−α3((α4)2−(α2)2)

α2α4((α4)2−(α2)2) ,

4)

d
du(ln α2

α4
)|α2=α4

= d
dt(ln

α2

α4
)|α2=α4

=
(

d
dt (α2)

α2
−

d
dt (α4)

α4

)
|α2=α4

=

=
(

1
2α2

(
α2
4−α2

2+α2
3

α3α4
− α1

α2

)
− 1

2α4

(
α2
2−α2

4+α2
3

α2α3
+ α1

α4

))
|α2=α4

= − α1

(α4)2 ,

5)
d
du

(
α3

α4

)
|α1=0,α2=α4

= d
dt

(
α3

α4

)
|α1=0,α2=α4

=

=
(

1
α4

d
dt(α3)− α3

(α4)2
d
dt(α4)

)
|α1=0,α2=α4

=

=
(
α2
2+α2

4−α2
3

α2(α4)2 −
α3

2α2
4

(
α2
2−α2

4+α2
3

α2α3
+ α1

α4

))
|α1=0,α2=α4

=

= 3
2α4

(
2√
3

+ α3

α4

)(
2√
3
− α3

α4

)
.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (t) = 2A1A2B2 − B1(B
2
2 −

A2
2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.2).

2.2 Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ïðè t = 0 ìû èìååì êîíóñíóþ îñîáåííîñòü ïðîñòðàíñòâà M , êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà çàäàíèåì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé Ai, Bi.

Ïðè ýòîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèé ñèñòåìû (2.2), âîçíèêàåò äâà

ñëåäóþùèõ òèïà ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòè (ñð. ñ [21, 22, 23]).

Òèï 1. Ai(0) = 0, Bi(0) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò êîëëàïñ èíòå-

ãðàëüíûõ òðåõìåðíûõ ñôåð, ïîðîæäåííûõ âåêòîðíûìè ïîëÿìè ξi+ ξ̃i.

Ýòè ñôåðû ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ G íà M , çàäàí-

íîãî ñîîòíîøåíèåì h ∈ G : (g1, g2) 7→ (hg1, hg2). Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïðè ýòîì ìåòðèêà ds̄2 íà M ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî M,

ãîìåîìîðôíîå S3 × R4.

Òèï 2. B1(0) = 0, B2(0) 6= 0, Ai(0) 6= 0. Ïðè ýòîì ìåòðèêà ds̄2 íà M

ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî M, ãîìåîìîðôíîå M = H4 × G, ãäå
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H4 � ÷åòâåðòàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ H, êàíîíè÷åñêîãî (èëè

òàâòîëîãè÷åñêîãî) ðàññëîåíèÿ íàä S2.

Êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ãëàâàõ 3 è 4 ñîîò-

âåòñòâåííî.
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Ãëàâà 3

Ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2,

îïðåäåëåííûå íà S3 × R4.

Ýòîò ñëó÷àé îòâå÷àåò ïåðâîìó òèïó ðàçðåøåíèÿ êîíóñíîé îñîáåííî-

ñòè ñèñòåìû (2.2), à èìåííî, Ai(0) = 0, Bi(0) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-

èñõîäèò êîëëàïñ èíòåãðàëüíûõ òðåõìåðíûõ ñôåð, ïîðîæäåííûõ âåê-

òîðíûìè ïîëÿìè ξi + ξ̃i. Ýòè ñôåðû ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè ñâîáîäíîãî

äåéñòâèÿ SU(2) = S3 íà M , çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì:

h =

(
a b

−b̄ ā

)
∈ SU(2) : (U, V ) 7→

((
a b

−b̄ ā

)
U,

(
a b

−b̄ ā

)
V

)
, |a|2+|b|2 = 1.

Äèôôåîìîðôèçì

φ : M →M : (U, V ) 7→ (V −1U, V )

ïðåîáðàçóåò ðàññìîòðåííîå âûøå äåéñòâèå SU(2) â äåéñòâèå ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

h ∈ SU(2) : (U, V ) 7→
(
U,

(
a b

−b̄ ā

)
V

)
.

Ôàêòîðèçàöèÿ ïî äåéñòâèþ SU(2) íà âòîðîì ñîìíîæèòåëå äà¼ò S3 ×
{∗}. Ïîñëå çàòÿãèâàíèÿ â òî÷êó îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ ïðè t = 0 â îáú-

åìëþùåì ïðîñòðàíñòâå [0,∞)×G, ìû ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå S3×R4,
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ãäå ïðîêîëîòîå R4\{0} ðàññëàèâàåòñÿ íàä îòêðûòûì ëó÷îì (0,∞) íà

êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû S3. Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà ds̄2 íàM ïðîäîë-

æàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå S3 × R4, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

M.

Ëåììà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðèêà ds̄2 ïðîäîëæàëàñü äî ãëàä-

êîé ìåòðèêè íàM, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) A1(0) = A2(0) = 0, |A′1(0)| = |A′2(0)| = 1
2 ;

(2) B1(0) = B2(0) 6= 0, B′1(0) = B′2(0) = 0;

(3) ôóíêöèè Ai, Bi çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [21].

ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðèìàíîâó ìåòðèêó íàM íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèè Ai(t), Bi(t) áûëè çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìå-

æóòêå (0,∞) è A1(0) = A2(0) = 0, B1(0), B2(0) 6= 0. Ïðè ýòîì ïðè

{t > 0} ãëàäêîñòü ìåòðèêè ds̄2 ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè ôóíêöèé Ai(t),

Bi(t) ïðè t > 0. Âûÿñíèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè B = {t = 0}
(çàìåòèì, ÷òî B äèôôåîìîðôíî S3).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó q ∈ M, ëåæàùóþ â ìíîæåñòâå

B. Íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè q â M ãîìåîìîðôíà U × R4, ãäå U

� îêðåñòíîñòü â B. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãëàäêîñòè ìåòðèêè ds̄2 íóæ-

íî ïîêàçàòü ãëàäêîñòü ìåòðèêè, îãðàíè÷åííîé íà êàæäóþ îêðåñòíîñòü

U × R4.

Äëÿ êàæäîãî p ∈ U ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè ds̄2 íà {p} ×
R4:

ds̄2
v = dt2 +

3∑
i=1

Ai(t)
2(ηi + η̃i)

2. (3.1)

Çäåñü t � ðàäèàëüíûé ïàðàìåòð íà R4 è ìåòðèêà ds̄2
v íå çàâèñèò îò

âûáîðà p. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Ëåììà 3.2. [24, 25]. Ìåòðèêà

g = dr2 + h2(r)dφ2,

çàäàííàÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) íà ñòàíäàðòíîì äâó-

ìåðíîì äèñêå r ≤ r0, 0 ≤ φ ≤ 2π ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ðèìàíîâîé ìåòðè-

êîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |h(r)| > 0 ïðè r ∈ (0, r0] è ôóíêöèÿ

h(r) ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëàäêîé íå÷åòíîé ôóíêöèè h(r), îïðåäåëåííîé

íà (−r0, r0) òàêîé, ÷òî |h′(0)| = 1.

Ïóñòü ìåòðèêà ds̄2 � ãëàäêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî ìåòðèêà (3.1) � ãëàä-

êàÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ξi + ξ̃i, îãðàíè÷åííûå íà

S3 ⊂ R4 = H ïðåäñòàâëåíû íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ êàê qi, qj, qk,

ãäå q = q0 + q1i+ q2j + q3k. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè (3.1) íà

ïëîñêîñòü, ïîðîæäåííóþ âåêòîðàìè 1 è i â H:

ds̄2
v|1,i = dt2 + A1(t)

2(η1 + η̃1)
2.

Ýòà ìåòðèêà ãëàäêàÿ, åñëè ds̄2
v ãëàäêàÿ. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî äëèíà

âåêòîðà ξi ðàâíà
√

2, çíà÷èò |ξi + ξ̃i| = 2, ïîýòîìó ëåììó ?? ñëåäó-

åò ïðèìåíèòü ê ôóíêöèè 2A1. Èòàê, ôóíêöèÿ A1 ñ íåîáõîäèìîñòüþ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) ëåììû 3.1. Àíàëîãè÷íî, èç ãëàäêîñòè ds̄2
v

ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) ëåììû 3.1 äëÿ A2.

Òåïåðü ðàññìîòðåâ ñèñòåìó (2.2) ïðè t→ 0 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

B1(0) = B2(0) (èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû) è B′1(0) = B′2(0) = 0

(èç 3-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.2)). Èòàê, óñëîâèÿ (2) ëåììû 3.1

òàêæå âûïîëíåíû.

Îáðàòíî, ïóñòü óñëîâèÿ (1)-(3) ëåììû 3.1 âûïîëíåíû. Âûðàæå-

íèå äëÿ dAi/dt ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè k-êðàòíîå ôîðìàëüíîå äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå ïî t. Ïóñòü V
(k)
i = dkAi/dt

k � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-

öèÿ îò ïåðåìåííûõ A1, A2, A3, B1, B2, B3, i = 1, 2, 3 Àíàëîãè÷íî

V
(k)
i+3 = dkBi/dt

k, i = 1, 2, 3. Èç óñëîâèé íà ôóíêöèè Ai ñëåäóåò, ÷òî
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ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ai(t), îïðåäåëåííûå è C
∞-ãëàäêèå ïðè t ≥ 0 òà-

êèå, ÷òî Ai(t) = tai(t), |ai(0)| = 1/2.

Ïîëîæèì Ãi(t) = −Ai(−t) è B̃i(t) = Bi(−t) ïðè t ≤ 0, i = 1, 2, 3.

ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôóíêöèè Ãi(t), B̃i(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞

íà ïðîìåæóòêå t ≤ 0 è Ãi(t) = tai(−t) ïðè t ≤ 0. Áîëåå òîãî, èç èíâà-

ðèàíòíîñòè ñèñòåìû (2.3) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (t, Ai, Bi) 7→
(−t,−Ai,−Bi) ñëåäóåò, ÷òî Ãi(t), B̃i(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3). Äà-

ëåå,

dk

dtk
∣∣
t>0

(Ai(t)) = V
(k)
i (Ai(t), Bi(t)) = tm

P (ai(t), Bi(t))

Q(ai(t), Bi(t))
, (3.2)

ãäå ïîëèíîìû P è Q èìåþò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè t = 0. Ïîñêîëü-

êó ïî óñëîâèþ ðåøåíèÿ Ai(t), Bi(t) � áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ïðè t ≥ 0,

òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë âûðàæåíèÿ (3.2) ïðè t → 0, è, ñëå-

äîâàòåëüíî, m ≥ 0. Ïîäñòàâèâ â (3.2) êðèâóþ Ãi(t), B̃i(t) ìû âèäèì,

÷òî ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé Ai(t) â òî÷êå t = 0 ñïðàâà

ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèé Ãi(t) â òî÷êå

t = 0 ñëåâà (çàìåòèì, ÷òî îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò òðèâèàëüíîñòü

ïðîèçâîäíûõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà). Èòàê, ôóíêöèè Ai(t) è Ãi(t) âìåñòå

îáðàçóþò C∞-ãëàäêèå íå÷åòíûå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ôóíêöèè B(t) è B̃(t) îáðàçóþò C∞-ãëàäêóþ

÷åòíóþ ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0.

Â êàæäîé òî÷êå q = q0 + q1i+ q2j+ q3k ìîæíî ðàçëîæèòü ñòàíäàðò-

íûé êîîðäèíàòíûé áàçèñ ∂/∂qi ïî áàçèñó
q
|q| , qi, qj, qk, äâîéñòâåííîìó

ôîðìàì dt, η1 + η̃1, η2 + η̃2, η3 + η̃3. Ýòî íåìåäëåííî ïîçâîëÿåò ïîñ÷èòàòü

êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (3.1) îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ êî-

îðäèíàò q0, q1, q2, q3 â H:

g00(q) =
q2

0|q|2 + A2
1(|q|)q2

1 + A2
2(|q|)q2

2 + A2
3(|q|)q2

3

|q|4
,

g11(q) =
q2

1|q|2 + A2
1(|q|)q2

0 + A2
2(|q|)q2

3 + A2
3(|q|)q2

2

|q|4
,
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g01 =
q0q1(|q|2 − A2

1(|q|)) + q2q3(A
2
2(|q|)− A2

3(|q|))
|q|4

,

g12 =
q1q2(|q|2 − A2

3(|q|)) + q0q3(A
2
1(|q|)− A2

2(|q|))
|q|4

,

(ìû ïðèâîäèì ëèøü íåêîòîðûå êîìïîíåíòû; îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç

äàííûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ 1, 2, 3). Äàëåå, ìû

èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé íåñëîæíûé ôàêò: åñëè ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f(t),

îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, òî f 2(t)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà u = t2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè

t = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî â ðàçëîæåíèè Òåé-

ëîðà ôóíêöèè f äî ëþáîãî ïîðÿäêà áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ëèøü ÷åòíûå

ñòåïåíè ïåðåìåííîé t, è d
du = 1

t
d
dt . Îòñþäà áåç òðóäà âûâîäèòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå t = 0 ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà

ôóíêöèè f(u). Ïîñêîëüêó ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèè Ai(t) ïðîäîëæà-

þòñÿ äî íå÷åòíûõ ôóíêöèé, òî òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî êîìïîíåíòû

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, à ñ íèìè è ìåòðèêà (3.1) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ds̄2 ÿâëÿåòñÿ (îáîáùåííûì) ñêðåùåííûì

ïðîèçâåäåíèåì U è R4 ñî ñêðåùèâàþùèìè ôóíêöèÿìè Bi(t), ðàññìàò-

ðèâàåìûìè êàê ôóíêöèè íà R4. Ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêîñòü ìåòðèêè

ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè ôóíêöèé Bi(t). Ñõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè (ñì.

òàêæå [25]), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàäêîñòü Bi íà R4 ðàâíîñèëüíà ïðî-

äîëæàåìîñòè Bi(t) äî ÷åòíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè t = 0, ÷òî ãàðàí-

òèðóåòñÿ óñëîâèåì (2) ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñèëó ëåììû 3.1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíîé ìåòðèêè íàM íåîáõî-

äèìà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.6), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
).

Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåííîãî íàìè ñëó÷àÿ ïðè

ïîìîùè ñèììåòðèé ñèñòåìû (2.6).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîé ìåòðèêè íàM âûïîëíèì ðàçäóòèå ñôåðû

S3 â òî÷êå S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
). Îïåðàöèÿ ðàçäóòèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþ-
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ùèì îáðàçîì. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè S0 ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå êîîðäè-

íàòû (α1, α2, α3 − 1√
2
) è øàð B = {(α1, α2, α3 − 1√

2
)|α2

1 + α2
2 + (α3 −

1√
2
)2 ≤ ε2} ðàäèóñà ε. Åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ïëîñêîñòüþ α3 = 1√

2
ýòî êðóã

U = {(α1, α2)|
∑2

i=1 α
2
i ≤ ε2} ðàäèóñà ε.

Â U ââåäåì ãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ò.å. ðàññìîòðèì äâå

êîîðäèíàòû: ðàäèàëüíóþ −ε < r < ε è òàíãåíöèàëüíóþ s ∈ S1, ãäå

S1 = {((α1, α2)|
∑2

i=1 α
2
i = 1}. Òàêèì îáðàçîì (α1, α2) = rs. Òåïåðü

ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå (−ε, ε)× S1 è äåéñòâèå ãðóïïû Z2 íà íåì:

(r, s) 7→ (−r,−s).

ßñíî, ÷òî äåéñòâèå ñâîáîäíî è ìû ïîëó÷àåì ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî Ũ =

(−ε, ε)× S1/Z2, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ëèñò Ìåáèóñà. Ñîïîñòàâëåíèå

±(r, s) 7→ rs

îïðåäåëÿåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Ũ → U , êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì Ũ\P → U\S0, ãäå P = {(r, s)|r = 0} � âëîæåííàÿ

â Ũ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

Óäàëèì òî÷êó S0 èç îêðåñòíîñòè U è ïðèêëåèì Ũ ïî ïîñòðîåííîìó

âûøå äèôôåîìîðôèçìó. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ïîëó-

÷åíî èç S3 ðàçäóòèåì â òî÷êå S0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃ ñôåðó S3, ðàçäóòóþ â òî÷êå S0 (çàìåòèì, ÷òî

S̃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ñâÿçíóþ ñóììó ñôåðû S3 è âåùåñòâåííîãî

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 3). Íàì ïîòðåáóþòñÿ ëîêàëüíûå êîîð-

äèíàòû â îêðåñòíîñòè P . Ðàññìîòðèì Ui = {±(r, s)|αi 6= 0}, i = 1, 2.

Ïîëîæèì â îêðåñòíîñòè Ui

αii = αi, α
i
j =

αj
αi

äëÿ i 6= j.

Ìû, òåì ñàìûì îïðåäåëèëè ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû αi1, α
i
2 íà Ũ â

îêðåñòíîñòè Ui, i = 1, 2. Äîïîëíèì Ũ äî òðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè S0, ïîëîæèâ α
i
3 = α3, i = 1, 2.
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Ëåììà 3.3. Äëÿ òî÷êè S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
) ñóùåñòâóåò îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.6), âûõîäÿùèõ èç

òî÷êè S0 â îáëàñòü α2 ≥ α1 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïåðåíåñåì ñèñòåìó (2.6) íà S̃, ïîñëå ÷åãî ïðî-

åêöèè òðàåêòîðèé íà S3 áóäóò äîñòàâëÿòü íåîáõîäèìûå ðåøåíèÿ. Â

ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé è ðåçóëüòàòîâ ëåììû 3.1 ìû äîëæ-

íû èññëåäîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.6) íà S̃, âûõîäÿùèå èç òî÷êè

α2
1 = 1, α2

2 = 0, α2
3 = 1√

2
. Ïåðåñ÷èòàåì ïîëå W â îêðåñòíîñòè U2 â

íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì x = α2
1, y = α2

2, z = α2
3.

Òîãäà ñèñòåìà (2.6) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé:

dx
dv = W1(xy, y, z)− xW2(xy, y, z) = W̃1(x, y, z)
dy
dv = yW2(xy, y, z) = W̃2(x, y, z)
dz
dv = yW3(xy, y, z) = W̃3(x, y, z),

(3.3)

ãäå du = ydv.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå W̃ îáðàùàåòñÿ â

íóëü â òî÷êå p = (1, 0, 1√
2
), ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (3.3) â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè:
dx
dv = x
dy
dv = 1

2y
dz
dv = −3z.

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè òî÷êè p = (1, 0, 1√
2
) ñóùåñòâóåò ïî-

âåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.3), âûõîäÿùèìè ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî ïî ïåðåìåííîé v èç òî÷êè p. Ïðè÷åì ýòà ïîâåðõíîñòü â

òî÷êå p = (1, 0, 1√
2
) êàñàåòñÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà ïåð-

âûå äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà e1 = {1, 0, 0} è e2 = {0, 1, 0}, à èìåííî,
åñëè ðàññìîòðåòü ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè x̃ = x− 1, ỹ = y,

òî â íåé íàøè òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáîëû ỹ2 = 2px̃,

âûõîäÿùèå ïàðàëëåëüíî âûäåëåííîìó íàïðàâëåíèþ e2. Êàæäàÿ òà-

êàÿ ïàðàáîëà - ýòî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(v) = (αev, βe
v
2 ) èëè
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γ(u) = (αu
2

4β2 ,
u
2); åå âåêòîð ñêîðîñòè dγ

du = ( αu2β2 ,
1
2), âåêòîð óñêîðåíèÿ

d2γ
du2 = ( α

2β2 , 0), îòñþäà α
2β2 = d2x

du2 .

Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî d2x
du2 = f d

dt

(
f d
dt(

A1

A2
)
)
|t=0 = 1

8b
2
0(a1− a2), ãäå

b0 = B1(0) = B2(0), a1 = A′′′1 (0)
6 , a2 = A′′′2 (0)

6 . Òîãäà ôîêàëüíûé ïàðàìåòð

ïàðàáîëû p íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ 2p = β2

α è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî p =
12

B2
1(0)(A′′′1 (0)−A′′′2 (0))

.

Îòìåòèì, ÷òî îí îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè) îïðåäåëÿ-

åò íàøó òðàåêòîðèþ. Ïðè ýòîì, åñëè p < 0, òî òðàåêòîðèÿ âûõîäèò

â îáëàñòü α1 < α2, åñëè æå p > 0 � â îáëàñòü α1 > α2. Ñòîèò îò-

ìåòèòü, ÷òî èçâåñòíûå ðàíåå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (2.3) è (2.4) ñèñòåìû

(2.1) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òàêæå êàñàþòñÿ âåêòîðà e2, ïðè

ýòîì ðåøåíèå (2.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ x̃ = 0(ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ýòî ðåøåíèå îòâå÷àåò ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ p = ±∞), à ðåøåíèå

(2.3) ñîäåðæèòñÿ â íàéäåííîì ñåìåéñòâå ïàðàáîë ỹ2 = 2px̃ è îòâå÷àåò

çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà p = −1/5.

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
)

ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû (6),

âûõîäÿùåå èç òî÷êè S0 çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïî ïåðåìåííîé u. Ïðè÷åì ýòî

ñåìåéñòâî â òî÷êå S0 êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè Oα1α2, è êàñàòåëüíûé âåêòîð â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

èìååò âèä {α1, α2, 0, 0}, ãäå α1 < α2. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé è ïðè p > 0, îäíàêî ÷èñëåííûé àíàëèç

ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ íå ìîãóò ïðîäîëæåíû íà âñþ îáëàñòü èç-

ìåíåíèÿ âðåìåíè t, è, çíà÷èò, íå äàþò ïðèìåðîâ ïîëíûõ ðèìàíîâûõ

ìåòðèê. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå òîãî, ÷òî p > 0, ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

A′′′1 (0) − A′′′2 (0) > 0, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

α > − 1
24γ2 , çäåñü ïàðàìåòðû α è γ - ýòî êîýôôèöèåíòû, ó÷àñòâóþ-

ùèå â ðàçëîæåíèè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Ai(t), Bi(t) â ðÿä Òåéëîðà â
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îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òî åñòü, åñëè

A1(t) = 1
2t+ αt3,

A2(t) = 1
2t−

1
2(α + 1

8γ2 )t
3,

B1(t) = γ + 1
4γ t

2,

B2(t) = γ + 1
4γ t

2,

- óêàçàííîå ðàçëîæåíèå, è ïàðàìåòð γ = 1, òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà α > − 1
24γ2 = −0, 041(6) ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â íóëü îäíîé

èç ôóíêöèé, çàäàþùèõ ìåòðèêó (A2(t)), ïðè ýòîì ôóíêöèÿ A1(t) óõî-

äèò ê áåñêîíå÷íîñòè, è, êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèè B1(t) èB2(t) íå ìîãóò

áûòü ïðîäîëæåíû äëÿ âñåõ t. Íà ïðèâåäåííûõ íèæå ãðàôèêàõ ïîêà-

çàíû ðåøåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α = −0, 041 è α = −0, 042

ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèé çíà÷åíèþ p > 0, íå

ñîäåðæèò íîâûõ ïðèìåðîâ ïîëíûõ ìåòðèê ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2, è â

äèññåðòàöèè ìû íå èññëåäóåì ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

òðàåêòîðèé.

Ëåììà 3.4. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.6), îïðåäåëåííàÿ íà÷àëüíîé

òî÷êîé S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
), ñòðåìèòñÿ ïðè u → ∞ ê ñòàöèîíàðíîé

òî÷êå S∞ = (0,
√

3√
10
,
√

2√
5
,
√

3√
10

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ òî÷åê â S3:

O = (0, 0, 1, 0), A = (0, 0, 0, 1), B = (1, 0, 0, 0), C = (0, 1√
2
, 0, 1√

2
).

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Π ⊂ S3, îïðåäåëåííóþ íåðàâåíñòâàìè:

Π : α4 ≥ α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáëàñòü Π ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì òåòðàýäðîì
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(OABC). Ãðàíèöàìè îáëàñòè ñëóæàò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

Π1 = (OAB) = {α4 ≥ 0, α2 = 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0},
Π2 = (OBC) = {α2 = α4, α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0},
Π3 = (OAC) = {α4 − α2 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1 = 0, α3 ≥ 0},
Π4 = (ABC) = {α4 − α2 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 = 0}.

Íà÷àëüíàÿ òî÷êà S0 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
) ∈ (OA). Ïðè ìàëûõ u òðàåêòîðèÿ

ñèñòåìû (2.6), îïðåäåëåííàÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé S0 ïîïàäàåò â Π.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé ãðàíè-

öû îáëàñòè Π çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Π1 è îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ F1 íà S
3:

F1(α1, α2, α3, α4) =
α1α2α4

F (α1, α2, α3, α4)
.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò F1(S0) = 0. Ïîñêîëüêó F (α1, α2, α3, α4) =

f(t)−3F (S0) < 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ 2) ëåììû 2.6 âûòåêàåò, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ôóíêöèè F1 îòðèöàòåëüíà, è, çíà÷èò, îíà ñòðîãî óáûâàåò âäîëü

òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.6), èäóùèõ âíóòðè îáëàñòè Π. Íà ìíîæåñòâå

Π1\((AB)∪ (OB)) ôóíêöèÿ F1(α1, α2, α3, α4) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, òðà-

åêòîðèÿ íå ìîæåò âåðíóòüñÿ è ïåðåñå÷ü ýòó ñòåíêó, çà èñêëþ÷åíèåì,

âîçìîæíî, äóã (AB) = {α3 = 0} è (OB) = {α4 = 0}. Äàëåå, íà Π2 ìû

èìååì
d(α4 − α2)

du
=
α1

α2
> 0,

ïðè α1 6= 0, ò.å òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

ìíîæåñòâà Π2 çà êîíå÷íîå âðåìÿ, èëè äàæå ïîäîéòè ê íåé äîñòàòî÷íî

áëèçêî, çà èñêëþ÷åíèåì äóãè (OC) = {α1 = 0}. Çàìåòèì, ÷òî ýòî

æå ñîîáðàæåíèå çàîäíî èñêëþ÷àåò îêðåñòíîñòü äóãè (OB). Íàêîíåö,

íà ìíîæåñòâå Π4 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè α3(u) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è

îòãðàíè÷åíà îò íóëÿ:

dα3

du = d
du

(
B1

f

)
= f d

dt

(
B1

f

)
|B1=0 = 2A2

1(A2
2+B2

2)+3A4
2+2A2

2B
2
2+3B4

2

2A2B2(A2
1+A2

2+B2
2)

=

2α2
1(α2

2+α2
4)+3α4

2+2α2
2α

2
4+3α4

4

2α2α4(α2
1+α2

2+α2
4)

,
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ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ íå ïåðåñåêàåò Π4 è íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü (çà-

ìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èëè è îñòàâàâøóþñÿ âîçìîæíîñòü

ïðèáëèæåíèÿ ê äóãå (AB)). Ïîñêîëüêó Π3 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì

ïîäìíîæåñòâîì ñèñòåìû (2.6), òî òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü Π3

çà êîíå÷íîå âðåìÿ (â òîì ÷èñëå äóãó (OC)).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî C � ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìîé

òðàåêòîðèè. Òîãäà â C ìîãóò ïîïàñòü:

1) ñòàöèîíàðíûå èëè óñëîâíî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñèñòåìû (2.6) (ò.

å., â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììàìè 2.3 è 2.4 èìåþòñÿ òîëüêî äâå òàêèå âîç-

ìîæíîñòè: òî÷êè S∞ è S1 = ( 1
2
√

2
, 1

2
√

2
,
√

3
2
√

2
,
√

3
2
√

2
));

2) òî÷êè, ëåæàùèå íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ôóíêöèè F1;

3) íàêîíåö, ïóñòü p ∈ C è íå ïðèíàäëåæèò ê òèïó 1) èëè 2). Åñëè

p ∈ IntΠ, òî òðàåêòîðèÿ èìååò â òî÷êå p íåíóëåâóþ ñêîðîñòü è â ñèëó

óáûâàíèÿ F1 íå ìîæåò áîëüøå âåðíóòüñÿ â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷-

êè p � ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäåëüíîñòüþ p. Èòàê, p ∈ ∂Π. Àíàëîãè÷íîå

ñîîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî p ëåæèò íà ìèíèìàëüíîì óðîâíå F1.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F2(α1, α2, α3, α4) =

ln
α3(α2

4−α2
2)

α1α2α4
. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ 3) ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî F2 óáûâàåò

âäîëü òðàåêòîðèè, è çíà÷èò ìíîæåñòâî C∩∂Π ëåæèò íà ìèíèìàëüíîì

óðîâíå F2 â Π. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíûì (â Π) óðîâíåì ôóíêöèè F2

ñëóæèò ìíîæåñòâî Π2 ∪Π4. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ ïðèáëè-

çèòüñÿ ê îêðåñòíîñòè ê Π4, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé

C ∩ ∂Π ⊂ Π2.

Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ 4) ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F3 = ln α2

α4

óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèè (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u) ê ìèíèìàëü-

íîìó çíà÷åíèþ íà Π2, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè α1 = 0. Èòàê, íàøà

òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ïðè u→∞ ê èíâàðèàíòíîìó îäíîìåðíîìó ìíî-

æåñòâó Π2 ∩Π3 = (OC). Ñîîòíîøåíèå 5) ëåììû 2.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî â

îêðåñòíîñòè (OC) ôóíêöèÿ F4 = α3

α4
âîçðàñòàåò ïðè F4 ≤ 2√

3
è óáûâàåò
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ïðè F4 ≥ 2√
3
, ñëåäîâàòåëüíî C ∩ ∂Π ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî òî÷êó

S∞, îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì F4 = 2√
3
.

Èòàê, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ñõî-

äèòñÿ ëèáî ê S1, ëèáî ê S∞. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ê S1 íå èìååò ìåñòà.

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (2.6) â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàð-

íîé òî÷êè S1 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (α1, α2, α3). Ïðÿìîå âû÷èñëå-

íèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ñîáñòâåííûõ

÷èñëà êðàòíîñòè îäèí:

λ1 = −2
√

2, λ2 = −7

3

√
2− 1

3

√
290, λ3 = −7

3

√
2 +

1

3

√
290.

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè òî÷êè S1 ñóùåñòâóåò (ëîêàëüíî îïðåäå-

ëåííàÿ) ïîâåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ òðàåêòîðèÿìè, âõîäÿùèìè â òî÷êó

S1, ïðè÷åì ýòà ïîâåðõíîñòü â òî÷êå S1 êàñàåòñÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè,

íàòÿíóòîé íà ïåðâûå äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà e1 è e2. Îñòàëüíûå òðà-

åêòîðèè â îêðåñòíîñòè S1 âûõîäÿò èç S1. Ïðè ýòîì ïåðâûé ñîáñòâåííûé

âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (â R4): e1 = (−
√

3,−
√

3, 1, 1) è ÿâëÿåòñÿ êà-

ñàòåëüíûì ê òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ êàê α1 = α2, α3 = α4.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 îòâå÷àþò â òî÷íîñòè

ðåøåíèÿ (2.4) è (2.5) (îáå òðàåêòîðèè âõîäÿò â òî÷êó S1 ñ ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ñòîðîí; òðàåêòîðèÿ (2.4) îòâå÷àåò F < 0, òðàåêòîðèÿ (2.5) �

F > 0). Ïîñêîëüêó |λ2| > |λ1|, òî îñòàëüíûå âõîäÿùèå â S1 òðàåêòîðèè

(êðîìå îäíîé) êàñàþòñÿ â òî÷êå S1 òðàåêòîðèè (2.4) èëè (2.5). Óïî-

ìÿíóòàÿ íàìè åäèíñòâåííàÿ íå êàñàòåëüíàÿ ê (2.4), (2.5) òðàåêòîðèÿ

îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2, è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

îíà ëåæèò íà èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòè F = 0, è ñëåäîâàòåëüíî íå

ìîæåò ñîâïàäàòü ñ íàøåé òðàåêòîðèåé.

Ðàññìîòðèì ïàðó ôóíêöèé: G1 = α2α4 − α1α3 è G2 = α1α4 −
α2α3. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà S0 è ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà S1 ëåæàò â îáëà-

ñòè {G1 = 0, G2 = 0}. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò,
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÷òî âåêòîð e2 íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòåé {G1 > 0, G2 > 0} ëè-

áî {G1 < 0, G2 < 0} (îáëàñòü çàâèñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ e2:

e2 = ±{−1
2 +

√
145
10 , 1,−11

√
3

6 −
√

3
√

145
6 , 5√

3
+ 2

√
145

5
√

3
} ).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî d
duG1 = − 2

α2
G2, â òî÷êàõ, ãäå G1 = 0; è d

duG2 =

− 2
α2
G1 â òåõ òî÷êàõ, ãäå G2 = 0. Çíà÷èò òðàåêòîðèÿ ìîæåò äîñòè÷ü

òî÷êè S1 òîëüêî íàõîäÿñü â îáëàñòè {G1 > 0, G2 > 0}, åñëè îíà ïåðåé-
äåò â îäíó èç îáëàñòåé {G1 > 0, G2 < 0} ëèáî {G1 < 0, G2 > 0}, òî óæå
íå ñìîæåò èç íèõ âûéòè (îòìåòèì, ÷òî S∞ ëåæèò â {G1 > 0, G2 < 0}).
Â òîì ÷èñëå, ýòî ñîîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà e2 �

îí íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè {G1 > 0, G2 > 0}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàñàòåëüíûé âåê-

òîð ê íàøåé òðàåêòîðèè èìååò âèä {α1, α2, 0, 0}, α1 ≥ 0, α2 ≥ 0 è

ïîýòîìó îí íàïðàâëåí â îäíó èç îáëàñòåé {G1 > 0, G2 < 0} ëèáî

{G1 < 0, G2 > 0} â çàâèñèìîñòè îò çíàêà (α2 − α1). Îñòàëîñü òîëü-

êî âñïîìíèòü, ÷òî α2 > α1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2) è, çíà÷èò,

òðàåêòîðèÿ ñðàçó æå âõîäèò â îáëàñòü {G1 > 0, G2 < 0}, ãäå åäèí-

ñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà S∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåïåðü ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì

ëåìì 3.3 è 3.4: íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêîå

ñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà íàøà ìåòðèêà, ãðóïïà

ãîëîíîìèè êîòîðîé î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî âñåé G2. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

S∞ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ A1 àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè êîí-

ñòàíòîé, à îñòàëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ìåòðèêó, � ëèíåéíûìè

íåïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà p < 0 ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ

ðèìàíîâà ìåòðèêà âèäà ds̄2 ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2 íà S
3×R4, òàêàÿ,

÷òî p = 12
B2

1(0)(A′′′1 (0)−A′′′2 (0))
. Ïðè t → ∞ ìåòðèêè äàííîãî ñåìåéñòâà

ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì S1 ×
C(S2 × S3), ãäå C(S2 × S3) � êîíóñ íàä ïðîèçâåäåíèåì ñôåð.
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Ãëàâà 4

Ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2,

îïðåäåëåííûå íà S3 ×H4.

Òèï 2. B1(0) = 0, B2(0) 6= 0, Ai(0) 6= 0. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå

äåéñòâèå ãðóïïû U(1) = S1 íà M :

z ∈ U(1) : (U, V ) 7→
((

z 0

0 z−1

)
U,

(
z 0

0 z−1

)
V

)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè

êðèâûìè ïîëÿ ξ1 − ξ̃1. Çíà÷èò ìîæíî ïðîäîëæèòü ìåòðèêó ds̄2 íà

[0,∞) ×M , çàòÿíóâ ïðè t = 0 êàæäóþ îðáèòó â òî÷êó. Äèôôåîìîð-

ôèçì

φ : M →M : (U, V ) 7→ (U,U−1V ).

ïðåîáðàçóåò ðàññìîòðåííîå âûøå äåéñòâèå U(1) â äåéñòâèå ñëåäóþùå-

ãî âèäà:

z ∈ U(1) : (U, V ) 7→
((

z 0

0 z−1

)
U, V

)
.

Ôàêòîðèçàöèÿ ïî äåéñòâèþ U(1) íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå çàäà¼ò ðàñ-

ñëîåíèå Õîïôà G = S3 → S2 = G/U(1). Ïîñëå çàòÿãèâàíèÿ â òî÷êó

îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ ïðè t = 0 â ïðîñòðàíñòâå [0,∞) × G, ìû ïî-

ëó÷àåì öèëèíäð ðàññëîåíèÿ Õîïôà, êîòîðûé, êàê íåòðóäíî óâèäåòü,
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ãîìåîìîðôåí ëèíåéíîìó C-ðàññëîåíèþ H íàä S2, íàçûâàåìîìó êàíî-

íè÷åñêèì (èëè òàâòîëîãè÷åñêèì) ðàññëîåíèåì íàä S2. Ýòî ðàññëîå-

íèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî åãî ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ

ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì â H2(S2). Ïîñêîëüêó íà âòîðîì ñîìíîæèòåëå

äåéñòâèå òðèâèàëüíî, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ìåòðèêà ds̄2 ïðîäîëæàåòñÿ íà

ïðîñòðàíñòâî H ×G.
Ðàññìîòðèì òåïåðü öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Z4 â U(1).

Z4 = 〈
(
i 0

0 −i

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
−i 0

0 i

)
,

(
1 0

0 1

)
〉.

Ãðóïïà Z4 (ñëåäîì çà U(1)) äåéñòâóåò íà M , ïîýòîìó ìîæíî ðàñïðî-

ñòðàíèòü ýòî äåéñòâèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî M̄ . Ïîñêîëüêó äàííîå äèñ-

êðåòíîå äåéñòâèå ñîãëàñîâàíî ñ çàòÿãèâàíèåì îðáèò ïðè t = 0, òî ìû

ïîëó÷àåì äåéñòâèå Z4 íà H × G. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî (H × G)/Z4

åñòåñòâåííûì îáðàçîì äèôôåîìîðôíîM = H4×G, ãäå H4 � ÷åòâåð-

òàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ H. Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ìåòðèêà ds̄2 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà ìíîãîîáðàçèåM.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4(5) èç [21].

Ëåììà 4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðèêà ds̄2 ïðîäîëæàëàñü äî ãëàä-

êîé ìåòðèêè íàM, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) B1(0) = 0, |B′1(0)| = 2;

(2) A2(0) = B2(0) 6= 0, A′2(0) = −B′2(0),

(3) A1(0) 6= 0, A′1(0) = 0;

(4) ôóíêöèè Ai, Bi çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â öåëîì àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïîäìíî-

ãîîáðàçèå â M, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì {t = 0}. Êàê ñëåäóåò èç

ðàññóæäåíèé â íà÷àëå ãëàâû, B äèôôåîìîðôíî S3 × S2.
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×òîáû ïîëó÷èòü ðèìàíîâó ìåòðèêó íàM íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíê-

öèè Ai(t), B(t)i áûëè çíàêîîïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå (0,∞) è

B1(0) = 0, A1(0) 6= 0, A2(0) 6= 0 è B2(0) 6= 0. Âíå B ⊂ M ãëàä-

êîñòü ìåòðèêè ds̄2 ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè ôóíêöèé Ai(t), Bi(t) ïðè

t > 0. Âûÿñíèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè B.

Ïóñòü S ⊂ S3×S3 � îêðóæíîñòü, èíòåãðèðóþùàÿ ïîëå ξ1− ξ̃1. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç π : S3×S2 → S3 � ïðîåêöèþ ñî ñëîåì S2 = ∆S3/S (çäåñü

∆S3 � äèàãîíàëüíî âëîæåííàÿ â S3×S3 ïîäãðóïïà S3). Ïóñòü q ∈ S3.

Ðàññìîòðèì íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè q. Åñëè îêðåñòíîñòü U

âûáðàíà äîñòàòî÷íî ìàëîé, òî π−1(U) = (U×S2)/Z4. Òîãäà íåáîëüøàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè π−1(q) âM äèôôåîìîðôíà (U × (S3×C)/S)/Z4 è

ãëàäêîñòü ìåòðèêè ds̄2 ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè ìåòðèêè, ïîäíÿòîé íà

êàæäóþ òàêóþ îêðåñòíîñòü.

Ïîëîæèì

ds̄2
v = dt2 +

3∑
i=1

Bi(t)
2(ηi − η̃i)2. (4.1)

Ìåòðèêà ds̄2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå

ìåòðèêè (4.1), åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðóåìîé íà ïðîñòðàíñòâå (S3 ×
C)/S, è ìåòðèêè g′ íà U , ñî ñêðåùèâàþùèìè ôóíêöèÿìè Ai(t). Åñëè

ìû îãðàíè÷èì ìåòðèêó (4.1) íà C (ñðàâíèòå ñ ëåììîé 3.1), òî èç è èç

ëåììû 3.2 ãëàâû 3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ 2B1 äîëæíà èìåòü åäèíè÷íóþ

ïî ìîäóëþ ïðîèçâîäíóþ â íà÷àëüíîé òî÷êå, åñëè ìû õîòèì ãëàäêîñòè

íàøåé ìåòðèêè íà U × (S3×C)/S. Äîïîëíèòåëüíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ïî

Z4 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ 8B1 äîëæíà èìåòü åäèíè÷íóþ ïî ìîäóëþ

ïðîèçâîäíóþ ïðè t = 0, ÷òî äàåò óñëîâèå (1) ëåììû 4.1. Äàëåå, èç

òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (2.2) ïðè t→ 0 ñëåäóåò, ÷òî A2(0) = B2(0). Òîãäà

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî A′1(0) = 0,

è ñëîæèâ âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èì A′2(0) = −B′2(0).

Èòàê, èç ãëàäêîñòè ìåòðèêè ds̄2 ñëåäóþò óñëîâèÿ (1)-(4) ëåììû 4.1.
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Îáðàòíî, ïóñòü ãëàäêèå íà [0,∞) ôóíêöèè Ai, Bi óäîâëåòâîðÿþò

âñåì óñëîâèÿì ëåììû 4.1. Êàê è â ëåììå 3.1 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíê-

öèz A1 ïðîäîëæàåòñÿ äî ÷åòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè àðãóìåíòà t, ïîýòîìó

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãëàäêîñòè ìåòðèêè ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ds̄2

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ãëàäêîñòü ñëåäóþùåé ìåòðèêè:

ds̄2
b = dt2 +

3∑
i=1

Bi(t)
2(ηi − η̃i)2 +

3∑
i=2

Ai(t)
2(ηi + η̃i)

2. (4.2).

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ p : (S3 × S3 × C)/S → (S3 × S3)/S. ßñíî, ÷òî

(S3 × S3 × C)/S äèôôåîìîðôíî S3 × H, ïðè ýòîì ðàññëîåíèå p �

ýòî êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä äâóìåðíîé ñôåðîé S3/S, ÿâëÿþùå-

åñÿ ðèìàíîâîé ñóáìåðñèåé ñî ñëîåì, äèôôåîìîðôíûì C. Ïóñòü V è

H � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîí-

òàëüíûõ âåêòîðîâ ñóáìåðñèè p, ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè

(4.2) íà V âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dt2 +B2
1(t)(η1 − η̃1)

2. (4.3)

Êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òîB1(t) ïðîäîëæàåòñÿ

äî ãëàäêîé íå÷åòíîé ôóíêöèè, îòêóäà ñëåäóåò ãëàäêîñòü ìåòðèêè (4.3)

íà V . Ðàññìîòðèì íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü V ⊂ (S3 × S3)/S è òî÷êó

(îðáèòó äåéñòâèÿ) (g, h)S ∈ V . Ïðîîáðàç òî÷êè (g, h)S ïðè îòîáðà-

æåíèè p âûãëÿäèò êàê (g, h, z)S ∈ p−1((g, h)S), ãäå z ∈ C. Ãîðèçîí-
òàëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå (g, h, z)S ìîæíî îòîæäåñòâèòü

ñ âåêòîðîì (gX, hX ′), ãäå X,X ′ ∈ sp(1) = Im(H), X = x2j + x3k,

xi ∈ R, X ′ = x′2j + x′3k, x
′
i ∈ R. Ïðè ýòîì äëÿ s ∈ S âåêòîðû

(gX, hX ′) è (gsY, hsY ′) ïðîåêòèðóþòñÿ â îäèí è òîò æå âåêòîð, êà-

ñàòåëüíûå ê (S3 × S3)/S â òî÷êå (g, h)S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Y = s−1Xs, Y ′ = s−1X ′s. Ðàññìîòðèì ïîëÿ X1, X
′
1 è X2, X

′
2 íà (S3 ×

S3×C)/S, îïðåäåëèâ èõ â êàæäîé òî÷êå (g, h, z)s êàê (g, h)(s−1(j, j)s),

(g, h)(s−1(j,−j)s) è (g, h)(s−1(k, k)s), (g, h)(s−1(k,−k)s), ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òîãäà ïîëÿ X1, X
′
1, X2, X

′
2 ïðîåêòèðóþòñÿ â íåêîòîðûå ãëàäêèå
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ïîëÿ X̃1, X̃
′
1, X̃2, X̃

′
2 â îêðåñòíîñòè V . ßñíî, ÷òî ïîëÿ X̃1, X̃

′
1, X̃2, X̃

′
2

îáðàçóþò áàçèñ ìîäóëÿ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè V è

íàì íóæíî ïðîâåðèòü ãëàäêîñòü êîìïîíåíò gij = g(X̃i, X̃j) = g(Xi, Xj)

(àíàëîãè÷íî gi′j′, gij′):

g11 = A2
2(|w|)+B2

2(|w|)
2 + x

2|w|(A
2
2(|w|)−B2

2(|w|)),
g2′2′ = A2

2(|w|)+B2
2(|w|)

2 + x
2|w|(B

2
2(|w|)− A2

2(|w|)),
g12′ = y

2|w|(A
2
2(|w|)−B2

2(|w|)).
(4.4)

ãäå s = eiφ ∈ S, t = |z| è ìû ïîëîæèëè w = x+ yi = te4iφ.

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ A2(t) ïðè t ≤ 0, ïîëîæèâ A2(t) = −B2(−t)
ïðè t ≤ 0, è àíàëîãè÷íî ïîëîæèì B2(t) = −A2(−t) ïðè t ≤ 0. Òî÷íî

òàêæå êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæåí-

íûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè A2(t) è B2(t) ÿâëÿþòñÿ C
∞-ãëàäêèìè â

îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ÷åòíûå

êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ôóíêöèéA2 èB2 â ïîëèíîì Òåéëîðà ïðî-

òèâîïîëîæíû ïî çíàêó, à íå÷åòíûå � ñîâïàäàþò. Äàëåå óæå íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ A2
2 +B2

2 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà

|w|2. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ A2
2−B2

2

|w| ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíê-

öèåé àðãóìåíòà |w|2. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷à-
ñòè (4.3) � ãëàäêèå, îòêóäà ñëåäóåò ãëàäêîñòü îãðàíè÷åíèÿ ìåòðèêè

(4.2) íà H, è ãëàäêîñòü ds̄2. Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñèëó ëåììû 4.1 ðåãóëÿðíîé ìåòðèêå íàM ìîæåò îòâå÷àòü òîëüêî

òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.6), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè S0 = (µ, λ, 0, λ), ãäå

2λ2+µ2 = 1. Â ñèëó ñèììåòðèé ëåììû 2.2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ, µ > 0.

Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáîé ðàññìîòðåííîé âûøå òî÷êè S0 =

(µ, λ, 0, λ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû

(2.6), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè S0 â îáëàñòü α3 > 0, α4 > α2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J = {(µ, λ, 0, λ)|µ > 0, λ > 0, 2λ2+µ2 = 1}
� äóãà îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé âûáèðàåòñÿ òî÷êà S0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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U îòêðûòûé êðóã â R2 ñ êîîðäèíàòàìè x = α3, y = α4 − α2 ðàäèóñà

ε ñ öåíòðîì â íóëå. Òîãäà â îêðåñòíîñòè äóãè J ìîæíî ðàññìîòðåòü

ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x, y, z = α1. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïîëå W èìååò

ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

Wx = W3, Wy = W2 −W4, Wz = W1,

ãäå

Wj(S) = Vj(S)− 〈V (S), S〉αj, j = 1, 2, 3, 4,

S = (α1, α2, α3, α4) =(
z,

1

2

(√
2− 2x2 − y2 − 2z2 − y

)
, x,

1

2

(√
2− 2x2 − y2 − 2z2 + y

))
,

à ôîðìóëû äëÿ Vi(S) ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé êîîðäè-

íàò. Ïîñêîëüêó â òî÷êàõ J èçíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà èìååò îñîáåííîñòü,

òî ìû ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè J × U ìîäèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

d

dv


x

y

z

 =


xWx

xWy

xWz

 . (4.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.5) ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè

ñèñòåìû (2.6) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïàðàìåòðà du = xdv. Âåêòîðíîå

ïîëå xW ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â îêðåñòíîñòè J × U , è íåïîñðåäñòâåííîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñòàöèîíàð-

íûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (4.5) â J×U áóäóò â òî÷íîñòè òî÷êè èíòåðâàëà

J . Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (4.5) â îêðåñòíîñòè òî÷êè S0:

dx
dv = 2x,
dy
dv = µx√

2−2µ2
− y,

dz
dv = 0.
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Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ñîáñòâåííûõ âåêòîðà e1 =

(3, µ√
2−2µ2

, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 2,

−1 è 0, ñîîòâåòñòâåííî.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè (x, y, z)→ S0 =

(0, 0, µ), òî 〈(0, 0, 1), xW|xW |〉 → 0, ò. å. óãîë ìåæäó âåêòîðîì xW è âåê-

òîðîì, êàñàòåëüíûì ê äóãå J , ñòðåìèòñÿ ê π/2 ïðè ïîäõîäå ê òî÷êàì

J . Ýòî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ¾ôàçîâûé ïîðòðåò¿ ñèñòåìû (4.5) â

îêðåñòíîñòè J × U àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êëàññè÷åñêîì

ñëó÷àå. À èìåííî, ðàññìîòðèì îáëàñòü Γ â J×U , îãðàíè÷åííóþ ïàðàáî-

ëè÷åñêèìè öèëèíäðàìè− µx√
2−2µ2

+3y+αx2 = 0,− µx√
2−2µ2

+3y−αx2 = 0

è ïëîñêîñòüþ x = δ, ãäå α, δ > 0. Ýòè öèëèíäðû íà ôèêñèðîâàííîì

óðîâíå z ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáîëû, êàñàþùèåñÿ ïî âåêòîðó e1.

Ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êàõ ïåðâîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà

d

dv

(
− µx√

2− 2µ2
+ 3y + αx2

)
= 5αx2 +O(x2 + y2) ≥ 0,

åñëè âûáðàòü êîíñòàíòó α äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ïðè÷åì ðàâåíñòâî äî-

ñòèãàåòñÿ òîëüêî íà J). Çíà÷èò, òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ïåðâûé ïàðà-

áîëè÷åñêèé öèëèíäð, ïðîõîäÿ ñíàðóæè îáëàñòè Γ âíóòðü. Àíàëîãè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.5) ïåðåñåêàþò âòîðîé ïàðà-

áîëè÷åñêèé öèëèíäð, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü Γ òàêæå ïðîõîäÿ ñíà-

ðóæè îáëàñòè âíóòðü. Òîãäà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ z = z0 íàéäåòñÿ

òðàåêòîðèÿ, êîí÷àþùàÿñÿ íà ïëîñêîé ñòåíêå îáëàñòè â òî÷êå (δ, y, z0),

êîòîðàÿ âûõîäèò èç òî÷êè íà îñè J , åñëè âûáðàòü δ äîñòàòî÷íî ìàëûì,

à α äîñòàòî÷íî áîëüøèì (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òàêàÿ òðàåêòîðèÿ

íå ìîæåò ñèëüíî îòêëîíèòüñÿ âäîëü J , ïîñêîëüêó óãîë, êîòîðûé îíà

ñîñòàâëÿåò ñ J ñòðåìèòñÿ ê π/2). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôèêñèðîâàòü

òî÷êó S0 = (0, 0, µ) íà äóãå J , òî ïðè óìåíüøåíèè δ è óâåëè÷åíèè

α ìîæíî íàéòè òðàåêòîðèþ, âûõîäÿùóþ ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîðÿäêîì

e2v èç òî÷êè S0 â îáëàñòü x > 0. Àíàëîãè÷íî, áóäåò ñóùåñòâîâàòü
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òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç S0 ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, ò.å. ñî ñòî-

ðîíû îáëàñòè x < 0. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè x ê íóëþ ðàâåí

e−2v, òî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà u ïðîèçîéäåò ¾âûõîä¿ èç òî÷êè S0

çà êîíå÷íîå âðåìÿ. àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîêàçûâàåòñÿ åäèí-

ñòâåííîñòü êàæäîé èç òðàåêòîðèé.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ïàðàìåòðà u ê ïàðàìåòðó v

ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå îðèåíòàöèè òðàåêòîðèé â îáëàñòè x < 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè S0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòî-

ðèÿ, çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè S0 è âõîäÿùàÿ â îáëàñòü

x > 0. Ïðè ýòîì âûõîäÿùàÿ èç S0 òðàåêòîðèÿ áóäåò êàñàòüñÿ âåêòîðà

e1, ò.å ïðè ìàëûõ u áóäåì èìåòü α4 > α2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.6), îïðåäåëåííàÿ íà÷àëüíîé

òî÷êîé S0 = (µ, λ, 0, λ), λ, µ > 0, 2λ2+µ2 = 1, ñòðåìèòñÿ ïðè u→∞
ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå S∞ =

(
0,
√

3√
10
,
√

2√
5
,
√

3√
10

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó Ëåììû 3.4 Ãëàâû 3, îäíàêî äëÿ ïîëíîòû è ñòðîãîñòè èçëî-

æåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî ïîëíîñòüþ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþ-

ùèõ òî÷åê â S3 òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3.4

Ãëàâû 3:

O = (0, 0, 1, 0), A = (0, 0, 0, 1), B = (1, 0, 0, 0), C = (0, 1√
2
, 0, 1√

2
).

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Π ⊂ S3, îïðåäåëåííóþ íåðàâåíñòâàìè:

Π : α4 ≥ α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáëàñòü Π ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ïèðàìèäîé

(OABC). Ãðàíèöàìè îáëàñòè ñëóæàò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

Π1 = (OAB) = {α2 = 0, α4 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0},
Π2 = (OBC) = {α4 = α2, α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 ≥ 0},
Π3 = (OAC) = {α4 ≥ α2 ≥ 0, α1 = 0, α3 ≥ 0},
Π4 = (ABC) = {α4 ≥ α2 ≥ 0, α1 ≥ 0, α3 = 0}.
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Íà÷àëüíàÿ òî÷êà S0 = (µ, λ, 0, λ) ∈ (BC). Ñîãëàñíî ëåììå 4.2 ïðè

âñåõ ìàëûõ u > 0 òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.6), îïðåäåëåííàÿ íà÷àëüíîé

òî÷êîé S0, íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè Π.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé ãðàíè-

öû îáëàñòè Π çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Íà Π1\((AB) ∪ (OB)) èíòåãðàë

F (t) = −α3α
2
4f(t)3 ñòðîãî îòðèöàòåëåí, à â íà÷àëüíîé òî÷êå F (S0) =

2λ2µ > 0, çíà÷èò òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü íåêîòîðóþ îêðåñò-

íîñòü ýòîé ñòåíêè, çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíî äóã (AB) è (OB). Äàëåå,

íà Π2 ìû èìååì
d(α4 − α2)

du
=
α1

α2
> 0,

ïðè α1 6= 0, ò.å òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

ìíîæåñòâà Π2 çà êîíå÷íîå âðåìÿ, èëè äàæå ïîäîéòè ê íåé äîñòàòî÷-

íî áëèçêî, çà èñêëþ÷åíèåì äóãè (OC). Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîîáðàæåíèå

çàîäíî èñêëþ÷àåò îêðåñòíîñòü äóãè (OB). Íàêîíåö, íà ìíîæåñòâå Π4

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè α3(t) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è îòãðàíè÷åíà îò íó-

ëÿ, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ íå ïåðåñåêàåò Π4 è íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü

(çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èëè è îñòàâàâøóþñÿ âîçìîæíîñòü

ïðèáëèæåíèÿ ê äóãå (AB)). Ïîñêîëüêó Π3 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì

ïîäìíîæåñòâîì ñèñòåìû (2.6), òî òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü Π3

çà êîíå÷íî âðåìÿ (â òîì ÷èñëå äóãó (OC)).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F1 íà S
3: F1(α1, α2, α3, α4) = α1α2α4

F (α1,α2,α3,α4) . Ïî-

ñêîëüêó F (α1, α2, α3, α4) = f(t)−3F (S0) > 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ 2)

ëåììû 2.6 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ F1 ñòðîãî âîçðàñòàåò âäîëü òðàåê-

òîðèé ñèñòåìû (2.6), èäóùèõ âíóòðè îáëàñòè Π. Äîïóñòèì, ÷òî C �

ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè. Òîãäà, â C ìîãóò

ïîïàñòü: ëèáî ñòàöèîíàðíûå è óñëîâíî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñèñòåìû

(2.6) (ò. å., â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììàìè 2.3 è 2.4 ìû èìååì òîëüêî äâå

òàêèå âîçìîæíîñòè: òî÷êè S∞ è S1 =
(

1
2
√

2
, 1

2
√

2
,
√

3
2
√

2
,
√

3
2
√

2

)
); ëèáî òî÷-

êè, ëåæàùèå íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ôóíêöèè F1 (ÿñíî, ÷òî âíóòðè
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Π òàêèõ òî÷åê íåò, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè êàæäîé âíóòðåííåé â Π

òî÷êè èç C ìîæíî îòãðàíè÷èòü îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ F1(u)); íàêîíåö,

âñå òî÷êè C, ëåæàùèå íà ãðàíèöå Π äîëæíû íàõîäèòñÿ íà ìàêñèìàëü-

íîì óðîâíå ôóíêöèè F1. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ F2(α1, α2, α3, α4) = ln
α3(α2

4−α2
2)

α4α2α1
. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ 3) ëåììû

2.6 ñëåäóåò, ÷òî F2 âîçðàñòàåò âäîëü òðàåêòîðèè, è çíà÷èò ìíîæåñòâî

C ∩ ∂Π ëåæèò íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå F2 â Π. Çàìåòèì, ÷òî ìàêñè-

ìàëüíûì (â Π) óðîâíåì ôóíêöèè F2 ñëóæèò ìíîæåñòâî Π3∪Π1. Âûøå

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ ïðèáëèçèòüñÿ ê îêðåñòíîñòè ê Π1\(OA),

ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé C ∩ ∂Π ⊂ Π3.

Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ 4) ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F3 = ln α2

α4

âîçðàñòàåò âäîëü òðàåêòîðèè (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u) ê ìàêñè-

ìàëüíîìó çíà÷åíèþ íà Π3, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè α2 = α4. Èòàê

íàøà òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ïðè u→∞ ê èíâàðèàíòíîìó îäíîìåðíî-

ìó ìíîæåñòâó Π3∩Π2 = (OC). Ñîîòíîøåíèå 5) ëåììû 2.6 ïîêàçûâàåò,

÷òî â îêðåñòíîñòè (OC) ôóíêöèÿ F4 = α3

α4
âîçðàñòàåò ïðè F4 ≤ 2√

3
è

óáûâàåò ïðè F4 ≥ 2√
3
, ñëåäîâàòåëüíî C ∩ ∂Π ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî

òî÷êó S∞, îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì F4 = 2√
3
.

Èòàê, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ñõî-

äèòñÿ ëèáî ê S1, ëèáî ê S∞. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ê S1 íå èìååò ìåñòà.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (2.6)

â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè S1 èìååò òðè ñîáñòâåííûõ ÷èñëà

êðàòíîñòè îäèí:

λ1 = −2
√

2, λ2 = −7

3

√
2− 1

3

√
290, λ3 = −7

3

√
2 +

1

3

√
290.

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè òî÷êè S1 ñóùåñòâóåò (ëîêàëüíî îïðåäå-

ëåííàÿ) ïîâåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ òðàåêòîðèÿìè, âõîäÿùèìè â òî÷êó

S1, ïðè÷åì ýòà ïîâåðõíîñòü â òî÷êå S1 êàñàåòñÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè,

íàòÿíóòîé íà ïåðâûå äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà e1 è e2. Îñòàëüíûå òðà-
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åêòîðèè â îêðåñòíîñòè S1 âûõîäÿò èç S1. Ïðè ýòîì ïåðâûé ñîáñòâåííûé

âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (â R4): e1 = (−
√

3,−
√

3, 1, 1) è ÿâëÿåòñÿ êà-

ñàòåëüíûì ê òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ êàê α1 = α2, α3 = α4.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 îòâå÷àþò â òî÷íîñòè

ðåøåíèÿ (2.4) è (2.5) (îáå òðàåêòîðèè âõîäÿò â òî÷êó S1 ñ ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ñòîðîí; òðàåêòîðèÿ (2.4) îòâå÷àåò F < 0, òðàåêòîðèÿ (2.5) �

F > 0). Ïîñêîëüêó |λ2| > |λ1|, òî îñòàëüíûå âõîäÿùèå â S1 òðàåêòîðèè

(êðîìå îäíîé) êàñàþòñÿ â òî÷êå S1 òðàåêòîðèè (2.4) èëè (2.5). Óïî-

ìÿíóòàÿ íàìè åäèíñòâåííàÿ íå êàñàòåëüíàÿ ê (2.4), (2.5) òðàåêòîðèÿ

îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2, è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

îíà ëåæèò íà èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòè F = 0, è ñëåäîâàòåëüíî íà

ìîæåò ñîâïàäàòü ñ íàøåé òðàåêòîðèåé.

Ðàññìîòðèì ïàðó ôóíêöèé: G1 = α2α4 − α1α3 è G2 = α1α4 − α2α3.

Íà÷àëüíàÿ òî÷êà S0 íàõîäèòñÿ â îáëàñòè {G1 > 0, G2 > 0}, òî÷êà S1

ëåæèò â {G1 = 0, G2 = 0}. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâà-
åò, ÷òî âåêòîð e2 íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòåé {G1 > 0, G2 > 0} ëèáî
{G1 < 0, G2 < 0} (îáëàñòü çàâèñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ e2; ìû

íå ïðèâîäèì çäåñü ÿâíûå êîîðäèíàòû e2, ÷òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ

ôîðìóë). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî d
duG1 = − 2

α2
G2, â òî÷êàõ, ãäå G1 = 0; è

d
duG2 = − 2

α2
G1 â òåõ òî÷êàõ, ãäå G2 = 0. Çíà÷èò òðàåêòîðèÿ ìîæåò äî-

ñòè÷ü òî÷êè S1 òîëüêî íàõîäÿñü â îáëàñòè {G1 > 0, G2 > 0}, åñëè îíà

ïåðåéäåò â îäíó èç îáëàñòåé {G1 > 0, G2 < 0} ëèáî {G1 < 0, G2 > 0},
òî óæå íå ñìîæåò èç íèõ âûéòè (îòìåòèì, ÷òî S∞ ëåæèò â {G1 >

0, G2 < 0}). Â òîì ÷èñëå, ýòî ñîîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå

âåêòîðà e2 � îí íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè {G1 > 0, G2 > 0}.
Òåïåðü, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F5 = α2

4−α2
3. Î÷åâèäíî, ÷òî F5(S0) =

λ2 > 0, F5(S1) = 0. Äàëåå,

d

du
F5 =

G2

2α1α4
,

â òåõ òî÷êàõ, ãäå F5 = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
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{F5 = 0} ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü òðàåêòîðèè íåîòðèöàòåëüíà

è îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷íîñòè â òî÷êàõ, â êîòîðûõ α1 = α2 è

α3 = α4. Ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ (2.4),

òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû îáëàñòè

{F5 > 0}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâà-

åò, ÷òî âåêòîð e2 (ïî êîòîðîìó ïðèõîäÿò òðàåêòîðèè ê òî÷êå S1) íà-

ïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè {F5 < 0}. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäÿñü â îáëàñòè

{G1 > 0, G2 > 0} òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïîäîéòè ê S1. Îñòàåòñÿ îäíà

âîçìîæíîñòü: âûõîä â îáëàñòü {G1 > 0, G2 < 0}, ãäå åäèíñòâåííîé

ïðåäåëüíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ S∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåïåðü ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì

ëåìì 4.2 è 4.3: íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêîå

ñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà íàøà ìåòðèêà, ãðóïïà

ãîëîíîìèè êîòîðîé î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî âñåé G2. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

S∞ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ B1 àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè êîí-

ñòàíòîé, à îñòàëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ìåòðèêó, � ëèíåéíûìè

íåïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè, ÷òî äàåò íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîèçâäåíèå

S1 è êîíóñà íàä S2 × S3. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïî-

ïàðíî íåãîìîòåòè÷íûõ ïîëíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê âèäà ds̄2 ñ ãðóï-

ïîé ãîëîíîìèè G2 íà H4 × S3, ïðè÷åì ìåòðèêè ìîæíî ïàðàìåò-

ðèçîâàòü íàáîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (A1(0), A2(0), B1(0), B2(0)) =

(µ, λ, 0, λ), ãäå λ, µ > 0 è µ2 + λ2 = 1.

Ïðè t → ∞ ìåòðèêè äàííîãî ñåìåéñòâà ñêîëü óãîäíî áëèçêî àï-

ïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì S1×C(S2×S3), ãäå C(S2×
S3) � êîíóñ íàä ïðîèçâåäåíèåì ñôåð. Ïðè ýòîì ñôåðà S2 âîçíèêàåò

êàê ôàêòîðèçàöèÿ äèàãîíàëüíî âëîæåííîé â S3×S3 òðåõìåðíîé ñôå-

ðû ïî äåéñòâèþ îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåêòîðíîìó ïîëþ

ξ1 + ξ̃1.
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