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0 ÂâåäåíèåÏóñòü (M,ω)� ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {·, ·}ñêîáêè Ïóàññîíà íà M , ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìå ω.�àìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé  �óíêöèåé �àìèëüòîíà H íà ñèìïëåêòè-÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M,ω) íàçûâàåòñÿ ïîòîê çàäàâàåìûé ñèñòåìîéóðàâíåíèé
ẋ = sgradH(x),ãäå sgradH � ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèèH, îïðåäåëÿåìîåïî ïðàâèëó

dH(x)Y = ω(Y, sgradH(x)), Y ∈ TM.Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ �óíêöèé C∞(M) îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñè-òåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà
{f, g} = ω(sgradg, sgradf).Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, åñëè îíàêîììóòèðóåò ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà

{f,H} ≡ 0.�àìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà (M,ω) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïîËèóâèëëþ, åñëè îíà îáëàäàåò ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè èíòåãðàëà-ìè f1, . . . , fn (2n = dimM), êîòîðûå ïî÷òè âñþäó �óíêöèîíàëüíîíåçàâèñèìû, òî åñòü èõ äè��åðåíöèàëû ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî÷òèâñþäó íà M . Ïðî �óíêöèè f1, . . . , fn ãîâîðÿò, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ âèíâîëþöèè è íàçûâàþò ïîëíûì èíâîëþòèâíûì (èëè êîììóòàòèâ-íûì) íàáîðîì èíòåãðàëîâ íà M .Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âñåãäàïðåäñòàâëÿë áîëüøîé èíòåðåñ êàê äëÿ ìàòåìàòèêîâ, òàê è äëÿ �è-çèêîâ. Çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè îïèñûâàåìûå èíòåãðèðóåìûìèãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè äîñòàòî÷íî äîëãî îñòàâàëèñü åäèíñòâåí-íûìè ïðîáëåìàìè, êîòîðûå ìîæíî áûëî óñïåøíî ðåøàòü. Îñíîâàíè-åì äëÿ ýòîãî áûëà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ ïî êîòîðîé, åñ-ëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îáëàäàåò ïîëíûì êîììóòàòèâíûì íàáîðîì3



íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ, òî óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà ìîãóò áûòü ðå-øåíû (ëîêàëüíî) â ÿâíîì âèäå (èëè åùå ãîâîðÿò , ÷òî ñèñòåìà "èíòå-ãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ"). Ïðè ýòîì íåîñîáûå êîìïàêòíûå ñîâìåñò-íûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû äè��åîìîð�íû òîðàì(òîðàì Ëèóâèëëÿ), à äâèæåíèå íà ýòèõ òîðàõ, çàäàâàåìîå �àçîâûìïîòîêîì, ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì. Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìóËèóâèëëÿ (ñì. [1℄)Òåîðåìà. Ïóñòü Mf = {f1 = c1, . . . , fn = cn} � ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõ-íîñòü óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü êîìïàêòíàÿ, ñâÿçíàÿ è íåîñîáàÿ (òîåñòü äè��åðåíöèàëû �óíêöèé f1, . . . , fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäóíà íåé). Òîãäà1. Mf äè��åîìîð�íà n-ìåðíîìó òîðó
T n = {(ϕ1, . . . , ϕn)modd2π};2. �àçîâûé ïîòîê îïðåäåëÿåò íà Mf óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå äâè-æåíèå, òî åñòü â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè

ϕ1(t) = w1(c)t, . . . , ϕn(t) = wn(c)t,ãäå c = (c1, . . . , cn).Ìèùåíêî À.Ñ. è Ôîìåíêî À.Ò. ïðåäëîæèëè ìåòîä íåêîììóòàòèâ-íîé èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ðàáîòå [2℄ (ñì. òàêæå[3℄,[4℄). Ýòîò ìåòîä óäîáåí â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà îáëàäàåò èçáûòî÷-íûì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íå êîììóòèðóþò ìåæäóñîáîé. Òîãäà ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ êîìïàêò-íûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿþòñÿ òî-ðàìè ðàçìåðíîñòè ìåíüøå ÷åì ïîëîâèíà ðàçìåðíîñòè �àçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà, ïðè ýòîì äâèæåíèå çàäàâàåìîå ïîòîêîì ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì.Ïóñòü F ïðîñòðàíñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-ìû, êîòîðîå îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà. Äëÿ4



êàæäîé òî÷êè x ∈ M îïðåäåëèì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â T ∗xM : Fx ⊂
T ∗xM � ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äè��åðåíöèàëàìè �óíêöèé f ∈
F , è Kx ⊂ Fx � ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà Fx:

Fx = {df(x), f ∈ F},
Kx = ker{·, ·}|Fx

.Åñëè èìååòñÿ îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ M òàêîå,÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U âåëè÷èíû dimFx è dimKx ïîñòîÿííû è ðàâíûñîîòâåòñòâåííî l è r, è êðîìå òîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
dimFx + dimKx = l + r = dimM,òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â íåêîììóòà-òèâíîì ñìûñëå. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî dimFx = l íàçûâàåòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû èíòåãðàëîâ F è îáîçíà÷àåòñÿ

ddimF , à dimKx = r � äè��åðåíöèàëüíûì èíäåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ
dindF .Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, ddimF = l ÿâëÿ-åòñÿ ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû èíòåãðàëîâ, à dindF = r � ðàçìåðíîñòüþìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû. Åñëè l + r ðàâíî ðàçìåð-íîñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dimM , òî èíâàðèàíòíûå òîðû àëãåáðûèíòåãðàëîâ èìåþò ðàçìåðíîñòü r = dimM − l. Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿêîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà (â ñèëó ñâîåé êîììóòàòèâíîñòè) çàäàåò íàèíâàðèàíòíûõ òîðàõ òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå êîììóòàòèâíîé ãðóïïû
Rr. Ïîýòîìó åñëè òîð êîìïàêòåí, òî îí äè��åîìîð�åí r-ìåðíîìó òî-ðó. Â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè èìååò ìåñòî àíàëîãòåîðåìû Ëèóâèëëÿ (ñì. [2℄,[3℄,[4℄).Ñðåäè âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ðèìàíîâûõ ìåòðèê. Íàïîìíèì, îïðåäåëåíèå ãåî-äåçè÷åñêîãî ïîòîêà.Ïóñòü M � êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íåêîòîðîãî ðèìàíîâà ìíî-ãîîáðàçèÿ (N, g), g � ðèìàíîâà ìåòðèêà, ñ åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω = dpi ∧ dxi. �åîäåçè÷åñêèì ïîòîê íàçûâàåòñÿ5



ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà (M,ω) ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà
H(x, p) =

1

2

∑

i,j

gij(x)pipj, (1)ãäå p = (p1, . . . , pn) ∈ T ∗xN .Èçâåñòíû íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìî-ñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, èç-çà êîòîðûõ íåâîçìîæíî èõ ñóùåñòâîâà-íèå íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé òîïîëîãèåé (ñì. [5℄-[10℄).Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ È.À. Òàéìàíîâà [7, 8℄ óêàçàíû òîïîëîãè÷åñêèåïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïû ìíîãîîáðàçèÿ: �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþ-ùåãî èíòåãðèðóåìûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê (â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå)äîëæíà áûòü ïî÷òè êîììóòàòèâíîé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü íåñêîëüêî ñåðèé ìíîãîîáðàçèé, íà êîòî-ðûõ èçâåñòíû ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ìåòðèê ñ èíòåãðèðóåìûìè ãåîäå-çè÷åñêèìè ïîòîêàìè (ñì. [4℄,[11℄-[23℄). Ïî÷òè âñå ýòè ìíîãîîáðàçèÿòîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. À.Â. Áîëñè-íîâ è Á. Éîâàíîâè÷ ïîêàçàëè èíòåãðèðóåìîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâáèèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà äâîéíûõ ÷àñòíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè[24℄. Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ èíòåãðè-ðóåìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè ÿâëÿþòñÿ� 2-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè ñ ìåòðèêàìè Ëèóâèëëÿ,� ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (èíòåãðàëû Êëåðî),� n-ìåðíûå ýëëèïñîèäû (ßêîáè),� ïëîñêèå òîðû,� ãðóïïà Ëè SO(3) ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé (Ýéëåð).Ìèùåíêî À.Ñ. è Ôîìåíêî À.Ò. ïîêàçàëè èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ Ëè [17℄,[2℄. Ìåò-ðèêè ñ èíòåãðèðóåìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè íà ñèììåòðè÷åñêèõïðîñòðàíñòâàõ â ñâîèõ ðàáîòàõ îïèñàëè Òèìì À. [16℄, Ìèùåíêî À.Ñ.[18℄,[19℄, Ìèêèòþê È.Â. [21℄ è Áðàèëîâà À.Â. [20℄,[4℄. Â ðàáîòå [13℄6



Áîëñèíîâ À.Â., Éîâàíîâè÷ Á. äîêàçàëè íåêîììóòàòèâíóþ èíòåãðè-ðóåìîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà áèèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè íà ëþáûõîäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âèäà G/H, ãäå G � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿãðóïïà Ëè. Òàêæå èçâåñòíû ïðèìåðû äâîéíûõ ÷àñòíûõ ãðóïï Ëè(åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ) ñ èíòåãðèðóåìû-ìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè, íàéäåííûå â ðàáîòàõ Áàçàéêèíà ß.Â.[15℄ è �. Ïàòåðíàéíà, �. Ñïàòöåðà [23℄.Ïóñòü íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (N, g) åñòü íåêîòîðàÿ çàìêíó-òàÿ 2-�îðìà
F = Fijdx

i ∧ dxj.Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà
ω̃ = ω + F,ãäå ω = dpi ∧ dxi � åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ �îðìà íà êîêàñà-òåëüíîì ðàññëîåíèè, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé íåâûðîæäåííîé 2-�îðìîé,è òàêèì îáðàçîì çàäàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà êîêàñàòåëü-íîì ðàññëîåíèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè òåïåðü ðàññìàòðèâàòüíà M = T ∗N ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó çàäàâàåìóþ �îðìîé ω̃, òîýòî âëå÷åò äå�îðìàöèþ ñêîáîê Ïóàññîíà, à äå�îðìàöèÿ ñêîáîê Ïóàñ-ñîíà â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò èçìåíåíèå ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïî-ëåé è ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.Îïðåäåëåíèå. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà (T ∗N, ω̃) ñ �óíêöèåé �à-ìèëüòîíà (1) íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì çàäà-âàåìûì �îðìîé F .Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, âêëþ÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ çà-äàåòñÿ çàìêíóòîé 2-�îðìîé. Òàêèì îáðàçîì âêëþ÷åíèå ìàãíèòíîãîïîëÿ íå ìåíÿåò ãàìèëüòîíèàí ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, à ñîñòîèò â äå-�îðìàöèè ñêîáîê Ïóàññîíà (ñì. [25℄).Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿìàãíèòíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè, çàäàâàåìûå çàìêíóòîé íåâûðîæ-äåííîé �îðìîé, íà îäíîðîäíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà7



Òåîðåìà. Ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà TCP n, çàäàâàåìûé�îðìîé Ôóáèíè-Øòóäè, äîïóñêàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîðíåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ, òî åñòü îí èíòåãðèðóåì.Â òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-ñòâî CP n ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè) èíäóöèðî-âàííîé ñòàíäàðòíûì ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà C
n+1

〈ξ, η〉 =
∑

ξkη̄k.Â êà÷åñòâå �îðìû äå�îðìèðóþùåé ñêîáêè Ïóàññîíà áåðåòñÿ �îðìàÔóáèíè-Øòóäè (ìíèìàÿ ÷àñòü ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ).Èçâåñòíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè èíòå-ãðèðóåìû (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòèìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëû ãåîäåçè-÷åñêîãî ïîòîêà. Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó.Òåîðåìà (Íåòåð). Ïóñòü ðèìàíîâà ìåòðèêà g íà ìíîãîîáðàçèè Näîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó èçîìåòðèé At : N → N .Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ýòîé ìåòðèêè èìååò ëèíåéíûé ïåðâûéèíòåãðàë âèäà
fξ(x, p) = p(ξ(x)),ãäå ξ(x) = d

dt
|t=0A

t(x).Òî åñòü êîìïîíåíòà èìïóëüñà âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ àññîöèèðî-âàííîãî ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïîñòîÿííà íà òðàåêòîðèÿõïîòîêà. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà óíèòàð-íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè, ïîýòîìó îäíîïàðàìåòðè-÷åñêèì ãðóïïàì óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûåèíòåãðàëû ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ëèíåéíûå èíòåãðàëû ãåîäåçè÷åñêî-ãî ïîòîêà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ãðóïïàì óíèòàð-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî ïðåâðàòèòü â èíòåãðàëû ìàãíèòíîãî ïî-òîêà ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîé ïîïðàâêè. Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâåäåí âèäýòîé ïîïðàâêè. Ïîëó÷åííûå ëèíåéíûå èíòåãðàëû ìàãíèòíîãî ïîòîêà8



èñïîëüçóþòñÿ â ðàçäåëå 1.4 äëÿ êîððåêöèè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà
P : TCP n → u(n+ 1).Ïîäêîððåêòèðîâàííîå îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ïîñòîÿííî íà òðàåêòîðè-ÿõ ìàãíèòíîãî ïîòîêà, è ñëåäîâàòåëüíî ëþáûå �óíêöèè âèäà f◦P , ãäå

f � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè íà àëãåáðå u(n + 1), ÿâëÿþòñÿ èíòåãðà-ëàìè ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ïðè÷åì, åñëè ðàññìàòðèâàòü èíâàðèàíòíûå�óíêöèè f íà àëãåáðå u(n+ 1), òî ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áîëü-øîå ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäâëîæåííûõ öåïî÷åê ïîäàëãåáð äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî èíâîëþòèâíî-ãî íàáîðà íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿâ äîêàçàòåëüñòâå íåçàâèñèìîñòè ïîëó÷åííîãî íàáîðà èíòåãðàëîâ. Äëÿäîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà èíòåãðàëîâ èñ-ïîëüçóåòñÿ ïðèâåäåííûé â ðàçäåëå 1.4 ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíîâûõ âåê-òîðíûõ ïîëåé èíòåãðàëîâ è ñïåöèàëüíûé âèä âëîæåííûõ ïîäàëãåáð(ðàçäåë 1.5). Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ãëàâû ïîäðîáíî ðàçîáðàí ïðèìåðìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿ-ìîé.Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìàÒåîðåìà. Ïóñòü M = G/H � îäíîñâÿçíîå îäíîðîäíîå ñèìïëåêòè-÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå G � êîìïàêòíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè.Òîãäà ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M òàêàÿ, ÷òî ìàãíèòíûéãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, çàäàâàåìûé ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìîé, èíòå-ãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Êîñòàíòà [26℄, ëþáîå îäíîñâÿçíîå îäíîðîä-íîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èç òåîðåìû ñèìïëåêòîìîð�íî îð-áèòå ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â àëãåáðå g, ãäå ñèì-ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà îðáèòå çàäàåòñÿ �îðìîé Êèðèëëîâà [27℄.Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðèìàíîâîé ìåò-ðèêè íà îðáèòå, äëÿ êîòîðîé ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê çàäà-âàåìûé �îðìîé Êèðèëëîâà èíòåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.Âñå ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû.9



Òåîðåìà. �àññìîòðèì îðáèòó ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-ïàêòíîé ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè G è ðèìàíîâó ìåòðèêó g èíäó-öèðîâàííóþ �îðìîé Êèëëèíãà íà àëãåáðå Ëè ãðóïïû G. Íà îðáè-òå ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω (�îð-ìà Êèðèëëîâà). Òîãäà ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, çàäàâàåìûé�îðìîé Ω, èíòåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.Êàê è â ïåðâîé ãëàâå ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå èíòåãðà-ëû ïîðîæäåííûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè èçîìåòðèé (îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G) ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà îðáè-òå. Òàêèå ëèíåéíûå èíòåãðàëû áóäóò èíòåãðàëàìè ëþáîãî ïîòîêà ñ
G-èíâàðèàíòíîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà. Äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ñòðî-èòñÿ ïîïðàâêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè áûëè èíòåãðàëàìèìàãíèòíîãî ïîòîêà. Äàëåå, â ðàçäåëå 2.3 ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ èíòå-ãðàëîâ ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå ìîìåíòà P : TM → g, ãäå M � îð-áèòà, êîòîðîå ïîñòîÿííî íà òðàåêòîðèÿõ ëþáîãî ïîòîêà çàäàâàåìîãî
G-èíâàðèàíòíûì ãàìèëüòîíèàíîì.

G-èíâàðèàíòíûå �óíêöèè è �óíêöèè âèäà f ◦P , ãäå f � �óíêöèÿíà àëãåáðå, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ðèìàíîâîéìåòðèêè, ïîëó÷åííîé îãðàíè÷åíèåì �îðìû Êèëëèíãà ñ àëãåáðû íàîðáèòó. Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâåäåí ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé òà-êèõ �óíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 ñåìåéñòâî �óíêöèé íà îðáèòå âèäà
f ◦ P , ÷åðåç F2 ñåìåéñòâî G-èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé. Ôóíêöèè èç F1ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ëþáîãî ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì èç âòîðîãîñåìåéñòâà â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ïîýòîìó ëþ-áûå äâå �óíêöèè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ êîììóòèðóþò. Â ýòîì æå ðàç-äåëå äîêàçàíî, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà �óíêöèé çàìêíóòû îòíîñèòåëüíîñêîáîê Ïóàññîíà.Â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà èíòåãðàëîâ F1∪F2 óäîâëåòâî-ðÿåò âñåì óñëîâèÿì íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Ïðè äîêàçà-òåëüñòâå èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [13℄.Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ È.À. Òàéìàíîâà çà ïî-ñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, è ß.Â. Áàçàéêèíà çà ïîëåçíûåîáñóæäåíèÿ. 10



1 Ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê â îäíîðîäíîìïîëå íà êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÏóñòü Mn � ìíîãîîáðàçèå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé gij, êîòîðàÿ çàäàåòèçîìîð�èçì êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèé (ïðåîáðàçî-âàíèå Ëåæàíäðà)
ξ ∈ TxM

n → p ∈ T ∗xM
nïî �îðìóëå

ξ = (ξ1, . . . , ξn)→ p = (p1, . . . , pn), pk = gkiξ
i, k = 1, . . . , n.Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗Mn ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãî-îáðàçèåì ñ åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω = dpi ∧ dxi,êîòîðîå îáîçíà÷èì ïàðîé (T ∗Mn, ω). Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ �îðìà ω çà-äàåò íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

C∞(T ∗Mn) ñêîáêè Ïóàññîíà
{f, g} =

n
∑

i=1

(

∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂xi

)

.Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé Ëè ñî ñêîáêàìèÏóàññîíà â êà÷åñòâå êîììóòàòîðà. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèè f, g íàõîäÿò-ñÿ â èíâîëþöèè, åñëè èõ ñêîáêà Ïóàññîíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ
{f, g} ≡ 0.Îïðåäåëåíèå. �àìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà (ãà-ìèëüòîíèàíîì) H : T ∗Mn → R íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè

(T ∗Mn, ω) íàçûâàåòñÿ ïîòîê, êîòîðûé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
df

dt
= {f,H},çàäàþùèì èçìåíåíèå ëþáîé ãëàäêîé �óíêöèè âäîëü ïîòîêà.�åîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà êîêà-ñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗Mn ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Mn ñ �óíêöèåé�àìèëüòîíà

H(x, p) = 1
2g

ij(x)pipj, (2)11



ãäå gij � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Mn è gijgjk = δik. �åîäåçè÷åñêèé ïîòîêîïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî èíåðöèè ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
|ẋ|2/2 = gijẋ

iẋj/2. Òðàåêòîðèÿìè ýòîãî ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷å-ñêèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè.Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîòîêà
df

dt
= {f,H} ≡ 0,íàçûâàþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè èëè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ïîòî-êà.Ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìûÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì â ñèëó òîæäåñòâà ßêîáè, òàêèì îáðà-çîì ñîâîêóïíîñòü èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îáðàçóåò àëãåá-ðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.Îïðåäåëåíèå. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (âêîììóòàòèâíîì ñìûñëå)1, åñëè îíà èìååò n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâî-ëþöèè, ãðàäèåíòû êîòîðûõ íåçàâèñèìû ïî÷òè âñþäó íà T ∗Mn. Òàêîåñåìåéñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì êîììóòàòèâíûì íà-áîðîì íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ.Âêëþ÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ìàêñ-âåëëà, çàäàåòñÿ çàìêíóòîé 2-�îðìîé

F = Fijdx
i ∧ dxjñîñòîèò â äå�îðìàöèè ñêîáîê Ïóàññîíà ïóòåì äîáàâëåíèÿ �îðìû F êñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìå ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �îðìà F çàìêíóòà,òî �îðìà ω̃ = ω+F òàêæå çàäàåò íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ñèì-ïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ñêîáêè Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìå

ω̃ ïðèíèìàþò âèä
{f, g} =

n
∑

i=1

(

∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂xi

)

+
n
∑

i,j=1

Fij

∂f

∂pi

∂g

∂pj
(3)(ñì. [25℄).1Â ëèòåðàòóðå òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òàêæå âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè èëè èíòåãðèðóå-ìûìè ïî Ëèóâèëëþ. 12



Îïðåäåëåíèå. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîá-ðàçèè (T ∗Mn, ω̃) ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà (2) íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûìãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì çàäàâàåìûì �îðìîé F .Òàêèì îáðàçîì ãàìèëüòîíèàí ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêàñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, òî åñòü âêëþ÷å-íèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåò ãàìèëüòîíèàí, à ñîñòîèò â äå�îð-ìàöèè ñêîáîê Ïóàññîíà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (3).Â òî âðåìÿ êàê èíòåãðèðóåìîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà îäíî-ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà, àíàëîãè÷íàÿ ïðî-áëåìà äëÿ ìàãíèòíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ âîîáùå íå ðàññìàòðèâà-ëàñü.�àññìîòðèì êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP n, ñ ðèìà-íîâîé ìåòðèêîé çàäàííîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ èíäóöèðîâàííîãî èç
Cn+1 ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ôîðìà Ôóáèíè-Øòóäè, ðàâ-íàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîý��èöèåíòà ìíèìîé ÷àñòè èíäóöèðîâàííîãî èç
Cn+1 ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé íåâû-ðîæäåííîé äè��åðåíöèàëüíîé �îðìîé. Òàêèì îáðàçîì èìååò ñìûñëãîâîðèòü î ìàãíèòíîì ãåîäåçè÷åñêîì ïîòîêå íà TCP n, çàäàííîì �îð-ìîé Ôóáèíè-Øòóäè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëå-äóþùàÿ òåîðåìàÒåîðåìà 1. Ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà TCP n, çàäàâàåìûé�îðìîé Ôóáèíè-Øòóäè, äîïóñêàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîðíåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ, òî åñòü îí èíòåãðèðóåì.Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ íàáîð èíòå-ãðàëîâ ïîñòðîåííûé Òèììîì ([16℄) äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà TCP n.1.2 Ìåòðèêè Ôóáèíè�ØòóäèÊîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP n - ýòî ìíîãîîáðàçèå ïðî-õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó 0 êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ â n+ 1-ìåðíîì êîì-ïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Cn+1.Ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Cn+1

〈ξ, η〉 =
∑

ξkη̄k, (4)13



èíäóöèðóåò íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê CP n ýðìèòîâó ñòðóêòó-ðó.Ïóñòü π : Cn+1 \ 0 → CP n � ïðîåêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ òî÷êå
z 6= 0 êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 è z. Êàæäûé âåêòîð
ζ, êàñàòåëüíûé ê CP n â òî÷êå π(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ (íåîäíîçíà÷íî) ââèäå

ζ = π∗ξ, ξ ∈ TzC
n+1.Ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

〈ζ1, ζ2〉 =
〈ξ1, ξ2〉〈z, z〉 − 〈ξ1, z〉〈z, ξ2〉

〈z, z〉2 (5)çàäàåò ýðìèòîâó ìåòðèêó íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê CP n.Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýòîé ýðìèòîâîé ìåòðèêè çàäàþò,ñîîòâåòñòâåííî, ðèìàíîâó ìåòðèêó íà CP n (ìåòðèêó Ôóáèíè�Øòóäè)è íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ �îðìó
Ω(ζ1, ζ2) = −

1

π
Im〈ζ1, ζ2〉. (6)Ýòà �îðìà çàìêíóòà è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàåò íà CP n ñèìïëåêòè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó (�îðìà Ôóáèíè-Øòóäè).Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ C

n ñîõðàíÿþùèå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå (4) (óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ) èíäóöèðóþò ïðåîáðà-çîâàíèÿ CP n ñîõðàíÿþùèå ýðìèòîâó ñòðóêòóðó (5).�åîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ìåòðèêè Ôóáèíè�Øòóäè èíòåãðèðóåìû. Ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàãíèòíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè, ïîëó÷åííûåâêëþ÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ
F = Ω.Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà îñòàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äå�îðìèðîâàííî-ãî �àçîâîãî ïîòîêà, ÷òî íåâåðíî äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòå-ãðàëîâ. Äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñòàðîé ñèñòåìû óðàâíå-íèé íå áóäóò èíòåãðàëàìè íîâîé, íî â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òîïåðâûå èíòåãðàëû ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ìîãóò áûòü ïðîäå�îðìèðî-âàíû â ïåðâûå èíòåãðàëû ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.14



Ëèíåéíûå äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà îáó-ñëîâëåíû ñèììåòðèÿìè ìåòðèêè Ôóáèíè�Øòóäè. Ýòè ñèììåòðèè çà-äàþòñÿ óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Cn. À èìåííî, íóæíî âçÿòüïîëå Êèëëèíãà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû óíèòàðíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé, òîãäà êîìïîíåíòà èìïóëüñà âäîëü ýòîãî ïîëÿ Êèëëèíãà áóäåòïåðâûì èíòåãðàëîì (òåîðåìà Íåòåð). Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòüýòî ïîëå Êèëëèíãà â �îðìó (6), òî ïîëó÷èòñÿ òî÷íàÿ 1-�îðìà, òîåñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ íà CP n, ÷òî åå äè��åðåíöèàë ðàâåíïîëó÷èâøåéñÿ 1-�îðìå. Åñëè äîáàâèòü ýòó �óíêöèþ ê ñîîòâåòñòâó-þùåìó èíòåãðàëó ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, òî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë äå-�îðìèðîâàííîãî �àçîâîãî ïîòîêà. Òàêèì îáðàçîì êàæäûé ëèíåéíûéèíòåãðàë ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé �óíê-öèè ìîæåò áûòü äîñòðîåí äî èíòåãðàëà íîâîãî ïîòîêà. Ýòîò ý��åêòáûë âïåðâûå îáíàðóæåí àâòîðîì íà ïðèìåðå ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷å-ñêîãî ïîòîêà, çàäàííîãî �îðìîé Ôóáèíè-Øòóäè, íà êîìïëåêñíîé ïðî-åêòèâíîé ïðÿìîé CP 1, à òàêæå íà ïðèìåðå àíàëîãè÷íîãî ïîòîêà íàêîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2. Ýòè ïîòîêè áóäóò ïîäðîáíîðàçîáðàíû â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ê ïåðâîé è âòîðîé ãëàâàì.Äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêàíà CP n îäíèõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ íåäîñòàòî÷íî, îäíàêî îïèñàí-íàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ êîððåêòèðîâêè îòîáðàæåíèÿìîìåíòà. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó.1.3 Ñâîéñòâà �îðìû Ôóáèíè-ØòóäèÑëåäóÿ ñòàòüå Òèììà [16℄, ïðåäñòàâèì CP n êàê
CP n = G/H,ãäå G = U(n + 1), H = U(n) × U(1). Íà g = u(n + 1) åñòü Ad(G)-èíâàðèàíòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ áèëè-íåéíàÿ �îðìà

B(X, Y ) = −1
2 Re tr(X · Y ), X, Y ∈ g. (7)15



Ad(G)-èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñëåäà ìàòðèöû
B(X, Y ) = B(Ad(g)X,Ad(g)Y ), ∀g ∈ G,ãäå Ad(g)X = gXg−1. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì h = u(n) × u(1)îòíîñèòåëüíî �îðìû B áóäåò
m =

{(

0 x

−x̄T 0

)

: x ∈ M(n, 1;C)

}

,ãäå M(n, 1;C) � ïðîñòðàíñòâî n× 1-ìàòðèö íàä C. Òî åñòü àëãåáðà gðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
g = h⊕m.Ïðîñòðàíñòâî m îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êàñàòåëüíûì ê CP n = G/H âòî÷êå π(e) ïðîñòðàíñòâîì Tπ(e)CP

n ïðè ïîìîùè π∗|e, ãäå π : G →
G/H � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

π(g) = gH.Òàê êàê m èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Ad(H) (Ad(H)m = m)è îãðàíè÷åíèå �îðìû (7) íà m áóäåò íåâûðîæäåííîé ïîëîæèòåëüíîé
Ad(H)-èíâàðèàíòíîé �îðìîé, òî òàêèì îáðàçîìB|m×m îïðåäåëÿåò íà
CP n ðèìàíîâóG-èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ìåòðè-êîé Ôóáèíè-Øòóäè (âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû (5)).Äàëåå ñ ïîìîùüþ (7) îòîæäåñòâëÿþòñÿ u(n + 1) è u∗(n + 1), àòàêæå êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ CP n ñ ïîìîùüþ G-èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ñîîòâåòñòâóþùåé (7).Ôîðìà Ôóáèíè-Øòóäè (6) òàêæå G-èíâàðèàíòíà. Íà m îíà îïðå-äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ω0(X, Y ) = − 1
π
B(J, [X, Y ]), (8)

X, Y ∈ m, à ìàòðèöà J èìååò âèä
J =

(

0 0

0 i

)

, i =
√
−1,16



òî åñòü âñå åå ýëåìåíòû íóëåâûå, êðîìå îäíîãî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõêàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ gX, gY ∈ Tπ(g)CP
n, X, Y ∈ m ïîëîæèì

Ω(gX, gY ) = Ω0(X, Y ) = − 1
π
B(J, [X, Y ]).Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �îðìàB Ad(H)-èíâàðèàíòíà è ìàòðèöà J èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííî-ãî äåéñòâèÿ H

J = Ad(h)J, ∀h ∈ H.Ïóñòü òåïåðü Aϕ � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà G, îíà ÿâëÿ-åòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé CP n è ñîõðàíÿåòìåòðèêó è �îðìó Ôóáèíè-Øòóäè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g̃ϕ òî÷êó â êîòî-ðóþ ïåðåâîäèò Aϕ òî÷êó g (äëÿ ìàëûõ ϕ ýòà òî÷êà áëèçêà ê g â ñèëóîäíîïàðàìåòðè÷íîñòè Aϕ). Âûïèøåì ïîëå Êèëëèíãà
g̃ϕ = Aϕg ⇒

dg̃ϕ
dϕ

∣

∣

∣

∣

0

=
dAϕ

dϕ

∣

∣

∣

∣

0

g = K � ïîëå Êèëëèíãà,è òàê êàê Aϕ �àêòè÷åñêè îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà óíèòàðíûõìàòðèö, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîñîýðìèòîâà ìàòðèöà X, ÷òî Aϕ áóäåòåå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé Aϕ = exp(Xϕ). Òîãäà
K =

dAϕ

dϕ

∣

∣

∣

∣

0

g = Xg.Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ Êèëëèíãà K ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíê-öèÿ f , ÷òî
df = Ω(K, ·).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Êèëëèíãîâà ïîëÿ K = Xg ðàññìîòðèì �óíê-öèþ

fX(g) = − 1
π
B(J, g−1Xg). (9)Ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèå äè��åðåíöèàëà ýòîé �óíêöèè â òî÷êå π(g) íàâåêòîðå gY ∈ Tπ(g)CP

n, Y ∈ m

dfX |g(gY ) = − 1
π

d

dt

∣

∣

∣

∣

0

B(J, exp(−Y t)g−1Xg exp(Y t))

= − 1
π
B(J, (−Y )g−1Xg)− 1

π
B(J, g−1XgY )17



= − 1
π
B(J, [g−1Xg, Y ]) = Ω(Xg, gY ).Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà gY ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåì-ìû.Ýòî ñâîéñòâî �îðìû Ôóáèíè-Øòóäè ïðèãîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ðàç-äåëå.1.4 Îòîáðàæåíèå ìîìåíòàÔîðìà ω̃ = ω + εΩ, ãäå ω � åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ �îðìàíà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, Ω � �îðìà Ôóáèíè-Øòóäè, ε ∈ R,çàäàåò ñòðóêòóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà T ∗CP n. Ïàðà-ìåòð ε ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà äå�îðìàöèåé ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêàñ äîáàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. �ðóïïà G äåéñòâóåò íà T ∗CP n ñèì-ïëåêòè÷åñêèìè äè��åîìîð�èçìàìè, ïðè÷åì ýòî äåéñòâèå ãàìèëüòî-íîâî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ g îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

exp(Xt) èíäóöèðóåò âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗CP n, êîòîðîå áóäåò ãàìèëü-òîíîâûì ñ íåêîòîðîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà, âèä êîòîðîé áóäåò äàíïîçæå. Ôîðìà ω̃ óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîâåêòîðàìè èâåêòîðàìè ω1 7→ η ïî ïðàâèëó
ω1(ξ) = ω̃(ξ, η).Â ÷àñòíîñòè êàæäîé �óíêöèè f ∈ C∞(T ∗CP n) ìîæíî ñîïîñòàâèòüâåêòîðíîå ïîëå sgradf ("êîñîé ãðàäèåíò")

df(ξ) = ω̃(ξ, sgradf).Ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà C∞(T ∗CP n) çàäàåò ñêîáêà Ïóàññîíà
{f, g} = ω̃(sgradg, sgradf). (10)Èñïîëüçóÿ ðèìàíîâó ìåòðèêó ìîæíî îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå è êî-êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó âñå âûêëàäêè áóäåì ïðîâîäèòü âêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.Ïðîñòðàíñòâî TXTCP
n, X ∈ m = Tπ(e)CP

n, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ(ñì. [16℄)
{(v,−1

2[v,X] + w), v, w ∈ m} ⊂ TX(TG) = TX(G× g).18



Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå TXTCP
n îïðåäåëÿåòñÿñ ïîìîùüþ �îðìû (7)

ω̃X((v1,−1
2
[v1, X] + w1), (v2,−1

2
[v2, X] + w2)) =

= B(w1, v2)−B(w2, v1) + εΩ(v1, v2).Èñïîëüçóÿ ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà TCP n ìîæíî ïî-ëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå gX ∈ TCP n, X ∈ m, g ∈ G. Ñïðàâåäëèâà ëåììà (ñì. [16℄)Ëåììà 1.2. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà TCP n â òî÷êå gXèìååò âèä
ω̃gX(g∗|X(v1,−1

2
[v1, X] + w1), g∗|X(v2,−1

2
[v2, X] + w2)) =

= B(w1, v2)−B(w2, v1) + εΩ(v1, v2).

G-èíâàðèàíòíûå �óíêöèè f íà TCP n íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ Ad(H)-èíâàðèàíòíûìè �óíêöèÿìè
h : m→ R, ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðàâèëó

f(gX) = h(X), ∀X ∈ m.�ðàäèåíò ∇h(X) ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè h ∈ C∞(g) â òî÷êå X ∈ gîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìû B ñëåäóþùèì îáðàçîì
dh(X)(Y ) = B(∇h(X), Y ), Y ∈ g.Ëåììà 1.3. Ïóñòü f : TCP n → R ïðîèçâîëüíàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ�óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ Ad(H)-èíâàðèàíòíîé �óíêöèåé h : m → R.�àìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè f äàåòñÿ �îðìóëîé
sgradf(gX) = g∗|X(v,−1

2
[v,X] + w),ãäå v = ∇h(X) è w = −1

2[∇h(X), X]m + ε 1
π
[J,∇h(X)]m.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [16℄, ïðåäëîæåíèå 3.4, ∀v1, w1 ∈ m

dfgX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1))19



=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(f ◦ g ◦ π∗ ◦ exp∗|tv1(X + tw1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(f ◦ (g exp tv1) ◦ π∗|e(X + tw1 − 1
2t[v1, X] +O(t2)))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(h(X + tw1 − 1
2t[v1, X]m + O(t2)))

= B(∇h(X), w1)− 1
2B(∇h(X), [v1, X])

= B(∇h(X), w1)−B(−1
2[∇h(X), X], v1)

= ω̃gX(g∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1), sgradf(gX))

= B(w1, v)− B(w, v1)− ε 1
π
B([v1, v], J)

= B(v, w1)− B(w + ε 1
π
[v, J ], v1).Ñëåäîâàòåëüíî

v = ∇h(X)

w = −1
2[∇h(X), X]m + ε 1

π
[J,∇h(X)]m.Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà èìååò âèä

H(gX) = h(X) = 1
2B(X,X), X ∈ m, (11)åå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå

sgradH(gX) = g∗|X(X, ε 1
π
[J,X]m). (12)Ïî òåîðåìå Í¼òåð êîìïîíåíòà èìïóëüñà âäîëü ïîëÿ Êèëëèíãà K =

Y g, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå Aϕ = exp(Y ϕ),áóäåò ëèíåéíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà áåç ìàã-íèòíîãî ïîëÿ, òî åñòü ïðè ε = 0. Åñëè ïåðåéòè ê êàñàòåëüíîìó ðàñ-ñëîåíèþ, òî èíòåãðàë áóäåò èìåòü âèä
ĨY (gX) = B(X, g−1Y g).Îäíàêî �óíêöèÿ ĨY íå áóäåò èíòåãðàëîì ìàãíèòíîãî ïîòîêà, è ååíóæíî íåìíîãî èçìåíèòü, ÷òîáû îíà ñîõðàíÿëàñü ìàãíèòíûì ãåîäå-çè÷åñêèì ïîòîêîì. 20



Â ñëåäóþùåé ëåììå ñâîéñòâî �îðìû Ôóáèíè-Øòóäè, äîêàçàííîåâ ëåììå 1.1, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîððåêòèðîâêè �óíêöèè ĨY . Ôóíêöèÿîïðåäåëåííàÿ â ëåììå 1.1 ìîæåò áûòü âçÿòà â êà÷åñòâå ïîïðàâêè ê�óíêöèè ĨY , íåîáõîäèìîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà íîâàÿ ïîäêîððåêòèðî-âàííàÿ �óíêöèÿ áûëà èíòåãðàëîì ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.Ëåììà 1.4. Ëèíåéíûì èíòåãðàëîì ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïî-òîêà ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëþ Êèëëèíãà K = Y g áóäåò �óíêöèÿ
IY = ĨY − εfY ,ãäå �óíêöèÿ fY îïðåäåëåíà â (9).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì äè��åðåíöèàë �óíêöèè â ïðîèçâîëü-íîé òî÷êå gX, g ∈ G, X ∈ m

d(IY )gX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(

B(X + tw1 − 1
2
t[v1, X]m +O(t2), e−tv1g−1Y getv1)+

+ε 1
π
B(J, e−tv1g−1Y getv1)

)

= B(g−1Y g, w1 − 1
2
[v1, X]m) + B(X, [g−1Y g, v1]) + ε 1

π
B(J, [g−1Y g, v1])åñëè ïîäñòàâèòü ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgradH �óíêöèè �àìèëüòîíà ãåî-äåçè÷åñêîãî ïîòîêà (12), òî åñòü v1 = X,w1 = ε 1

π
[J,X]m, òî ïîëó÷èì

= B(g−1Y g, ε 1
π
[J,X]m) +B(X, [g−1Y g,X]) + ε 1

π
B(J, [g−1Y g,X])âòîðîå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò, à ïåðâîå è òðåòüå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

= ε 1
π
B((g−1Y g)m, [J,X]) + ε 1

π
B(g−1Y g, [X, J ]) ≡ 0,òàê êàê [m, h] ⊂ m è (g−1Y g)m ìîæíî çàìåíèòü íà g−1Y g.Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà P : TCP n → g îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì

B(P (κ), X) := IX(κ), κ ∈ TCP n, X ∈ g,ãäå IX äàíî â ëåììå 1.4. 21



Ëåììà 1.5. Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà P : TCP n → g èìååò âèä
P (gY ) = Ad(g)Y + ε 1

π
Ad(g)J,ãäå gY ∈ Tπ(g)CP

n, Y ∈ m, g ∈ G.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ g èìååì
B(P (gY ), X) = ĨX(gY )− εfX(g)

= B(Y, g−1Xg) + ε 1
π
B(J, g−1Xg)

= B(gY g−1, X) + ε 1
π
B(gJg−1, X)

= B(gY g−1 + ε 1
π
gJg−1, X).Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ïîñòîÿííî íà òðàåêòîðèÿõ ìàãíèòíîãî ãåî-äåçè÷åñêîãî ïîòîêà, òàê êàê �óíêöèè IX ÿâëÿþòñÿ åãî èíòåãðàëàìè.Ïîýòîìó êàæäàÿ �óíêöèÿ h ∈ C∞(g) ãåíåðèðóåò ïåðâûé èíòåãðàëýòîãî ïîòîêà Ih

Ih := h ◦ P ∈ C∞(TCP n).Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ∈ g ðàññìîòðåòü êàê �óíêöèþ íà g (çíà÷åíèå íàýëåìåíòå Y ðàâíî B(X, Y )) ýòî îïðåäåëåíèå IX ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäó-ùèì. Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ îòîáðàæåíèå C∞(g)→ C∞(TCP n), h 7→
Ih.Ââåäåì ñêîáêó Ëè-Ïóàññîíà íà C∞(g), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèì-ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå Êèðèëëîâà íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãîïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ h1, h2 ∈ C∞(g) îïðåäåëèì {h1, h2} ∈ C∞(g) ñëå-äóþùèì îáðàçîì

{h1, h2}(X) = B(X, [∇h1(X),∇h2(X)]). (13)Ïðåäëîæåíèå 1. Îòîáðàæåíèå C∞(g) → C∞(TCP n), h 7→ Ih =

h ◦ P çàäàåò ãîìîìîð�èçì àëãåáð, òî åñòü
I{h1,h2} = {Ih1

, Ih2
} äëÿ âñåõ h1, h2 ∈ C∞(g).Äîêàæåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó (ñì. [16℄, ïðåäëîæå-íèå 3.6). 22



Ëåììà 1.6. �àìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè Ih = h◦P èìå-åò âèä
sgradIh(gX) = g∗|X(v,−1

2[v,X] + w),ãäå
v = (Ad(g−1)ζ)m

w = [Ad(g−1)ζ,X]m − 1
2[(Ad(g

−1)ζ)m, X]m

ζ = ∇h(Ad(g)(X + ε 1
π
J)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1.3 âûïèñû-âàåòñÿ äè��åðåíöèàë, ∀v1, w1 ∈ m

d(Ih)gX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2
[v1, X] + w1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(h ◦ Ad(g exp tv1)(X + ε 1
π
J + tw1 − 1

2t[v1, X]m + O(t2)))

= B(ζ,Ad(g)([v1, X + ε 1
π
J ] + w1 − 1

2 [v1, X]m))

= B(Ad(g−1)ζ, w1) + B(Ad(g−1)ζ, [v1, X + ε 1
π
J ]− 1

2[v1, X]m)(14)
= B(v, w1)−B(w + ε 1

π
[v, J ], v1). (15)Ñëåäîâàòåëüíî v = (Ad(g−1)ζ)m, à âòîðîå ñëàãàåìîå â (14) ðàâíÿåòñÿ

B(Ad(g−1)ζ, [v1, X + ε 1
π
J ])− 1

2B(Ad(g−1)ζ, [v1, X]m)

= B(v1, [X + ε 1
π
J,Ad(g−1)ζ])− 1

2B((Ad(g−1)ζ)m, [v1, X])

= −B([Ad(g−1)ζ,X + ε 1
π
J ], v1)−B(1

2
[X, (Ad(g−1)ζ)m], v1)

= −B([Ad(g−1)ζ,X + ε 1
π
J ], v1)−B(−1

2
[(Ad(g−1)ζ)m, X], v1).Èç ýòîãî è âòîðîãî ñëàãàåìîãî (15) ïîëó÷àåòñÿ

w + ε 1
π
[v, J ] = [Ad(g−1)ζ,X + ε 1

π
J ]m − 1

2 [(Ad(g
−1)ζ)m, X]m

w = [Ad(g−1)ζ,X]m + ε 1
π
[Ad(g−1)ζ, J ]m − 1

2[(Ad(g
−1)ζ)m, X]m − ε 1

π
[v, J ].Òàê êàê [m, h] ⊂ m è J êîììóòèðóåò ñ ëþáûì âåêòîðîì èç h, òîâòîðîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ îêîí÷àòåëüíîåâûðàæåíèå äëÿ w. 23



Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Âîçüìåì ïîëÿ sgradIh1
, sgradIh2

èïîäñòàâèì â (10), ãäå âûðàæåíèå äëÿ ω̃ äàíî â ëåììå 1.2
{Ih1

, Ih2
}(gX) = ω̃gX( sgradIh2

, sgradIh1
)

= B([Ad(g−1)ζ2, X]m − 1
2 [(Ad(g

−1)ζ2)m, X]m, (Ad(g
−1)ζ1)m)−

−B([Ad(g−1)ζ1, X]m − 1
2[(Ad(g

−1)ζ1)m, X]m, (Ad(g
−1)ζ2)m)−

− ε 1
π
B([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g−1)ζ1)m], J)ìîæíî óáðàòü ïðîåêòèðîâàíèå íà m êîììóòàòîðîâ, òàê êàê B(m, h) =

0

= B([Ad(g−1)ζ2, X]− 1
2 [(Ad(g

−1)ζ2)m, X], (Ad(g−1)ζ1)m)−
−B([Ad(g−1)ζ1, X]− 1

2
[(Ad(g−1)ζ1)m, X], (Ad(g−1)ζ2)m)−

− ε 1
π
B([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g−1)ζ1)m], J)ðàçëîæèì Ad(g−1)ζi = (Ad(g−1)ζi)m + (Ad(g−1)ζi)h è ïîëó÷èì

= B(1
2
[(Ad(g−1)ζ2)m, X], (Ad(g−1)ζ1)m)+

+B([(Ad(g−1)ζ2)h, X], (Ad(g−1)ζ1)m)−
−B(12[(Ad(g

−1)ζ1)m, X], (Ad(g−1)ζ2)m)−
−B([(Ad(g−1)ζ1)h, X], (Ad(g−1)ζ2)m)+

+ ε 1
π
B([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g−1)ζ2)m], J)äîáàâèì B([(Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g−1)ζ2)h], X) ≡ 0, êîòîðîå íè÷åãî íå ìå-íÿåò, è çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñîâïàäàþò

= B([(Ad(g−1)ζ1)m + (Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g
−1)ζ2)m + (Ad(g−1)ζ2)h], X)+

+ ε 1
π
B([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g−1)ζ2)m], J)åñëè àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü ñî âòîðûì ñëàãàåìûì, òî ïî-ëó÷èì

= B([Ad(g−1)ζ1,Ad(g
−1)ζ2], X) + ε 1

π
B([Ad(g−1)ζ1,Ad(g−1)ζ2], J)

= B([ζ1, ζ2],Ad(g)(X + ε 1
π
J)) = I{h1,h2}(gX)Ýòî â òî÷íîñòè âûðàæåíèå (13) äëÿ h1 è h2.24



Èç ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ñåìåéñòâî �óíêöèéâ èíâîëþöèè â C∞(g). �àññìîòðèì �óíêöèè h ∈ C∞(g) èíâàðèàíòíûåîòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà g

h(Ad(g)X) = h(X), ∀g ∈ G è ∀X ∈ g.Åñëè çà�èêñèðîâàòü X, ïîäñòàâèòü â ýòî ñîîòíîøåíèå îäíîïàðàìåò-ðè÷åñêóþ ãðóïïó exp(Y t) âìåñòî g è âçÿòü ïðîèçâîäíóþ, òî äëÿ èí-âàðèàíòíûõ �óíêöèé ïîëó÷àåòñÿ
B(∇h(X), [Y,X]) = B(X, [∇h(X), Y ]) = 0, ∀Y ∈ g. (16)Èç ýòîãî è (13) ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà èíâàðèàíòíîé �óíê-öèè ñ ëþáîé äðóãîé ðàâíà íóëþ. Ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíûõ �óíêöèéèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâîëþòèâíîãî íàáîðà èíòåãðàëîâ. Èç(16) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé

[X,∇h(X)] = 0, ∀X ∈ g. (17)1.5 Ìåòîä ÒèììàÌåòîä Òèììà (ñì. [16℄) îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè öåïî÷åê âëî-æåííûõ íåâûðîæäåííûõ ïîäàëãåáð è èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðè-ñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ �óíêöèé. Îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëüøîå êî-ëè÷åñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû, ïðè÷åì âñå ýòè èíòåãðàëû íà-õîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, íî ïðè ýòîì ìåæäó èíòåãðàëàìè ïîëó÷åííûìèòàêèì ñïîñîáîì ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåòðèâèàëüíûå çàâèñèìîñòè. Òà-êîå ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêèÏóàññîíà â ñèëó âçàèìíîé èíâîëþòèâíîñòè èíòåãðàëîâ. Òàêèì îá-ðàçîì, îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðèðóåìîñòè ãà-ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Òèì-ìà, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ è äîêàçàòåëüñòâåèõ íåçàâèñèìîñòè.Ïîäàëãåáðà u′ ⊂ u àëãåáðû u íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëèîãðàíè÷åíèå B|u′× u′ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé �îðìîé. Òîãäà ìîæíîîïðåäåëèòü îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ π′ : u → u′ íà ïîäàëãåáðó u′.25



Åñëè h′ � Ad(U′)-èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ íà u′, ãäå U′ � ãðóïïà Ëèñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðå Ëè u′, òî ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ïðîåê-öèè π′ åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà u

h′ ◦ π′ ∈ C∞(u).�àññìîòðèì òåïåðü äâå òàêèå íåâûðîæäåííûå ïîäàëãåáðû u1, u2 ⊂
u, ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè πi : u → ui, è äâåïðîèçâîëüíûå Ad(Ui)-èíâàðèàíòíûå íà ui �óíêöèè hi ∈ C∞(ui), Ui� ãðóïïû Ëè ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàì ui, i = 1, 2. Ñêîáêà Ïóàññîíàýòèõ �óíêöèé èìååò âèä

{h1 ◦ π1, h2 ◦ π2}(X) = B(X, [∇h1(π1X),∇h2(π2X)])

= B([X,∇h1(π1X)],∇h2(π2X))

= B([Xu⊥
1

,∇h1(π1X)],∇h2(π2X))

= B(Xu⊥
1
, [∇h1(π1X),∇h2(π2X)]).Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèåÏðåäëîæåíèå 2 ([16℄, ïðåäëîæåíèå 4.1). Ïóñòü u1, u2 ⊂ u � íåâû-ðîæäåííûå ïîäàëãåáðû u, πi : u → ui � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîãî-íàëüíûå ïðîåêöèè. Òîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà �óíêöèé h1 ◦ π1 è h2 ◦ π2,ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûì �óíêöèÿì hi ∈ C∞(ui), i = 1, 2,òîæäåñòâåííî ðàâíÿåòñÿ íóëþ íà u, åñëè [u1, u2] ⊂ u1.Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà u2 ⊂ u1. Ïîýòîìó åñëèðàññìîòðåòü öåïî÷êó âëîæåííûõ íåâûðîæäåííûõ ïîäàëãåáð â u

un →֒ un−1 →֒ · · · →֒ u2 →֒ u1 = uè èíâàðèàíòíûå �óíêöèè hα
i ∈ C∞(ui), i = 1, 2, . . . , n, α èç íåêîòîðîãîèíäåêñèðóþùåãî ìíîæåñòâà, òî ñåìåéñòâî �óíêöèé

n
⋃

i=1

⋃

α

hα
i ◦ πiÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì íàáîðîì èíòåãðàëîâ.26



Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàáîòå Òèììà [16℄ðàññìàòðèâàåòñÿ öåïî÷êà ïîäàëãåáð u(n+ 1)

u(1) →֒ u(2) →֒ · · · →֒ u(n) →֒ u(n+ 1),âëîæåííûõ êàê ïîêàçàíî íà ñõåìå:
Ïóñòü πi : u(n + 1) → u(i) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåê-öèÿ, hi ∈ C∞(u(i)) � Ad(U(i))-èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ëþáûåäâå �óíêöèè hi ◦ πi, hj ◦ πj ∈ C∞(u(n+ 1)) íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè âñèëó ñîîòíîøåíèé (13),(17) è âëîæåííîñòè ïîäàëãåáð.Ïóñòü òåïåðü h, f ∈ C∞(u(i)) � äâå Ad(U(i))-èíâàðèàíòíûå �óíêöèè.Òîãäà f ◦πi, h◦πi òàêæå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè â ñèëó Ad(U(i))- èí-âàðèàíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü Ad(U(i))-èíâàðèàíòíûå �óíêöèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ âèíâîëþöèè. Â êà÷åñòâå òàêîãî íàáîðà èíòåãðàëîâ ìîæíî âçÿòü òàêèå�óíêöèè (ñì. [16℄)

h ◦ π1 ◦ P, h ◦ π2 ◦ P, . . . , h ◦ πn ◦ P
f ◦ π2 ◦ P, f ◦ π3 ◦ P, . . . , f ◦ πn ◦ P, H,

(18)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí (11) ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, P �îòîáðàæåíèå ìîìåíòà (ëåììà 1.5), à �óíêöèè h è f èìåþò âèä
h(ζ) = − i

2
tr ζ, f(ζ) = −1

4
tr ζ2.Ýòî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð èíòåãðàëîâ (êîëè÷åñòâî èíòåãðà-ëîâ 2n). Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü èõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ïî÷òè âñþ-äó íà TCP n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü â êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå.Íàéäåì ãàìèëüòîíîâî ïîëå �óíêöèè h ◦ πj ◦ P, j = 1, .., n â òî÷êå

X ∈ m

X =

(

0 x

−x̄T 0

)

, x =







x1...
xn






, xi ∈ C,27



äëÿ ýòîãî âûïèøåì ãðàäèåíò â ýòîé òî÷êå
∇h(πj(P (X))) = πj(iEn+1) =

(

0 0

0 iEj

)

,ãäå Ej � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà j × j. Ïî ëåììå 1.6 v = 0, à wèìååò âèä
w = [∇h(πj(P (X))), X]m =

(

0 −ix(j)

−ix̄T
(j) 0

)

,ãäå x(j) îòëè÷àåòñÿ îò x òåì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ (n − j + 2)-é âñå åå êîì-ïîíåíòû ðàâíû íóëþ.Âûïèøåì ãàìèëüòîíîâî ïîëå �óíêöèè f ◦ πj ◦ P, j = 2, .., n â ýòîéæå òî÷êå X ∈ m. �ðàäèåíò �óíêöèè f èìååò âèä
∇f(πj(P (X))) = πj(X + ε 1

π
J).Òîãäà v è w èìåþò âèä

w = [∇f(πj(P (X))), X]m = ε 1
π
[J,X]m = ε 1

π

(

0 −ix
−ix̄T 0

)

,

v = (∇f(πj(P (X))))m = πj(X).�àìèëüòîíîâî ïîëå ãàìèëüòîíèàíà H äàíî â �îðìóëå (12). Âèäíî,÷òî åñëè â x âñå êîìïîíåíòû ðàçëè÷íû è íåíóëåâûå, òî ãàìèëüòîíîâûïîëÿ íàáîðà (18) áóäóò íåçàâèñèìû â òî÷êåX. Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà1 äîêàçàíà.1.6 Ïðèìåð: ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà CP 1Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, çà-äàâàåìûé �îðìîé Ôóáèíè-Øòóäè, íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿ-ìîé CP 1. Äëÿ ýòîãî ïîòîêà â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåí ïîëíûé íàáîð ïåð-âûõ èíòåãðàëîâ.Ïóñòü C
2 (z0, z1), ãäå z0, z1 ∈ C ñî ñòàíäàðòíûì ýðìèòîâûì ñêà-ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ñì. (4))

〈ξ, η〉 =
∑

ξiη̄i28



è ðàññìîòðèì íà CP 1 à��èííóþ êàðòó z = (1, w), ãäå w = z1
z0
= x+iy,

dw = dx + idy. Òîãäà åñëè ÷åðåç π : C2 \ 0 → CP 1 îáîçíà÷èì ïðîåê-öèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ òî÷êå z 6= 0 êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ ïðîõîäÿùóþ÷åðåç 0 è z, òî äëÿ ëþáûõ ξ1, ξ2 ∈ TzC
2 èìåþùèõ âèä

ξ1 = (0, dx1 + idy1),

ξ1 = (0, dx1 + idy1),ñîîòâåòñòâóþùèå èì ζ1, ζ2 ∈ Tπ(z)CP
1 èìåþò âèä

ζ1 = π∗ξ1,

ζ2 = π∗ξ2.Ñîãëàñíî �îðìóëå (5) íàõîäèì
〈ζ1, ζ2〉 =

〈ξ1, ξ2〉〈z, z〉 − 〈ξ1, z〉〈z, ξ2〉
〈z, z〉2 =

(dx1 + idy1)(dx2 − idy2)(1 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2)2
−

−(dx1 + idy1)(x− iy)(x+ iy)(dx2 − idy2)

(1 + x2 + y2)2
=

(dx1 + idy1)(dx2 − idy2)

(1 + x2 + y2)2
=

dx1dx2 + dy1dy2 + i(dx2dy1 − dx1dy2)

(1 + x2 + y2)2
.Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà Ôóáèíè�Øòóäè ïðèíèìàåò âèä

〈ζ, ζ〉 = dx2 + dy2

(1 + x2 + y2)2
,à �îðìà Ôóáèíè-Øòóäè Ω ðàâíà

Ω =
1

π

dx ∧ dy

(1 + x2 + y2)2
.Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

x = r cosϕ, y = r sinϕ,â êîòîðûõ ìåòðèêà èìååò âèä
dx2 + dy2

(1 + x2 + y2)2
=

dr2 + r2 dϕ2

(1 + r2)2
,29



à �îðìà Ω åñòü
Ω =

1

π

dx ∧ dy

(1 + x2 + y2)2
=

1

π

r dr ∧ dϕ

(1 + r2)2
.�àìèëüòîíèàí ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

H = (1 + r2)2
(

p2r +
1

r2
p2ϕ

)

.Äîáàâèì ê ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìå �îðìó Ôóáèíè-Øòóäè, êîòîðàÿî÷åâèäíî çàìêíóòàÿ è íåâûðîæäåííàÿ,
ω + Ω = dpr ∧ dr + dpϕ ∧ dϕ+

r

π(1 + r2)2
dr ∧ dϕ.Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêî-ãî ïîòîêà, çàäàâàåìîãî �îðìîé Ω:

ṗr = −
∂H

∂r
+

r

π(1 + r2)2
∂H

∂pϕ
, ṙ =

∂H

∂pr
,

ṗϕ = −∂H
∂ϕ
− r

π(1 + r2)2
∂H

∂pr
, ϕ̇ =

∂H

∂pϕ
.Ïðè÷åì ∂H

∂ϕ
= 0. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ pϕ ïðèìåò âèä

ṗϕ = − r

π(1 + r2)2
∂H

∂pr
= − r

π(1 + r2)2
ṙ.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå

pϕ −
1

2π(1 + r2)áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ
d

dt

(

pϕ −
1

2π(1 + r2)

)

= − r

π(1 + r2)2
∂H

∂pr
+

2r

2π(1 + r2)2
ṙ = 0,òàê êàê ṙ = ∂H

∂pr
. Èìïóëüñ pϕ � ýòî èíòåãðàë ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà,ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå óíèòàðíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé Aτ : C2 → C2

Aτ =

(

1 0

0 eiτ

)

,30



ïîëå Êèëëèíãà êîòîðîé â êàðòå (r, ϕ) èìååò êîîðäèíàòû K = (0, 1).Ïîäñòàâèì K â Ω, ÷òîáû ïîëó÷èòü 1-�îðìó
Ω(K, ·) = −1

π

r dr

(1 + r2)2
.Îíà òî÷íà

Ω(K, ·) = df, ãäå f =
1

2π(1 + r2)
,òî åñòü pϕ − f � èíòåãðàë äå�îðìèðîâàííîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà,÷òî áûëî äîêàçàíî âûøå. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ëåììîé 1.4. Òàêèì îá-ðàçîì, ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîéïðÿìîé èìååò äâà èíòåãðàëà:

H è pϕ −
1

2π(1 + r2)
,êîòîðûå íåçàâèñèìû è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Îíè îáðàçóþò ïîëíûéêîììóòàòèâíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ ýòîãî ïîòîêà, òàê êàêðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîòîêà ðàâíà äâóì.

31



2 Ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà îäíîðîäíîìñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèÂ ïåðâîé ãëàâå ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû èñïîëüçîâàëàñü èíòåãðèðóåìîñòü â êîììóòàòèâíîì ñìûñëå.Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû âèíâîëþöèè (åñëè ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2n), ïðèýòîì íåîñîáûå êîìïàêòíûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõèíòåãðàëîâ ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè òîðàìè (òîðàìè Ëèóâèëëÿ). Ôàçî-âûé ïîòîê îïðåäåëÿåò íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå äâè-æåíèå.Åñëè æå ñèñòåìà îáëàäàåò èçáûòî÷íûì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðà-ëîâ, êîòîðûå íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî ïðè îïðåäåëåííûõ äî-ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ êîìïàêòíûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿþòñÿ òîðàìè ðàçìåðíîñòè k < n, à äâèæåíèåíà íèõ áóäåò îïÿòü æå óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâî-ðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî íåêîììóòàòèâíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü èëè èí-òåãðèðóåìîñòü â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåìïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðèðóåìîñòüþ â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è �àêòûÂ ýòîé ãëàâå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = G/H � îäíîñâÿçíîå îäíîðîäíîå ñèìïëåê-òè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå G � êîìïàêòíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïàËè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M òàêàÿ, ÷òî ìàã-íèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, çàäàâàåìûé ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìîé,èíòåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.ÏóñòüG � ãðóïïà Ëè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïàG äåéñòâóåò íàìíîãîîáðàçèè M (äè��åîìîð�èçìàìè), åñëè êàæäîìó åå ýëåìåíòó gñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå (äè��åîìîð�èçì) ìíîãîîáðàçèÿ M

X 7→ g ·X, X ∈M,òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 32



1. g1g2 ·X = g1 · (g2 ·X), X ∈M, g1, g2 ∈ G2. îòîáðàæåíèå G×M →M, (g,X) 7→ g ·X íåïðåðûâíî (ãëàäêîå)ïî îáîèì àðãóìåíòàì.Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî
e ·X = X, ∀X ∈M,ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû G. Åñëè åäèíèöà ãðóïïû e ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G, êîòîðûé îñòàâëÿåò íà ìåñòå êàæäóþòî÷êó X ∈M , òî ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïàG äåéñòâóåò íàM ý��åêòèâíî,à ãðóïïà G òîãäà íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé.�îâîðÿò, ÷òî ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M òðàí-çèòèâíî, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê X è Y èç M íàéäåòñÿ òàêîéýëåìåíò g ãðóïïû G, ÷òî

g ·X = Y.Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî òðàíçèòèâíîå äåé-ñòâèå ãðóïïû Ëè G, òî îíî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîìýòîé ãðóïïû.Ïóñòü X � òî÷êà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû G. �ðóïïîéèçîòðîïèè òî÷êè X íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG, êîòîðàÿ ñîñòîèòèç âñåõ ýëåìåíòîâ g ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèõ òî÷êó X íåïîäâèæíîé:
HX = {g ∈ G, g ·X = X}.Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå(ñì., íàïðèìåð, [28℄).Ëåììà 2.1. �ðóïïû èçîòðîïèè ðàçíûõ òî÷åê îäíîðîäíîãî ïðîñòðàí-ñòâà èçîìîð�íû äðóã äðóãó.Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèX = g ·Y èX 6= Y , òî èçîìîð�èçìHX → HYçàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

h 7→ ghg−1.
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò î÷åíü óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå îäíî-ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïðåäëîæåíèå 3. Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-äó òî÷êàìè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâàM ãðóïïûG è ëåâûìè ñìåæ-íûìè êëàññàìè G/H, ãäå H � ãðóïïà èçîòðîïèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M , H � ãðóïïàèçîòðîïèè òî÷êè X. Ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìóïðàâèëó: ñìåæíîìó êëàññó gH ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà g·X. Ýòîñîîòâåòñòâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ g â êëàññå ñìåæíî-ñòè è ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâîM = G/H ÿâëÿåòñÿîäíîðîäíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ�îðìà, çàäàþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà M , èíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Â [26℄ Êîñòàíòîì áûëà äîêàçàíàòåîðåìà, êîòîðàÿ áóäåò î÷åíü ïîëåçíà â íàøåé ðàáîòå.Òåîðåìà (Êîñòàíò). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1(g,R) = H2(g,R) = 0(íàïðèìåð, àëãåáðà g ïîëóïðîñòà). Òîãäà ñàìîå îáùåå G-îäíîðîäíîåñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàêðûâàåò îäíó èç îðáèò â g. Êðî-ìå òîãî, íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòà îïðå-äåëåíû îäíîçíà÷íî.Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè [2℄ (ñì.òàêæå [3℄). Ïóñòü F ïðîñòðàíñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû, êîòîðîå îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M îïðåäåëèì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â T ∗xM :
Fx ⊂ T ∗xM � ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äè��åðåíöèàëàìè �óíêöèé
f ∈ F , è Kx ⊂ Fx � ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà Fx.Îïðåäåëåíèå. Åñëè èìååòñÿ îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
U ⊂ M (òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U âûïîë-íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

dimFx + dimKx = dimM,34



òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â íåêîììóòà-òèâíîì ñìûñëå.Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî dimFx íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîé ðàç-ìåðíîñòüþ àëãåáðû èíòåãðàëîâ F , à dimKx � äè��åðåíöèàëüíûìèíäåêñîì. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ddimF è dindF .Òîãäà óñëîâèå íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü ââèäå
ddimF + dindF = dimM.Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Êîñòàíòà [26℄, îäíîñâÿçíîå îäíîðîäíîå ñèì-ïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èç Òåîðåìû 2 ñèìïëåêòîìîð�íî îðáèòåïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â àëãåáðå g. Ïîýòîìó Òåî-ðåìà 2 íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 3. �àññìîòðèì îðáèòó ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-ïàêòíîé ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè G è ðèìàíîâó ìåòðèêó g èíäóöè-ðîâàííóþ �îðìîé Êèëëèíãà íà àëãåáðå Ëè. Íà îðáèòå ñóùåñòâóåòñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω (�îðìà Êèðèëëîâà).Òîãäà ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, çàäàâàåìûé �îðìîé Ω, èí-òåãðèðóåì â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå.2.2 Ôîðìà Êèðèëëîâà�àññìîòðèì îðáèòó M êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè

g. Ïîñêîëüêó öåíòð ãðóïïû G òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà g, åãî ìîæ-íî ñ÷èòàòü òðèâèàëüíûì. Òîãäà àëãåáðà Ëè îêàæåòñÿ ïîëóïðîñòîé, àãðóïïà G áóäåò åå ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M �ïîëíàÿ îðáèòà ãðóïïû G â g. Çà�èêñèðóåì òî÷êó W ∈M . Ïðè ýòîìîðáèòà M îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâîì
M = G/H,ãäå H � ñòàáèëèçàòîð òî÷êè W .Ôîðìà Êèëëèíãà çàäàåò Ad(G)- èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå íà g (Ad(g)X = gXg−1)

B(X, Y ) = B(Ad(g)X,Ad(g)Y ), ∀g ∈ G, X, Y ∈ g, (19)35



êîòîðîå èíäóöèðóåò G- èíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà îðáèòå
M . Àëãåáðà g ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðÿìîé ñóììû

g = h⊕m,ãäå m � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå àëãåáðû Ëè h ãðóïïû H îòíîñè-òåëüíî �îðìû Êèëëèíãà B. Òîãäà
[h, h] ⊂ h, [h,m] ⊂ m. (20)Ïðîñòðàíñòâî m îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Tπ(e)M = TWM ïðè ïîìîùè

π∗|e, ãäå π : G → M � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Òî÷êó W îðáèòû Mìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ýëåìåíò àëãåáðû g, òîãäà ñïðàâåäëèâûñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
h = Ker ad(W ), m = Im ad(W ).Èíäóöèðîâàííàÿ �îðìîé ÊèëëèíãàG- èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåò-ðèêà íà îðáèòå M èìååò âèä

〈gX, gY 〉 = B(X, Y ), X, Y ∈ m, gX, gY ∈ Tπ(g)M. (21)Äàëåå ñ ïîìîùüþ �îðìû Êèëëèíãà (19) îïðåäåëÿåì G- èíâàðè-àíòíóþ 2-�îðìó Ω íà M

Ω(gX, gY ) = B(W, [X, Y ]), X, Y ∈ m, gX, gY ∈ Tπ(g)M. (22)Ôîðìà Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà M , êî-òîðàÿ åñòü â òî÷íîñòè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Êèðèëëîâà (ñì.,íàïðèìåð, [27℄).Ïóñòü òåïåðü Aϕ = exp(Xϕ)� îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïàG,
X ∈ g, ϕ ∈ R, îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðà-çîâàíèé M è ñîõðàíÿåò ìåòðèêó (21) è �îðìó (22). Ñîîòâåòñòâóþùååïîëå Êèëëèíãà áóäåò èìåòü âèä Xg.Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ Êèëëèíãà K = Xg ñóùåñòâóåò òàêàÿ�óíêöèÿ f , ÷òî

df = Ω(K, ·).36



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Êèëëèíãîâà ïîëÿ K = Xg ðàññìîòðèì �óíê-öèþ
fX(g) = B(W, g−1Xg). (23)Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå äè��åðåíöèàëà ýòîé �óíêöèè â òî÷êå π(g) íàâåêòîðå gY ∈ Tπ(g)M,Y ∈ m

dfX |g(gY ) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

B(W, exp(−Y t)g−1Xg exp(Y t))

= B(W, [g−1Xg, Y ]) = Ω(Xg, gY ).Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà gY ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåì-ìû.2.3 Îòîáðàæåíèå ìîìåíòàÔîðìà ω̃ = ω + εΩ, ãäå ω � ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ �îðìà íàêîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè M , ε ∈ R,Ω � �îðìà (22), çàäàåò ñòðóê-òóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà T ∗M. Ïàðàìåòð ε ïîçâîëÿ-åò ïðîñëåäèòü çà äå�îðìàöèåé ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ äîáàâëåíèåììàãíèòíîãî ïîëÿ. �ðóïïà G äåéñòâóåò íà T ∗M ñèìïëåêòè÷åñêèìèäè��åîìîð�èçìàìè, ïðè÷åì ýòî äåéñòâèå ãàìèëüòîíîâî. Ýòî çíà÷èò,÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ g îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà exp(Xt) èíäóöè-ðóåò âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗M, êîòîðîå áóäåò ãàìèëüòîíîâûì ñ íåêî-òîðîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà, âèä êîòîðîé áóäåò äàí ïîçæå. Ôîðìà ω̃óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîâåêòîðàìè è âåêòîðàìè ω1 7→ ηïî ïðàâèëó
ω1(ξ) = ω̃(ξ, η).Â ÷àñòíîñòè êàæäîé �óíêöèè f ∈ C∞(T ∗M) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåê-òîðíîå ïîëå sgradf ("êîñîé ãðàäèåíò")

df(ξ) = ω̃(ξ, sgradf).Ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà C∞(T ∗M) çàäàåò ñêîáêà Ïóàññîíà
{f, g} = ω̃(sgradg, sgradf). (24)37



Èñïîëüçóÿ ðèìàíîâó ìåòðèêó ìîæíî îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå è êî-êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó âñå âûêëàäêè áóäåì ïðîâîäèòü âêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.Ïðîñòðàíñòâî TXTM,X ∈ m = Tπ(e)M, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ (ñì.[16℄)
{(v,−1

2[v,X] + w), v, w ∈ m} ⊂ TX(TG) = TX(G× g).Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå TXTM îïðåäåëÿåòñÿ ñïîìîùüþ �îðìû (19)
ω̃X((v1,−1

2
[v1, X] + w1), (v2,−1

2
[v2, X] + w2)) =

= B(w1, v2)−B(w2, v1) + εΩ(v1, v2).Èñïîëüçóÿ ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà TM ìîæíî ïî-ëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå gX ∈ TM,X ∈ m, g ∈ G. Ñïðàâåäëèâà ëåììà (ñì. [16℄)Ëåììà 2.3. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà TM â òî÷êå gX èìå-åò âèä
ω̃gX(g∗|X(v1,−1

2
[v1, X] + w1), g∗|X(v2,−1

2
[v2, X] + w2)) =

= B(w1, v2)−B(w2, v1) + εΩ(v1, v2).

G- èíâàðèàíòíûå �óíêöèè f íà TM íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ Ad(H)- èíâàðèàíòíûìè �óíêöèÿìè θ : g →
R, ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðàâèëó (ñì., íàïðèìåð, [16℄)

f(gX) = θ(X), X ∈ m = Tπ(e)M, gX ∈ Tπ(g)M. (25)�ðàäèåíò ∇θ(X) ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè θ ∈ C∞(g) â òî÷êå X ∈ gîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìû Êèëëèíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì
dθ(X)(Y ) = B(∇θ(X), Y ), Y ∈ g.Ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà ìîæíî âûïèñàòü îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâîAd(H)-èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé

[∇θ(X), X]h = 0, ∀X ∈ m. (26)38



Çäåñü ξm îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ g íà m ïàðàëëåëüíîïîäàëãåáðå h, à ξh = ξ − ξm.Â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íàì óäîáíåå áóäåò ðàñ-ñìàòðèâàòü íåìíîãî ìîäè�èöèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå (25), à èìåííî
f(gX) = θ(X − εW ), X ∈ m = Tπ(e)M, gX ∈ Tπ(g)M. (27)Ýòî êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå, òàê êàê θ �Ad(H)- èíâàðèàíòíàÿ �óíê-öèÿ, à hWh−1 = W, ∀h ∈ H. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî (26) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå

[∇θ(X − εW ), X − εW ]h = 0, ∀X ∈ m (28)èëè
[∇θ(X − εW ), X]h = 0, ∀X ∈ m (29)èëè
[∇θ(X − εW )m, X]h = 0, ∀X ∈ m. (30)Èõ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóåò èç (20) è òîãî, ÷òî h = Ker ad(W ).Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü f : TM → R ïðîèçâîëüíàÿ G- èíâàðèàíò-íàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ Ad(H)- èíâàðèàíòíîé �óíêöèåé θ : g→

R ïî ïðàâèëó (27). �àìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè f äàåòñÿ�îðìóëîé
sgradf(gX) = g∗|X(v,−1

2
[v,X] + w),ãäå v = ∇θ(X − εW )m è w = −1

2
[∇θ(X − εW )m, X]m − ε[W,∇θ(X −

εW )m].Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [2℄, ïðåäëîæåíèå 3.4, ∀v1, w1 ∈ m

dfgX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(

θ(X − εW + tw1 − 1
2
t[v1, X]m + O(t2))

)

= B(∇θ(X − εW ), w1 − 1
2
[v1, X]m)

= B(∇θ(X − εW ), w1)− 1
2B(∇θ(X − εW )m, [v1, X])

= B(∇θ(X − εW ), w1)− B(−1
2[∇θ(X − εW )m, X], v1)

= ω̃gX(g∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1), sgradf(gX))39



= B(w1, v)−B(w, v1) + εB(W, [v1, v])

= B(v, w1)−B(w + ε[W, v], v1).Ñëåäîâàòåëüíî
v = ∇θ(X − εW )m

w = −1
2[∇θ(X − εW )m, X]m − ε[W,∇θ(X − εW )m].Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f1, f2 : TM → R � äâå G- èíâàðèàíòíûå �óíê-öèè ñîîòâåòñòâóþùèå θ1, θ2 : g→ R, òî èõ ñêîáêà Ïóàññîíà èìååòâèä

{f1, f2}(gX) = −B(X − εW, [∇θ1(X − εW ),∇θ2(X − εW )]).Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿâìåñòîw1 è v1 ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ sgradf2(gX),òî ïîëó÷àåì
df1|gX(sgradf2(gX)) = {f1, f2}(gX) = ω̃gX(sgradf2(gX), sgradf1(gX))

= B
(

∇θ1(X − εW ),−1
2[∇θ2(X − εW )m, X]m − ε[W,∇θ2(X − εW )m]

)

+ 1
2B([∇θ1(X − εW )m, X],∇θ2(X − εW )m)

= −B(X, [∇θ1(X − εW )m,∇θ2(X − εW )m])

+ εB(W, [∇θ1(X − εW )m,∇θ2(X − εW )m])

= −B(X − εW, [∇θ1(X − εW )m,∇θ2(X − εW )m])

= −B(X − εW, [∇θ1(X − εW ),∇θ2(X − εW )])Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì (28) Ad(H)-èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèé θ1, θ2, ñîîòíîøåíèÿìè (20) è òåì, ÷òî h =

Ker ad(W ).Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà èìååò âèä
H(gX) = h(X) = 1

2B(X,X), X ∈ m,è îòëè÷àåòñÿ íà êîíñòàíòó îò �óíêöèè
H̃(gX) = h(X− εW ) = 1

2B(X− εW,X− εW ) = H(gX)+ ε2

2 B(W,W ),(31)40



à èõ ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ ñîâïàäàþò
sgradH̃(gX) = sgradH(gX) = g∗|X(X,−ε[W,X]m).Òàêèì îáðàçîì H̃ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíàãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî H̃ êîììó-òèðóåò ñ ëþáîé G- èíâàðèàíòíîé �óíêöèåé, òî åñòü îíè ÿâëÿþòñÿèíòåãðàëàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñòàíäàðòíóþ ñêîáêó Ïóàññîíà (òî åñòü ïðè

ε = 0), òî ïî òåîðåìå Í¼òåð êîìïîíåíòà èìïóëüñà âäîëü ïîëÿ Êèë-ëèíãà K = Y g, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå Aϕ =

exp(Y ϕ), áóäåò ëèíåéíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ëþáîãî ïîòîêà ñG- èí-âàðèàíòíûì ãàìèëüòîíèàíîì. Åñëè ïåðåéòè ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîå-íèþ, òî èíòåãðàë áóäåò èìåòü âèä
ĨY (gX) = B(X, g−1Y g).Îäíàêî ïîñëå äå�îðìàöèè ñêîáêè Ïóàññîíà �óíêöèÿ ĨY ïåðåñòàåòáûòü èíòåãðàëîì, è åå íóæíî íåìíîãî èçìåíèòü, ÷òîáû îíà ñîõðàíÿ-ëàñü ïîòîêîì.Ïðåäëîæåíèå 5. Ëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïîòîêà ñ G- èíâàðèàíò-íîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ Êèëëèí-ãà K = Y g, áóäåò �óíêöèÿ

IY = ĨY − εfY ,ãäå �óíêöèÿ fY îïðåäåëåíà â (23).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñ÷èòàåì äè��åðåíöèàë �óíêöèè â ïðîèçâîëü-íîé òî÷êå gX, g ∈ G, X ∈ m

d(IY )gX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(

B(X + tw1 − 1
2t[v1, X]m +O(t2), e−tv1g−1Y getv1)−

−εB(W, e−tv1g−1Y getv1)
)

= B(g−1Y g, w1 − 1
2 [v1, X]m) + B(X, [g−1Y g, v1])− εB(W, [g−1Y g, v1])41



åñëè ïîäñòàâèòü ãàìèëüòîíîâî ïîëå G- èíâàðèàíòíîé �óíêöèè �à-ìèëüòîíà, òî åñòü v1 = ∇θ(X−εW )m è w1 = −1
2[∇θ(X−εW )m, X]m−

ε[W,∇θ(X − εW )m], òî ïîëó÷èì
= B(g−1Y g,−[∇θ(X − εW )m, X]m − ε[W,∇θ(X − εW )m])

+ B(X, [g−1Y g,∇θ(X − εW )m])− εB(W, [g−1Y g,∇θ(X − εW )m])ñëàãàåìûå ñ ε ñîêðàùàþòñÿ, è òàê êàê θ Ad(H)- èíâàðèàíòíà è, ñëå-äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (30), òî ìîæíî óáðàòü ïðîåêòèðîâàíèå íà mñêîáêè Ëè
= B(g−1Y g,−[∇θ(X − εW )m, X]) +B(X, [g−1Y g,∇θ(X − εW )m]) ≡ 0.

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà P : TM → g îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì
B(P (κ), X) := IX(κ), κ ∈ TM,X ∈ g,ãäå IX äàíî â ïðåäëîæåíèè 5.Ëåììà 2.4. Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà P : TM → g èìååò âèä

P (gY ) = Ad(g)(Y − εW ),ãäå gY ∈ Tπ(g)M,Y ∈ m, g ∈ G.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ g èìååì
B(P (gY ), X) = ĨX(gY )− εfX(g)

= B(Y, g−1Xg)− εB(W, g−1Xg)

= B(gY g−1, X)− εB(gWg−1, X)

= B(g(Y − εW )g−1, X).

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ïîñòîÿííî íà òðàåêòîðèÿõ ëþáîãî ïîòîêàçàäàâàåìîãî G- èíâàðèàíòíûì ãàìèëüòîíèàíîì, òàê êàê �óíêöèè IX42



ÿâëÿþòñÿ åãî èíòåãðàëàìè. Ïîýòîìó êàæäàÿ �óíêöèÿ h ∈ C∞(g) ãå-íåðèðóåò ïåðâûé èíòåãðàë òàêîãî ïîòîêà Ih

Ih := h ◦ P ∈ C∞(TM).Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ∈ g ðàññìîòðåòü êàê �óíêöèþ íà g (çíà÷åíèå íàýëåìåíòå Y ðàâíî B(X, Y )) ýòî îïðåäåëåíèå IX ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäó-ùèì. Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ îòîáðàæåíèå C∞(g) → C∞(TM), h 7→
Ih.Äëÿ h1, h2 ∈ C∞(g) èõ ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà, êîòîðóþ ìû áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç {·, ·}g, èìååò âèä

{h1, h2}g(X) = B(X, [∇h1(X),∇h2(X)]). (32)Ïðåäëîæåíèå 6. Îòîáðàæåíèå C∞(g)→ C∞(TM), h 7→ Ih = h ◦Pçàäàåò ãîìîìîð�èçì àëãåáð, òî åñòü
I{h1,h2}g = {Ih1

, Ih2
} äëÿ âñåõ h1, h2 ∈ C∞(g).Äîêàæåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó (ñì. [2, ïðåäëîæå-íèå 3.6℄).Ëåììà 2.5. �àìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè Ih = h◦P èìå-åò âèä

sgradIh(gX) = g∗|X(v,−1
2[v,X] + w),ãäå

v = (Ad(g−1)ζ)m

w = [Ad(g−1)ζ,X]m − 1
2[(Ad(g

−1)ζ)m, X]m

ζ = ∇h(Ad(g)(X − εW )).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 4 âû-ïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàë, ∀v1, w1 ∈ m

d(Ih)gX(g∗ ◦ (π∗)∗|X(v1,−1
2[v1, X] + w1))

=
d

dt

∣

∣

∣

∣

0

(h ◦ Ad(getv1)(X − εW + tw1 − 1
2
t[v1, X]m + O(t2)))43



= B(ζ,Ad(g)([v1, X − εW ] + w1 − 1
2[v1, X]m))

= B(Ad(g−1)ζ, w1) +B(Ad(g−1)ζ, [v1, X − εW ]− 1
2[v1, X]m)

= B(Ad(g−1)ζ, w1)+

+B(v1, [X − εW,Ad(g−1)ζ])− 1
2
B((Ad(g−1)ζ)m, [v1, X])

= B(Ad(g−1)ζ, w1)−
−B([Ad(g−1)ζ,X − εW ], v1)−B(−1

2[(Ad(g
−1)ζ)m, X], v1)

= B(v, w1)−B(w + ε[W, v], v1).Ñëåäîâàòåëüíî v = (Ad(g−1)ζ)m.
w + ε[W, v] = [Ad(g−1)ζ,X − εW ]m − 1

2[(Ad(g
−1)ζ)m, X]m

w = [Ad(g−1)ζ,X]m − 1
2 [(Ad(g

−1)ζ)m, X]m,òàê êàê [m, h] ⊂ m è W êîììóòèðóåò ñ ëþáûì âåêòîðîì èç h, òîñëàãàåìûå ñ ε ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
w.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6. Âîçüìåì ïîëÿ sgradIh1

, sgradIh2
èïîäñòàâèì â (24), ãäå âûðàæåíèå äëÿ ω̃ äàíî â ëåììå 2.3

{Ih1
, Ih2
}(gX) = ω̃gX(sgradIh2

, sgradIh1
)

= B([Ad(g−1)ζ2, X]m − 1
2 [(Ad(g

−1)ζ2)m, X]m, (Ad(g
−1)ζ1)m)−

−B([Ad(g−1)ζ1, X]m − 1
2[(Ad(g

−1)ζ1)m, X]m, (Ad(g
−1)ζ2)m)+

+ εB([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g
−1)ζ1)m],W )ìîæíî óáðàòü ïðîåêòèðîâàíèå íà m êîììóòàòîðîâ, òàê êàê B(m, h) =

0

= B([Ad(g−1)ζ2, X]− 1
2 [(Ad(g

−1)ζ2)m, X], (Ad(g−1)ζ1)m)−
−B([Ad(g−1)ζ1, X]− 1

2 [(Ad(g
−1)ζ1)m, X], (Ad(g−1)ζ2)m)+

+ εB([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g
−1)ζ1)m],W )ðàçëîæèì Ad(g−1)ζi = (Ad(g−1)ζi)m + (Ad(g−1)ζi)h è ïîëó÷èì

= B(12[(Ad(g
−1)ζ2)m, X], (Ad(g−1)ζ1)m)+44



+B([(Ad(g−1)ζ2)h, X], (Ad(g−1)ζ1)m)−
−B(12[(Ad(g

−1)ζ1)m, X], (Ad(g−1)ζ2)m)−
−B([(Ad(g−1)ζ1)h, X], (Ad(g−1)ζ2)m)−
− εB([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g

−1)ζ2)m],W )äîáàâèì B([(Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g−1)ζ2)h], X) ≡ 0, êîòîðîå íè÷åãî íå ìå-íÿåò, è çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñîâïàäàþò
= B([(Ad(g−1)ζ1)m + (Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g

−1)ζ2)m + (Ad(g−1)ζ2)h], X)−
− εB([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g

−1)ζ2)m],W )åñëè àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü ñî âòîðûì ñëàãàåìûì, òî ïî-ëó÷èì
= B([Ad(g−1)ζ1,Ad(g

−1)ζ2], X)− εB([Ad(g−1)ζ1,Ad(g
−1)ζ2],W )

= B([ζ1, ζ2],Ad(g)(X − εW )) = I{h1,h2}g(gX)Ýòî â òî÷íîñòè âûðàæåíèå (32) äëÿ h1 è h2.2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé ïðåäëîæåííîé â [13℄.�àññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà �óíêöèé: F1 � ìíîæåñòâî �óíêöèé âè-äà Ih = h◦P, h ∈ C∞(g), P : TM → g � îòîáðàæåíèå ìîìåíòà; F2 �ìíîæåñòâî G- èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé íà TM fθ(gX) = θ(X − εW ),ãäå θ � Ad(H)- èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ íà g. Ôóíêöèè èç F1 ∪ F2ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêàçàäàâàåìîãî ãàìèëüòîíèàíîì (31).Äëÿ �óíêöèé èç F1 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-íèå
{Ih1

, Ih2
} = I{h1,h2}g,à äëÿ �óíêöèé èç F2 (ñëåäñòâèå 1) ñîîòíîøåíèå

{fθ1, fθ2}(gX) = −{θ1, θ2}g(X − εW ). (33)45



Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïî òåîðåìå Í¼òåð �óíêöèè Ih ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìèèíòåãðàëàìè ëþáîãî ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì èç F2, ïîýòîìó
{F1,F2} = 0. (34)Èç ýòèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò çàìêíóòîñòü F1∪F2 îòíîñèòåëüíîñêîáêè Ïóàññîíà. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé íåêîììóòà-òèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè

ddim(F1 ∪ F2) + dind(F1 ∪ F2) = dimTM. (35)Ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå äè��åðåíöèàëàìè �óíêöèé èç ìíî-æåñòâ F1 è F2, èìåþò âèä
F1 = {dIh(X), Ih ∈ F1},
F2 = {dfθ(X), fθ ∈ F2}.Ïóñòü àííóëÿòîðû ýëåìåíòà X îáîçíà÷àþòñÿ

Anng(X) = {Y ∈ g, [Y,X] = 0},
Annh(X) = {V ∈ h, [V,X] = 0} = Anng(X) ∩ h.Ëåììà 2.6. Äëÿ X ∈ m = Tπ(e)M òàêîãî, ÷òî X − εW íàõîäèòñÿâ îáùåì ïîëîæåíèè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ddim(F1 ∪ F2) = dim(F1 + F2) = 2dimm− dim(Anng(X − εW ))m,

ddim(F1 ∩ F2) = dim(F1 ∩ F2) = dim(Anng(X − εW ))m.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà óñòàíàâëèâà-åò èçîìîð�èçì I : T ∗XTM → TXTM, df(X) 7→ sgradf(X), ìîæíîâìåñòî F1 è F2 ðàññìàòðèâàòü
IF1 = {sgradIh(X), Ih ∈ F1},
IF2 = {sgradfθ(X), fθ ∈ F2}.Íàïîìíèì, ÷òî ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé �óíêöèé

Ih è fθ â òî÷êå X ∈ m èìååò âèä (ïðåäëîæåíèå 4, ëåììà 2.5)
sgradIh(X) =

(

∇h(ξ)m,−1
2[∇h(ξ)m, X] + [∇h(ξ), X]m − 1

2 [∇h(ξ)m, X]m
)

,

sgradfθ(X) =
(

∇θ(ξ)m,−1
2
[∇θ(ξ)m, X]− 1

2
[∇θ(ξ)m, X]m − ε[W,∇θ(ξ)m]

)

,(36)46



ãäå ξ = X − εW . Ìíîæåñòâî m − εW = {ξ = X − εW : X ∈ m}èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû H

Ad(H)(m− εW ) ⊂ (m− εW ),òàê êàê m îðòîãîíàëüíî h è H ñòàáèëèçèðóåò W . Ad(H)- èíâàðèàíò-íûå �óíêöèè θ èç F2 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ýòîãî äåéñòâèÿ. Èç-âåñòíî, ÷òî ïðè ëèíåéíîì äåéñòâèè êîìïàêòíîé àëãåáðû Ëè âñåãäàñóùåñòâóåò íàáîð èíâàðèàíòîâ, ðàçäåëÿþùèé îðáèòû îáùåãî ïîëî-æåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ Ad(H)-èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé ðàâíî êîðàçìåðíîñòè îðáèòû ãðóïïû H ïðèäåéñòâèè íà m− εW ,
l = dimm− (dim h− dimAnnh(ξ))äëÿ ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ξ ∈ (m− εW ).Ïóñòü θ1, ..., θl � �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå Ad(H)- èíâàðèàíòíûå�óíêöèè íà m− εW . �àññìîòðèì îðáèòó ïðåäñòàâëåíèÿ Ad(G), ïðî-õîäÿùóþ ÷åðåç ξ, òîãäà åå ðàçìåðíîñòü ðàâíà

s = dim g− dimAnng(ξ).Ïóñòü �óíêöèè h1, ..., hs : g → R �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà îð-áèòå â òî÷êå ξ, òî åñòü {[∇hi(ξ), ξ]} îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðî-ñòðàíñòâà îðáèòû, è çíà÷èò â ÷àñòíîñòè, ∇hi(ξ) /∈ Anng(ξ). Òîãäà âêà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ �óíêöèé íà TM â òî÷êå X ìîæíî âçÿòü ñëå-äóþùèå �óíêöèè
Ih1

, ..., Ihs
, fθ1, ..., fθl. (37)Äëÿ X òàêîãî, ÷òî ξ â îáùåì ïîëîæåíèè �óíêöèè fθ1, ..., fθl �óíêöè-îíàëüíî íåçàâèñèìû â òî÷êå X.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∑

i

ai sgradIhi
(X) +

∑

j

bj sgradfθj(X) = 0.Òîãäà ñ ó÷åòîì (36) ïîëó÷àåì
∑

i

ai∇hi(ξ)m +
∑

j

bj∇θj(ξ)m = 0, (38)47



∑

i

ai
{

−1
2[∇hi(ξ)m, X] + [∇hi(ξ), X]m − 1

2[∇hi(ξ)m, X]m
}

+

+
∑

j

bj
{

−1
2 [∇θj(ξ)m, X]− 1

2[∇θj(ξ)m, X]m − ε[W,∇θj(ξ)m]
}

= 0.(39)Èç (38) è (39) ñëåäóåò
∑

ai {[∇hi(ξ), X]m + ε[W,∇hi(ξ)m]} = 0. (40)Òàê êàê [W, h] = 0 è [h,m] ⊂ m, òî
[W,∇hi(ξ)m] = [W,∇hi(ξ)]m.Ïîýòîìó (40) ïðèíèìàåò âèä (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ = X − εW )
∑

ai[∇hi(ξ), ξ]m = 0.Ñëåäîâàòåëüíî
∑

ai[∇hi(ξ), ξ] =
∑

ai[∇hi(ξ), ξ]h =
∑

ai[∇hi(ξ)m, ξ]h +
∑

ai[∇hi(ξ)h, ξ]h. (41)Èç (38) è òîãî, ÷òî äëÿ Ad(H)- èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé θj âûïîëíÿ-åòñÿ [∇θj(ξ)m, ξ]h = 0 (ñì. (28)) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ ñóììà â (41)ðàâíà íóëþ. Âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, òàê êàê [h,m] ⊂ m è h � àííó-ëÿòîð W . Ñëåäîâàòåëüíî ∑ ai[∇hi(ξ), ξ] = 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî,êîãäà ai = 0, ∀i, òàê êàê hi íåçàâèñèìû íà îðáèòå â òî÷êå ξ. Òîãäà âñèëó íåçàâèñèìîñòè �óíêöèé fθj ñëåäóåò, ÷òî bj = 0, ∀j. Òàêèì îáðà-çîì, �óíêöèè (37) íåçàâèñèìû â X.Ïóñòü òåïåðü h � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî åå ãðàäèåíò â
ξ ïðèíàäëåæèò àííóëÿòîðó ξ

[∇h(ξ), ξ] = [∇h(ξ)m, ξ] + [∇h(ξ)h, ξ] = 0. (42)Èç (42), [h,m] ⊂ m, è òîãî, ÷òî h � àííóëÿòîð W âûòåêàåò
[∇h(ξ)m, ξ]h = 0,48



à çíà÷èò, äëÿ ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ξ èìååì
∇h(ξ)m =

∑

j

cj∇θj(ξ)m (43)äëÿ êàêèõ-òî îïðåäåëåííûõ cj ∈ R. Òàê êàê ∇h(ξ) ∈ Anng(ξ) èìååì
0 = [∇h(ξ), ξ]m = [∇h(ξ), X]m − ε[∇h(ξ),W ]m = [∇h(ξ), X]m − ε[∇h(ξ)m,W ],òî åñòü ñ ó÷åòîì (43)

[∇h(ξ), X]m = −
∑

j

cjε[W,∇θj(ξ)m]. (44)Èç (36), (43), (44) ñëåäóåò
sgradIh(X) =

∑

j

cj sgradfθj(X),òî åñòü ãðàäèåíò sgradIh(X) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíòû
sgradfθj(X). Çàîäíî ïîëó÷èëè, ÷òî dim(F1 ∩ F2) = dim(Anng(ξ))m.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

dim(F1 + F2) = s+ l =

= dimm− dim h+ dimAnnh(ξ) + dim g− dimAnng(ξ) =

= 2dimm+ dimAnnh(ξ)− dimAnng(ξ) =

= 2dimm− dim(Anng(ξ))m,òàê êàê
dimAnng(ξ) = dim(Anng(ξ))m + dim(Anng(ξ) ∩ h)

= dim(Anng(ξ))m + dimAnnh(ξ).Ïîäñ÷èòàåì äè��åðåíöèàëüíûé èíäåêñ dind(F1∪F2), òî åñòü ðàç-ìåðíîñòü ÿäðà îãðàíè÷åíèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà ëèíåéíîì ïîä-ïðîñòðàíñòâå F1 + F2. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî F1 + F2 ââèäå
F1 + F2 = A⊕ B ⊕ C,49



ãäå B = F1∩F2, F1 = A⊕B, F2 = B⊕C. Èç (34) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöàïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà TM , îãðàíè÷åííàÿ íà F1 + F2, èìååò âèä






{·, ·}|A 0 0

0 0 0

0 0 {·, ·}|C






. (45)Îòìåòèì, ÷òî (òàêæå êàê è â [13℄) ìàòðèöà ({·, ·}|A) íåâûðîæäåíà,ïîñêîëüêó îíà �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèÿ ñêîáêèËè-Ïóàññîíà {·, ·}g íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå ξ ê îðáèòåïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ad(G), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ξ. Òîãäàêîðàíã ìàòðèöû (45) ðàâåí êîðàíãó ìàòðèöû ({·, ·}|F2

), êîòîðàÿ â ñèëó(33) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèÿ ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà {·, ·}g íàëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
J = J |ξ = {∇θ(ξ)m, θ −Ad(H)-èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ}.Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåò íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ({·, ·}|C).Ëåììà 2.7. Äëÿ ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ξ ∈ m− εW

Ker{·, ·}g|J = (Anng(ξ))m.Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïîñêîëüêó ξ � ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæå-íèÿ, òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî J ⊂ m ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíûìäîïîëíåíèåì ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê Ad(H)- îðáèòå òî÷êè ξ

TξOH(ξ) = [ξ, h] = {[ξ, V ], V ∈ h} ⊂ m.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ J èìååì
J = [ξ, h]⊥ = {Y ∈ m, B(Y, [ξ, h]) = 0}.Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (Anng(ξ))m ñîäåðæèòñÿ â J . Äëÿýòîãî ðàññìîòðèì Y ∈ (Anng(ξ))m, òî åñòü Y = Vm, [V, ξ] = 0. Òîãäà èçòîãî, ÷òî J îðòîãîíàëüíî êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó êAd(H)- îðáèòåòî÷êè ξ, èìååì

B(Y, [h, ξ]) = B(V − Vh, [h, ξ]) = B(V, [h, ξ]) = B([ξ, V ], h) = 0.50



Òàêèì îáðàçîì, Y ∈ [ξ, h]⊥ = J , è ñëåäîâàòåëüíî
(Anng(ξ))m ⊂ J.Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî âëîæåíèåKer{·, ·}g|J ⊂ (Anng(ξ))m.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ýëåìåíò Y ∈ J , êîòîðûé ëåæèò âÿäðå ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà {·, ·}g îãðàíè÷åííîé íà ïðîñòðàíñòâå J . Òîåñòü äëÿ J ýòî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

0 = B(ξ, [Y, J ]) = B(ξ, [Y, [h, ξ]⊥]) = B([ξ, Y ], [h, ξ]⊥).Òàê êàê Y ∈ J , à J � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ãðàäèåíòîâAd(H)-èíâàðèàíòíûõ�óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (28)-(30), òî
[ξ, Y ]h = 0.Òàêèì îáðàçîì, [ξ, Y ] ∈ m, à çíà÷èò [ξ, Y ] ∈ [h, ξ], òîãäà ñóùåñòâóåò

U ∈ h òàêîé, ÷òî [ξ, Y ] = [U, ξ]. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî
Y = Vm, ãäå V = Y + U , [V, ξ] = 0, òî åñòü Y ∈ (Anng(ξ))m.Äîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå. �àññìîòðèì íåêîòîðûé Y ∈ (Anng(ξ))m,òî åñòü Y = Vm, ãäå V = Y + U, U ∈ h è [V, ξ] = 0. Òîãäà

[ξ, Y ] = [U, ξ] =⇒ [ξ, Y ] ∈ [h, ξ].Îòñþäà âûòåêàåò
0 = B([ξ, Y ], [h, ξ]⊥) = B([ξ, Y ], J) = B(ξ, [Y, J ]).Òàêèì îáðàçîì, Y ∈ Ker{·, ·}g|J . Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîëåììû.Âèäíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû â íàøåì ñëó÷àå ïî÷òè ïîë-íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì â [13℄.Òàêèì îáðàçîì,

dind(F1 ∪ F2) = dindF1 = dindF2 = ddim(F1 ∩ F2) = dim(Anng(ξ))m.(46)Óñëîâèå íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè (35) ñëåäóåò èç ëåììû 2.6è (46). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. 51



2.5 Ïðèìåð: ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà CP 2Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì, íà êîòîðîì ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðè-ðîâàòü ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû, ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèéïîòîê, çàäàâàåìûé �îðìîé Ôóáèíè-Øòóäè, íà êîìïëåêñíîé ïðîåê-òèâíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòüýòîãî ïîòîêà, è êàê â ïåðâîé ãëàâå, áóäåò ïðèâåäåí ÿâíûé âèä âñåõèíòåãðàëîâ. Ýòè èíòåãðàëû îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîá-êè Ïóàññîíà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãîïîòîêà âûïèøåì â ÿâíîì âèäå íàáîð èíòåãðàëîâ, äàþùèé èíòåãðèðó-åìîñòü îáû÷íîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà CP 2, è çàòåì ïîêàæåì, ÷òîåãî ìîæíî íåïðåðûâíî äå�îðìèðîâàòü â íàáîð èíòåãðàëîâ ìàãíèò-íîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðûïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãåîäåçè÷åñêîãî è äå�îðìèðîâàííîãî ïîòîêà èçî-ìîð�íû.Ïóñòü z = (z0, z1, z2) ∈ C
3. �àññìîòðèì íà CP 2 à��èííóþ êàðòó

z = (1, u, v), ãäå u = z1
z0

= u1 + iu2, v = z2
z0

= v1 + iv2. Ñòàíäàðò-íîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà C3 (4) èíäóöèðóåò ýðìèòîâîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà CP 2, çàäàâàåìîå �îðìóëîé (5). Êàê è âïðèìåðå ê ïåðâîé ãëàâå, ïî ýòîé �îðìóëå ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ðè-ìàíîâîé ìåòðèêè è �îðìû Ôóáèíè-Øòóäè â êîîðäèíàòàõ à��èííîéêàðòû
〈ζ, ζ〉 =

[

(1 + v21 + v22)(du
2
1 + du2

2) + (1 + u2
1 + u2

2)(dv
2
1 + dv22)−

− 2(u1v1 + u2v2)(du1dv1 + du2dv2)+

+2(u1v2 − u2v1)(du2dv1 − du1dv2)]
1

(1 + u2
1 + u2

2 + v21 + v22)
2
,

Ω =
[

(1 + v21 + v22)du1 ∧ du2 + (1 + u2
1 + u2

2)dv1 ∧ dv2+

+ (u1v2 − u2v1)(du1 ∧ dv1 + du2 ∧ dv2)+

+(u1v1 + u2v2)(du2 ∧ dv1 + dv2 ∧ du1)]
1

π(1 + u2
1 + u2

2 + v21 + v22)
2
.
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Äàëåå, ïåðåõîäèì ê ïåðåìåííûì (r, ρ, ϕ, θ), îïðåäåëåííûì �îðìóëàìè
v1 = ρ cos θ, v2 = ρ sin θ,

u1 = rρ cos(ϕ+ θ), u2 = rρ sin(ϕ+ θ).Ýòè êîîðäèíàòû â íåêîòîðîì ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿðíûì êîîð-äèíàòàì äëÿ CP 1 è õîðîøî îòðàæàþò ñèììåòðèè ñèñòåìû. Íàïðèìåð,âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ íå ñîäåðæèò ϕ è θ,à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pϕ è pθ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. �èìàíîâàìåòðèêà è �îðìà Ôóáèíè-Øòóäè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìóò âèä:
〈ζ, ζ〉 =

[

(1 + ρ2)ρ2dr2 + (1 + r2)dρ2 + (1 + ρ2)ρ2r2dϕ2+

+(1 + r2)ρ2dθ2 + 2rρ dr dρ+ 2r2ρ2 dϕ dθ
] 1

(1 + ρ2 + r2ρ2)2
,

Ω =
[

(1 + ρ2)ρ2r dr ∧ dϕ+ ρ2r dr ∧ dθ + r2ρ dρ ∧ dϕ+

+(1 + r2)ρ dρ ∧ dθ
] 1

π(1 + ρ2 + r2ρ2)2
.�àìèëüòîíèàí ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ïðèìåò âèä

H =
(1 + ρ2 + r2ρ2)

4

[

1 + r2

ρ2
p2r − 2

r

ρ
prpρ + (1 + ρ2)p2ρ+

+
1 + r2

r2ρ2
p2ϕ − 2

1

ρ2
pϕpθ +

1 + ρ2

ρ2
p2θ

]

,à èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ṗr = −

∂H

∂r
, ṙ =

∂H

∂pr
, ṗρ = −

∂H

∂ρ
, ρ̇ =

∂H

∂pρ
,

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0, ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
, ṗθ = −

∂H

∂θ
= 0, θ̇ =

∂H

∂pθñëåäóåò, ÷òî pϕ è pθ � ïåðâûå èíòåãðàëû ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Îíèñîîòâåòñòâóþò ãðóïïàì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé CP 2:
pϕ ←→ Aτ =







1 0 0

0 eiτ 0

0 0 1






,53



pθ ←→ Aτ =







1 0 0

0 eiτ 0

0 0 eiτ






.Åùå äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ãðóïï óíèòàð-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Aτ =







1 0 0

0 cos τ − sin τ

0 sin τ cos τ





è
Aτ =







1 0 0

0 cos τ i sin τ

0 i sin τ cos τ






.Âûïèøåì ïîëÿ Êèëëèíãà ýòèõ ãðóïï äè��åîìîð�èçìîâ

K1 = (−(1 + r2) cosϕ, rρ cosϕ, (1/r − r) sinϕ, r sinϕ),

K2 = ((1 + r2) sinϕ, −rρ sinϕ, (1/r − r) cosϕ, r cosϕ),îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû
I = −(1 + r2) cosϕ pr + rρ cosϕ pρ + (1/r − r) sinϕ pϕ + r sinϕ pθ,

J = (1 + r2) sinϕ pr − rρ sinϕ pρ + (1/r − r) cosϕ pϕ + r cosϕ pθ.Òàêèì îáðàçîì ó íàñ åñòü íàáîð èç ïÿòè ïî÷òè âñþäó �óíêöèîíàëüíîíåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ: H, pϕ, pθ, I, J , êîòîðûõ äîñòàòî÷íî äëÿèíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëû
H, pϕ, pθ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, òî åñòü èõ ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàñ-ñîíà òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, I, J êîììóòèðóþò ñ H è pθ, à îñòàâ-øèåñÿ ñêîáêè Ïóàññîíà èìåþò âèä

{I, pϕ} = J, {J, pϕ} = −I, {J, I} = 4pϕ − 2pθ.Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè íåêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè îòíîñè-òåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà ñ ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé,ñîñòîÿùåé èç H, pϕ, pθ, è èç îáùèõ êîíñòðóêöèé íåêîììóòàòèâíîãî54



èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. [3, 2℄) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïîëíàÿ ñèñòåìà èíòåãðà-ëîâ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.Èñïîëüçóåì ýòè èíòåãðàëû äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ ìàãíèòíî-ãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, îòâå÷àþùåãî ïîëþ εΩ. Ìû ñïåöèàëüíî ââå-ëè ïàðàìåòð äå�îðìàöèè ε, ÷òîáû ëó÷øå ïðîñëåäèòü àëãåáðàè÷åñêèéý��åêò âêëþ÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Ïîñëå äå�îðìàöèè ïîòîêà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò ñëåäóþùèå
ṗr = −

∂H

∂r
+ λ1

∂H

∂pϕ
+ λ2

∂H

∂pθ
, ṙ =

∂H

∂pr
,

ṗρ = −
∂H

∂ρ
+ λ3

∂H

∂pϕ
+ λ4

∂H

∂pθ
, ρ̇ =

∂H

∂pρ
,

ṗϕ = −λ1
∂H

∂pr
− λ3

∂H

∂pρ
, ϕ̇ =

∂H

∂pϕ
,

ṗθ = −λ2
∂H

∂pr
− λ4

∂H

∂pρ
, θ̇ =

∂H

∂pθ
,ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∂H

∂θ
= 0, ∂H

∂ϕ
= 0, è

λ1 = ε
rρ2(1 + ρ2)

π(1 + ρ2 + r2ρ2)2
, λ2 = ε

rρ2

π(1 + ρ2 + r2ρ2)2
,

λ3 = ε
r2ρ

π(1 + ρ2 + r2ρ2)2
, λ4 = ε

ρ(1 + r2)

π(1 + ρ2 + r2ρ2)2
.Òî åñòü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

εΩ = λ1 dr ∧ dϕ+ λ2 dr ∧ dθ + λ3 dρ ∧ dϕ+ λ4 dρ ∧ dθ.Èç ýòèõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî �óíêöèè
I1 = pϕ − ε

1 + ρ2

2π(1 + ρ2 + r2ρ2)
+

ε

4π
,

I2 = pθ − ε
1

2π(1 + ρ2 + r2ρ2)
,

I3 = I + ε
rρ2 sinϕ

π(1 + ρ2 + r2ρ2)
,

I4 = J + ε
rρ2 cosϕ

π(1 + ρ2 + r2ρ2)55



� ïåðâûå èíòåãðàëû ìàãíèòíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, îòâå÷àþùåãîïîëþ εΩ. Âìåñòå ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà îíè îáðàçóþò àëãåáðó Ëè, âêîòîðîé ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëîâ H, I1, I2, I3, I4 îñòàþòñÿ òåìèæå, ÷òî áûëè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåãðàëàìè ãåîäåçè÷åñêîãîïîòîêà.Òàêèì îáðàçîì âåðíàÒåîðåìà 4. Ìàãíèòíûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, îòâå÷àþùèé ìåòðè-êå Ôóáèíè�Øòóäè è ïîëþ εΩ, ãäå Ω � �îðìà Ôóáèíè�Øòóäè, íàäâóìåðíîé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2 èìååò ïÿòüïî÷òè âñþäó �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äâè-æåíèÿ, êîòîðûå îáðàçóþò íåêîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè L îòíî-ñèòåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà, çàäàííûõ �îðìîé ω + εΩ. �àçìåðíîñòüìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû L′ ⊂ L ðàâíà òðåì.Ýòè èíòåãðàëû ãëàäêî çàâèñÿò îò ε è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõýòîãî ïàðàìåòðà àëãåáðû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ èçîìîð�íû.Îáùàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ïÿòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, íà êîòîðîéîíè �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, äè��åîìîð�íà òðåõìåðíîìó òîðó,íà êîòîðîì äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì.
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