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Введение

Диссертация посвящена построению коммутативных колец обыкновен-
ных дифференциальных операторов ранга 2, их разностных аналогов,
коммутативных колец дифференциальных операторов нескольких пере-
менных с матричными коэффициентами, связанных с многомерными ал-
гебраическими многообразиями, а также некоторым приложениям тео-
рии интегрируемых систем в дифференциальной геометрии и математи-
ческой физике.

Глава 1 посвящена обыкновенным коммутирующим дифференциаль-
ным операторам ранга 2.

Уравнения коммутации двух обыкновенных дифференциальных опе-
раторов

L1 =
dn

dxn
+

n−2∑
i=0

ui(x)
di

dxi
, L2 =

dm

dxm
+

m−2∑
i=0

vi(x)
di

dxi
,

представляют собой сложную систему нелинейных уравнений на их ко-
эффициенты. Одни из первых результатов по этим уравнениям были
получены в 1920–30-е годы Берчналлом и Чаунди [1]–[3]. В частности,
Берчналл и Чаунди доказали следующее утверждение.

• Если L1L2 = L2L1, то существует ненулевой полином Q от двух
коммутирующих переменных такой, что Q(L1, L2) = 0.

Например, несложно убедиться, что операторы

L1 =
d2

dx2
− 2

x2
, L2 =

d3

dx3
− 3

x2

d

dx
+

3

x3

4
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коммутируют между собой, при этом они связаны полиномиальным со-
отношением L3

1 = L2
2.

Новый интерес к коммутирующим дифференциальным операторам
появился в 1960–70-е годы в связи с тем, что было замечено, что неко-
торые нелинейные уравнения типа уравнения Кортевега–де Фриза эк-
вивалентны условию коммутации специально подобранных операторов.
Например, операторы

L = ∂2
x + u, A = ∂t − (∂3

x +
3

2
u∂x +

3

4
ux)

коммутируют в том и только в том случае, когда функция u(x, t) удо-
влетворяет уравнению Кортевега–де Фриза

ut =
1

4
(6uux + uxxx).

Наличие L,A-пары позволяет строить точные решения этих уравнений.
В основе построения операторов L1 и L2 лежит спектральная кривая

Γ — пополнение кривой, заданной в C2 уравнением Q(z, w) = 0. Мы будем
рассматривать только случай общего положения, когда кривая Γ глад-
кая. Для каждой точки P ∈ Γ найдется совместная собственная функция
ψ(x, P ) (функция Бейкера–Ахиезера) операторов L1 и L2. Эта функция
имеет существенную особенность в некоторой выделенной точке q ∈ Γ, а
на Γ\{q} она мероморфна. При этом

Liψ = λi(P )ψ, (1)

где λi(P ) — некоторая мероморфная функция на Γ с единственным по-
люсом в точке q. Число l линейно независимых совместных собствен-
ных функций, отвечающих общей точке P ∈ Γ называется рангом пары
L1, L2. Порядки операторов L1 и L2 делятся на l: n = n′l, m = m′l. Поряд-
ки полюсов функций λ1 и λ2 в точке q равны соответственно n′ и m′. В
случае ранга 1 ψ можно выразить через тэта-функцию кривой Γ и коэф-
фициенты операторов восстанавливаются по ψ (см. [4]). В случае ранга
l > 1, как показал Кричевер [5], нахождение ψ сводится к решению инте-
грального уравнения, точное решение которого получить не удается. На
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самом деле для нахождения операторов ранга l > 1 не обязательно знать
ψ. Кричевер и Новиков [6] предложили следующий метод (называемый
методом деформации параметров Тюрина) нахождения таких операто-
ров.

Пусть ψ0(x, P ), . . . , ψl−1(x, P ), P ∈ Γ совместные собственные функ-
ции, нормированные следующим образом

di

dxi
ψj(x0, P ) = δij, (2)

где x0 — некоторая фиксированная точка. Обозначим через Ψ матрицу
Вронского

Ψ =




ψ0 . . . ψl−1

ψ′0 . . . ψ′l−1

. . . . . . . . .

ψ
(l−1)
0 . . . ψ

(l−1)
l−1


 .

Компоненты χi(x, P ) матрицы

dΨ

dx
Ψ−1 =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
χ0 χ1 χ2 . . . χl−1




не зависят от выбора точки x0. По функциям χi из разложения

dl

dxl
ψj = χl−1

dl−1

dxl−1
ψj + · · ·+ χ0ψj

и нормировки (2) можно находить производные ψj любого порядка в
точке x0. Далее, из (1) можно найти значения коэффициентов операторов
Li в точке x0. Поскольку функции χj не зависят от x0, получаем значения
коэффициентов операторов в любой точке. Таким образом нахождение
операторов сводится к нахождению функций χj. Новиков и Кричевер [6]
нашли χj в случае кривой рода 1 и ранга 2. Мохов [7] нашел χj в случае
g = 1 и l = 3. Как указали Новиков и Гриневич спектральная теория
периодических операторов ранга l > 1, связанных с кривой Γ, сводится
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к спектральной теории операторов ранга 1 после перехода к l-листному
накрытию кривой Γ [8], [9].

Необходимо отметить, что к задаче отыскания пар коммутирующих
операторов существует и чисто алгебраический подход. Диксмье [10] изу-
чал коммутативные подкольца в некоммутативных кольцах. В частно-
сти, такое подкольцо задается коммутирующими операторами рода 1
ранга 2 с полиномиальными коэффициентами

L1 =

(
d2

dx2
− x3 − α

)2

− 2x,

L2 =

(
d2

dx2
− x3 − α

)3

− 3

2

(
x

(
d2

dx2
− x3 − α

)
+

(
d2

dx2
− x3 − α

)
x

)
,

где α — некоторая константа.
Гриневич [11] выделил среди операторов рода 1 ранга 2, найденные

Кричевером и Новиковым, те которые имеют рациональные коэффици-
енты. Моховым [7] получен аналог этого результата для операторов рода
1 ранга 3.

В §1.1 мы рассматриваем спектральную кривую рода 2, при этом вы-
деленная точка q отлична от точки Вейерштрасса. Основной результат
этого параграфа заключается в следующем. Пусть l = 2 и кривая Γ рода
2 задается в C2 уравнением

w2 = F (z) = z6 + c5z
5 + c4z

4 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0,

где c0 6= 0. Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w),

которая имеет 6 неподвижных точек (zi, 0), где zi — точки ветвления
(корни уравнения F (z) = 0). Мы рассматриваем случай, когда

σχ1 = χ1.

Тогда функция χ1 определена на Γ/σ, т.е. можно считать, что χ1 зависит
только от z и не зависит от w. Функцию χ0 мы представляем в виде

1

2
(χ0 + σχ0) +

1

2

√
(χ0 − σχ0)2,
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где χ0 + σχ0 и (χ0 − σχ0)
2 также определены на C. Таким образом мы

сводим задачу нахождения χi на Γ к нахождению трех функций χ1, χ0 +

σχ0 и (χ0 − σχ0)
2 на C. Смена знака у

√
(χ0 − σχ0)2 дает функцию σχ0.

Имеет место
Теорема 1.1 [63] Компоненты χ0(x, P ) и χ1(x, P ) матрицы dΨ

dx
Ψ−1 име-

ют следующий вид

χ1(x, P ) = − γ′1(x)

z − γ1(x)
− γ′2(x)

z − γ2(x)
− γ′1(x)

γ1(x)
− γ′2(x)

γ2(x)
,

χ0(x, P ) = −1

2

H(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
− 1

2

H(x)γ′2(x)

z − γ2(x)
+

1

2z
+

κ2(x)

2
+

1

2

√
R(x, z),

R(x, z) =
F1(x)γ′21 (x)

(z − γ1(x))2
+

2G1(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
+

F2(x)γ′22 (x)

(z − γ2(x))2

+
2G2(x)γ′2(x)

z − γ2(x)
+

1

z2
+

1

z

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)
+

γ2
1(x)γ2

2(x)

c0

.

Все нули функции R имеют первый порядок и расположены в точ-
ках ветвления, все полюсы имеют второй порядок (поэтому функция√

R корректно определена на Γ). Функции γ1(x) и γ2(x) удовлетворяют
нелинейному дифференциальному уравнению, которое интегрируемо в
квадратурах относительно γ1(x), если положить

γ2(x) =
C −Bγ1(x)

B + Aγ1(x)
, A, B, C ∈ C.

В этом случае решение этого уравнения имеет следующий вид

γ−1
1 (y1) =

∫ √
y1y2

2c0(y2 − y1)3

(
y2

2F (y1)− y2
1F (y2)(B + Ay1)4

(B2 + AC)2

)
dy1,

где
y1 = γ1(x), y2 =

C −By1

B + Ay1

.

Функции H(x), Fi(x), Gi(x) и κ2(x) выражаются через γ1(x) и γ2(x) по
формулам (1.23), (1.19)–(1.22) и (1.13).
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Следствие 1.1 Оператор, отвечающий функции

λ =
1

2z3
+

w

2z3
√

c0

+
c1

4z2c0

+
1

z

(
c2

4c0

− c2
1

16c2
0

)

имеет следующий вид

L =
d6

dx6
+ f4

d4

dx4
+ f3

d3

dx3
+ f2

d2

dx2
+ f1

d

dx
+ f0,

где
f4 = α− 3a0, f3 = −6a′0 − 3b1,

f2 = β − 7a′′0 − 6b′1 − 3a1 − 2αa0 + 3a2
0,

f1 = −2αb1 + 3a0b1 − 3b2 − 2αa′0 + 6a0a
′
0 − 6a′1 − 7b′′1 − 4a′′′0 ,

f0 = γ − βa0 + αa2
0 − a3

0 − 2αa1 + 3a0a1 + 2(a′0)
2

−2αb′1 − 6b′2 − αa′′0 + 3a0a
′′
0 − 7a′′1 − 4b′′′1 − aIV

0 .

Функции a0(x), a1(x), b1(x) и b2(x) находятся из разложений χ0 и χ1 в
ряд по степеням z

χ0 =
1

z
+ a0 + a1z + O(z2), χ1 = b1z + b2z

2 + O(z3),

a0(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ1(x)
+

H(x)γ′2(x)

2γ2(x)
+

κ2

2
+

γ1(x) + γ2(x)

2γ1(x)γ2(x)
+

c1

4c0

,

a1(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ2
1(x)

+
H(x)γ′2(x)

2γ2
2(x)

+
F1(x)γ′21 (x)

4γ2
1(x)

− G1(x)γ′1(x)

2γ1(x)
+

F2(x)γ′22 (x)

4γ2
2(x)

−G2(x)γ′2(x)

2γ2(x)
+

γ2
1(x)γ2

2(x)

4c0

− 1

16

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)2

,

b1(x) =
γ′1(x)

γ2
1(x)

+
γ′2(x)

γ2
2(x)

, b2(x) =
γ′1(x)

γ3
1(x)

+
γ′2(x)

γ3
2(x)

,

α, β и γ — коэффициенты разложения λ в ряд

λ =
1

z3
+

α

z2
+

β

z
+ γ + O(z),
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α =
c1

2c0

, β =
c2

2c0

− c2
1

8c2
0

, γ =
c3
1

32c3
0

− c1c2

8c2
0

+
c3

4c0

.

Операторы, коммутирующие с L, легко находятся из уравнений ком-
мутации.

Ниже мы приведем примеры операторов с полиномиальными коэф-
фициентами.

Эту конструкцию можно обобщить на гиперэллиптические спектраль-
ные кривые рода 3 и 4 [64] (см. §1.1.2), причем среди операторов, отвеча-
ющих спектральным кривым рода 4 можно выделить операторы с поли-
номиальными коэффициентами. Примеры таких операторов мы также
приведем в §1.1.2.

В §1.2 построены некоторые обыкновенные формально самосопря-
женные коммутирующие дифференциальные операторы ранга 2, отве-
чающие кривой рода 2, причем выделенная точка q совпадает с точкой
Вейерштрасса.

Основной результат этого параграфа заключается в следующем. Пусть
l = 2 и кривая Γ рода 2 является гладким пополнением бесконечно уда-
ленной точкой ∞ кривой, заданной в C2 уравнением

w2 = F (z) = z5 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0.

Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w),

которая имеет 6 неподвижных точек q = ∞, (zi, 0), где zi — точки ветв-
ления (корни уравнения F (z) = 0).

Мы рассматриваем случай, когда

σχ1 = χ1.

Справедлива
Теорема 1.2 [65] Имеют место равенства

χ1 = − γ′

z − γ
− γ′

z − (γ + c)
,
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χ0 = −1

2

H1γ
′

z − γ
− 1

2

H2γ
′

z − (γ + c)
+

κ

2
+

1

2

w

(z − γ)(z − (γ + c))
,

где
κ =

F (γ)− 4γ′4 + 8cγ′2γ′′ − c2γ′′2 + 2c2γ′γ′′′

2c2γ′2
,

γ−1(y) =

∫ (
4

3P (y)

) 1
4

dy,

P = y5+
5

2
cy4+

1

3
(10c2+3c3)y

3+
1

2
(5c3+2c2+3cc3)y

2+(c4+c1+cc2+c2c3)y+δ,

y = γ(x), δ, c ∈ C. Функции Hi(x) выражаются через γ(x) по формулам
(1.27)–(1.29).
Следствие 1.2 Оператор, отвечающий функции z имеет вид

L = L∗ = ∂4
x − κ∂2

x − κ′∂x +
κ2

4
− κ′′

2
− γ − c

2
.

Укажем пример. Пусть кривая Γ задается уравнением

w2 = z5 − 10

3
z3 +

7

3
z

и пусть

c = 2, δ = 1, γ =
1024

x4
− 1.

Тогда L имеет вид

∂4
x+

(
x6

49152
− 425

6x2

)
∂2

x+

(
x5

8192
+

425

3x3

)
∂x+

x12

9663676416
− 245x4

589824
+

2569

144x4
.

Оператор десятого порядка, отвечающий функции w, мы здесь не при-
водим из-за его громоздкости.

В главе 2 найдены дискретные коммутирующие операторы Кричевера–
Новикова с полиномиальными коэффициентами, т.е. коммутирующие раз-
ностные операторы ранга 2, отвечающие спектральной кривой рода 1,
коэффициенты которых являются полиномами от дискретной перемен-
ной n. Результаты этой главы опубликованы в [66]–[67].
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В теориях коммутирующих обыкновенных дифференциальных опе-
раторов и коммутирующих разностных операторов существует много
общего. Как и в случае дифференциальных операторов, для коммути-
рующих разностных операторов

L1 =

N+∑
N−

ui(n)T i, L2 =

M+∑
M−

vi(n)T i,

где n ∈ Z — дискретная переменная, T — оператор сдвига по дискретной
переменной

Tf(n) = f(n + 1),

существует спектральная кривая Γ, заданная в C2 некоторым полиномом
Q(λ, µ), которая параметризует их совместные собственные функции и
собственные значения

L1ψ(n, P ) = λψ(n, P ), L2ψ(n, P ) = µψ(n, P ), P = (λ, µ) ∈ Γ.

Точно также как и в гладком случае определяется ранг операторов L1 и
L2, как размерность пространства совместных собственных функций в
точке P ∈ Γ общего положения. Одним из основных отличий дискретно-
го случая от гладкого заключается в следующем. Любое коммутативное
кольцо обыкновенных дифференциальных операторов изоморфно коль-
цу мероморфных функций на алгебраической кривой с единственным
полюсом в выделенной точке q ∈ Γ, а любое коммутативное кольцо раз-
ностных операторов изоморфно кольцу мероморфных функций на алгеб-
раической кривой с m полюсами, где m может быть любым натуральным
числом [12]. Такие операторы называются m-точечными.

Мамфордом [13] и Кричевером [14] найдены спектральные данные,
отвечающие двухточечным операторам ранга 1.

Мы будем рассматривать только одноточечные операторы. При l > 1

нахождение функции ψ(n, P ) сводится к решению задачи Римана и най-
ти ее в явном виде не удается. Метод деформации параметров Тюрина
работает также и в дискретном случае: Кричевером и Новиковым [12] по-
казано, что коэффициенты операторов можно восстановить из решений
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уравнений на параметры Тюрина голоморфных стабильных расслоений,
которые однозначно задаются функцией ψ(n, P ), при этом коэффициен-
ты операторов зависят от произвольных l функциональных параметров.
А именно, ими показано, что для восстановления коэффициентов опера-
торов достаточно найти матричную функцию

χ(n, P ) = Ψ(n + 1, P )Ψ−1(n, P ),

где Ψ(n, P ) — матрица Вронского, построенная по некоторому базису в
пространстве совместных собственных функций. Используя этот метод
Кричевер и Новиков нашли операторы ранга 2, отвечающие эллиптиче-
ской кривой. При этом коэффициенты операторов выражены через ζ и
℘-функции Вейерштрасса от двух функциональных параметров.

Мы укажем спектральные данные для операторов ранга 2, отвечаю-
щие эллиптической кривой, коэффициенты которых выражаются через
элементарные функции от функциональных параметров. В частности,
мы укажем операторы, которые как и операторы Диксмье имеют поли-
номиальные коэффициенты.

Можно считать, что аффинная часть спектральной кривой Γ задана
в C2 с координатами (z, w) уравнением

w2 = F (z) = z4 + c2z
2 + c1z + 1.

В качестве выделенной точки возьмем точку q = (0, 1) ∈ Γ (кольцо ком-
мутирующих разностных операторов изоморфно кольцу мероморфных
функций на Γ с полюсом в q) . Кривая Γ допускает голоморфную инво-
люцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

При l = 2 матрица χ(n, P ) имеет вид

χ(n, P ) =

(
0 1

χ1(n, P ) χ2(n, P )

)
, P = (z, w) ∈ Γ.

Предположим, что
χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )),
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тогда имеет место
Теорема 2.1 Функции χ1(x, P ) и χ2(x, P ) имеют вид

χ1(n, P ) =
c(n)

z − γ(n)
+

c(n)

γ(n)− γ(n + 1)
,

χ2(n, P ) =
1

2z
+

a(n)

2(z − γ(n))
+

wγ(n)

2z(γ(n)− z)
+ d(n),

где
c(n) =

γ(n− 1)(a2(n)− F (γ(n))

4γ(n)(γ(n)− γ(n− 1))
,

d(n) =
(a(n + 1)− 1)γ(n) + (a(n) + 1)γ(n + 1)

2(γ(n)− γ(n + 1))γ(n + 1)
,

γ(n), a(n) — произвольные функции дискретной переменной n ∈ Z.

Функция λ1(z) на кривой Γ, имеющая единственный полюс второго
порядка в точке q, выглядит следующим образом

λ1 =
1

2z2
+

c1

4z
+

w

2z2
.

Обозначим через bi(n), ei(n) и pi коэффициенты разложений функций χ1,

χ2 и λ1 в ряд в окрестности q:

χ1(n, z) = b0(n) + b1(n)z + . . . , χ2(n, z) =
1

z
+ e0(n) + e1(n)z + . . . ,

λ1 =
1

z2
+

p1

z
+ p0 + . . . , p0 = − c2

1

16
+

c2

4
, p1 =

c1

2
.

Коэффициенты bi, ei, i = 0, 1 выражаются через γ(n), a(n) по формулам
(2.5)–(2.8).
Следствие 2.1 Оператор L(λ1) имеет следующий вид

L(λ1) = T 2 + u1(n)T + u0(n) + u−1(n)T−1 + u−2(n)T−2,

где
u1(n) = p1 − e0(n)− e0(n + 1),

u0(n) = p0 − b0(n)− b0(n + 1)− p1e0(n) + e2
0(n)− e1(n)− e1(n + 1),
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u−1(n) = −b1(n) + b0(n)

(
−p1 − b1(n− 1)

b0(n− 1)
+ e0(n− 1) + e0(n)

)
,

u−2(n) = b0(n)b0(n− 1).

Основным результатом этой главы является
Теорема 2.2 Если функциональные параметры a(n), γ(n) положить
равными

a(n) = n + 1, γ(n) = n,

то операторы имеют полиномиальные по n коэффициенты. При этом

L2 = T 2 + 2(n + 2)T −
(

n4

2
+ n3 − 1

2
(1− c2)n

2 − 1

2
(8− c1 − c2)n

)
−

−1

2
(n3 + (c2 − 1)n + c1 − 2)(n2 + n− 1)T−1+

1

16
(n3 +(c2−1)n+c1−2)(n3−3n2 +(2+c2)n+c1−c2−2)(n+1)(n−2)T−2.

Глава 3 посвящена построению коммутативных колец дифференци-
альных операторов нескольких переменных с матричными коэффициен-
тами, чьи совместные собственные вектор-функции и собственные числа
параметризуются точками спектрального многообразия Y k, которое яв-
ляется пересечением гладких гиперповерхностей Ya1 ∩ · · · ∩ Yak

в главно
поляризованном абелевом многообразии Xg размерности g, k < g−1. Ги-
перповерхность Yaj

является сдвигом на элемент aj ∈ Xg тэта-дивизора
Y ⊂ Xg. Через Qj обозначим многообразие Y j ∩ Y. Далее будем пред-
полагать, что многообразие Y j трансверсально пересекается с Yaj+s

и с
Y, j + s ≤ k, пусть Y j и Qj являются гладкими неприводимыми и пусть
также набор a1, . . . , ak находится в общем положении (т.е. принадлежит
некоторому открытому всюду плотному множеству в Xg × · · · ×Xg).

Имеет место
Теорема 3.1 [68] Существует вложение Lk кольца мероморфных функ-
ций на многообразии Y k с полюсом на Qk в кольцо g! × g!-матричных
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дифференциальных операторов по g − k переменным с аналитическими
в окрестности 0 коэффициентами

Lk : Ak → Mat(g!, g − k).

Образом вложения является коммутативное кольцо (g − k)-мерных
матричных дифференциальных операторов.

Теорема 3.1 непосредственно вытекает из свободности модуля Бейкера–
Ахиезера на многообразии Y k (теорема 3.2).

Теорему 3.1 мы докажем, используя результаты Накаяшики [15] (см.
также [16]), который построил вложение кольца мероморфных функций
на Xg с полюсом на Y в кольцо g-мерных g! × g!-матричных диффе-
ренциальных операторов. Двумерные 2× 2-матричные такие операторы
(операторы Накаяшики) изучались в работах автора [17] и [18].

В частном случае, когда g = 3, r = 1, а в качестве спектральной по-
верхности служит тэта-дивизор, теорема 3.1 была доказана Накаяшики
[15].

Ротштейн в [19] построил другой пример коммутирующих матрич-
ных дифференциальных операторов. В этом примере g = 5, r = 1, раз-
мерность матриц N = 5, а в качестве спектральной поверхности служит
поверхность Фано.

С коммутативными кольцами из теоремы 3.1 связан аналог иерархии
уравнений Кадомцева–Петвиашвили

[∂tα − Lα, ∂tβ − Lβ] = 0,

где Lα и Lβ — g!× g!-матричные дифференциальные операторы по g− k

переменным, коэффициенты которых зависят от tα и tβ, α и β принад-
лежат счетному множеству индексов.

Глава 4 посвящена построению n-ортогональных криволинейных си-
стем координат в Rn и фробениусовых многообразий, отвечающих син-
гулярным спектральным кривым. Результаты этой главы получены сов-
местно с И.А. Таймановым и опубликованы в [69],[70].

Построение n-ортогональных систем координат в Rn является клас-
сической задачей дифференциальной геометрии. В наше время интерес
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к этой задаче обусловлен тем, что она тесно связана с задачами теории
систем гидродинамического типа и топологической теории поля (Дубро-
вин, Новиков, Царев, Кричевер, см. ссылки в [20, 21]).

К задаче явного построения плоских криволинейных n-ортогональных
систем координат применимы методы интегрируемых систем: Захаров
[21] применил метод одевания, а Кричевер [20] получил конечнозонный
аналог этого метода. Причем в конструкции Кричевера предполагается,
что спектральная кривая является гладкой. Это влечет то, что коорди-
натные функции выражаются через тэта-функцию спектральной кривой
и, следовательно, классические системы координат таким способом не
могут быть получены.

В случае, когда спектральная кривая является приводимой, а каж-
дая неприводимая компонента изоморфна CP 1, мы показываем, что на-
хождение ортогональных криволинейных систем координат сводится к
решению систем линейных уравнений. Мы также показываем как в эту
схему вкладываются классические системы координат, такие как поляр-
ные координаты на плоскости, цилиндрические координаты в трехмер-
ном пространстве и сферические координаты в Rn, где n ≥ 3.

Справедлива
Теорема 4.1 Теорема Кричевера (см. §4.1.1) останется справедливой
для сингулярной алгебраической кривой, если в формулировке заменить
род спектральной гривой g на pa(Γ), т.е. на арифметический род Γ

и предположение о гладкости кривой Γ/σ заменить на условие, что
P1, . . . , Pn и полюсы Ω являются несингулярными точками.

В §4.2 мы находим, используя схему Кричевера [20], решения уравне-
ний ассоциативности двумерной топологической теории поля с однород-
ными корреляторами, отвечающие сингулярным спектральным кривым,
и расширяем эти решения до фробениусовых многообразий.

Если применить схему Кричевера для гладкой спектральной Кри-
вой, то решения уравнений ассоциативности выражаются через тэта-
функцию спектральной кривой и достаточно очевидно, что корреляторы
не могут быть квазиоднородными.

Мы используем подход, развитый в §4.1 и применяем схему Кричеве-
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ра для приводимых рациональных кривых. В этом случае нами найдены
достаточные условия для того, чтобы корреляторы были однородными
функциями.

В теореме 4.2 указаны некоторые достаточные условия, при которых
спектральные данные отвечают метрикам Дарбу–Егорова, по которым
строятся решения уравнений ассоциативности с однородными корреля-
торами cλβγ. С помощью леммы 4.3 мы расширяем полученные решения
до фробениусовых многообразий. В этом параграфе мы также указываем
конкретные примеры приводимых спектральных кривых, отвечающих
фробениусовым многообразиям.

Глава 5 посвящена некоторым приложениям интегрируемых систем
в теории минимальных и гамильтоново минимальных лагранжевых под-
многообразий в Cn и CP n.

Многие задачи дифференциальной геометрии, такие как построение
поверхностей постоянной отрицательной гауссовой кривизны в R3, по-
строение торов постоянной средней кривизны в R3, сводятся к нахож-
дению решений солитонных уравнений, которые эквивалентны условию
коммутации матричных дифференциальных операторов (уравнения Заха-
рова–Шабата)

[∂x − A, ∂y −B] = 0,

где A, B — матричные функции. В частности, к этому классу задач от-
носятся и некоторые задачи построения минимальных и гамильтоново–
минимальных лагранжевых подмногообразий в Cn и CP n.

В §5.1 мы укажем новый метод построения гамильтоново-минималь-
ных и минимальных лагранжевых погружений некоторых многообразий
в Cn и в CP n, а также получим некоторые результаты, которые будем
использовать в дальнейшем. В частности, с помощью этого метода мож-
но построить погружения таких многообразий как обобщенная бутылка
Клейна Kn, многомерный тор, Kn−1×S1, Sn−1×S1 и др. В некоторых слу-
чаях эти погружения являются вложениями. Например, вложить можно
следующие многообразия: K2n+1, S2n+1×S1, K2n+1×S1, S2n+1×S1×S1.

Погружение ψ : L → P n-мерного многообразия L в симплектиче-
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ское 2n-мерное многообразие P с симплектической формой ω называется
лагранжевым, если ψ∗(ω) = 0.

В дальнейшем в качестве симплектического многообразия P будем
рассматривать кэлерово многообразие с симплектической формой ω =

−Imds2, где ds2 — эрмитова метрика на P .
Лагранжево погружение ψ называется гамильтоново-минимальным

(H-минимальным), если вариации объема ψ(L) вдоль всех гамильтоно-
вых полей с компактным носителем равны 0

d

dt
vol(ψt(L))|t=0 = 0,

где ψ0(L) = ψ(L), ψt(L) — деформация ψ(L) вдоль гамильтонова поля W ,
т.е. такого поля, что 1-форма ωW (ψ∗(ξ)) = ψ∗ω(W, ξ) является точной на
L, vol(ψt(L)) — объем деформированной части ψt(L).

Примером гамильтоновых деформаций могут служить деформации
единичной окружности на единичной сфере S2, при которых S2 разби-
вается в каждый момент времени на две части одинаковой площади. На-
помним, что погружение называется минимальным, если вариации объ-
ема ψ(L) вдоль всех полей равны нулю.

Пусть M ⊂ Rn — k-мерное подмногообразие, заданное системой урав-
нений второго порядка

e1ju
2
1 + · · ·+ enju

2
n = dj, j = 1, . . . , n− k, (3)

где dj ∈ R, eij ∈ Z.

Так как dimM = k, то можно считать, что уравнения (3) линейно
независимы и целочисленные векторы

ej = (ej1, . . . , ej(n−k)) ∈ Zn−k, j = 1, . . . , n

задают решетку Λ в Rn−k максимального ранга. Обозначим через Λ∗

двойственную решетку к Λ, т.е.

Λ∗ = {λ∗ ∈ Rn−k|(λ∗, λ) ∈ Z, λ ∈ Λ}.
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Обозначим через Γ следующую фактор-группу

Γ = Λ∗/2Λ∗.

Имеет место очевидный изоморфизм

Γ = Zn−k
2 .

Через T n−k обозначим (n− k)-мерный тор

T n−k = {(eπi(e1,y), . . . , eπi(en,y))} ⊂ Cn,

где
y = (y1, . . . , yn−k) ∈ Rn−k,

(ej, y) = ej1y1 + · · ·+ ej(n−k)yn−k.

Определим действие группы Γ на многообразии M ×T n−k. Для γ ∈ Γ

положим

γ(u1, . . . , un, y) = (u1 cos π(e1, γ), . . . , un cos π(en, γ), y + γ).

Отметим, что cos π(ej, γ) = ±1. Введем отображение

ϕ : M × T n−k → Cn,

ϕ(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y), . . . , uneπi(en,y)).

Обозначим посредством e вектор

e = e1 + · · ·+ en.

Мы полагаем, что на Cn задана евклидова метрика и симплектическая
форма

ω = dx1 ∧ dy1 + · · ·+ dxn ∧ dyn.

Справедлива
Теорема 5.1 [71],[72] Группа Γ действует на M×T n−k свободно. Отоб-
ражение ϕ задает погружение

ψ1 : M1 = M × T n−k/Γ → Cn.
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Погружение ψ1 является H-минимальным лагранжевым. Если e =

0, то ψ1 — минимальное лагранжево погружение.
Как нам указал Д. Джойс минимальные (но не гамильтоново-мини-

мальные) подмногообразия из этой теоремы могут быть получены мето-
дом перпендикулярной симметрии, развитым в [22], но в [22] фактически
не указано какие подмногообразия можно получать методом перпенди-
кулярной симметрии.

Ниже мы покажем, что ψ1 является взаимно однозначным отобра-
жением между открытыми всюду плотными подмножествами в M1 и
ψ1(M1), которые определяются неравенствами uj 6= 0, j = 1, . . . , n. Та-
ким образом самопересечения у ψ1(M1) могут возникать только в тех
точках, у которых uj = 0 для некоторого j.

Для того, чтобы M1 было замкнутым достаточно, например, потре-
бовать чтобы одно из уравнений (3) задавало эллипсоид.

Понятие H-минимальности ввел О [23]. Он же доказал, что тор

S1(r1)× · · · × S1(rn) ⊂ Cn,

где S1(rj) — окружность радиуса rj, является H-минимальным лагран-
жевым подмногообразием в Cn. Другие примеры H-минимальных лагран-
жевых торов в C2 построили Кастро и Урбано [24] и Хела и Ромон
[25]. В работе [26] Хела и Ромон построили погруженную (с самопере-
сечением) H-минимальную лагранжеву бутылку Клейна в C2. Как по-
казал Немировский [27] в C2 не существует вложенных лагранжевых
бутылок Клейна. Этим исчерпываются известные ранее примеры H-
минимальных лагранжевых подмногообразий в Cn.

Отметим, что пример О также вытекает из того факта, что окруж-
ность S1(r) в C является H-минимальной и из следующей леммы.
Лемма 5.1 Пусть P = P1 × P2 и ω = π∗1ω1 + π∗2ω2, где (Pi, ωi) — кэле-
рово многообразие, πi : P → Pi — проекция, i = 1, 2. Пусть Li ⊂ Pi

— H-минимальное лагранжево подмногообразие, i = 1, 2. Тогда подмно-
гообразие L = L1 × L2 ⊂ P является H-минимальным лагранжевым
подмногообразием.
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Рассмотрим случай, когда M является конусом, т.е. dj = 0 в урав-
нениях (3). Тогда этому конусу отвечает погружение ψ2 в комплексное
проективное пространство CP n−1 (n− 1)-мерного многообразия M2, ко-
торое получается факторизацией многообразия

(M − {0})× T n−k/Γ

по действию R∗

ψ2(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y) : · · · : uneπi(en,y)).

Мы полагаем, что на CP n−1 задана метрика Фубини–Штуди и в качестве
симплектической формы берется кэлерова форма Ω этой метрики.

Имеет место
Теорема 5.2 [71],[72]Погружение ψ2 является H-минимальным лагран-
жевым погружением.

Если e = 0, то ψ2 является минимальным лагранжевым погруже-
нием.

Очевидным образом строятся примеры замкнутых многообразий M2.
Для этого достаточно, например, чтобы в одном из уравнений (3) все
коэффициенты кроме одного были положительные.

Хела и Ромон [28] установили соответствие между H-минимальными
лагранжевыми конусами в C3 и H-минимальными лагранжевыми по-
верхностями в CP 2, но конкретных примеров таких поверхностей в [28]
предложено не было. Кастро и Урбано [29] построили примеры лагран-
жевых минимальных торов в CP 2.

Из леммы 5.1 следует, что используя примеры H-минимальных лагран-
жевых погружений в Cn и CP n можно строить H-минимальные лагран-
жевы погружения в Cn × CP n1 × · · · × CP nk .

В §5.2 получены уравнения для гамильтоново–минимальных лагран-
жевых поверхностей в CP 2 (Лемма 5.5) и указаны их частные решения
в случае торов. Имеет место
Теорема 5.3 [73] Отображение ψ : R2 → CP 2, заданное формулой

ψ(x, y) = (F1(x)ei(G1(x)+α1y) : F2(x)ei(G2(x)+α2y) : F3(x)ei(G3(x)+α3y)),
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является конформным лагранжевым H-минимальным погружением пло-
скости, где

Fi =

√
e2v(x) + αi+1αi+2

(αi − αi+1)(αi − αi+2)
, Gi =

αi

2

∫ x

x0

2c2 − ae2v(z)

αie2v(z) − c1

dz,

e2v(x) = a1

(
1− a1 − a2

a1

sn2

(
x
√

a1 + a3,
a1 − a2

a1 + a3

))

(индекс i рассматривается по модулю 3), a1 > a2 > 0, αi — веществен-
ные числа, удовлетворяющие неравенствам (5.19), (5.20), константы
c1, c2, a, a3 выражаются через ai, αi по формулам (5.14), (5.16) и из урав-
нения (5.17), sn — эллиптическая функция Якоби.

Если при этом α1, α2, α3 ∈ Z и

λ1 = G1(T )−G3(T ) + (α1 − α3)τ ∈ 2πQ,

λ2 = G2(T )−G3(T ) + (α2 − α3)τ ∈ 2πQ,

где T — период функции e2v(x) (см. (5.18)),τ ∈ R, то ψ — двояко пе-
риодическое отображение с периодами e1 = (0, 1) и e2 = N(T, τ), N —
некоторое натуральное число.

Отметим, что λ1 и λ2 зависят от свободных параметров a1, a2, τ и по-
этому λ1, λ2 ∈ 2πQ для плотного множества троек (a1, a2, τ) из некоторой
области.

Кастро и Урбано [29] построили минимальные лагранжевы торы в
CP 2, которые являются частными случаями торов из теоремы 5.3 при
α1 + α2 + α3 = 0 и (a1 + a2)(c

2
1 + c2

2)− a2
1a

2
2 = 0.

В §5.3 мы покажем, что иерархия Веселова–Новикова [30] задает ин-
тегрируемые деформации конечнозонных минимальных лагранжевых то-
ров в CP 2. Пусть S5 — единичная сфера в C3, H : S5 → CP 2 — рас-
слоение Хопфа. Будем задавать конформное лагранжево погружение
ϕ : Ω → CP 2 области Ω ⊂ R2 как композицию r : Ω → S5 и H.

Имеет место лемма
Лемма 5.6 Компоненты rj вектор–функции r удовлетворяют уравне-
нию Шредингера

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0,



24

где 2ev(dx2 + dy2) — индуцированная метрика на поверхности ϕ(Ω), а
β(x, y) — лагранжев угол, определяемый равенством

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 — координаты в C3, x, y — координаты в Ω, σ — репер образо-
ванный векторами r, rx

|rx| ,
ry

|ry| .
Лемма 5.6 позволяет ввести следующее определение.
Лагранжев тор, заданный двояко периодическим конформным отоб-

ражением
ϕ = H ◦ r : R2 → CP 2,

называется конечнозонным, если отвечающий ему оператор Шредин-
гера L с периодическими коэффициентами, является конечнозонным на
нулевом уровне энергии, т.е. если блоховские функции (совместные соб-
ственные функции L и операторов трансляций — операторов сдвига на
периоды) оператора L на нулевом уровне энергии параметризуются ри-
мановой поверхностью Γ конечного рода. Риманова поверхность Γ на-
зывается спектром лагранжева тора, а ее род — спектральным родом
тора.

Так как отображение ϕ двояко периодическое, то компоненты вектор-
функции r являются блоховскими функциями оператора L.

Конечнозонные операторыШредингера по отношению к одному уров-
ню энергии введены Дубровиным, Кричевером и Новиковым [31]. В [31]
также указаны данные обратной задачи, по которым восстанавливаются
потенциал и магнитное поле и приведены явные формулы.

У минимальных лагранжевых поверхностей в CP 2 лагранжев угол
постоянен (см. §5.1), следовательно, им отвечают потенциальные опера-
торы Шредингера

L = ∂2
x + ∂2

y + 4ev.

В этом случае лемма 5.6 является аналогом известного утверждения,
что компоненты вектор–функции, задающей конформное минимальное
погружение плоской области в трехмерное евклидово пространство, яв-
ляются гармоническими функциями.
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Тор Клиффорда в CP 2 имеет спектральный род 0. Кастро и Урбано
[24] и Джойс [22] построили примеры минимальных лагранжевых торов
спектральных родов 2 и 4. Отметим, что спектральный род конечно-
зонного минимального лагранжевого тора является четным, поскольку
спектральная кривая конечнозонного потенциального оператора Шре-
дингера обладает голоморфной инволюцией [30].

Шарипов [32] доказал, что метрика минимального тора в S5 удовле-
творяет уравнению Цицейки. Им также построены конечнозонные реше-
ния этого уравнения. На самом деле, как уже отмечалось в [33], конструк-
ция Шарипова пригодна для построения всех минимальных лагранже-
вых торов в CP 2. Для этого нужно применить к отображению из R2 в
S5, построенному Шариповым, отображение Хопфа.

Из работы [32] остается неясность по поводу существования мини-
мальных лагранжевых торов произвольных спектральных родов, посколь-
ку в ней не обсуждалась проблема периодичности построенных отобра-
жений. Этот пробел восполняет работа Кэрбери и Макинтоша [34], в
которой доказано, что для каждого спектрального рода g существует
(g

2
− 2)-мерное семейство минимальных лагранжевых торов в CP 2.
Методами работы [35] можно показать, что все минимальные глад-

ко погруженные лагранжевы торы являются конечнозонными. Действи-
тельно, метрика минимального лагранжева тора удовлетворяет уравне-
нию Цицейки

∂2
xv + ∂2

yv = 4e−2v − 4ev.

Михайлов [36] доказал, что уравнение Цицейки интегрируемо. Отсюда
можно показать, что все его гладкие вещественные двояко периодиче-
ские решения являются конечнозонными. Конечнозонные решения ха-
рактеризуются тем, что они стационарны относительно некоторого выс-
шего потока [37]. В нашем случае это вытекает из того, что функция
∂tiv, где ti — высшее время, удовлетворяет эллиптическому уравнению

(∂2
x + ∂2

y + 8e−2v + 4ev)∂tiv = 0

на торе R2/Λ, где Λ — решетка периодов. Так как спектр эллиптическо-
го оператора на торе дискретен, то функции ∂tiv линейно зависимы и
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существует высшее время, относительно которого v стационарно.
Основной результат этого параграфа заключается в следующем. Пусть

отображение
r : R2 → S5

задает конечнозонный минимальный лагранжев тор T ⊂ CP 2 спектраль-
ного рода g > 4. Тогда справедлива
Теорема 5.4 [74] Существует отображение r̃(t), t = (t′1, t

′′
1, t

′
2, t

′′
2 . . . ), r̃(0) =

r, задающее деформации тора T в классе минимальных лагранжевых
торов в CP 2 . Отображение r̃ удовлетворяет уравнениям

Lr̃ = ∂2
xr̃ + ∂2

y r̃ + 4eṽr̃ = 0,

∂t′n r̃ = A′
nr̃, ∂t′′n r̃ = A′′

nr̃,

где A′
n, A

′′
n — операторы порядка (2n + 1) по переменным (x, y). Потен-

циал Ṽ = 4eṽ, ṽ(0) = v, деформируется согласно иерархии Веселова–
Новикова

∂L

∂t′n
= [L,A′

n] + B′
nL,

∂L

∂t′′n
= [L,A′′

n] + B′′
nL,

где B′
n, B′′

n — операторы порядка (2n − 1) по переменным (x, y). Дефор-
мации r̃(t) сохраняют спектр тора T и его конформный тип.

В этом же параграфе рассматриваются симметрии уравнения Цицей-
ки. Как было показано с уравнением Цицейки

vzz̄ = e−2v − ev

естественным образом связан двумерный оператор Шредингера

L = ∂z∂z̄ + ev(z,z̄).

Мы покажем, что симметрии уравнения Цицейки отвечают изоспектраль-
ным деформациям этого оператора, заданным иерархией Веселова–Нови-
кова (для первых нескольких уравнений) . Таким образом ситуация пол-
ностью аналогична случаю KdV. С уравнением Кортвега–де Фриза

ut =
1

4
(6uux + uxxx)
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естественным образом связан одномерный оператор Шредингера

∂2
x + u

и его изоспектральные деформации, определяемые высшими KdV, зада-
ют симметрии самого KdV.

Уравнение Цицейки допускает преобразование симметрии вида

vt = f(v, vz, vz̄, vzz, vzz̄, vz̄z̄, . . . ),

если равенство
fzz̄ + (2e−2v + ev)f = 0 (4)

выполнено на всех решениях уравнения Цицейки. В силу того, что

d

dt
(vzz̄ − e−2v + ev) = fzz̄ + (2e−2v + ev)f,

преобразование симметрии задает поток на пространстве решений.
Теорему 5.4 можно интерпретировать следующим образом.

Теорема 5.5 Уравнения иерархии Веселова–Новикова задают высшие
коммутирующие потоки на пространстве конечнозонных решений урав-
нения Цицейки, т.е. для высшего уравнения Веселова–Новикова вида

vtn = fn(v, vz, vz̄, vzz, vzz̄, vz̄z̄, . . . ),

где V = ev — потенциал оператора Шредингера L, равенство (4) выпол-
нено на всех конечнозонных решениях уравнения Цицейки.

Связь между уравнениями Веселова–Новикова (ВН) и уравнением
Цицейки, указанная в теореме 5.5, объясняется еще и тем, что как сле-
дует из [38], первое стационарное уравнение ВН является следствием
уравнения Цицейки, а следовательно, уравнения ВН должны задавать
потоки на пространстве решений уравнения Цицейки. Справедлива тео-
рема

• Стационарное уравнение Веселова–Новикова

[L, A3] + B0L = 0, (5)
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где
L = ∂z∂z̄ + ev(z,z̄),

A3 = ∂3
z + ∂3

z̄ − (v2
z + vzz)∂z − (v2

z̄ + vz̄z̄)∂z̄,

B0 = −∂z(v
2
z + vzz)− ∂z̄(v

2
z̄ + vz̄z̄),

равносильно системе уравнений

∂z(e
−2v − ev − vzz̄) + 2vz(e

−2v − ev − vzz̄) = 0,

∂z̄(e
−2v − ev − vzz̄) + 2vz̄(e

−2v − ev − vzz̄) = 0.

Поскольку класс конечнозонных решений уравнения Цицейки доста-
точно обширен, то учитывая теорему 5.5, становится очевидно, что урав-
нения иерархии ВН задают высшие симметрии уравнения Цицейки. Под-
тверждением этой гипотезы является
Теорема 5.6 [75] Второе, третье, пятое уравнения Веселова–Новикова
заданные формулами (5.36), (5.37), (5.38) (см. §5.3.2) задают высшие
симметрии уравнения Цицейки.

В теореме 5.6 пропущено четвертое уравнение ВН, поскольку оно яв-
ляется следствием уравнения (5), и следовательно, задает тривиальную
симметрию vt4 = 0.

Отметим, что все симметрии уравнения Цицейки (и соответствующий
оператор рекурсии) найдены в [39], а также для эквивалентного уравне-
ния в [40].

В §5.4 мы укажем новый метод построения минимальных лагранже-
вых (ML) поверхностей в CP 2 с индуцированной диагональной метрикой
в терминах функций Бейкера–Ахиезера алгебраических кривых. Резуль-
таты этого параграфа опубликованы в [76].

Как уже отмечалось, если на ML-торе в CP 2 выбрать изотермиче-
ские координаты с индуцированной метрикой ds2 = ev(x,y)(dx2 + dy2),
то функция v(x, y) удовлетворяет уравнению Цицейки. Это уравнение
допускает представление Лакса со спектральным параметром.
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На самом деле изотермические координаты не всегда удобны для опи-
сания ML-торов в CP 2. В подтверждении этого рассмотрим следующий
пример из §5.1. Обозначим через K конус в R3, заданный уравнением

mu2
1 + nu2

2 = (m + n)u2
3,

где m,n ∈ Z,m, n > 0. Через K̃ обозначим пересечение K с единичной
сферой

u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1.

Построим отображение ψ из K̃ × S1 в CP 2 как композицию ψ = H ◦ ϕ̃,
где

ϕ̃ : K̃ × S1 → S5, ϕ̃(P ) = (u1e
πimy, u2e

πiny, u3e
πi(m+n)y),

H — проекция Хопфа H : S5 → CP 2, P ∈ K̃ × S1, y — координата на S1.
Образом отображения ψ является либо ML-тор, либо ML-бутылка

Клейна. Топологический тип зависит от того сохраняет или не сохраняет
ориентацию эллипса

mv2
1 + nv2

2 = m + n

инволюция
(v1, v2) → (v1 cos(nπ), v2 cos(mπ)).

Отсюда видно, что эту поверхность можно также задать как образ ком-
позиции H ◦ ϕ, где ϕ : R2 → S5,

ϕ(x, y) =

(
sin(x)

√
m + n√

2m + n
eπimy,

cos(x)
√

m + n√
m + 2n

eπiny,

√
n cos2(x)

m + 2n
+

m sin2(x)

2m + n
e−πi(m+n)y


 .

В координатах x, y индуцированная метрика имеет диагональный вид

ds2 = ev1dx2 + ev2dy2,

причем можно убедится, что v1 6= v2. Таким образом с одной стороны
ML-торы отвечают гладким периодическим решениям уравнения Ци-
цейки (все такие решения выражаются через тэта-функции спектраль-
ных кривых), а с другой стороны этот пример наглядно показывает, что
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существуют координаты x, y, в которых метрика диагональна, и которые
более подходят для описания этого ML-тора, поскольку в этих коорди-
натах тор описывается в элементарных функциях.

В этом параграфе мы построим ML-отображение плоскости в CP 2

(с индуцированной диагональной метрикой) по спектральным данным,
которые проще чем спектральные данные для решения уравнения Ци-
цейки. А именно мы построим такое отображение по вещественной ал-
гебраической кривой, которая допускает голоморфную инволюцию. В
частности, мы не требуем чтобы спектральная кривая была тригональ-
ной (как для решений уравнения Цицейки).

Основное отличие нашего метода от метода Шарипова [32] заклю-
чается в следующем. Мы не пользуемся представлением Лакса со спек-
тральным параметром. Вместо этого мы в явном виде строим отображе-
ние

ϕ : R2 → S5 ⊂ C3,

которое удовлетворяет уравнениям

< ϕ, ϕx >=< ϕ, ϕy >=< ϕx, ϕy >= 0,

где < ., . > — эрмитово произведение в C3. Композиция отображений
ϕ◦H дает лагранжево отображение плоскости в CP 2. В теореме 5.10 мы
указываем спектральные данные, отвечающие ML-отображениям плос-
кости в CP 2.

В §5.5 дано описание одного семейства минимальных конформно плос-
ких лагранжевых торов в CP 3, а также одного семейства гамильтоново
минимальных конформно плоских лагранжевых торов в CP 3. Результа-
ты этого параграфа опубликованы в работах [77],[78].

Как и раньше будем задавать конформно плоское минимальное под-
многообразие M как образ композиции

ϕ = H ◦ r : R3 → S7 → CP 3.

Компоненты вектор-функции r удовлетворяют уравнению Шредингера

Lr̃ = ∆r̃ + Ur̃ = 0,



31

где r̃ = e2vr, ds2 = ev(x,y,z)(dx2 +dy2 +dz2) — индуцированная метрика на
M ,

U(x, y, z) =
1

4
(2∆v + (∇v)2 + 12e2v).

Если отображение ϕ является периодическим, то компоненты радиус-
вектора r̃ являются блоховскими функциями оператора L ( собственны-
ми для L и для операторов трансляций — операторов сдвига на перио-
ды). Из лагранжевости и минимальности M , а также конформности ϕ

следует, что матрица R

R =




r1 r2 r3 r4

e−vr1
x e−vr2

x e−vr3
x e−vr4

x

e−vr1
y e−vr2

y e−vr3
y e−vr4

y

e−vr1
z e−vr2

z e−vr3
z e−vr4

z




принадлежит группе U(4), причем det R = const. С точностью до дей-
ствия на r некоторой постоянной унитарной матрицы, можно считать,
что det R = 1. Таким образом задача построения минимальных кон-
формно плоских подмногообразий сводится к построению отображения
r : R3 → S7, такого что R ∈ SU(4). Введем матрицы X, Y и Z такие, что

Rx = XR, Ry = Y R, Rz = ZR.

Так как R ∈ SU(4), то X,Y и Z лежат в алгебре Ли su(4). При этом они
удовлетворяют уравнениям совместности

Xy − Yx + [X,Y ] = 0, Xz − Zx + [X, Z] = 0, Yz − Zy + [Y, Z] = 0.

Мы рассматриваем полностью интегрируемый случай, когда матрицы
X, Y и Z зависят только от одной переменной z. Тогда решением урав-
нений нулевой кривизны являются матрицы вида (5.49),(5.50) и (5.51)
(см. §5.5), при этом v удовлетворяет уравнению

v′(z)2 + e2v(z) + c2
3e
−6v(z) − 2(c2

1 + c2
2) = 0, (6)

где c1,c2 и c3 — некоторые вещественные константы, которое после заме-
ны интегрируется с помощью абелева интеграла на гиперэллиптической
кривой рода 2.
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Имеет место
Теорема 5.9 [77] Если матрицы X,Y, Z зависят только от переменной
z, то отображение r, задающее минимальное конформное отображение
R3 в CP 3, с точностью до действия группы U(4), имеет вид

r =
(
P (z)ei(α1x+β1y), P (z)ei(α2x+β2y), P (z)e−i((α1+α2)x+(β1+β2)y), P1(z)

)
,

P (z) = F (z)eiG(z), F =
ev(z)

√
6(c2

1 + c2
2)

, G(z) = c3

∫
e−3v(z)dz,

P1(z) = F1(z)eiG1(z), F1(z) =

√
2(c2

1 + c2
2)− e2v(z)

√
2(c2

1 + c2
2)

,

G1(z) = c3

∫
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
dz,

где α1, α2, c3 — некоторые константы, c1 и c2 выражаются через α1, α2

по формулам (5.71) и (5.72), v(z) — решение уравнения (6). Если при
этом α1, α2, c3 такие, что уравнение (5.68) имеет два отрицательных
корня и не имеет кратных корней, v(z) — периодическое решение урав-
нения (6), α1, α2 и c4 (см. (5.70)) — рациональные числа, то отображе-
ние ϕ является периодическим по переменным x, y и z.

Условия теоремы будут выполнены, например, при α1 = 1, α2 = 2, c3 =

2. При этом знаменатель в формуле для G1(z) не обращается в нуль. В
этом случае отображение ϕ является периодическим по x и y, а перио-
дичности по z можно добиться бесконечно малыми шевелениями c3 = 2.

Кастро и Вранкен [41] рассмотрели минимальные лагранжевы под-
многообразия в CP 3, которые допускают поле Киллинга единичной дли-
ны, интегральные кривые которого совпадают с геодезическими. Они
показали, что такие подмногообразия либо получаются из конструкции
Браянта [42], либо отвечают решениям уравнения sinh-Gordon. Интерес-
но отметить, что тензор Вейля метрики на многообразиях, получающих-
ся из конструкции Кастро и Вранкена [41] равен 0, следовательно, эти
многообразия являются конформно плоскими.

В §5.5.2 мы обобщим теорему 5.9 на случай конформно плоских га-
мильтоново минимальных лагранжевых торов.



Глава 1

Коммутирующие обыкновенные
дифференциальные операторы
ранга два

1.1 Коммутативные кольца дифференциаль-
ных операторов ранга два, отвечающие
спектральным кривым рода два

В данном параграфе рассматриваются обыкновенные коммутирующие
дифференциальные операторы ранга 2.

Пусть L1, L2 — обыкновенные дифференциальные операторы

L1 =
dn

dxn
+

n−2∑
i=0

ui(x)
di

dxi
, L2 =

dm

dxm
+

m−2∑
i=0

vi(x)
di

dxi
,

Напомним лемму Берчналла–Чаунди.

• Если L1L2 = L2L1, то существует ненулевой полином Q от двух
коммутирующих переменных такой, что Q(L1, L2) = 0.

Обозначим через Γ спектральную кривую

Γ = {(z, w) ∈ C2 : Q(z, w) = 0}.

33
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Для каждой точки P ∈ Γ найдется совместная собственная функция
ψ(x, P ) операторов L1 и L2. Эта функция имеет существенную особен-
ность в некоторой выделенной точке q ∈ Γ, а на Γ−{q} она мероморфна.
При этом

Liψ = λi(P )ψ, (1.1)

где λi(P ) — некоторая мероморфная функция на Γ с единственным по-
люсом в точке q. Число l линейно независимых совместных собствен-
ных функций, отвечающих общей точке P ∈ Γ называется рангом пары
L1, L2.

Как уже отмечалось во введении, для нахождения операторов доста-
точно найти функции χi = χi(x, P ), которые определяются из равенства

dl

dxl
ψj = χl−1

dl−1

dxl−1
ψj + · · ·+ χ0ψj.

В отличие от функции ψ, которая имеет существенную особенность в
выделенной точке q, функции χi являются мероморфными. Для нахож-
дения χi необходимо решить уравнения Кричевера (см. §1.1.1).

Основной результат этого параграфа заключается в следующем. Пусть
l = 2 и кривая Γ рода 2 задается в C2 уравнением

w2 = F (z) = z6 + c5z
5 + c4z

4 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0, (1.2)

где c0 6= 0. Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w),

которая имеет 6 неподвижных точек (zi, 0), где zi — точки ветвления
(корни уравнения F (z) = 0). Мы рассматриваем случай, когда

σχ1 = χ1.

Тогда функция χ1 определена на Γ/σ, т.е. можно считать, что χ1 зависит
только от z и не зависит от w. Функцию χ0 мы представляем в виде

1

2
(χ0 + σχ0) +

1

2

√
(χ0 − σχ0)2,
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где χ0 + σχ0 и (χ0 − σχ0)
2 также определены на C. Таким образом мы

сводим задачу нахождения χi на Γ к нахождению трех функций χ1, χ0 +

σχ0 и (χ0 − σχ0)
2 на C. Смена знака у

√
(χ0 − σχ0)2 дает функцию σχ0.

Имеет место
Теорема 1.1 Компоненты χ0(x, P ) и χ1(x, P ) матрицы dΨ

dx
Ψ−1 имеют

следующий вид

χ1(x, P ) = − γ′1(x)

z − γ1(x)
− γ′2(x)

z − γ2(x)
− γ′1(x)

γ1(x)
− γ′2(x)

γ2(x)
,

χ0(x, P ) = −1

2

H(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
− 1

2

H(x)γ′2(x)

z − γ2(x)
+

1

2z
+

κ2(x)

2
+

1

2

√
R(x, z),

R(x, z) =
F1(x)γ′21 (x)

(z − γ1(x))2
+

2G1(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
+

F2(x)γ′22 (x)

(z − γ2(x))2

+
2G2(x)γ′2(x)

z − γ2(x)
+

1

z2
+

1

z

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)
+

γ2
1(x)γ2

2(x)

c0

.

Все нули функции R имеют первый порядок и расположены в точ-
ках ветвления, все полюсы имеют второй порядок (поэтому функция√

R корректно определена на Γ). Функции γ1(x) и γ2(x) удовлетворяют
нелинейному дифференциальному уравнению, которое интегрируемо в
квадратурах относительно γ1(x), если положить

γ2(x) =
C −Bγ1(x)

B + Aγ1(x)
, A, B, C ∈ C. (1.3)

В этом случае решение этого уравнения имеет следующий вид

γ−1
1 (y1) =

∫ √
y1y2

2c0(y2 − y1)3

(
y2

2F (y1)− y2
1F (y2)(B + Ay1)4

(B2 + AC)2

)
dy1, (1.4)

где
y1 = γ1(x), y2 =

C −By1

B + Ay1

.

Функции H(x), Fi(x), Gi(x) и κ2(x) выражаются через γ1(x) и γ2(x) по
формулам (1.23), (1.19)–(1.22) и (1.13).
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Следствие 1.1 Оператор, отвечающий функции

λ =
1

2z3
+

w

2z3
√

c0

+
c1

4z2c0

+
1

z

(
c2

4c0

− c2
1

16c2
0

)

имеет следующий вид

L =
d6

dx6
+ f4

d4

dx4
+ f3

d3

dx3
+ f2

d2

dx2
+ f1

d

dx
+ f0,

где
f4 = α− 3a0, f3 = −6a′0 − 3b1,

f2 = β − 7a′′0 − 6b′1 − 3a1 − 2αa0 + 3a2
0,

f1 = −2αb1 + 3a0b1 − 3b2 − 2αa′0 + 6a0a
′
0 − 6a′1 − 7b′′1 − 4a′′′0 ,

f0 = γ − βa0 + αa2
0 − a3

0 − 2αa1 + 3a0a1 + 2(a′0)
2

−2αb′1 − 6b′2 − αa′′0 + 3a0a
′′
0 − 7a′′1 − 4b′′′1 − aIV

0 .

Функции a0(x), a1(x), b1(x) и b2(x) находятся из разложений χ0 и χ1 в
ряд по степеням z

χ0 =
1

z
+ a0 + a1z + O(z2), χ1 = b1z + b2z

2 + O(z3),

a0(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ1(x)
+

H(x)γ′2(x)

2γ2(x)
+

κ2

2
+

γ1(x) + γ2(x)

2γ1(x)γ2(x)
+

c1

4c0

,

a1(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ2
1(x)

+
H(x)γ′2(x)

2γ2
2(x)

+
F1(x)γ′21 (x)

4γ2
1(x)

− G1(x)γ′1(x)

2γ1(x)
+

F2(x)γ′22 (x)

4γ2
2(x)

−G2(x)γ′2(x)

2γ2(x)
+

γ2
1(x)γ2

2(x)

4c0

− 1

16

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)2

,

b1(x) =
γ′1(x)

γ2
1(x)

+
γ′2(x)

γ2
2(x)

, b2(x) =
γ′1(x)

γ3
1(x)

+
γ′2(x)

γ3
2(x)

,

α, β и γ — коэффициенты разложения λ в ряд

λ =
1

z3
+

α

z2
+

β

z
+ γ + O(z),
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α =
c1

2c0

, β =
c2

2c0

− c2
1

8c2
0

, γ =
c3
1

32c3
0

− c1c2

8c2
0

+
c3

4c0

.

Операторы, коммутирующие с L, легко находятся из уравнений ком-
мутации.

Отметим, что при c1 = c5 = 0, c3 = 8c0 и при

γ1(x) = −γ2(x) =
1

x

коэффициенты операторов являются рациональными функциями. Сре-
ди таких операторов можно выделить операторы с полиномиальными
коэффициентами. Укажем пример. Пусть кривая Γ задана уравнением

w2 = z6 + 2z3 +
1

4
.

Тогда операторы

L1 = ∂6
x−

3x4

16
∂4

x−
3x3

2
∂3

x+
3

256
(x8−576x2)∂2

x+

(
3x7

32
− 6x

)
∂x− x12

4096
+

23x6

64
−3

2
,

L2 = ∂8
x −

x4

4
∂6

x − 3x3∂5
x +

1

128
(3x8 − 2368x2)∂4

x +
1

8
(3x7 − 320x)∂3

x

−
(

x12

1024
− 45x6

16
+ 30

)
∂2

x−
(

3x11

256
− 35x5

4

)
∂x +

x16 − 3712x10 + 716800x4

65536
.

L3 = ∂10
x − 5x4

16
∂8

x − 5x3∂7
x +

5

128
(x8 − 1024x2)∂6

x +
5

16
(3x7 − 416x)∂5

x

−
(

5x12

2048
− 85x6

8
+ 150

)
∂4

x −
5

256
(3x11 − 3136x5)∂3

x

+
5(x16 − 8192x10 + 2437120x4)

65536
∂2

x +
5

4096
(x15 − 2464x9 + 215040x3)∂x

− x20

1048576
+

15x14

2048
− 1505x8

256
+

525x2

4
попарно коммутируют. Операторы L1, L2 и L3 задают коммутативное
кольцо дифференциальных операторов, изоморфное кольцу мероморф-
ных функций на Γ с полюсом в точке q. Между L1 и L2 справедливо
следующее алгебраическое соотношение

L3
2 = L4

1 − 4L3
1 + 3L2

1.
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Через Γ̃ обозначим кривую Берчналла–Чаунди, соответствующую паре
операторов L1 и L2. Кривая Γ̃ имеет каспидальную особую точку (0, 0).
Операторы L1 и L2 отвечают функциям

λ1 =
1

2z3
+

w

z3
+ 2, λ2 =

1

2z4
+

w

z4
+

2

z
,

которые задают бирациональную эквивалентность

π : Γ → Γ̃, π(z, w) = (λ1, λ2).

Прообразом каспидальной точки служит точка σ(q). Для того, чтобы
отображение π являлось морфизмом, необходимо пополнить Γ̃ на беско-
нечности каспидальной точкой типа (3, 4), при этом ее прообразом будет
точка q.

1.1.1 Доказательство теоремы 1.1

Рассмотрим сначала общий случай кривой рода g и операторов ранга l.
Совместные собственные функции ψj(x, P ) операторов L1 и L2 обладают
следующими свойствами [5]. На Γ − {q} функции ψj имеют lg простых
полюсов P1, . . . , Plg, причем Pi не зависят от x. В окрестности q справед-
ливо следующее асимптотическое разложение

ψ(x, P ) = (
∞∑

j=0

ξj(x)k−j)Ψ,

где k−1 — локальный параметр в окрестности точки q, ξ0 = (1, 0, . . . , 0),
ψ = (ψ0, . . . , ψl−1), Ψ — решение матричного дифференциального урав-
нения

d

dx
Ψ = AΨ,

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

k + g0(x) g1(x) g2(x) . . . gl−2(x) 0




,
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gi(x) — некоторые функции. Вычеты vij(x) функций ψj, j < l−1 в точках
Pi пропорциональны вычетам vi,l−1(x) функции ψl−1

vij(x) = αijvi,l−1(x).

Набор (Pj, αij) называется параметрами Тюрина. Компоненты χi(x, P )

матрицы dΨ
dx

Ψ−1 (см. введение) обладают следующим свойством [5]. Это
мероморфные функции на Γ с lg полюсами

P1(x), . . . , Plg(x).

Причем при x = x0 эти точки совпадают с полюсами P1, . . . , Plg функций
ψj. В окрестности точки q функции χi имеют вид

χ0(x, P ) = k + g0(x) + O(k−1),

χj(x, P ) = gj(x) + O(k−1), j < l − 1,

χl−1(x, P ) = O(k−1).

В точках Pi(x) справедливы следующие разложения

χj =
cij(x)

k − γi(x)
+ dij(x) + O(k − γi(x)).

Обозначим через αij(x) отношение

αij(x) =
cij(x)

ci,l−1(x)
, 0 ≤ j ≤ l − 1, 1 ≤ i ≤ lg.

Следующая теорема доказана Кричевером [5].

• Параметры γi(x), αij(x), dij(x), 0 ≤ j ≤ l − 2, 1 ≤ i ≤ lg удовлетво-
ряют уравнениям

ci,l−1(x) = −γ′i(x),

di0(x) = αi0(x)αi,l−2(x) + αi0(x)di,l−1(x)− α′i0(x),

dij(x) = αij(x)αi,l−2(x)− αi,j−1(x) + αij(x)di,l−1(x)− α′ij(x), j ≥ 1.
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Отметим, что эти уравнения инвариантны относительно выбора ло-
кального параметра в окрестности Pi(x) и q, т.е. при замене локально-
го параметра соответствующие коэффициенты разложений будут также
удовлетворять этой системе.

При g = 2 и l = 2 по теореме Кричевера в окрестности точки Pi(x),
1 ≤ i ≤ 4, функции χi имеют вид

χ0(x, P ) =
−αi(x)γ′i(x)

k − γi(x)
+ di0(x) + O(k − γi(x)), (1.5)

χ1(x, P ) =
−γ′i(x)

k − γi(x)
+ di1(x) + O(k − γi(x)). (1.6)

Причем имеет место равенство

di0(x) = α2
i (x) + αi(x)di1(x)− α′i(x), (1.7)

а в окрестности q — следующий вид

χ0(x, P ) = k + g0(x) + O(k−1), (1.8)

χ1(x, P ) = O(k−1). (1.9)

Пусть Γ задается уравнением (1.2), а точка q имеет координаты (0,
√

F (0)).
Выберем в окрестности Pi(x) локальный параметр z − γi(x), а в окрест-
ности q — локальный параметр z. Пусть σχ1 = χ1. Тогда можно считать,
что

σP1(x) = P3(x), σP2(x) = P4(x),

следовательно,
γ1 = γ3, γ2 = γ4,

d11 = d31, d21 = d41.

Таким образом в силу (1.6) имеет место равенство

χ1 =
1

2
(χ1 + σχ1) =

−γ′1
z − γ1

+
−γ′2

z − γ2

− κ1,

где κ1(x) — некоторая функция.
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Так как χ1(q) = 0, то

κ1 =
γ′1
γ1

+
γ′2
γ2

.

Из разложения (1.6) выводим, что

d11 =
−γ′2

γ1 − γ2

− κ1, d21 =
−γ′1

γ2 − γ1

− κ1, (1.10)

Далее, из разложений (1.5) и (1.8) получаем

χ0 + σχ0 = −(α1 + α3)γ
′
1

z − γ1

− (α2 + α4)γ
′
2

z − γ2

+
1

z
+ κ2, (1.11)

(χ0 − σχ0)
2 =

(α3 − α1)
2γ′21

(z − γ1)2
+

2(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1

z − γ1

+
(α4 − α2)

2γ′22
(z − γ2)2

+
2(d20 − d40)(α4 − α2)γ

′
2

z − γ2

+
1

z2
+

V

z
+ κ, (1.12)

где κ(x), κ2(x) и V (x) — некоторые функции. Из равенства (1.11) полу-
чаем

d10 + d30 = −(α2 + α4)γ
′
2

γ1 − γ2

+
1

γ1

+ κ2, (1.13)

d20 + d40 = −(α1 + α3)γ
′
1

γ2 − γ1

+
1

γ2

+ κ2.

Откуда

d10 + d30 − (d20 + d40) = −(α2 + α4)γ
′
2

γ1 − γ2

+
(α1 + α3)γ

′
1

γ2 − γ1

+
1

γ1

− 1

γ2

. (1.14)

Из формулы (1.12) имеем

(χ0 − σχ0)
2 =

g

(z − γ1)2(z − γ2)2z2
,

где

g = z6κ+z5(V −2κ(γ1+γ2)+2(d20−d40)(α4−α2)γ
′
2+2(d10−d30)(α3−α1)γ

′
1)

+z4(κ(γ2
1 + γ2

2 + 4γ1γ2)− 2V (γ1 + γ2)− 2(γ2 + 2γ1)(d20 − d40)(α4 − α2)γ
′
2

−2(γ1 + 2γ2)(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1 + (α4 − α2)

2γ′22 + (α3 − α1)
2γ′21 + 1)
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+z3(−2(γ1γ
2
2 + γ2γ

2
1)κ + V (γ2

1 + γ2
2 + 4γ1γ2)

−2(γ1 + γ2) + 2(γ2
1 + 2γ1γ2)(d20 − d40)(α4 − α2)γ

′
2

+2(γ2
2 + 2γ1γ2)(d10 − d30)(α3 − α1)γ

′
1 − 2(α4 − α2)

2γ′22 γ1 − 2(α3 − α1)
2γ′21 γ2)

+z2(κγ2
1γ

2
2−V 2(γ1γ

2
2 +γ2γ

2
1)+(γ2

1 +γ2
2 +4γ1γ2)−2(d20−d40)(α4−α2)γ

′
2γ2γ

2
1

−2(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1γ1γ

2
2 + γ2

1(α4 − α2)
2γ′22 + γ2

2(α3 − α1)
2γ′21 γ2)

+z(γ2
1γ

2
2V − 2(γ1γ

2
2 + γ2γ

2
1)) + γ2

1γ
2
2 .

Функция (χ0 − σχ0)
2 имеет нули в шести точках ветвления. Так как

deg g = 6,

то нули g совпадают с нулями функции F (x), следовательно, мы имеем
тождества

V − 2κ(γ1 + γ2) + 2(d20 − d40)(α4 − α2)γ
′
2

+2(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1 − c5κ = 0, (1.15)

κ(γ2
1 + γ2

2 + 4γ1γ2)− 2V (γ1 + γ2)− 2(γ2 + 2γ1)(d20 − d40)(α4 − α2)γ
′
2

−2(γ1 + 2γ2)(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1 + (α4 − α2)

2γ′22

+(α3 − α1)
2γ′21 + 1− c4κ = 0, (1.16)

−2(γ1γ
2
2 + γ2γ

2
1)κ + V (γ2

1 + γ2
2 + 4γ1γ2)− 2(γ1 + γ2)

+2(γ2
1 + 2γ1γ2)(d20 − d40)(α4 − α2)γ

′
2 + 2(γ2

2 + 2γ1γ2)(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1

−2(α4 − α2)
2γ′22 γ1 − 2(α3 − α1)

2γ′21 γ2 − c3κ = 0, (1.17)

κγ2
1γ

2
2 − V 2(γ1γ

2
2 + γ2γ

2
1) + (γ2

1 + γ2
2 + 4γ1γ2)− 2(d20 − d40)(α4 − α2)γ

′
2γ2γ

2
1

−2(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1γ1γ

2
2

+γ2
1(α4 − α2)

2γ′22 + γ2
2(α3 − α1)

2γ′21 γ2 − c2κ = 0, (1.18)

γ2
1γ

2
2V − 2(γ1γ

2
2 + γ2γ

2
1)− c1κ = 0, γ2

1γ
2
2 − c0κ = 0.

Из последних двух уравнений получаем

κ =
γ2

1γ
2
2

c0

, V =
2(γ1 + γ2)

γ1γ2

+
c1

c0

.
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Решим систему линейных уравнений (1.15)–(1.18) относительно

(α3 − α1)
2, (α4 − α2)

2,

(d20 − d40)(α4 − α2), (d10 − d30)(α3 − α1).

Получим

F1 = (α3 − α1)
2 =

γ2
2F (γ1)

c0γ′21 (γ1 − γ2)2
, (1.19)

F2 = (α4 − α2)
2 =

γ2
1F (γ2)

c0γ′22 (γ2 − γ1)2
, (1.20)

G1 = (d10 − d30)(α3 − α1) =
1

2(γ2 − γ1)γ′1

(
γ2

1F (γ2)

c0(γ2 − γ1)2
+

γ2
2F (γ1)

c0(γ1 − γ2)2

−γ2
1γ

2
2

c0

(3γ2
1 + 2γ1γ2 + γ2

2)−
2(γ1 + γ2)

γ1

− c1γ2

c0

+ 1

−c4
γ2

1γ
2
2

c0

− c5
γ2

1γ
2
2

c0

(γ2 + 2γ1)

)
, (1.21)

G2 = (d20 − d40)(α4 − α2) =
1

2(γ1 − γ2)γ′2

(
γ2

1F (γ2)

c0(γ2 − γ1)2
+

γ2
2F (γ1)

c0(γ1 − γ2)2

−γ2
1γ

2
2

c0

(γ2
1 + 2γ1γ2 + 3γ2

2)−
2(γ1 + γ2)

γ2

− c1γ1

c0

+ 1

−c4
γ2

1γ
2
2

c0

− c5
γ2

1γ
2
2

c0

(γ1 + 2γ2)

)
, (1.22)

Теперь найдем α1 + α3 и α4 + α2. Из уравнений (1.7) имеем тождества

d10 − d30 = α2
1 − α2

3 + d11(α1 − α3)− (α′10 − α′30),

d20 − d40 = α2
2 − α2

4 + d21(α2 − α4)− (α′20 − α′40).

Умножим эти тождества на α3 − α1 и на α4 − α2, получим

G1 = (α2
1 − α2

3)(α3 − α1)− d11F1 +
1

2
F ′

1,

G2 = (α2
2 − α2

4)(α4 − α2)− d21F2 +
1

2
F ′

2.
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Откуда

α1 + α3 =
1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

,

α4 + α2 =
1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

.

Следовательно,

α2
1 + α2

3 =
1

2
(α1 + α3)

2 +
1

2
(α1 − α3)

2 =
1

2

( 1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

)2

+
1

2
F1.

α2
2 + α2

4 =
1

2
(α2 + α4)

2 +
1

2
(α2 − α4)

2 =
1

2

( 1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

)2

+
1

2
F2.

Из уравнений (1.7) выводим

d10 + d30 = α2
1 + α2

3 − (α′1 + α′3) + d11(α1 + α3),

d20 + d40 = α2
2 + α2

4 − (α′2 + α′4) + d21(α2 + α4).

Таким образом

d10 + d30 =
1

2

( 1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

)2

+
1

2
F1 − d

dx

( 1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

)

+d11

( 1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

)
,

d20 + d40 =
1

2

( 1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

)2

+
1

2
F2 − d

dx

( 1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

)

+d21

( 1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

)
.

Воспользуемся формулами (1.19)–(1.22) и (1.10) для выражения α1 + α3

и α2 + α4 через γ1 и γ2. Получим

H = α1 + α3 =
1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

=
−2γ2

2γ
′2
1 + γ2

1(2γ
′
1γ
′
2 − γ2γ

′′
1 ) + γ1γ2(2γ

′2
1 + γ2γ

′′
1 )

γ1γ2(γ1 − γ2)γ′1
, (1.23)
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α2 + α4 =
1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

=
−2γ2

1γ
′2
2 + γ2

2(2γ
′
1γ
′
2 − γ1γ

′′
2 ) + γ1γ2(2γ

′2
2 + γ1γ

′′
2 )

γ1γ2(γ2 − γ1)γ′2
.

Отметим, что в случае выполнения равенства

α1 + α3 = α2 + α4

уравнение (1.14) сильно упрощается и принимает вид:

F1

2
− F2

2
=

1

γ1

− 1

γ2

.

Имеем

α1 + α3 − (α2 + α4) =
2γ′1γ

′
2(γ

′
1 + γ′2) + (γ1 − γ2)(γ

′′
2γ′1 − γ′′1γ′2)

(γ1 − γ2)γ′1γ
′
2

.

Равенство
2γ′1γ

′
2(γ

′
1 + γ′2) + (γ1 − γ2)(γ

′′
2γ′1 − γ′′1γ′2) = 0

вытекает из

Aγ1γ2 + B(γ1 + γ2)− C = 0, A, B,C ∈ C.

Таким образом, если γ2 выражается через γ1 по формуле (1.3), то урав-
нение (1.14) принимает следующий вид

γ2
2F (γ1)

2c0γ′21 (γ1 − γ2)2
− γ2

1F (γ2)(B + Ay1)
4

2c0γ′21 (B2 + AC)2(γ1 − γ2)2
=

1

γ1

− 1

γ2

,

которое интегрируемо в квадратурах (см. (1.4)). Теорема 1.1 доказана.
С помощью полученных формул найдем коэффициенты оператора

шестого порядка. Из равенства

ψ′′i = χ0ψi + χ1ψ
′
i

выразим производные высокого порядка функции ψi через ψi, ψ
′
i, χ0 и χ1

и подставим полученные выражения в

(∂6
x + f5∂

5
x + f4∂

4
x + f3∂

3
x + f2∂

2
x + f1∂x + f0)ψi = λψi.
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Получим
P1ψi + P2ψ

′
i = λψi,

где

P1 = χIV
0 +4χ′′′1 χ0+6χ′′1χ

′
0+4χ′1χ

′′
0+χ1χ

′′′
0 +4(χ′0)

2+7χ0χ
′′
0+8(χ′1)

2χ0+9χ1χ
′′
1χ0

+7χ1χ
′
1χ

′
0 + χ2

1χ
′′
0 + 6χ′1χ

2
0 + 9χ1χ0χ

′
0 + 9χ′1χ

2
1χ0 + χ3

1χ
′
0 + χ3

0 + 3χ2
1χ

2
0 + χ4

1χ0

+f5(χ
′′′
0 + 3χ′′1χ0 + 3χ′1χ

′
0 + χ1χ

′′
0 + 4χ0χ

′
0 + 5χ1χ

′
1χ0 + χ2

1χ
′
0 + 2χ1χ

2
0 + χ3

1χ0)

+f4(χ
′′
0 + 2χ′1χ0 + χ1χ

′
0 + χ2

0 + χ2
1χ0) + f3(χ

′
0 + χ1χ0) + f2χ0 + f0,

P2 = 4χ′′′0 +7χ′′1χ0+12χ′1χ
′
0+9χ1χ

′′
0+6χ0χ

′
0+15χ′1χ1χ0+9χ2

1χ
′
0+3χ1χ

2
0+4χ3

1χ0

+χIV
1 + 10χ′′1χ

′
1 + 5χ1χ

′′′
1 + 15(χ′1)

2χ1 + 10χ′1χ
3
1 + 10χ′′1χ

2
1 + χ5

1

+f5(3χ
′′
0 + 4χ′1χ0 + 5χ1χ

′
0 + χ2

0 + 3χ2
1χ0 + χ′′′1 + 3(χ′1)

2 + 4χ1χ
′′
1 + 6χ′1χ

2
1 + χ4

1)

+f4(2χ
′
0 + 2χ1χ0 + χ′′1 + 3χ1χ

′
1 + χ3

1) + f3(χ0 + χ′1 + χ2
1) + f2χ1 + f1.

Из равенства (2) и из того, что χ0 и χ1 не зависят от выбора x0 следует

P1 = λ, P2 = 0.

Коэффициенты fj находятся из разложений χi и λ в ряд по степеням z

в окрестности q.

1.1.2 Коммутирующие дифференциальные операто-
ры ранга два, отвечающие спектральным кри-
вым рода g > 2

В этом разделе мы обсудим обобщение конструкции из предыдущего па-
раграфа на гиперэллиптические спектральные кривые рода g > 2 [64].

В качестве спектральной кривой Γ возьмем гиперэллиптическую кри-
вую, заданную уравнением

w2 = F (z) = z2g+2 + c2g+1z
2g+1 + · · ·+ c0,
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где c0 6= 0. Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию σ : (z, w) →
(z,−w). Пусть q = (0,

√
c0). Следуя предыдущему параграфу будем пред-

полагать, что σPk = Pg+k, k = 1, . . . , g, а функции χ0(x, P ) и χ1(x, P )

имеют вид

χ0(x, P ) = −1

2

H1(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
− · · · − 1

2

Hg(x)γ′g(x)

z − γg(x)
+

1

2z
+

κ(x)

2
+

(−1)g 1

2

wγ1(x) . . . γg(x)

z(z − γ1(x)) . . . (z − γg(x))
,

χ1(x, P ) = − γ′1(x)

z − γ1(x)
− · · · − γ′g(x)

z − γg(x)
− γ′1(x)

γ1(x)
− · · · − γ′g(x)

γg(x)
.

В этом случае по указанной выше схеме уравнения (1.7) сводятся к g− 1

нелинейным дифференциальным уравнениям на γ1, . . . , γg.
Основное наше наблюдение заключается в следующем. Для того что-

бы найти частные решения этих уравнений в качестве спектральной кри-
вой нужно взять кривую, заданную уравнением

w2 = z2g+2 + cg+1z
g+1 + c0,

и положить
γ2 = a2γ1, . . . , γg = agγ1, aj ∈ C,

где γ1 удовлетворяет уравнению

(γ′1)
2 = γg+2

1 + cγ1, c ∈ C.

Тогда дифференциальные уравнения на γk сводятся к алгебраическим
уравнениям на ak, c, cg+1, c0.

Из-за громоздкости формул при g = 3, мы этот случай здесь опустим.
Пусть g = 4,

F (z) = z10 − 3z5 + 1.

Функции γj имеют вид

γ1 =
−a√

x
, γ2 =

a√
x
, γ3 =

b√
x
, γ4 =

−b√
x
,
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a = (−1)
1
4 (1 + i

√
3)

1
4 , b =

1

2
(−1)

1
4 (1 + i

√
3)

5
4 .

Функции χ0 и χ1 имеют вид

χ0 = −2
√

2x3z − 12
√

2xz2 + 2x4z3 − 12x2z4 + (24 +
√

2x5)z5 − 24(1 + w)

24z(2 +
√

2xz2 + x2z4)
,

χ1 =
z2(
√

2 + 2xz2)

2 +
√

2xz2 + x2z4
.

Оператор, отвечающий мероморфной функции

λ =
1

2z5
+

w

2z5
+

3

4

на Γ с единственным полюсом пятого порядка в q имеет вид

L1 = ∂10
x +

5x3

12
√

2
∂8

x +
5x2

√
2
∂7

x +
5

144
(396

√
2x + x6)∂6

x +
5

8
(36
√

2 + x5)∂5
x+

5x4(3528 +
√

2x5)

3456
∂4

x+
5x3(760 +

√
2x5)

192
∂3

x+
5x2(622080 + 3384

√
2x5 + x10)

82944
∂2

x+

5x(36288 + 960
√

2x5 + x10)

6912
∂x +

23

4
+

61x5

32
√

2
+

5x10

1536
+

x15

995328
√

2
.

Оператор, коммутирующий с L1 имеет вид

L2 = ∂12
x +

x3

2
√

2
∂10

x +
15x2

2
√

2
∂9

x +
2424

√
2x + 5x6

96
∂8

x +

(
109√

2
+

5x5

4

)
∂7

x+

(
109x4

8
+

5x9

864
√

2

)
∂6

x+
9680x3 + 10

√
2x8

128
∂5

x+
x2(6072192 + 26064

√
2x5 + 5x10

27648
∂4

x+

(
294x +

377x6

32
√

2
+

5x11

1152

)
∂3

x+
42964992 + 6535296

√
2x5 + 14736x10 +

√
2x15

331776
∂2

x+

28237824
√

2x4 + 181376x9 + 40
√

2x14

884736
∂x+

463822848
√

2x3 + 9092736x8 + 5832
√

2x13 + x18

23887872
.
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1.2 Самосопряженные коммутирующие диф-
ференциальные операторы

В этом параграфе построены некоторые обыкновенные формально са-
мосопряженные коммутирующие дифференциальные операторы ранга
2, отвечающие кривой рода 2, причем функция Бейкера–Ахиезера этих
операторов имеет существенную особенность в точке Вейерштрасса.

Основной результат этого параграфа заключается в следующем. Пусть
l = 2 и кривая Γ рода 2 является гладким пополнением бесконечно уда-
ленной точкой ∞ кривой, заданной в C2 уравнением

w2 = F (z) = z5 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0.

Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w),

которая имеет 6 неподвижных точек ∞, (zi, 0), где zi — точки ветвления
(корни уравнения F (z) = 0).

Мы рассматриваем случай, когда

σχ1 = χ1.

Справедлива
Теорема 1.2 Имеют место равенства

χ1 = − γ′

z − γ
− γ′

z − (γ + c)
,

χ0 = −1

2

H1γ
′

z − γ
− 1

2

H2γ
′

z − (γ + c)
+

κ

2
+

1

2

w

(z − γ)(z − (γ + c))
,

где
κ =

F (γ)− 4γ′4 + 8cγ′2γ′′ − c2γ′′2 + 2c2γ′γ′′′

2c2γ′2
,

γ−1(y) =

∫ (
4

3P (y)

) 1
4

dy, (1.24)
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P = y5+
5

2
cy4+

1

3
(10c2+3c3)y

3+
1

2
(5c3+2c2+3cc3)y

2+(c4+c1+cc2+c2c3)y+δ,

y = γ(x), δ, c ∈ C. Функции Hi(x) выражаются через γ(x) по формулам
(1.27)–(1.29).
Следствие 1.2 Оператор, отвечающий функции z имеет вид

L = L∗ = ∂4
x − κ∂2

x − κ′∂x +
κ2

4
− κ′′

2
− γ − c

2
.

Укажем пример. Пусть кривая Γ задается уравнением

w2 = z5 − 10

3
z3 +

7

3
z

и пусть

c = 2, δ = 1, γ =
1024

x4
− 1.

Тогда L имеет вид

∂4
x+

(
x6

49152
− 425

6x2

)
∂2

x+

(
x5

8192
+

425

3x3

)
∂x+

x12

9663676416
− 245x4

589824
+

2569

144x4
.

Оператор десятого порядка, отвечающий функции w, мы здесь не при-
водим из-за его громоздкости.

1.2.1 Доказательство теоремы 1.2

Выберем в окрестности Pi(x) локальный параметр (z−γi(x)), а в окрест-
ности ∞ — локальный параметр k−1 = 2√

z
. Так как σχ1 = χ1, то можно

считать, что
σP1(x) = P3(x), σP2(x) = P4(x),

следовательно,
γ1 = γ3, γ2 = γ4,

d11 = d31, d21 = d41.

Таким образом в силу (1.6) и (1.9) имеют место равенства

χ1 =
1

2
(χ1 + σχ1) =

−γ′1
z − γ1

+
−γ′2

z − γ2

,
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d11 =
−γ′2

γ1 − γ2

, d21 =
−γ′1

γ2 − γ1

.

Так как функция χ0 +σχ0 определена на C (не зависит от w), то χ0 +σχ0

не может иметь полюс первого порядка в ∞, следовательно, из (1.8) и
(1.6) получаем

χ0 + σχ0 = −(α1 + α3)γ
′
1

z − γ1

− (α2 + α4)γ
′
2

z − γ2

+ κ, (1.25)

(χ0 − σχ0)
2 =

(α3 − α1)
2γ′21

(z − γ1)2
+

2(d10 − d30)(α3 − α1)γ
′
1

z − γ1

+
(α4 − α2)

2γ′22
(z − γ2)2

+
2(d20 − d40)(α4 − α2)γ

′
2

z − γ2

+ z + κ1,

где κ(x) и κ1(x) — некоторые функции. Из равенства (1.25) получаем

d10 + d30 = −(α2 + α4)γ
′
2

γ1 − γ2

+ κ,

d20 + d40 = −(α1 + α3)γ
′
1

γ2 − γ1

+ κ,

d10 + d30 − (d20 + d40) = −(α2 + α4)γ
′
2

γ1 − γ2

+
(α1 + α3)γ

′
1

γ2 − γ1

. (1.26)

Функция (χ0 − σχ0)
2 имеет нули в пяти точках ветвления (zi, 0), следо-

вательно, имеет место равенство

F (z) = (χ0 − σχ0)
2(z − γ1)

2(z − γ2)
2,

откуда

F1 = (α3 − α1)
2 =

F (γ1)

(γ1 − γ2)2γ′21
,

F2 = (α4 − α2)
2 =

F (γ2)

(γ1 − γ2)2γ′22
,

G1 = (d10 − d30)(α3 − α1) =
1

2(γ1 − γ2)3γ′1

(−2c0 + 3γ5
1 − 5γ4

1γ2

−c1γ2 − 3c3γ
2
1γ2 − γ1(c1 + 2c2γ2) + γ3

1c3

)
,
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G2 = (d20 − d40)(α4 − α2) =
1

2(γ1 − γ2)3γ′2

(
2c0 + c1γ2 − c3γ

2
2

−3γ5
2 + γ1(c1 + 2c2γ2 + 3c3γ

2
2 + 5γ4

2))
)
.

Теперь найдем α1 + α3 и α4 + α2. Из уравнений (1.7) имеем тождества

d10 − d30 = α2
1 − α2

3 + d11(α1 − α3)− (α′1 − α′3),

d20 − d40 = α2
2 − α2

4 + d21(α2 − α4)− (α′2 − α′4).

Умножим эти тождества на α3 − α1 и на α4 − α2, получим

G1 = (α2
1 − α2

3)(α3 − α1)− d11F1 +
F ′

1

2
,

G2 = (α2
2 − α2

4)(α4 − α2)− d21F2 +
F ′

2

2
.

Откуда

H1 = α1 + α3 =
1
2
F ′

1 − d11F1 −G1

F1

=
2γ′1γ

′
2 + (γ2 − γ1)γ

′′
1

(γ1 − γ2)γ′1
, (1.27)

H2 = α2 + α4 =
1
2
F ′

2 − d21F2 −G2

F2

=
−2γ′1γ

′
2 + (γ2 − γ1)γ

′′
2

(γ1 − γ2)γ′2
. (1.28)

Следовательно,

α2
1 + α2

3 =
1

2
(α1 + α3)

2 +
1

2
(α1 − α3)

2 =
1

2
H2

1 +
1

2
F1,

α2
2 + α2

4 =
1

2
(α2 + α4)

2 +
1

2
(α2 − α4)

2 =
1

2
H2

2 +
1

2
F2.

Из уравнений (1.7) выводим

d10 + d30 = α2
1 + α2

3 − (α′1 + α′3) + d11(α1 + α3),

d20 + d40 = α2
2 + α2

4 − (α′2 + α′4) + d21(α2 + α4).

Значит,

d10 + d30 =
H2

1

2
+

F1

2
−H ′

1 + d11H1,
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d20 + d40 =
H2

2

2
+

F2

2
−H ′

2 + d21H2.

Таким образом мы выразили α1 + α3, α2 + α4, d10 + d30 и d20 + d40 через
γ1 и γ2. Подставим полученные выражения в (1.28). Получим уравнение
на γ1 и γ2:

4γ′41 γ′22 + γ′22 (c0 + c3γ
3
1 + c4γ

4
1 + γ5

1 − γ2
2γ

′′2
1 + γ2

1(c2 − γ′′21 ) + γ1(c1 + 2γ2γ
′′2
1 ))

+2(γ2−γ1)γ
′3
1 γ′2γ

′′
2 +2(γ1−γ2)γ

′
1γ
′2
2 ((γ1−γ2)γ

′′′
1 −γ′2γ

′′
1 )−γ′21 (c0+c3γ

3
2+c4γ

4
2+γ5

2

+4γ′42 −γ2
1γ

′′2
2 +6γ1γ

′2
2 (γ′′1 +γ′′2 )+2γ2

1γ
′
2γ
′′′
2 +γ2

2(c2−γ′′22 +2γ′2γ
′′′
2 )+γ2(c1+2γ1γ

′′2
2

−6γ′22 (γ′′1 + γ′′2 )− 4γ1γ
′
2γ
′′′
2 )) = 0.

При
γ1 = γ, γ2 = γ + c, (1.29)

это уравнение принимает вид

(c4 + c1 + cc2 + c2c3) + (5c3 + 2c2 + 3cc3)γ + (10c2 + 3c3)γ
2

+10cγ3 + 5γ4 − 16γ′2γ′′ = 0,

которое интегрируется в квадратурах (см. (1.24)). Теорема 1.2 доказана.



Глава 2

Разностные коммутирующие
операторы Кричевера–Новикова
с полиномиальными
коэффициентами

В этой главе мы построим дискретные коммутирующие операторы ран-
га 2, отвечающие спектральной кривой рода 1, коэффициенты которых
являются полиномами от дискретной переменной n.

2.1 Уравнения Кричевера–Новикова на диск-
ретную динамику параметров Тюрина

Как уже отмечалось во введении, для коммутирующих разностных опе-
раторов

L1 =

N+∑
N−

ui(n)T i, L2 =

M+∑
M−

vi(n)T i,

где n ∈ Z — дискретная переменная, T — оператор сдвига по дискретной
переменной

Tf(n) = f(n + 1),

54
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существует спектральная кривая Γ, заданная в C2 некоторым полиномом
Q(λ, µ), которая параметризует их совместные собственные функции и
собственные значения

L1ψ(n, P ) = λψ(n, P ), L2ψ(n, P ) = µψ(n, P ), P = (λ, µ) ∈ Γ.

Пусть спектральная кривая Γ задана в C2 с координатами (z, w) уравне-
нием

w2 = F (z) = z4 + c2z
2 + c1z + 1

и пусть q = (0, 1) ∈ Γ — выделенная точка. Кривая Γ допускает инволю-
цию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

При l = 2 матрица χ(n, P ) (см. введение) имеет вид

χ(n, P ) =

(
0 1

χ1(n, P ) χ2(n, P )

)
, P = (z, w) ∈ Γ.

Мы рассматриваем случай, когда инволюция σ не изменяет χ1, т.е.

χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )).

Имеет место
Теорема 2.1 Функции χ1(x, P ) и χ2(x, P ) имеют вид

χ1(n, P ) =
c(n)

z − γ(n)
+

c(n)

γ(n)− γ(n + 1)
,

χ2(n, P ) =
1

2z
+

a(n)

2(z − γ(n))
+

wγ(n)

2z(γ(n)− z)
+ d(n),

где
c(n) =

γ(n− 1)(a2(n)− F (γ(n))

4γ(n)(γ(n)− γ(n− 1))
, (2.1)

d(n) =
(a(n + 1)− 1)γ(n) + (a(n) + 1)γ(n + 1)

2(γ(n)− γ(n + 1))γ(n + 1)
,

γ(n), a(n) — произвольные функции дискретной переменной n ∈ Z.
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Функция λ1(z) на кривой Γ, имеющая единственный полюс второго
порядка в точке q, выглядит следующим образом

λ1 =
1

2z2
+

c1

4z
+

w

2z2
.

Обозначим через bi(n), ei(n) и pi коэффициенты разложений функций χ1,

χ2 и λ1 в ряд в окрестности q:

χ1(n, z) = b0(n) + b1(n)z + . . . ,

χ2(n, z) =
1

z
+ e0(n) + e1(n)z + . . . ,

λ1 =
1

z2
+

p1

z
+ p0 + . . . ,

p0 = − c2
1

16
+

c2

4
, p1 =

c1

2
.

Коэффициенты bi, ei, i = 0, 1 выражаются через γ(n), a(n) по форму-
лам (2.5)–(2.8). Ниже мы объясним как с помощью теоремы 2.1 найти
коммутирующие разностные операторы, и в частности, оператор L(λ1),
отвечающий λ1.
Следствие 2.1 Оператор L(λ1) имеет следующий вид

L(λ1) = T 2 + u1(n)T + u0(n) + u−1(n)T−1 + u−2(n)T−2,

где
u1(n) = p1 − e0(n)− e0(n + 1),

u0(n) = p0 − b0(n)− b0(n + 1)− p1e0(n) + e2
0(n)− e1(n)− e1(n + 1),

u−1(n) = −b1(n) + b0(n)

(
−p1 − b1(n− 1)

b0(n− 1)
+ e0(n− 1) + e0(n)

)
,

u−2(n) = b0(n)b0(n− 1).

Основным результатом этой главы является
Теорема 2.2 Если функциональные параметры a(n), γ(n) положить
равными

a(n) = n + 1, γ(n) = n,
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то операторы имеют полиномиальные по n коэффициенты. При этом

L2 = T 2 + 2(n + 2)T −
(

n4

2
+ n3 − 1

2
(1− c2)n

2 − 1

2
(8− c1 − c2)n

)
−

−1

2
(n3 + (c2 − 1)n + c1 − 2)(n2 + n− 1)T−1+

1

16
(n3 +(c2−1)n+c1−2)(n3−3n2 +(2+c2)n+c1−c2−2)(n+1)(n−2)T−2.

Оператор третьего порядка мы не приводим в теореме 2.2 из-за его
громоздкости. Укажем пример. Пусть спектральная кривая задана урав-
нением

w2 = z4 + z2 + 1,

тогда

L2 = T 2 + 2(n + 2)T − 1

2

(
n4 + 2n3 − 7n− 5

)− 1

2

(
n3 − 2

) (
n2 + n− 1

)
T−1

+
1

16

(
n3 − 3n2 + 3n− 3

)
(n + 1) (n− 2) T−2,

L3 = T 3 +

(
3n +

15

2

)
T 2 − 3

4

(
n4 + 4n3 + 5n2 − 8n− 14

)
T

−3

4

(
2n5 + 7n4 + 10n3 + n2 − 12n− 5

)

+
3

16

(
n8 − 2n6 − 12n5 − 3n4 + 10n3 + 20n2 + 6n− 12

)
T−1

+
3

32
n

(
2n2 − n− 5

) (
n6 − 3n5 + 3n4 − 5n3 + 6n2 − 6n + 6

)
T−2−

1

64
(n− 3)

(
n2 − 1

) (
n3 − 2

) (
n3 − 6n2 + 12n− 10

) (
n3 − 3n2 + 3n− 3

)
T−3.

Напомним уравнения Кричевера–Новикова на дискретную динамику
параметров Тюрина.

Как уже отмечалось, функцию ψ(n, P ) при l > 1 найти в явном виде
не удается. Обозначим через Ψ(n, P ) матрицу Вронского

Ψij(n, P ) = ψj(n + i),
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где ψj(n, P ), 1 ≤ j ≤ l — некоторый базис в пространстве совместных соб-
ственных функций. Как показано в [12] число нулей функции detΨ(n, P )

равно lg, где g — род спектральной кривой Γ. Обозначим их через

γ1(n), . . . , γlg(n).

Через αj(n) обозначим векторы такие, что

αj(n)Ψ(n, γj(n)) = 0.

Эти векторы определены с точностью до пропорциональности. Набор
пар (γj(n), αj(n)) называется параметрами Тюрина. Параметры Тюрина
однозначно определяют стабильное голоморфное расслоение ранга l над
кривой Γ. Следующая теорема [12] определяет дискретную динамику
параметров Тюрина.

• Матричная функция χ(n, P ) имеет простые полюса в точках γj(n).
Имеют место соотношения на вычеты матричных элементов

αj
s(n)Resγs(n)χ

mi(n, P ) = αi
s(n)Resγs(n)χ

mj(n, P ). (2.2)

Точки γs(n + 1) являются нулями определителя матрицы χ(n, P ),
т.е.

detχ(n, γs(n + 1)) = 0. (2.3)

Вектор αj(n + 1) удовлетворяет уравнению

αj(n + 1)χ(n, γj(n + 1)) = 0. (2.4)

Кроме полюсов γj(n) одна из компонент χ имеет простой полюс в
выделенной точке q.

Из теоремы Римана–Роха следует, что матричная функция χ(n, P )

однозначно восстанавливается по параметрам Тюрина (γj(n), αj(n)) и l

произвольным функциональным параметрам.
Эта теорема позволяет найти операторы ранга 2, отвечающие эллип-

тической кривой. Ниже мы приведем соответствующую теорему для про-
стоты только в случае, когда голоморфная инволюция на эллиптической
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кривой переставляет местами полюса функции χ1. Представим эллипти-
ческую кривую Γ как фактор C/Λ, где Λ — некоторая решетка в C и
пусть z — координата в C. Предположим, что точки γ1(n) и γ2(n) пере-
ставляются голоморфной инволюцией на Γ

σ(γ1(n)) = γ2(n),

где σ(z) = −z. Имеет место теорема [12]

• Оператор отвечающий функции ℘(z) имеет вид

L = L2
2 − ℘(γ(n))− ℘(γ(n− 1)),

где
L2 = T + v(n) + c(n)T−1,

c(n + 1) =
1

4
(s2(n)− 1)F (γ(n + 1), γ(n))F (γ(n− 1), γ(n)),

v(n + 1) =
1

2
(s(n)F (γ(n + 1), γ(n))− s(n + 1)F (γ(n), γ(n + 1)),

F (u, v) = ζ(u + v)− ζ(u− v)− 2ζ(v),

s(n), γ(n) — произвольные функциональные параметры.

Из приведенных формул для коэффициентов оператора L видно, что
коэффициенты выражены через функциональные параметры s(n) и γ(n)

с помощью ℘ и ζ-функций Вейерштрасса. В следствии 2.1 и теореме
2.2 найдены условия, когда эти коэффициенты являются элементарными
функциями, и в частности, полиномами.
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2.2 Доказательство теорем 2.1 и 2.2

Из нашего предположения об инвариантности χ1(n, P ), P = (z, w) ∈ Γ

под действием инволюции σ следует, что χ1(n, P ) имеет вид

χ1(n, P ) =
c(n)

z − γ(n)
+ d0(n),

где c(n), γ(n) и d0(n) — некоторые функции дискретной переменной. От-
метим, что функция χ1(n, P ) имеет полюсы в точках

P (n) = (γ(n),
√

F (γ(n)), σP (n) = (γ(n),−
√

F (γ(n)).

Из равенств (2.3), которые в нашем случае эквивалентны

χ1(n, P (n + 1)) = χ1(n, σP (n + 1)) = 0,

получаем

χ1(n, P ) =
c(n)

z − γ(n)
+

c(n)

γ(n)− γ(n + 1)
.

Функцию χ2 будем искать в виде

χ2(n, P ) =
1

2z
+

a(n)

2(z − γ(n))
+

wγ(n)

2z(γ(n)− z)
+ d(n),

где a(n) и d(n) — некоторые функции. Отметим, что χ2(n, P ) имеет по-
люсы в точках P (n), σP (n) и Q, при этом ResQχ2 = 1.

Векторы α1 и α2 определены с точностью до пропорциональности,
поэтому можно считать, что они имеют вид

α1(n) = (a1(n), 1), α2(n) = (a2(n), 1).

Тогда из (2.4) получаем

a1(n) = −χ2(n− 1, P (n)) =

1

2γ(n)
+

a(n− 1)

2(γ(n)− γ(n− 1))
+

√
F (γ(n))γ(n− 1)

2γ(n)(γ(n− 1)− γ(n))
+ d(n− 1),
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a2(n) = −χ2(n− 1, σP (n)) =

1

2γ(n)
+

a(n− 1)

2(γ(n)− γ(n− 1))
−

√
F (γ(n))γ(n− 1)

2γ(n)(γ(n− 1)− γ(n))
+ d(n− 1).

Далее, вычеты функций χ1 и χ2 в полюсах P (n) и σP (n) равны

ResP (n)χ1 = ResσP (n)χ1 = c(n),

ResP (n)χ2 =
1

2
(a(n)−

√
F (γ(n)),

ResσP (n)χ2 =
1

2
(a(n) +

√
F (γ(n)).

Из равенств (2.2), которые в нашем случае принимают вид

ResP (n)χ1 = a1(n)ResP (n)χ2,

ResσP (n)χ1 = a2(n)ResσP (n)χ2,

получаем

c(n) =
γ(n− 1)(a2(n)− F (γ(n))

4γ(n)(γ(n)− γ(n− 1)
,

d(n) =
(a(n + 1)− 1)γ(n) + (a(n) + 1)γ(n + 1)

2(γ(n)− γ(n + 1))γ(n + 1)
.

Теорема 2.1 доказана.
Теперь мы можем найти коэффициенты оператора L2. Выразим ψ(n+

2, P ) и ψ(n− 2, P ) через ψ(n− 1, P ), ψ(n, P ), χ1 и χ2. Для этого восполь-
зуемся тождеством

ψ(n + 1) = ψ(n− 1)χ1(n) + ψ(n)χ2(n).

Откуда

ψ(n + 2) = ψ(n− 1)χ1(n)χ2(n + 1) + ψ(n)(χ1(n + 1) + χ2(n)χ2(n + 1)),

ψ(n− 2) = −ψ(n− 1)
χ2(n− 1)

χ1(n− 1)
+

ψ(n)

χ1(n− 1)
.
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Теперь заменим T 2ψ(n) и T−2ψ(n) в равенстве

L2ψ = (T 2 + u1(n)T + u0(n) + u−1(n)T−1 + u−2(n)T−2)ψ(n) = λ1ψ(n)

на соответствующие выражения. Получим

P1(n, P )ψ(n, P ) + P2(n, P )ψ(n− 1, P ) = λ1ψ(n, P ),

где

P1(n) = χ1(n + 1) + χ2(n + 1)χ2(n) + u1(n)χ2(n) + u0(n) +
u−2(n)

χ1(n− 1)
,

P2(n) = χ2(n + 1)χ1(n) + u1(n)χ1(n) + u−1(n)− u−2(n)
χ2(n− 1)

χ1(n− 1)
.

В пространстве совместных собственных функций операторов L2 и L3

можно выбрать базис ψ1 и ψ2 нормированный условиями

ψ1(n0, P ) = 1, ψ2(n0, P ) = 0,

при этом функции χ1, χ2 не зависят от точки нормировки n0 (см. [12]),
следовательно, мы имеем тождества

P1(n, P )− λ1 = 0, P2(n, P ) = 0.

Теперь, поскольку функции χ1 и χ2 нами найдены в теореме 1, коэффи-
циенты ui(n) оператора L2 можно найти из разложений P1 − λ1 и P2 в
ряд в окрестности точки q.

Коэффициенты bj, ej разложений χ1 и χ2 в ряд в окрестности q вы-
ражаются через функциональные параметры a(n) и γ(n) по формулам

b0(n) =
γ(n− 1)γ(n + 1)(F (γ(n))− a2(n))

4(γ(n− 1)− γ(n))(γ(n)− γ(n + 1))γ(n)2
, (2.5)

b1(n) =
γ(n− 1)(a2(n)− F (γ(n))

4(γ(n− 1)− γ(n))γ3(n)
, (2.6)

e0(n) =
1

2

(
c1

2
+

1

γ(n)
− a(n)

γ(n)
+
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(a(n + 1)− 1)γ(n) + (a(n) + 1)γ(n + 1)

(γ(n)− γ(n + 1))γ(n + 1)

)
, (2.7)

e1(n) =
8− 8a(n) + 4c1γ(n)− (c2

1 − 4c2)γ
2(n)

16γ2(n)
. (2.8)

Аналогично находится оператор, отвечающий мероморфной функции с
полюсом третьего порядка в q. Прямой проверкой устанавливается, что
при

a(n) = n + 1, γ(n) = n

коэффициенты операторов являются полиномами по n. Теорема 2.2 до-
казана.



Глава 3

Коммутирующие
дифференциальные операторы
нескольких переменных с
матричными коэффициентами,
отвечающие многомерным
алгебраическим многообразиям

В этой главе мы построим коммутативные кольца дифференциальных
операторов нескольких переменных с матричными коэффициентами, чьи
совместные собственные вектор-функции и собственные числа парамет-
ризуются точками многомерных алгебраических многообразий, а также
связанные с ними эволюционные уравнения.

3.1 Формулировка основных результатов

Обозначим через Xg главно поляризованное абелево многообразие

Xg = Cg/{Zg + ΩZg},
где Ω — симметричная комплексная матрица с положительно определен-
ной мнимой частью. Через Q обозначим неособый тэта-дивизор, задан-

64
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ный уравнением ϑ(z) = 0, где ϑ(z) — тэта-функция. Введем обозначения

Yaj
= {z ∈ Xg : ϑj(z − aj) = 0, aj ∈ Xg},

Y k = Ya1 ∩ · · · ∩ Yak
,

Qk = Y k ∩Q, k < g − 1.

Далее будем предполагать, что многообразие Y j трансверсально пересе-
кается с Yaj+s

и с Y, j + s ≤ k, предположим, что Y j и Qj являются глад-
кими неприводимыми и пусть также набор a1, . . . , ak находится в общем
положении (т.е. принадлежит некоторому открытому всюду плотному
множеству в Xg × · · · ×Xg).

Имеет место
Теорема 3.1 Существует вложение Lk кольца мероморфных функций
на многообразии Y k с полюсом на Qk в кольцо g! × g!-матричных диф-
ференциальных операторов по g − k переменным с аналитическими в
окрестности 0 коэффициентами

Lk : Ak → Mat(g!, g − k).

Образом вложения является коммутативное кольцо матричных диф-
ференциальных операторов по (g − k) переменным.

Двумерные операторы Lk(Ak) с двояко-периодическими коэффициен-
тами являются конечнозонными на любом уровне энергии E, т.е. блохов-
ские вектор-функции (собственные одновременно для оператора Lk(λ), λ ∈
Ak и для операторов сдвига на периоды) параметризуются римановой по-
верхностью конечного рода, заданной в спектральной поверхности урав-
нением λ = E.

Если размерность Y k равна 2, то используя формулу присоединения
и теорему Лефшеца о вложении, можно показать, что размерность Кода-
иры спектральной поверхности Y k равна 2, т.е. эта поверхность является
поверхностью общего типа.

Теорему 3.1 мы докажем, используя результаты Накаяшики [15] (см.
также [16]), который построил мономорфизм кольца мероморфных функ-
ций на Xg с полюсом на Y в кольцо g-мерных g! × g!-матричных диф-



Глава 3. Коммутирующие операторы нескольких переменных 66

ференциальных операторов. Двумерные 2 × 2-матричные такие опера-
торы (операторы Накаяшики) изучались в работах автора [17] и [18]. В
частности, в [18] доказано, что не существует двумерных вещественных
операторов Накаяшики конечнозонных на любом уровне энергии с глад-
кими двояко-периодическими коэффициентами, но существуют двумер-
ные вещественные конечнозонные на любом уровне энергии операторы
Накаяшики с сингулярными двояко-периодическими коэффициентами.
В [18] также указаны гладкие вещественные операторы Накаяшики, сре-
ди которых имеется оператор второго порядка H, по диагонали которого
стоят операторы Шредингера в двояко-периодических магнитных полях
и с двояко-периодическими потенциалами вида

(∂y1 − A1)
2 + (∂y2 − A2)

2 + u(y), y = (y1, y2).

Магнитно-блоховские вектор-функции оператора H (собственные одно-
временно для H и для операторов магнитных трансляций T ∗

j , T ∗
j ϕ(y) =

ϕ(y+ej) exp(2πyj), j = 1, 2, ej — периоды) на каждом уровне энергии па-
раметризуются римановой поверхностью конечного рода. Это свойство
является аналогом конечнозонности на любом уровне энергии для опе-
раторов с двояко-периодическими коэффициентами.

В частном случае, когда g = 3, r = 1, а в качестве спектральной
поверхности служит тэта-дивизор, теорема 1 была доказана Накаяшики
[15].

Ротштейн в [19] построил другой пример коммутирующих матрич-
ных дифференциальных операторов. В этом примере g = 5, r = 1, раз-
мерность матриц N = 5, а в качестве спектральной поверхности служит
поверхность Фано.

Напомним конструкцию Кричевера построения коммутирующих обык-
новенных дифференциальных операторов ранга 1. Пусть Γ — риманова
поверхность рода g, P = p1 + · · · + pg — неспециальный положительный
дивизор на Γ, ∞ — точка на Γ, отличная от точек дивизора P , k−1 —
локальный параметр в ∞, k−1(∞) = 0. Существует функция Бейкера–
Ахиезера ψ(p, x), p ∈ Γ, которая мероморфна на Γ\∞, множество ее
полюсов совпадает с P и не зависит от x, в окрестности ∞ функция
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ψ exp(−kx) аналитична. Для любой мероморфной функции f(p) на Γ с
единственным полюсом в ∞ существует единственный дифференциаль-
ный оператор L(f) такой, что

L(f)ψ = fψ.

Для различных f операторы L(f) попарно коммутируют. Отсюда вы-
текает сопоставление спектральных данных коммутирующих операто-
ров Берчналла–Чаунди–Кричевера и спектральных данных операторов
Lk(Ak)

{Γ,∞, P, f} ←→ {Y k, Qk, Qk
c , λ},

где Qk
c = Y k ∩ Yc, c ∈ Xg — некоторый ненулевой элемент.

Как и в одномерном случае можно построить операторы Lα, коэф-
фициенты которых зависят от времени и удовлетворяют эволюционным
уравнениям

[∂tα − Lα, ∂tβ − Lβ] = 0,

где Lα и Lβ — g!× g!-матричные дифференциальные операторы по g− k

переменным, коэффициенты которых зависят от tα и tβ, α и β принад-
лежат счетному множеству индексов.

Как уже отмечалось в [18] коэффициенты операторов Накаяшики не
могут удовлетворять эволюционным уравнениям типа иерархии Кадом-
цева–Петвиашвили.

В параграфе 3.2, используя преобразование Фурье–Мукаи, мы введем
модуль Бейкера–Ахиезера над кольцом дифференциальных операторов,
элементы которого выражаются через векторные тэта-функции. Теорема
3.1 вытекает из теоремы 3.2 о свободности модуля Бейкера–Ахиезера.
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3.2 Модули Бейкера–Ахиезера

В этом параграфе мы сформулируем теорему Накаяшики [15]. Используя
преобразование Фурье–Мукаи, мы введем модули Бейкера–Ахиезера M j

c

над кольцами дифференциальных операторов Dj. В следствии 3.2 будет
показано, что отображение ограничения функций из M j

c на подмногооб-
разие Y j+1 ⊂ Y j задает эпиморфизм M j

c → M j+1
c . В теореме 3.2 будет

доказана свободность Dj-модуля M j
c . В следствии 3.3 мы покажем, что

коэффициенты операторов Lk(Ak) удовлетворяют эволюционным урав-
нениям.

Через Pic0(Xg) обозначим многообразие Пикара Xg. В нашем случае
Xg и Pic0(Xg) изоморфны. Обозначим через P расслоение Пуанкаре над
Xg×Pic0(Xg). Сечения P при подъеме на Cg×Cg задаются функциями
f(z, x) такими, что

f(z + Ωm1 + n1, x + Ωm2 + n2) = exp(−2πi(〈m1, x〉+ 〈m2, z〉))f(z, x),

где mj, nj ∈ Zg.
Пусть Y является нулями тэта-функции ϑ, которая обладает свой-

ством
ϑ(z + Ωm + n) = exp(−πi〈m, Ωm〉 − 2πi〈m, z〉)ϑ(z).

Через Lc обозначим линейное расслоение над Xg, сечения которого за-
даются функциями f(z) на Cg со свойством

f(z + Ωm + n) = exp(−2πi〈m, c〉)f(z),m, n ∈ Zg, c ∈ Cg. (3.1)

Отметим, что расслоение Lc инвариантно относительно сдвигов на
элементы Xg. Пусть L — пространство глобальных сечений расслоения
L0 с полюсом на Y, π — проекция Xg ×Pic0(Xg) → Xg. Обозначим через
F (Y,L0)(U) пространство мероморфных сечений расслоения π∗L0 ⊗ P
над Xg × U с полюсом на Y × U , где U — открытое подмножество в
Pic0(Xg). При фиксированном x ∈ U пространство F (Y,L0)(U) совпа-
дает с пространством ∪∞j=1H

0(Xg,Lx(jY )). Через Lx(jY ) будем иногда
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обозначать расслоение Lx ⊗ [jY ], где [jY ] — линейное расслоение, ас-
социированное с дивизором jY . Расслоения и соответствующие им пуч-
ки аналитических сечений мы для простоты обозначаем одним и тем
же символом. Пространство H0(Xg,Lx(jY )) можно отождествить с про-
странством глобальных сечений расслоения Lx с полюсом на Y , причем
порядок полюса не превышает j.

Пространство F (Y,L0)(U) называется преобразованием Фурье–Мукаи
над U пространства L.

На F (Y,L0)(U) действуют операторы ковариантного дифференциро-
вания

∇j = ∂xj
− ∂zj

log ϑ(z) : F (Y,L0)(U) → F (Y,L0)(U),

∇k∇j = ∇j∇k, k, j = 1, . . . , g,

которые снабжают F (Y,L0)(U) структурой модуля над кольцом

OU [∇1, . . . ,∇g],

где OU — кольцо аналитических функций на U . Из построения следу-
ет, что F (Y,L0)(U) является также модулем над кольцом мероморфных
функций A0 на Xg с полюсом на Y .

Обозначим через Dg кольцо дифференциальных операторов

Og[∂x1 , . . . , ∂xg ],

гдеOg — кольцо аналитических функций по переменным x1, . . . , xg, опре-
деленных в окрестности 0 ∈ Cg. Накаяшики [15] ввел модуль Бейкера–
Ахиезера

Mc = ∪∞n=1Mc(n)

над кольцом дифференциальных операторов Dg, где

Mc(n) =

{
f(z, x) exp

(
−

g∑
j=1

xj∂zj
log ϑ(z)

)
, f(z, x) ∈ H0(X,Lc+x(nY ))

}
.

Нам понадобится еще один Dg-модуль

DgMc(n) =
{∑

dϕ, d ∈ Dg, ϕ ∈ Mc(n)
}

.
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Элементы Mc можно выразить через тэта-функции.
В [15] доказана

Теорема Накаяшики. Для c общего положения Mc — свободный Dg-
модуль ранга g!. Справедливо равенство Mc = DgMc(g).

Равенство Mc = DgMc(g) означает, что Dg-модуль Mc порождается
элементами из Mc(g).

Обозначим через Φc вектор-столбец, составленный из элементов ба-
зиса Dg-модуля Mc

Φc = (φ1,c(z, x), . . . , φg!,c(z, x))>.

Следствие 3.1 [15]. Существует кольцевое вложение

L0 : A0 → Mat(g!, g),

определенное равенством

L0(λ)Φc = λΦc, λ ∈ A0.

Образом вложения является коммутативное кольцо матричных диф-
ференциальных операторов по g-переменным.

Перейдем к нашей конструкции.
Через Lk

c обозначим линейное расслоение над Y k, сечения которого
задаются функциями f(z) на Y k ⊂ Cg со свойством (3.1).

Введем модуль Бейкера–Ахиезера

Mk
c = ∪∞n=1M

k
c (n)

над Dg−k, где

Mk
c (n) =

{
f(z, x) exp

(
−

g∑
j=1

xj∂zj
log ϑ(z)

)
, f(z, x) ∈ H0(Y k,Lk

c+x(nQk))

}
.

Справедлива
Теорема 3.2Для c общего положения с точностью до линейной замены
координат Mk

c — свободный Dg−k-модуль ранга g!.
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Для доказательства этой теоремы нам понадобится
Лемма 3.1 Отображение ограничения

πj : H0(Y j,Lj
c+x(nQj)) → H0(Y j+1,Lj+1

c+x(nQj+1)),

πj(ϕ) = ϕ|
Y j+1

, n ≥ 1, j ≥ 0

является эпиморфизмом для x в общем положении.
Через Y 0,L0

c и Q0 мы обозначаем соответственно Xg,Lc и Y.

Доказательство. Пусть F — линейное расслоение над Xg, инвариант-
ное относительно сдвигов. Через Fc обозначим расслоение F ⊗Pc, где Pc

— ограничение расслоения Пуанкаре на Xg × {c}. В [15] (см. пример 5.8
и предложение 5.10) доказано, что

Hi(Xg, Fc(nY )) = 0, i ≥ 1, n ≥ 1, (3.2)

Hi(Xg, Fc(nY )) = 0, i 6= g, n ≤ −1 (3.3)

и для точки c в общем положении при i ≥ 0 выполнено равенство

Hi(Xg, Fc) = 0. (3.4)

Отметим, что расслоение

Lc ⊗ [sY ]⊗ [−Ya1 ]⊗ · · · ⊗ [−Yas ]

инвариантно относительно сдвигов, где 1 ≤ s ≤ k, поскольку таковыми
являются Lc и [Y ]⊗ [−Yaj

]. Следовательно,

Hi(Xg,Lc ⊗ [nY ]⊗ [−Ya1 ]⊗ · · · ⊗ [−Yas ]) = 0, (3.5)

где 1 ≤ i < g, n ∈ Z. Имеется точная последовательность пучков

0 → Lj
c ⊗ [nQj]⊗ [−Y j+1] → Lj

c ⊗ [nQj] → Lj+1
c ⊗ [nQj+1] → 0. (3.6)

Из длинной точной когомологической последовательности, отвечающей
этой последовательности пучков, следует, что для доказательства сюръ-
ективности πj нам достаточно установить равенство

Hi(Y j,Lj
c ⊗ [nQj]⊗ [−Y j+1]) = 0. (3.7)
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Из (3.5) немедленно вытекает сюръективность π0. Для доказательства
(3.7) рассмотрим следующую точную последовательность

0 → Lj
c ⊗ [nQj]⊗ [−(Y j ∩ Yaj+1

)]⊗ · · · ⊗ [−(Y j ∩ Yaj+s
)] →

→ Lj
c ⊗ [nQj]⊗ [−(Y j ∩ Yaj+2

)]⊗ · · · ⊗ [−(Y j ∩ Yaj+s
)] →

→ Lj+1
c ⊗ [nQj+1]⊗ [−(Y j+1 ∩ Yaj+2

)]⊗ · · · ⊗ [−(Y j+1 ∩ Yaj+s
)] → 0, (3.8)

где j + s ≤ k. Из длинных точных когомологических последователь-
ностей, отвечающих (3.6) и (3.8), используя (3.2)–(3.4), индукцией по j

получаем

Hi(Y j,Lj
c ⊗ [nQj]⊗ [−(Y j ∩ Yaj+1

)]⊗ · · · ⊗ [−(Y j ∩ Yaj+s
)]) = 0, (3.9)

где 1 ≤ i < g− j, j +s ≤ k. Следовательно, отображение πj сюръективно.
Лемма доказана.

Отметим также, что, если n > g, то равенство (3.9) выполнено при
i ≥ 1.

Из леммы 3.1 вытекает
Следствие 3.2. Отображение ограничения

πj : M j
c → M j+1

c , πj(ϕ) = ϕ|
Y j+1

является эпиморфизмом для c в общем положении.
Обозначим через Sg

n размерность пространства дифференциальных
операторов по g переменным с постоянными коэффициентами, степень
которых не превышает n− 1. Нетрудно проверить, что

Sg
n = Cn−1

n+g−1 =
n(n + 1) . . . (n + g − 1)

g!
.

Введем еще одно обозначение

Fj(n) = rankOg−j
M j

c ,

F0(n) = rankOgMc.

Справедлива
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Лемма 3.2 Имеет место равенство

Fj+1(n) = Fj(n)−Fj(n− 1).

Доказательство. Любой элемент, принадлежащий Ker πj, представим
единственным образом в виде

ϑ(z − aj+1)

ϑ(z)
ϕ, ϕ ∈ M j

c+aj+1
.

Следовательно, в силу сюръективности πj получаем требуемое равен-
ство. Лемма 3.2 доказана.

Введем обозначение

αk = rankOgMc(k)/D1
gMc(k − 1),

где D1
g — операторы первого порядка.

Выберем однородный базис

ψij, 1 ≤ i ≤ g, 1 ≤ j ≤ αi

в Dg-модуле Mc, который обладает свойствами:
1. элементы ψkj, 1 ≤ j ≤ αk порождают Mc(k)/D1

gMc(k − 1) над Og

2. ограничения ψki на Y j порождают Dg−j-модуль M j
c .

В силу свободности Dg-модуля Mc справедливо равенство

F0(n) = αg
1S

g
n + · · ·+ αg

gS
g
n−g+1.

Докажем следующую лемму.
Лемма 3.3 Имеет место равенство

Fj(n) = αg
1S

g−j
n + · · ·+ αg

gS
g−j
n−g+1.

Доказательство. Доказывать лемму будем индукцией по j. При j = 0

равенство уже установлено. Предположим, что равенство доказано при
j = s. Тогда по лемме 3.2 имеем

Fs+1(n) = Fs(n)−Fs(n− 1) =
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αg
1(S

g−j
n − Sg−j

n−1) + · · ·+ αg
g(S

g−j
n−g+1 − Sg−j

n−g) = αg
1S

g−j−1
n + · · ·+ αg

gS
g−j−1
n−g+1.

Лемма 3.3 доказана.
Через Dg−jΨ

j ⊂ M j
c обозначим Dg−j-модуль, порожденный элемента-

ми базиса ψik

Dg−jΨ
j = {ψ|

Y j
, ψ =

∑
dikψik, dik ∈ Dg−j}.

Предложение 3.1 Существует однородный базис ψik и линейная за-
мена координат x такие, что

∂g−jψik|
Y j+1

∈ Dg−j−1Ψ
j+1.

Для доказательства предложения 3.1 нам необходимо установить неско-
лько вспомогательных утверждений. Прежде всего нам понадобится знать
структуру ядра отображения πj. Введем обозначение

Kj = Ker πj.

Справедлива
Лемма 3.4 Ядро Kj является свободным Dg−j-модулем ранга g!.
Доказательство. Любой элемент из Kj однозначно представим в виде

ϑ(z − aj+1)

ϑ(z)
ϕ, z ∈ Y j+1,

где ϕ ∈ M j
c+aj+1

. Следовательно, Dg−j-модули Kj и M j
c+aj+1

изоморфны.
Лемма 3.4 доказана.

Справедлива
Лемма 3.5 После подходящей линейной замены координат существует
дифференциальный оператор некоторой степени Nik вида

Pik = b1∂
Nik
1 + · · ·+ ∂Nik

g−j + · · · ∈ Dg−j,

такой, что
Pikψik|

Y k+1
= 0.
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Отметим, что коэффициент при ∂Nik
g−j в операторе Pik равен 1.

Доказательство. По лемме 3.3 ранг M j+1
c равен Fj+1(n) и является

полиномом по n степени g− j− 1. Размерность пространства дифферен-
циальных операторов по g− j переменным (с постоянными коэффициен-
тами) степени n является полиномом по n степени g− j. Следовательно,
для больших Nik указанный дифференциальный оператор существует.
Лемма 3.5 доказана.

Теперь перейдем к доказательству предложения 3.1.
Обозначим через

Kj(n) = Kj ∩M j
c (n + 1).

Введем однородный базис ϕik в Dg−j-модуле Kj, где 1 ≤ i ≤ g, 1 ≤ k ≤ αi.
Обозначим через Ψj вектор-столбец, составленный из элементов базиса
ψik|

Y j
Dg−j-модуля M j

c , а через Φj вектор-столбец, составленный из эле-
ментов ϕik. Обозначим через G матричный оператор с компонентами из
Dg−j, такой что

GΨj = Φj.

Обозначим через P диагональную матрицу, составленную из операто-
ров Pik. По построению операторов Pik все компоненты вектор-столбца
PΨj принадлежат Dg−j-модулю Kj, следовательно, существует матрич-
ный оператор I такой, что

IΦj = PΨj,

значит,
IGΨj = PΨj,

откуда
IG = P. (3.10)

Далее мы будем рассматривать вместо Dg−j-модуля M j
c градуированный

grDg−j-модуль grM j
c

grDg−j =
∞⊕

s=0

grsDg−j,
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где grsDg−j — однородные операторы порядка s,

grM j
c =

∞⊕
s=0

grsM
j
c , grsM

j
c = M j

c (s)/M j
c (s− 1).

В этом случае в равенстве (3.10) все компоненты матриц являются
дифференциальными операторами, у которых все мономы одной и той
же степени (т.е. можно считать, что вместо операторов стоят их симво-
лы).

Сначала выберем произвольные базисы ψik и ϕik. Имеем

ϕ11 = f 1
11,11∂1ψ11 + · · ·+ f g−j

11,11∂g−jψ11 + g11,21ψ21 + · · ·+ g11,2a2ψ2a2 .

Еще раз отметим, что это равенство мы рассматриваем в grDg−j-модуле
grM j

c . Возможны следующие три случая, которые мы подробно разберем.
Случай 1. Если f g−j

11,11 6= 0, то элемент ψ11 удовлетворяет условию пред-
ложения 3.1.
Случай 2. Если f g−j

11,11 = 0 и g11,21ψ21 + · · · + g11,2a2ψ2a2 6= 0, то введем
новый элемент ψ21, равный g11,21ψ21 + · · ·+ g11,2a2ψ2a2 − ∂g−jψ11. В новом
разложении ϕ11 коэффициент при ∂g−jψ11 не равен нулю. Мы приходим
к случаю 1.
Случай 3. Предположим, что

f g−j
11,11 = 0, g11,21ψ21 + · · ·+ g11,2a2ψ2a2 = 0.

Профакторизуем равенство (3.10) по идеалу порожденному ∂1, . . . , ∂g−j−1.
Тогда в равенстве (3.10) в матрице G будет нулевая строчка, но ранг
матрицы P максимален, что не возможно. Следовательно, случай 3 не
возможен.

Далее будем строить базис ψik по индукции. Предположим, что мы
построили элементы ψik при 1 ≤ i ≤ p. Построим элементы ψi+11, . . . ,

ψi+1αi+1
.

Имеем
ϕi+1s = di+1s,11ψ11 + · · ·+ di+1s,iai

ψiαi
+

+f 1
i+1s,i+11∂1ψi+11 + · · ·+ f g−j

i+1s,i+11∂g−jψi+11 + . . .



Глава 3. Коммутирующие операторы нескольких переменных 77

+f 1
i+1s,i+1αi+1

∂1ψi+1αi+1
+ · · ·+ f g−j

i+1s,i+1αi+1
∂g−jψi+1αi+1

+ . . .

gi+1s,i+21ψi+21 + · · ·+ gi+1s,i+2αi+2
ψi+2αi+2

,

где 1 ≤ s ≤ ai+1. Мы можем предполагать, что в операторах dil,ks не
входят производные ∂g−j. Их мы можем исключить беря подходящие
линейные комбинации с производными ϕik, при i ≤ p.

Рассмотрим матрицу, составленную из αi+1 строк
(
f g−i

i+1s,i+11, . . . , f
g−j
i+1s,i+1αi+1

, gi+1s,i+21, . . . , gi+1s,i+2αi+2

)
,

где 1 ≤ s ≤ ai+1. Если ранг этой матрицы равен αi+1, то беря линейные
комбинации ϕis и выбирая подходящим образом ψi+21, . . . , ψi+2ai+2

(ана-
логично как мы делали для ϕ11), мы можем добиться того, что в раз-
ложении ϕi+1s по базису ψik участвуют только одна производная ∂g−j, а
именно ∂g−jψi+1s. И в этом случае шаг индукции установлен.

Если же ранг указанной матрицы меньше чем ai+1, то линейными
комбинациями ϕi+1s можно добиться того, чтобы в разложении ϕi+1s0 для
некоторого s0 не участвуют производные ∂g−j и не участвуют элементы
ψi+2k. Мы уже показали, что такого не может быть. Предложение 3.1
доказано.

Теорема 3.2 вытекает из следствия 3.2, леммы 3.3 и предложения 3.1.
Покажем как из теоремы 3.2 вывести теорему 3.1. Обозначим через

Φc = (φ1,c(z, x), . . . , φN,c(z, x))>

базис в Dg−k-модуле Mk
c , тогда по теореме 3.2 для λ ∈ Ak существует

единственный оператор Lk(λ) ∈ Mat(N, g − k) такой, что

Lk(λ)Φc = λΦc.

Для различных λ операторы Lk(λ) попарно коммутируют. Теорема 3.1
доказана.

Обозначим через Tj ∈ Mat(N, g − k) оператор порядка g, определен-
ный равенством

TjΦc = ∂tjΦc,
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время tj, 1 ≤ j ≤ k мы отождествляем с переменной xg−k. Справедливы
равенства

[Lk(λ), Tj − ∂tj ]Φ = 0,

[Tm − ∂tm , Tn − ∂tn ]Φ = 0.

Тогда из теоремы 3.2 вытекает
Следствие 3.3 Справедливы эволюционные уравнения

∂Lk(λ)

∂tj
= [Lk(λ), Tj], λ ∈ Ak,

∂Tm

∂tn
− ∂Tn

∂tm
= [Tn, Tm].

Разделим каждую вектор-функцию φj,c(z, x) на

exp

(
−

g∑

j=g−k+1

xj

s
∂zj

log ϑ(z)

)
,

затем заменим x = (x1, . . . , xg) на

(x, t) = (x1, . . . , xg−k,
∑
m

t1,m, . . . ,
∑
m

tk,m),

где m = (m1, . . . , mg) ∈ Zg, m1 + · · · + mg ≥ 2, mi ≥ 0, и, наконец,
умножим на

exp

(
−

k∑
j=1

∑
m

tj,m
s

(∂zg−k+j
log ϑ(z) + ∂m

z log ϑ(z))

)
,

где ∂m
z log ϑ(z) = ∂m1

z1
. . . ∂

mg
zg log ϑ(z). Получим вектор-функцию ψj,c(z, x, t),

которая представляется в виде суммы вектор-функций следующего вида

g(x, t)
θr,sn(z + (x,t)+c

sn
)

ϑn(z)
exp

(
−

g−k∑
j=1

xj

s
∂zj

log ϑ(z)−

−
k∑

j=1

∑
m

tj,m
s

(∂zg−k+j
log ϑ(z) + ∂m

z log ϑ(z))

)
.
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Тогда для
Ψ = (ψ1,c(z, x, t), . . . , ψN,c(z, x, t))>

справедливо равенство
Lj,mΨ = ∂tj,m

Ψ.

По теореме 3.2 имеет место эволюционные уравнения

[∂tj,m
− Lj,m, ∂ti,n − Li,n] = 0.



Глава 4

Ортогональные криволинейные
системы координат в Rn и
фробениусовы многообразия

4.1 Ортогональные криволинейные системы
координат, отвечающие сингулярным спе-
ктральным кривым

В данном параграфе мы изучаем предельный случай конструкции Кри-
чевера построения криволинейных ортогональных систем координат, от-
вечающий сингулярным спектральным кривым.

Теория ортогональных систем координат была очень популярна сре-
ди дифференциальных геометров в 19-ом веке и в первой половине 20-го
века (Дюпен, Гаусс, Ламе, Бианки, Дарбу) и задача классификации была
в основном решена к началу 20-го века (см. книгу Дарбу [43], подыто-
живающую этот этап развития теории). Интерес к таким координатам
связан как с нахождением систем, разрешимых методом разделения пе-
ременных, так и с современными задачами теории систем гидродинами-
ческого типа и топологической теории поля (Дубровин, Новиков, Царев,
Кричевер, см. ссылки в [20, 21]).

В задаче явного построения таких систем существенный прорыв был

80
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достигнут Захаровым [21], на примере метода одевания впервые приме-
нившим методы теории интегрируемых систем к этой задаче. На метод
конечнозонного интегрирования этот подход был распространен Криче-
вером [20]. При этом изначальными данными для построения таких си-
стем являются риманова поверхность, т.е. спектральная кривая, которая
в работе [20] подразумевалась несингулярной, и некоторые дополнитель-
ные величины, с ней связанные. Мы кратко напоминаем конструкции
Захарова и Кричевера в §4.1.1.

В случае, когда спектральная кривая является сингулярной и при-
водимой, причем такой что все ее неприводимые компоненты являются
гладкими рациональными комплексными кривыми, процедура постро-
ения криволинейных систем координат сильно упрощается и сводится
к несложным вычислениям с элементарными функциями (см. §4.1.2).
При этом мы показываем как в эту схему вкладываются хорошо извест-
ные системы координат, такие как полярные координаты на плоскости,
цилиндрические координаты в трехмерном пространстве и сферические
координаты в Rn, где n ≥ 3 (мы излагаем эти построения вместе с по-
строением некоторых других систем в §4.1.3).

Заметим, что обратные задачи с такими спектральными кривыми уже
изучались в связи с их приложениями (см., например, работу [44] по тео-
рии поверхностей и работу [45] по системам Хитчина). Хотя этот случай
очень специален, эта работа также показывает, что отвечающие ему яв-
ные решения являются очень важными в приложениях.

4.1.1 Методы построения ортогональных криволиней-
ных координат

Предварительные сведения

Криволинейная система координат u = (u1, . . . , un) в n-мерном евклидо-
вом пространстве Rn называется n-ортогональной, если метрика в этой
системе координат имеет вид

ds2 = H2
1 (du1)2 + · · ·+ H2

n(dun)2.
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При этом функции Hj = Hj(u) называются коэффициентами Ламе и
условие зануления тензора кривизны имеет вид

∂2Hi

∂uj∂uk
=

1

Hj

∂Hj

∂uk

∂Hi

∂uj
+

1

Hk

∂Hk

∂uj

∂Hi

∂uk
, i 6= j 6= k, (4.1)

∂

∂uj

(
1

Hj

∂Hi

∂uj

)
+

∂

∂ui

(
1

Hi

∂Hj

∂ui

)
+

∑

k 6=i 6=j

1

H2
k

∂Hi

∂uk

∂Hj

∂uk
= 0, i 6= j. (4.2)

Число уравнений в системах (4.1) и (4.2) равно соответственно n(n−1)(n−2)
2

и n(n−1)
2

, причем уравнения (4.1) эквивалентны условию Rijik = 0, j 6= k,
а уравнения (4.2) эквивалентны условию Rijij = 0. Остальные компонен-
ты тензора Rijkl для диагональной метрики зануляются автоматически.
Таким образом система уравнений (4.1)–(4.2) на коэффициенты Ламе
сильно переопределена. Общее решение этой системы параметризуется
n(n−1)

2
функциями от двух переменных.

Порядок системы (4.1)–(4.2) можно понизить, если ввести коэффици-
енты вращения

βij =
∂uiHj

Hi

, i 6= j. (4.3)

Тогда уравнения (4.1) и (4.2) принимают вид

∂ukβij = βikβkj, i 6= j 6= k, (4.4)

∂uiβij + ∂ujβji +
∑

k 6=i,j

βkiβkj = 0, i 6= j. (4.5)

Если решение βij этой системы известно, то коэффициенты Ламе нахо-
дятся из уравнений (4.3) как решение задачи Коши

Hi(0, . . . , 0, u
i, 0, . . . , 0) = hi(u

i).

При этом решение зависит от начальных данных этой задачи, т.е. от
n функций hi одной переменной. Отметим, что совместность уравнений
(4.3) эквивалентна уравнениям (4.4).
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Проблема погружения, т.е. определение евклидовых координат x =

(x1, . . . , xn) как функций от u = (u1, . . . , un), сводится к решению пере-
определенной системы линейных уравнений

∂2xk

∂ui∂uj
=

∑

l

Γl
ij∂ulxk, (4.6)

где символы Кристоффеля в нашем случае имеют вид

Γk
ij = 0, i 6= j 6= k; Γk

kj =
∂ujHk

Hk

; Γk
ii = −Hi∂ukHi

(Hk)2
, i 6= k.

Система уравнений (4.6) совместна в силу уравнений (4.1) и (4.2) и опре-
деляет n-ортогональную систему координат с точностью до движений
Rn.

Метод Захарова [21]

Абстрактная задача n волн имеет вид
∑

i,j,k

εijk(Ij∂uiQIk − IiQIjQIk) = 0, (4.7)

где Q(u) — неизвестная (n×n)-матричная функция, матрицы Ij = Ij(u
j)

попарно коммутируют, εijk = 1, при i > j > k, а при нечетной переста-
новке индексов εijk меняет знак.

Возьмем в качестве Ij диагональные матрицы с диагональю

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

(единица на j-ом месте). Уравнения (4.7) принимают вид

∂ujQik = QijQjk,

т.е. совпадают с (4.4). Рассмотрим вспомогательную функцию Q̃ = Q̃(u, s),
где s = un+1 — дополнительная переменная, удовлетворяющую уравне-
ниям

∂uj [Ii, Q̃]− ∂ui [Ij, Q̃] + Ii∂sQ̃Ij − Ij∂sQ̃Ii − [[Ii, Q̃], [Ij, Q̃]] = 0, (4.8)
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где i, j = 1, . . . , n+1 и In+1 — единичная матрица. Можно показать, что,
если Q̃ удовлетворяет уравнениям (4.8), то при фиксированном значении
s матричная функция Q̃ является решением задачи n волн. Система (4.8)
допускает представление Лакса:

[Li, Lj] = 0, Lj = ∂uj + Ij∂s + [Ij, Q̃].

Метод одевания заключается в следующей процедуре. Рассмотрим инте-
гральное уравнение типа Марченко:

K(s, s′, u) = F (s, s′, u) +

∫ ∞

s

K(s, q, u)F (q, s′, u)dq, (4.9)

где F (s, s′, u) матричная функция, удовлетворяющая уравнению

∂uiF + Ii∂sF + ∂s′FIi = 0, (4.10)

и уравнение (4.9) имеет единственное решение. Тогда функция

Q̃(s, u) = K(s, s, u) (4.11)

удовлетворяет уравнениям (4.8) и, следовательно, при любом фиксиро-
ванном значении s функция Q(u) = Q̃(s, u) удовлетворяет уравнениям
(4.7). Если при этом выполняется дифференциальная редукция

∂s′Fij(s, s
′, u) + ∂sFji(s

′, s, u) = 0, (4.12)

где Fij — компоненты матрицы F , то Q̃ удовлетворяет также уравнениям
(4.5).

Система из уравнений (4.10) и (4.12) допускает следующее решение
[21]:

• Пусть Φij(x, y), i < j — n(n−1)
2

произвольных функций от двух пере-
менных и Φii(x, y) — n произвольных антисимметричных функций:

Φii(x, y) = −Φii(y, x).

Положим
Fij = ∂sΦij(s− ui, s′ − uj), i < j,
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Fji = ∂sΦij(s
′ − ui, s− uj),

Fii = ∂sΦii(s− ui, s′ − ui).

Матричная функция F = (Fij) удовлетворяет уравнениям (4.10) и
(4.12), и следовательно, решение K уравнения (4.9) с такой матри-
цей F дает при любом фиксированном значении s коэффициенты
вращения ортогональной системы координат: Qij(u) = Kij(s, s, u),
т.е. решение систем (4.4)–(4.5).

Замечание 4.1. Мы имеем n(n−1)
2

+ n = n(n+1)
2

функциональных па-
раметров Φij, i ≤ j, а общее решение зависит от n(n−1)

2
функциональных

параметров, поэтому, как объяснено в [21], этот метод дает эквивалент-
ные классы одеваний.

Этот метод был использован при описании пучков метрик постоянной
секционной кривизны и для построения N -ортогональных координат в
пространствах ненулевой постоянной секционной кривизны [46].

Метод Кричевера [20]

Пусть Γ — гладкая связная комплексная алгебраическая кривая. Возь-
мем три дивизора на Γ:

P = P1 + · · ·+ Pn, D = γ1 + · · ·+ γg+l−1, R = R1 + · · ·+ Rl,

где g — род кривой Γ, Pi, γj, Rk ∈ Γ. Обозначим через k−1
i некоторый

локальный параметр на Γ около Pi, i = 1, . . . , n.
Функцией Бейкера–Ахиезера, отвечающей спектральным данным

S = {P,D, R}

называется функция ψ(u1, . . . , un, z), z ∈ Γ такая, что:
1) ψ exp(−uiki) аналитична в окрестности Pi, i = 1, . . . , n;
2) ψ мероморфна на Γ\{∪Pi} с полюсами в γj, j = 1, . . . , g + l − 1;
3) ψ(u,Rk) = 1, k = 1, . . . , l.
В случае дивизора D общего положения такая функция существует

и единственна и выражается через тэта-функцию кривой Γ [20].
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Если кривая Γ не связна, то предполагается, что ограничение функ-
ции Бейкера–Ахиезера на каждую связную компоненту удовлетворяет
перечисленным выше условиям.

Возьмем дополнительный дивизор Q = Q1 + · · · + Qn на Γ такой,
что Qi ∈ Γ \ {P ∪D ∪ R}, i = 1, . . . , n и обозначим через xj следующую
функцию

xj(u1, . . . , un) = ψ(u1, . . . , un, Qj), j = 1, . . . , n.

Имеет место следующая теорема Кричевера [20]:

• Пусть Γ допускает голоморфную инволюцию σ : Γ → Γ такую, что

1) эта инволюция имеет в точности 2m,m ≤ n, неподвижных точек
P1, . . . , Pn из P и 2m− n точек из Q;

2) σ(Q) = Q, т.е. инволюция либо переставляет точки из Q, либо
оставляет их неподвижными:

σ(Qk) = Qσ(k), k = 1, . . . , n;

3) σ(k−1
i ) = −k−1

i в окрестности Pi, i = 1, . . . , n;

4) существует мероморфный дифференциал Ω на Γ такой, что его
дивизоры нулей и полюсов имеют вид

(Ω)0 = D + σD + P, (Ω)∞ = R + σR + Q.

Предполагается, что Γ0 = Γ/σ является гладкой алгебраической
кривой.

Тогда, как это легко показать, Ω является поднятием некоторого
мероморфного дифференциала Ω0 на Γ0 и справедливы следующие
равенства: ∑

k,l

ηkl∂uixk∂ujxl = ε2
i h

2
i δij,
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где
hi = lim

P→Pi

(
ψe−uiki

)
, ηkl = δk,σ(l)resQk

Ω0,
1

и

Ω0 =
1

2

(
ε2

i λi + O(λi)
)
dλi, λi = k−2

i , в точке Pi, i = 1, . . . , n.

Замечание 4.2. Эта теорема останется верной если вместо 1) мы
предположим, что функции ψ exp(−f i(ui)ki) аналитичны в окрестности
Pi, где f i — некоторые функции одной переменной, i = 1, . . . , n. Поэто-
му мы не будем различать ортогональные системы координат, которые
получаются заменами вида

ui → f i(ui).

Замечание 4.3. Теорема Кричевера дает конструкцию этих коор-
динат используя формализм функций Бейкера–Ахиезера. На самом де-
ле, как следует из доказательства, функция Бейкера–Ахиезера останется
единственной, если заменить условие ψ(u,Rk) = 1, i = 1, . . . , l на

ψ(u,Rk) = dk, k = 1, . . . , l, (4.13)

где все константы dk не обращаются в нуль. Более того, мы можем даже
предполагать, что константы dk не обращаются одновременно в нуль:

|d1|2 + · · ·+ |dl|2 6= 0, (4.14)

и после этого предположения главный результат [20] останется верным.
Для выделения случаев, когда Теорема дает положительно опреде-

ленные метрики, необходимо наложить некоторые дополнительные усло-
вия на спектральные данные [20]:

1В окрестности несингулярной неподвижной точки Qi инволюции σ существует
параметр k такой, что σ(k) = −k, k(Qi) = 0. Поэтому λ = k2 является локальным па-
раметром в окрестности Qi на Γ/σ и мы имеем Ω =

(
a
k + . . .

)
dk, Ω0 = 1

2

(
a
λ + . . .

)
dλ,

что влечет resQiΩ0 = 1
2 resQiΩ.
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• Если существует антиголоморфная инволюция τ : Γ → Γ такая,
что все неподвижные точки σ неподвижны при τ и

τ ∗(Ω) = Ω

(для этого достаточно предположить, что τ(k−1
i ) = k−1

i в окрест-
ности Pi, i = 1, . . . , n и τ отображает дивизоры Q,R и D в себя:
τ(Q) = Q, τ(R) = R, τ(D) = D, хотя эти дивизоры не обязатель-
но состоят из неподвижных точек τ), тогда коэффициенты Hi(u)

являются вещественными при u1, . . . , un ∈ R.

При этом мы имеем

• u1, . . . , un являются n-ортогональными координатами в плоском n-
мерном пространстве с метрикой ηkldxkdxl. 2

• Если все точки из Q неподвижны под действием σ и

resQ1Ω0 = · · · = resQnΩ0 = η2
0 > 0, (4.15)

то функции x1(u1, . . . , un), . . . , xn(u1, . . . , un) решают задачу погру-
жения для n-ортогональных координат u1, . . . , un и ds2 = H2

1 (du1)2+

· · ·+ H2
n(dun)2, где

Hi =
εihi

η0

, i = 1, . . . , n.

Аналог конструкции Кричевера для дискретных ортогональных си-
стем был развит в [47].

Результат Кричевера позволяет предположить, что n-ортогональные
системы координат, которые выражаются в терминах элементарных функ-
ций отвечают предельным случаям, когда спектральная кривая является
сингулярной.

2Несложно видеть, что если существуют точки Qk и Ql, l = σ(k), которые пере-
ставляются инволюцией, то метрика η является неопределенной.



Глава 4. Ортогональные координаты и фробениусовы многообразия 89

4.1.2 Cистемы координат, отвечающие сингулярным
спектральным кривым

Пусть Γ — алгебраическая комплексная кривая с особенностями. Тогда
существует морфизм несингулярной алгебраической кривой Γnm:

π : Γnm → Γ,

такой что
1) в Γnm выделено конечное множество точек S с отношением эквива-

лентности ∼ на этом множестве и отображение π переводит S в точно-
сти в множество особых точек Sing = Sing Γ кривой Γ, причем прообраз
каждой точки из Sing состоит из класса эквивалентных точек;

2) отображение π : Γnm \ S → Γ \ Sing является гладкой взаимно
однозначной проекцией;

3) любое регулярное отображение F : X → Γ несингулярного алгеб-
раического многообразия X с всюду плотным образом F (X) ⊂ Γ пропус-
кается через Γnm, т.е. F = πG для некоторого регулярного отображения
G : X → Γnm.

Отображение π с такими свойствами называется нормализацией кри-
вой Γ и определяется этими условиями однозначно. Род кривой Γnm на-
зывается геометрическим родом кривой Γ и обозначается через pg(Γ).

Однако в формулу Римана–Роха входит другой род: арифметический
род pa(Γ), который складывается из геометрического рода и положитель-
ного вклада сингулярностей (точек из Sing ). Для несингулярной кривой
мы имеем pa = pg.

Например, рассмотрим случай кратных точек, когда на Γnm выделе-
ны s наборов D1, . . . , Ds, состоящих из r1, . . . , rs точек, все из которых
различны. Пусть Γ получается склейкой точек из каждого набора в одну.
Тогда

pa(Γ) = pg(Γ) +
s∑

i=1

(ri − 1).

Мероморфная 1-форма ω на Γnm задает регулярный дифференциал на
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Γ, если для любой точки из P ∈ Sing мы имеем
∑

π−1(P )

Res (fω) = 0

для всех мероморфных функций f на Γnm, которые опускаются до функ-
ций на Γ, т.е. принимают в точках из каждого дивизора Di одно и то же
значение и не имеют полюсов в π−1(P ). Регулярные дифференциалы мо-
гут иметь полюсы в прообразах особых точек. Размерность пространства
регулярных дифференциалов равна, как легко видеть, pa(Γ).

В общем случае все эти понятия излагаются в [48] (для нужд конеч-
нозонного интегрирования даны очень краткие изложения в [49, 44]).
Напомним теорему Римана–Роха для сингулярных кривых.

Пусть L(D) — пространство мероморфных функций на Γ с полюсами
в точках из D =

∑
nP P порядка ≤ nP и Ω(D) — пространство регу-

лярных дифференциалов на Γ, имеющих в каждой точке P ∈ Sing нуль
порядка не меньше, чем nP . Теорема Римана–Роха утверждает, что

dim L(D)− dim Ω(D) = deg D + 1− pa(Γ).

Для дивизора D, где deg D > pa, общего положения мы имеем dim Ω(D) =

0 и теорема Римана–Роха принимает вид

dim L(D) = deg D + 1− pa(Γ).

Теорема 4.1 Теорема Кричевера (см. выше) останется справедливой
для сингулярной алгебраической кривой, если в формулировке заменить
g на pa(Γ), т.е. на арифметический род Γ и предположение о гладкости
кривой Γ/σ заменить на условие, что P1, . . . , Pn и полюсы Ω являются
несингулярными точками.

Более того, мы можем предполагать, что ψ удовлетворяет усло-
виям (4.13) и (4.14) вместо ψ(u,Rk) = 1, k = 1, . . . , l.

Доказательство этой теоремы по существу такое же как и доказа-
тельство Кричевера в [20]. Единственность ψ устанавливается из общей
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теории функций Бейкера–Ахиезера. В случаях, изучаемых в предыду-
щих параграфах единственность тривиальна, т.к. мы работаем с рацио-
нальными кривыми. Тождество

∑

k,l

ηkl∂uixk∂ujxl − ε2
i h

2
i δij = 0

эквивалентно тождеству
∑

res (∂uiψ(u,X)∂ujψ(u, σ(X))Ω) = 0,

и получается из него прямыми вычислениями вычетов.
Замечание 4.4 (основное). В случае, когда Γnm есть объединение

гладких рациональных кривых, т.е. CP 1, процедура построения функций
Бейкера–Ахиезера и ортогональных координат очень проста: она сводит-
ся к простым вычислениям с элементарными функциями и не идет даль-
ше решения систем линейных уравнений. В то же время сингулярные
кривые арифметического рода g получаются вырождением из несингу-
лярных кривых того же рода. При этом наследуются качественные свой-
ства соответствующих этим кривым решений нелинейных уравнений, т.е.
эти решения являются достаточно сложными.

Мы ограничимся самым простым случаем, когда Γ — приводимая
кривая, состоящая из компонент Γ1, . . . , Γs, каждая из которых изоморф-
на CP 1. Эти компоненты могут попарно пересекаться по некоторым точ-
кам.

Регулярный дифференциал Ω на Γ задается набором дифференциа-
лов Ω1, . . . , Ωs на Γ1, . . . , Γs, которые могут иметь полюсы в точках пе-
ресечения компонент, причем, если P — точка пересечения компонент
Γi1 , . . . , Γir , то

r∑

k=1

resP Ωik = 0.

Арифметический род pa — это размерность пространства голоморфных
регулярных дифференциалов, т.е. таких дифференциалов, что Ωj могут
иметь полюса только в точках пересечения различных компонент.
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Для различных комбинаторных конфигураций рациональных компо-
нент и точек пересечения Теорема 4.1 переписывается в абсолютно эле-
ментарной форме и конструкция ортогональных координат сводится к
решению некоторых систем линейных уравнений. Проще продемонстри-
ровать это на примерах, которые мы приводим ниже. Для простоты мы
подразумеваем, что на каждой компоненте задан какой-то комплексный
параметр.

2-ортогональные системы координат
Пример 4.1. Пусть Γ состоит из двух экземпляров CP 1, т.е. из Γ1 и Γ2,
которые пересекаются по двум точкам:

a ∼ b, (−a) ∼ (−b), {a,−a} ⊂ Γ1, {b,−b} ⊂ Γ2

(см. рис. 4.1). Имеем pa(Γ) = 1.
Функция Бейкера–Ахиезера принимает вид

ψ1(u
1, u2, z1) = eu1z1

(
f0(u

1, u2) +
f1(u

1, u2)

z1 − α1

+ · · ·+ fk(u
1, u2)

z1 − αs1

)
, z1 ∈ Γ1,

ψ2(u
1, u2, z2) = eu2z2

(
g0(u

1, u2) +
g1(u

1, u2)

z2 − β1

+ · · ·+ gn(u1, u2)

z2 − βs2

)
, z2 ∈ Γ2.

ψ1(a) = ψ2(b), ψ1(−a) = ψ2(−b). (4.16)

Она имеет две существенные особенности в точках P1 = ∞ ∈ Γ1 и P2 =

∞ ∈ Γ2.

Γ1 Γ2

r rr r

r

r

P1 Q2Q1P2

a

−a

b

−b

Рис. 4.1.

Общее условие нормировки имеет вид

ψ1(R1,i) = d1,i, ψ2(R2,j) = d2,j, (4.17)
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где R1,i ∈ Γ1, i = 1, . . . , l1 и R2,j ∈ Γ2, j = 1, . . . , l2. Мы также имеем

l = l1 + l2 = s1 + s2.

Пусть

Ω1 =
(z2

1 − α2
1) . . . (z2

1 − α2
l1
)

z1(z2
1 − a2)(z2

1 −R2
1,1) . . . (z2

1 −R2
1,l1

)
dz1,

Ω2 =
(z2

2 − β2
1) . . . (z2

2 − β2
l2
)

z2(z2
2 − b2)(z2

2 −R2
2,1) . . . (z2

2 −R2
2,l2

)
dz2.

Положим
Q1 = 0 ∈ Γ1, Q2 = 0 ∈ Γ2.

Если справедливы следующие равенства

resaΩ1 = −resbΩ2, res−aΩ1 = −res−bΩ2, resQ1Ω1 = resQ2Ω2,

то дифференциал Ω заданный Ω1 и Ω2 является регулярным и условие
(4.15) выполнено. В этом случае, согласно теореме 4.1, координаты u1 и
u2 такие, что

x1(u) = ψ1(u, 0), x2(u) = ψ2(u, 0),

являются ортогональными.
Рассмотрим простейший случай l1 = 0 и l2 = 1.
Тогда

ψ1 = eu1z1f0(u
1, u2), ψ2 = eu2z2

(
g0(u

1, u2) +
g1(u

1, u2)

z2 − c

)
.

6

-µ´
¶³

&%

'$

µ´
¶³

&%

'$
x1

x2

Рис. 4.2.
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Условие склейки в точках пересечения и условие нормировки прини-
мают вид

ψ1(a) = ψ2(b), ψ1(−a) = ψ2(−b), ψ2(r) = 1, r = R ∈ Γ2,

откуда

ψ1 = eu1z1

(
2b(c− r)eau1+(b−r)u2

(b + c)(b− r)e2bu2 − (b + r)(b− c)e2au1

)
,

ψ2 = eu2z2

(
e−ru2

((b− c)e2au1
+ (b + c)e2bu2

)(c− r)

(b + c)(b− r)e2bu2 − (b− c)(b + r)e2au1 +

1

z2 − c

(b2 − c2)(r − c)e−ru2
(e2au1 − e2bu2

)

(b + c)(r − b)e2bu2 + (b− c)(b + r)e2au1

)
.

Дифференциал Ω определяется посредством дифференциалов

Ω1 = − 1

z1(z2
1 − a2)

dz1, Ω2 = − (z2
2 − c2)

z2(z2
2 − b2)(z2

2 − r2)
dz2.

Имеем следующее условие регулярности Ω:

resaΩ1 = res−aΩ1 = − 1

2a2
= −resbΩ2 = −res−bΩ2 =

(b2 − c2)

2b2(b2 − r2)
,

и условие (4.15) принимает вид

resQ1Ω1 =
1

a2
= resQ2Ω2 =

c2

r2b2
,

что влечет
a =

br

c
, r =

b√
2 + b2

c2

.

После замены u1 = log y1, u2 = log y2 формулы для координат запи-
сываются как

x1 =
−2b(r − c)

(c− b)(b + r)
(y2)−r

(y2)b

(y1)a

1 + (b+c)(b−r)
(c−b)(b+r)

(y2)2b

(y1)2a

,
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x2 =
b(c− r)

c(b + r)
(y2)−r

1 + (b+c)
(c−b)

(y2)2b

(y1)2a

1 + (b+c)(b−r)
(c−b)(b+r)

(y2)2b

(y1)2a

и прямыми вычислениями получаем

(x1)2 +

(
x2 − (y2)−r b(c− r)

c(b2 − r2)

)2

= (y2)−2r b2(c− r)2

c2(b2 − r2)2
.

Следовательно, координатные линии y2 = const, т.е. u2 = const, явля-
ются окружностями с центрами на оси x2. При b = ±1 эти окружно-
сти касаются оси x1, а второе семейство координатных линий состоит из
окружностей с центрами на оси x1 и касающихся оси x2 (см. рис. 4.2).
Пример 4.2. Пусть кривая Γ — такая же как и в Примере 4.1, только
пусть все существенные особенности лежат на одной компоненте, гомео-
морфной CP 1, а дивизор Q лежит на другой компоненте (см. рис. 4.3):

P1 = ∞, P2 = 0 ∈ Γ1, Q1 = ∞, Q2 = 0 ∈ Γ2.

Зададим функцию Бейкера–Ахиезера следующим образом:

ψ1(u, z1) = e
u1z1+u2

z1

(
f0(u) +

f1(u)

z1 − α1

+ · · ·+ fk(u)

z1 − αs1

)
, z1 ∈ Γ1;

ψ2(u, z2) = g0(u) +
g1(u)

z2 − β1

+ · · ·+ gn(u)

z2 − βs2

, z2 ∈ Γ2.

Γ1 Γ2

r rr r

r

r

P1 Q2P2Q1

a

−a

b

−b

Рис. 4.3.
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Условия склейки и нормировки имеют тот же вид, что и (4.16) и
(4.17). Пусть

Ω1 =
z1(z

2
1 − α2

1) . . . (z2
1 − α2

l1−1)

(z2
1 − a2)(z2

1 −R2
1,1) . . . (z2

1 −R2
1,l1

)
dz1,

Ω2 =
(z2

2 − β2
1) . . . (z2

2 − β2
l2+1)

z2(z2
2 − b2)(z2

2 −R2
2,1) . . . (z2

2 −R2
2,l2

)
dz2.

По теореме 4.1, если

resaΩ1 = −resbΩ2, res−aΩ1 = −res−bΩ2, resQ1Ω2 = resQ2Ω2,

то
∂u1x1∂u2x1 + ∂u1x2∂u2x2 = 0.

Рассмотрим простейший случай:

l1 = s2 = 1, l2 = s1 = 0, r = R ∈ Γ1, d1,1 = 1.

Тогда

ψ1 = e
u1z1+u2

z1 f(u), ψ2 = g0(u) +
g1(u)

z2 − c
,

Ω1 =
z1

(z2
1 − a2)(z2

1 − r2)
dz1, Ω2 =

(z2
2 − c2)

z2(z2
2 − b2)

dz2.

Имеем

resaΩ1 = res−aΩ1 =
1

2(a2 − r2)
, resbΩ2 = res−bΩ2 =

(b2 − c2)

2b2
,

resQ1Ω2 = −1, resQ2Ω2 =
c2

b2
,

и условия регулярности Ω и (4.15) выполнены, когда

b = ±ic, a2 − r2 = −1

2
.

Для частного решения

b = i, c = −1, a =
i

2
, r =

1

2
,
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формулы погружения принимают вид

x1 = e−
u1

2
−2u2

(
cos

(
u1

2
− 2u2

)
+ sin

(
u1

2
− 2u2

))
,

x2 = e−
u1

2
−2u2

(
cos

(
u1

2
− 2u2

)
− sin

(
u1

2
− 2u2

))
.

После замены
y1 =

u1

2
, y2 = 2u2

получим
x1 = e−y1−y2

(cos(y1 − y2) + sin(y1 − y2)),

x2 = e−y1−y2

(cos(y1 − y2)− sin(y1 − y2)).

При этом “прямые” y1 + y2 = const отвечают окружностям с центра-
ми в x = 0, а “прямые” y1 − y2 = const задают в x-пространстве лучи,
выходящие из начала координат.

3-ортогональные системы координат
Пример 4.3. Пусть Γ состоит из трех компонент Γ1, Γ2 и Γ3, гомео-

морфных CP 1, пересекающихся по четырем точкам, как это показано на
рис. 4.4:

Γ1 Γ2 Γ3

r rr rr r

r

r

r

r

r

P1 Q1P2P3 Q3Q2

a

−a

b

−b

c

−c

d

−d

Рис. 4.4.

±a ∼ ±b, ±c ∼ ±d, ±a ∈ Γ1, ±b,±c ∈ Γ2, ±d ∈ Γ3.

Положим

P1 = ∞ ∈ Γ1, P2 = 0 ∈ Γ1, P3 = ∞ ∈ Γ2,
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Q1 = 0 ∈ Γ2, Q2 = ∞ ∈ Γ3, Q3 = 0 ∈ Γ3,

l = 1, r = R ∈ Γ1, ψ1(r) = 1.

Имеем
ψ1(u, z1) = e

u1z1+u2

z1 f(u), z1 ∈ Γ1,

ψ2(u, z2) = eu3z2

(
g0(u) +

g1(u)

z2 − β

)
, z2 ∈ Γ2,

ψ3(u, z3) = h0(u) +
h1(u)

z3 − γ
, z3 ∈ Γ3,

а также
ψ1(±a) = ψ2(±b), ψ2(±c) = ψ3(±d), ψ1(r) = 1.

Возьмем Ω заданный дифференциалами

Ω1 =
z1dz1

(z2
1 − a2)(r2 − z2

1)
, Ω2 =

(β2 − z2
2)dz2

z2(z2
2 − b2)(z2

2 − c2)
, Ω3 =

(γ2 − z2
3)dz3

z3(z2
3 − d2)

.

Условие регулярности Ω и условие (4.15) выполнено при

a2 = − 1

12
, b = −1

3
, c = d = i, β = bc, γ = −1

и в этом случае мы имеем

x1 =
√

2e−
u1

2
−2u2

cos

(
1

12
(3π + 2

√
3(u1 − 2(6u2 + u3)))

)
,

x2 =
√

2e−
u1

2
−2u2

(
cos

(
u1 − 2(6u2 + u3)

2
√

3

)
sin

(π

4
+ u3

)
+

sin

(
u1 − 2(6u2 + u3)

2
√

3

)
cos

( π

12
+ u3

))
,

x3 =
√

2e−
u1

2
−2u2

(
cos

(
u1 − 2(6u2 + u3)

2
√

3

)
cos

(π

4
+ u3

)
−

sin

(
u1 − 2(6u2 + u3)

2
√

3

)
sin

( π

12
+ u3

))
.

Непосредственно проверяется, что

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 3e−u1−4u2

,
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x1−
(

1−√3

2
x2 +

1 +
√

3

2
x3

)
cos u3−

(
1 +

√
3

2
x2 +

√
3− 1

2
x3

)
sin u3 = 0,

2(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 + ((x1)2 + (x2)2 + (x3)2) sin

(
u1 − 2(6u2 + u3)√

3

)
= 0.

Таким образом “плоскости” u3 = const задают плоскости, проходящие
через точку x = 0, “плоскости” u1+4u2 = const задают сферы с центрами
в x = 0, а “плоскости” u1−2(6u2+u3) = const задают конусы с вершинами
в x = 0.

4.1.3 Классические системы координат

Евклидова система координат. Пусть Γ является объединением n

экземпляров Γ1, . . . , Γn комплексной проективной прямой CP 1. Положим

Pj = ∞, Qj = 0, Rj = −1 ∈ Γj, ψj(Rj) = 1, j = 1, . . . , n.

Тогда дифференциал Ω задается дифференциалами

Ωj =
dzj

zj(z2
j − 1)

, j = 1, . . . , n,

на компонентах Γ. Функция Бейкера–Ахиезера ψ равна

ψj = eujzjfj(u
j), j = 1, . . . , n

и мы получаем евклидовы координаты в Rn (см. Замечание 4.2):

xj = euj

.

Полярные координаты. Пусть Γ состоит из пяти неприводимых ком-
понент Γ1, . . . , Γ5, которые пересекаются, как показано на рис. 4.5:

{0 ∈ Γ1} ∼ {0 ∈ Γ2}, {a ∈ Γ2} ∼ {b1 ∈ Γ3}, {−a ∈ Γ2} ∼ {b2 ∈ Γ4},

{c1 ∈ Γ3} ∼ {d ∈ Γ5}, {c2 ∈ Γ4} ∼ {−d ∈ Γ5}.
Зададим инволюцию σ на Γ следующим образом:
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a) на Γ1, Γ2 и Γ3 инволюция имеет вид

σ(zj) = −zj;

b) Γ3 и Γ4 переставляются под действием σ и точки b1, c1,∞ ∈ Γ3

отображаются в точки b2, c2,∞ ∈ Γ4 соответственно.
Несложно проверить, что

σ(z3) =
b2 − c2

b1 − c1

z3 +
b1c2 − b2c1

b1 − c1

,

σ(z4) =
b1 − c1

b2 − c2

z4 +
b2c1 − b1c2

b2 − c2

.

Положим
β1 =

b2c1 − b1c2

b2 − c2

, β2 =
b1c2 − b2c1

b1 − c1

,

тогда 0 ∈ Γ3 отображается по действием σ в β2 ∈ Γ4, а 0 ∈ Γ4 отобража-
ется в β1 ∈ Γ3.

В качестве дивизоров P = P1 + P2 и Q = Q1 + Q2 возьмем

P1 = ∞ ∈ Γ1, P2 = ∞ ∈ Γ2, Q1 = 0 ∈ Γ5, Q2 = ∞ ∈ Γ5.

Возьмем в качестве D = γ1 + γ2 + γ3 дивизор

γ1 = 0 ∈ Γ3, γ2 = 0 ∈ Γ4, γ3 = α ∈ Γ5.

Так как deg D = g + l− 1 = 3 и g = pa(Γ) = 1, мы имеем l = 3. Положим

R1 = −1 ∈ Γ1, R2 = ∞ ∈ Γ4, R3 = ∞ ∈ Γ5.

Тогда функция Бейкера–Ахиезера принимает вид

ψ1(u, z1) = eu1z1f1(u), ψ2(u, z2) = eu2z2f2(u),

ψ3(u, z3) =
f3(u)

z3

+ f̂3(u), ψ4(u, z4) =
f4(u)

z4

+ f̂4(u),

ψ5(u, z5) = f5(u) +
f̂5(u)

z5 − α
.
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Рис. 4.5.

Имеем

ψ1(u, 0) = ψ2(u, 0), ψ2(u, a) = ψ3(u, b1), ψ2(u,−a) = ψ4(u, b2),

ψ3(u, c1) = ψ5(u, d), ψ4(u, c2) = ψ5(u,−d).

Возьмем следующие условия нормировки:

ψ1(u,−1) = 1, ψ3(u,∞) = 0, ψ4(u,∞) = 0.

Это дает

f1 = eu1

, f2 = eu1

, f3 = eu1+au2

, f̂3 = 0, f4 = eu1−au2

, f̂4 = 0,

f5 =
eu1−au2

(b1c2e
2au2

(d− α) + b2c1(d + α))

2c1c2d
,

f̂5 =
eu1−au2

(−b2c1 + e2au2
b1c2)(d

2 − α2)

2c1c2d
.

Прямыми вычислениями легко проверить, что при

a = i, b1 = b̄2 =
i

2
, c1 = c̄2 =

i− 1

2
, d = −iα

дифференциал Ω, заданный дифференциалами

Ω1 = − dz1

z1(z2
1 − 1)

, Ω2 = − dz2

z2(z2
2 − a2)

, Ω3 = − z3(z3 − β1)dz3

(z3 − b1)(z3 − c1)
,

Ω4 = − z4(z4 − β2)dz3

(z4 − b2)(z4 − c2)
, Ω5 = −(z2

5 − α2)dz5

z5(z2
5 − d2)

,
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регулярен на Γ и удовлетворяет условию (4.15), а

x1 = ψ5(Q1) = r cos ϕ, x2 = ψ5(Q2) = r sin ϕ,

где r = eu1 и ϕ = u2.
Замечание 4.5. Мы видим, что значения α и d не определены одно-

значно, а имеется только соотношение α = id. Поэтому, как и в случае
метода одевания, в этой конструкции одной и той же метрике отвечают
классы эквивалентных спектральных данных (см. Замечание 4.1.)

Цилиндрические координаты. В качестве Γ возьмем несвязное объ-
единение кривой из предыдущего примера Γ̂ (полярные координаты) и
копию Γ6 кривой CP 1. Все данные относящиеся к Γ̂ — те же самые, что
и в предыдущем примере. На Γ6 возьмем Q3 = 0, P3 = ∞, R4 = −1 и
ψ(R4) = 1. Тогда мы имеем ψ6(u

3) = eu3(z6+1) и

x1 = ψ5(Q1) = r cos ϕ, x2 = ψ5(Q2) = r sin ϕ, x3 = ψ6(Q3) = z,

где r = eu1
, ϕ = u2 и z = u3.

Сферические координаты в R3. Кривая Γ состоит из 9 неприводимых
компонент, которые пересекаются, как это показано на рис. 4.6:

rP1

Γ1 r
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0

Γ2

rrrP2
a
−a
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b2

Γ3

rc1

Γ4

r
c2

rQ1
d
−d

Γ5 r0 0
Γ6

rrrP3
a
−a

b1

b2

Γ7

rc1

Γ8

r
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rQ2
d
−d

rQ3

Γ9

Рис. 4.6.

{0 ∈ Γ1} ∼ {0 ∈ Γ2}, {a ∈ Γ2} ∼ {b1 ∈ Γ3}, {−a ∈ Γ2} ∼ {b2 ∈ Γ4},

{c1 ∈ Γ3} ∼ {d ∈ Γ5}, {c2 ∈ Γ4} ∼ {−d ∈ Γ5}, {0 ∈ Γ5} ∼ {0 ∈ Γ6},
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{a ∈ Γ6} ∼ {b1 ∈ Γ7}, {−a ∈ Γ6} ∼ {b2 ∈ Γ8},
{c1 ∈ Γ7} ∼ {d ∈ Γ9}, {c2 ∈ Γ8} ∼ {−d ∈ Γ9},

где, для простоты, мы обозначаем одним и тем же символом точки в
разных компонентах, если координаты этих точек совпадают (например,
a в Γ2 и Γ6).

Возьмем

Q1 = ∞ ∈ Γ5, Q2 = ∞ ∈ Γ9, Q3 = 0 ∈ Γ9,

P1 = ∞ ∈ Γ1, P2 = ∞ ∈ Γ2, P3 = ∞ ∈ Γ6

и выберем дивизор D следующим образом

γ1 = 0 ∈ Γ3, γ2 = 0 ∈ Γ4, γ3 = α ∈ Γ5,

γ4 = 0 ∈ Γ7, γ5 = 0 ∈ Γ8, γ6 = α ∈ Γ9.

Имеем pa(γ) = 2, deg D = 6, и следовательно, l = 5. Положим

R1 = −1 ∈ Γ1, R2 = ∞ ∈ Γ3, R3 = ∞ ∈ Γ4, R4 = ∞ ∈ Γ7, R5 = ∞ ∈ Γ8.

Функция Бейкера–Ахиезера записывается следующим образом

ψ1 = eu1z1f1(u), ψ2 = eu2z2f2(u), ψ3 =
f3(u)

z3

+ f̂3(u),

ψ4 =
f4(u)

z4

+ f̂4(u), ψ5 = f5(u) +
f̂5(u)

(z5 − α)
, ψ6 = eu3z6f6(u),

ψ7 =
f7(u)

z7

+ f̂7(u), ψ8 =
f8(u)

z8

+ f̂8(u), ψ9 = f9(u) +
f̂9(u)

z9 − α
.

Имеем следующие условия склейки (для краткости мы опускаем пере-
менные u):

ψ1(0) = ψ2(0), ψ2(a) = ψ3(b1), ψ2(−a) = ψ4(b2), ψ3(c1) = ψ5(d),

ψ4(c2) = ψ5(−d), ψ5(0) = ψ6(0), ψ6(a) = ψ7(b1), ψ6(−a) = ψ8(b2),
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ψ7(c1) = ψ9(d), ψ8(c2) = ψ9(−d).

Возьмем следующие условия нормировки:

ψ1(u,−1) = 1, ψ3(u,∞) = 0, ψ4(u,∞) = 0, ψ7(u,∞) = 0, ψ8(u,∞) = 0.

Пусть a, b1, b2, c1, c2, d принимают те же значения, что и в случае по-
лярных координат и тогда регулярная форма Ω строится как и в этом
случае. Прямыми вычислениями получаем

x1 = ψ5(Q1) = r sin ϕ,

x2 = ψ9(Q2) = r cos ϕ sin θ, x3 = ψ9(Q3) = r cos ϕ cos θ,

где r = eu1
, ϕ = u2 и θ = u3.

Сферические координаты в Rn. Пусть Γ(n−1) — спектральная кривая
и ψ(n−1) — функции Бейкера–Ахиезера для (n− 1)-мерных сферических
координат. Спектральная кривая Γ(n) для n-мерных сферических коор-
динат строится как объединение Γ(n−1) и кривой, изображенной на рис.
4.7. При этом эти кривые пересекаются по точкам 0 ∈ Γ4n−7 ⊂ Γ(n−1)

и 0 ∈ Γ4n−6 (заметим, что число неприводимых компонент Γ(k) равно
4k − 3). Кроме того мы имеем

Pn = ∞ ∈ Γ4n−6, Qn−1 = ∞, Qn = 0 ∈ Γ4n−3.

На Γ(n−1) функция Бейкера–Ахиезера совпадает с ψ(n−1) и на дополни-
тельных компонентах она определяется следующим образом:

ψ4n−6 = eunz4n−6f4n−6(u), ψ4n−5 =
f4n−5(u)

z4n−5

,

ψ4n−4 =
f4n−4(u)

z4n−4

, ψ4n−3 = f4n−3(u) +
f̂4n−3(u)

z4n−3 − α
.
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Рис. 4.7.
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4.2 Примеры алгебраических фробениусовых
многообразий

В этом параграфе мы продемонстрируем, как построить явные приме-
ры фробениусовых многообразий с помощью аналитических методов ко-
нечнозонного интегрирования. При этом мы применим схему Кричевера
для построения решений уравнений ассоциативности [20]. Хотя достаточ-
но ясно, что решения уравнений ассоциативности, отвечающие гладким
спектральным кривым не являются квазиоднородными, мы покажем,
что в сильно вырожденном случае, когда спектральная кривая состоит
из рациональных неприводимых компонент, решения могут быть ква-
зиоднородными. Расширение этих решений до фробениусовых многооб-
разий достигается использованием технической алгебраической леммы,
изложенной в §4.2.4.

До недавнего времени все известные фробениусовы многообразия ис-
черпывались примерами Дубровина фробениусовых структур на про-
странствах орбит групп Кокстера (в этом случае Дубровин использовал
плоскую метрику Саито на пространстве орбит и такие решения уравне-
ний WDVV, отвечающие особенностям типа An, были найдены в [50]) и
на пространствах Гурвица, квантовыми когомологиями и расширенны-
ми пространствами модулей комплексных структур на многообразиях
Калаби–Яу [51]. В [52] этот список был расширен Шрамченко, “удво-
ившей” фробениусовы структуры Дубровина на пространствах Гурвица
(многообразия Шрамченко имеют удвоенную размерность пространств
Гурвица).

Во всех указанных случаях многообразие с такой структурой имеет
свой собственный геометрический смысл и только квантовые когомоло-
гии могут не быть полупростыми, т.е. в касательной фробениусовой ал-
гебре в общей точке могут содержаться нильпотентные элементы. Наши
примеры всегда не обладают свойством полупростоты (таким образом
они не связаны напрямую с изомонодромными деформациями, см. [53])
и получаются аналитическими методами без какого-либо указания на их
связи с другими геометрическими объектами. Эти примеры являются ал-
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гебраическими в том смысле, что корреляторы cijk = ∂3F
∂xi∂xj∂xk являются

алгебраическими функциями.

4.2.1 Некоторые предварительные факты о егоров-
ских метриках и фробениусовых многообрази-
ях

Для заданного симметричного тензора ηαβ = ηβα, уравнения ассоциатив-
ности на функцию F имеют вид

∂3F (t)

∂tα∂tβ∂tλ
ηλµ ∂3F (t)

∂tγ∂tδ∂tµ
=

∂3F (t)

∂tγ∂tβ∂tλ
ηλµ ∂3F (t)

∂tα∂tδ∂tµ
, (4.18)

где t = (t1, . . . , tn) и индексы изменяются от 1 до n. Они эквивалентны
условию, что конечномерная алгебра с образующими e1, . . . , en и комму-
тативным умножением

eα · eβ = cγ
αβeγ, cαβγ =

∂3F (t)

∂tα∂tβ∂tγ
, cγ

αβ = ηγδcαβδ,

является ассоциативной, т.е. мы имеем

(eα · eβ) · eγ = eα · (eβ · eγ) для всех α, β, γ.

Эти уравнения первоначально появились в топологической теории по-
ля, где вместе с условиями

c1αβ = ηαβ, α, β = 1, . . . , n; ηαβηβγ = δα
γ ,

где метрика ηαβ — постоянная, и

F (λd1t1, . . . , λdntn) = λdF F (t1, . . . , tn) (4.19)

(условие квазиоднородности) они образуют систему уравнений Виттена–
Дийкграфа–Верлинде–Верлинде (WDVV) [54, 50].

Условие квазиоднородности обобщается следующим образом: пред-
полагается, что существует векторное поле E = (qα

β tβ + rα)∂α такое, что
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Eα∂αF = dF F (в случае (4.19) мы имеем E = d1t
1∂1 + · · ·+ dntn∂n) и это

обобщение покрывает случай квантовых когомологий.
Так как, согласно [50], важно только, чтобы корреляторы cijk, т.е.

третьи производные F , были квазиоднородны в смысле (4.19), существу-
ет другое обобщение квазиоднородности, которое выглядит следующим
образом

Eα∂αF = dF F + (полином второго порядка по t1, . . . , tn).

Это обобщение важно для нас потому, что в наших примерах часть по-
казателей di равны −1.

Геометрической формой решений уравнений WDVV является поня-
тие фробениусова многообразия, введенное Дубровиным [53], открыв-
шим богатые дифференциально–геометрические свойства уравнений
WDVV, что положило начало фробениусовой геометрии.

Существует важное соотношение между фробениусовыми многообра-
зиями и егоровскими метриками, также открытое Дубровиным [55].

Метрика

ds2 =
n∑

i=1

H2
i (u)

(
dui

)2 (4.20)

называется егоровской, если коэффициенты вращения

βij =
∂iHj

Hi

, i 6= j,

являются симметричными: βij = βji. Рассмотрим метрики Дарбу–Егорова,
т.е. плоские егоровские метрики

ηαβdxαdxβ =
n∑

i=1

H2
i (u)

(
dui

)2
,

где x1, . . . , xn — плоские координаты в некоторой области, в которой ко-
эффициенты ηαβ постоянны. Имеем

ηαβ =
∑

i

H−2
i

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui
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и условие плоскости метрики вместе с симметричностью коэффициентов
вращения влечет, что существует функция F , называемая препотенциа-
лом, такая, что

cαβγ =
n∑

i=1

H2
i

∂ui

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
=

∂3F

∂xα∂xβ∂xγ
(4.21)

и имеют место уравнения ассоциативности:

cλ
αβcµ

λγ = cµ
αλc

λ
βγ для всех α, β, γ = 1, . . . , n,

где

cα
βγ =

∑
i

∂xα

∂ui

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
.

При условии, что ассоциативная алгебра полупроста, обратное также
верно: можно построить по решению F (t) уравнений ассоциативности
егоровскую метрику, удовлетворяющую (4.21).

4.2.2 Конечнозонное построение егоровских метрик
и фробениусовых многообразий

Условие, что формула (4.20) определяет евклидову метрику

ds2 = ηαβdxαdxβ = δαβdxαdxβ

в некоторой области (без предположения, что коэффициенты вращения
симметричны) означает, что u1, . . . , un — криволинейные n-ортогональ-
ные координаты в этой области и это условие записывается в виде урав-
нений Дарбу.

Первым методы интегрируемых систем для построения явных реше-
ний системы Дарбу применил Захаров [21], использовавший метод одева-
ния. Впоследствии этот подход был распространен Кричевером на метод
конечнозонного интегрирования.

В предыдущем параграфе мы уже применили процедуру Кричевера к
сильно вырожденному случаю, когда спектральная кривая приводима и
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все ее неприводимые компоненты рациональны. В этом случае процедура
построения решений сводится к линейным уравнениям.

В этом параграфе мы рассмотрим те же спектральные кривые.
Пусть Γ приводимая алгебраическая кривая такая, что все ее непри-

водимые компоненты Γ1, . . . , Γs изоморфны CP 1 и все сингулярности на
Γ являются точками пересечений различных компонент.

Регулярный дифференциал Ω на Γ задается мероморфными диффе-
ренциалами Ω1, . . . , Ωs на компонентах такими, что каждый такой диф-
ференциал может иметь только простые полюсы и только в точках пере-
сечения компонент, причем сумма вычетов в каждой точке пересечения
компонент равна нулю:

r∑
j=1

resPΩij = 0, P ∈ Γi1 ∩ · · · ∩ Γir .

Возьмем три дивизора на Γ:

P = P1 + · · ·+ Pn, D = γ1 + · · ·+ γga+l−1, R = R1 + · · ·+ Rl,

где ga арифметический род Γ. Обозначим через k−1
i некоторый локаль-

ный параметр около Pi, i = 1, . . . , n. Говорят, что ψ(u1, . . . , un, z), z ∈ Γ

есть функция Бейкера–Ахиезера, отвечающая данным S = {P,D,R},
если

1) ψ exp(−uiki) аналитична около Pi, i = 1, . . . , n;
2) ψ мероморфна на Γ\{∪Pi} с полюсами в γj, j = 1, . . . , ga + l − 1;
3) ψ(u,Rk) = 1, k = 1, . . . , l.
Возьмем дополнительный дивизор Q = Q1 + · · ·+ Qn на Γ такой, что

Qi ∈ Γ \ {P ∪D ∪R}, i = 1, . . . , n, и положим

xj(u1, . . . , un) = ψ(u1, . . . , un, Qj), j = 1, . . . , n.

Для таких кривых с помощью схемы Кричевера получаем (см. §4.2):

• Пусть Γ допускает голоморфную инволюцию σ : Γ → Γ такую, что

1) σ имеет в точности 2m,m ≤ n неподвижных точек P1, . . . , Pn ∈ P

и 2m− n точек из Q;
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2) σ(Q) = Q, т.е. точки из Q либо неподвижны, либо переставля-
ются инволюцией:

σ(Qk) = Qσ(k), k = 1, . . . , n;

3) σ(k−1
i ) = −k−1

i около Pi, i = 1, . . . , n;

4) существует регулярный дифференциал Ω на Γ такой, что его
дивизор нулей и полюсов имеет вид

(Ω)0 = D + σD + P, (Ω)∞ = R + σR + Q.

Тогда Ω является поднятием некоторого мероморфного дифферен-
циала Ω0 с Γ0 = Γ/σ и мы имеем

∑

k,l

ηkl∂uixk∂ujxl = ε2
i h

2
i δij,

где
hi = lim

P→Pi

(
ψe−uiki

)
, ηkl = δk,σ(l)resQk

Ω0,

и
Ω0 =

1

2

(
ε2

i λi + O(λi)
)
dλi, λi = k−2

i , в Pi, i = 1, . . . , n.

Более того, если существует антиголоморфная инволюция

τ : Γ → Γ

такая, что все неподвижные точки σ неподвижны при τ и

τ ∗(Ω) = Ω

то коэффициенты Hi(u) вещественны для u1, . . . , un ∈ R и u1, . . . ,

un являются n-ортогональными координатами в плоском n-прос-
транстве с метрикой ηkldxkdxl.

Следующая теорема выделяет специальный случай, когда эта кон-
струкция приводит к метрикам Дарбу–Егорова и квазиоднородным ре-
шениям уравнений ассоциативности.
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Теорема 4.2 1) Пусть каждая компонента Γi, i = 1, . . . , n содержит
пару точек Pi = ∞, Qi = 0 и k−1

i = zi — глобальный параметр на
Γi. Предположим также, что каждая точка пересечения a ∈ Γi ∩ Γj

различных компонент имеет одинаковые координаты на обеих компо-
нентах:

zi(a) = zj(a),

и инволюция σ на каждой компоненте имеет вид

σ(zi) = −zi.

Тогда метрика

ds2 = ηkldxkdxl =
∑

i

(
ε2

i h
2
i

) (
dui

)2
, hi = hi(u

1, . . . , un), i = 1, . . . , n,

построенная по этим спектральным данным, является метрикой Дар-
бу–Егорова.

2) Более того, предположим, что спектральная кривая связна и
функция Бейкера–Ахиезера нормирована в одной точке r:

ψ(u, r) = 1, R = r ∈ Γ.

Тогда функции

cαβγ(x) =
n∑

i=1

H2
i

∂ui

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
, Hi = εihi,

являются однородными

cαβγ(λx1, . . . , λxn) =
1

λ
cαβγ(x

1, . . . , xn).

Доказательство первого утверждения следует схеме Кричевера [20].
Возьмем мероморфную функцию f : Γ → C, определенную на компонен-
тах параметрами zi, i = 1, . . . , n:

f(w) = zi(w) для w ∈ Γi.
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Тогда дифференциал

ω = f(z)
∂iψ(u, z)

hi(u)

∂jψ(u, σ(z))

hj(u)

имеет полюсы только в Pi и Pj с вычетами βij и −βji, что влечет
∑

res ω = βij − βji = 0.

Доказательство второго утверждения немедленно вытекает из лемм
4.1 и 4.2.
Лемма 4.1 В условиях теоремы 4.2, мы имеем равенство

xj(u1 + µ, . . . , un + µ) = e−rµxj(u1, . . . , un).

Доказательство. На компонентах Γj функция равна

ψj(zj) = eujzj

(
fj0(u) +

fj1(u)

zj − γj
1

+ · · ·+ fjkj
(u)

zj − γj
kj

)
.

Пусть r ∈ Γp. Тогда условие ψ(r) = 1 записывается как

fp0(u) +
fp1(u)

r − γp
1

+ · · ·+ fpkp(u)

r − γp
kp

= e−rup

. (4.22)

Если компоненты Γi и Γj пересекаются в некоторой точке a, то эта точка
имеет одинаковые координаты на обеих компонентах и условие

ψj(a) = ψi(a),

принимает вид

ea(uj−ui)

(
fj0(u) +

fj1(u)

a− γj
1

+ · · ·+ fjkj
(u)

a− γj
kj

)
=

(
fi0(u) +

fi1(u)

a− αi
1

+ · · ·+ fiki
(u)

a− αi
ki

)
.

(4.23)
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Согласно (4.22) и (4.23) сдвиг

uj → uj + µ,

приводит к умножению коэффициентов fsk:

fsk → fske
−rµ для всех s, k.

Так как xj(u) = ψj(u, 0), это доказывает лемму.
Лемма 4.2

∂xj

∂uα
(u(λx)) = λ

∂xj

∂uα
(u(x)),

∂uα

∂xj
(λx) =

1

λ

∂uα

∂xj
(x).

Доказательство. Из леммы 4.1 следует, что

∂xj

∂uα (u1 + µ, . . . , un + µ)

xj(u1 + µ, . . . , un + µ)
=

∂xj

∂uα (u1, . . . , un)

xj(u1, . . . , un)
.

Поэтому мы имеем

∂xj

∂uα
(u(λx)) =

∂xj

∂uα
(u1(x) + µ, . . . , un(x) + µ) =

=
∂xj

∂uα
(u(x))

λxj(u(x))

xj(u(x))
= λ

∂xj

∂uα
(u(x)), λ = e−rµ,

что доказывает первое утверждение леммы. Так как ∂uα

∂xj
∂xj

∂uβ = δα
β , второе

утверждение вытекает из первого. Это доказывает лемму 4.2 и заканчи-
вает доказательство теоремы 4.2.

Заданное квазиоднородное решение уравнений ассоциативности (4.18)
с постоянной обратимой матрицей

(
ηαβ

)
можно расширить до не полу-

простого фробениусова многообразия посредством процедуры, предло-
женной в §4.2.4.

4.2.3 Примеры

Мы приведем два примера. Первый из них является простейшим реше-
нием, входящим в бесконечное семейство, полученное в теореме 4.2, а
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второй пример показывает, что существуют другие решения с такими
же спектральными кривыми, которые не покрываются теоремой 4.2.

Пример 4.4. Пусть Γ образована двумя сферами Γ1 и Γ2, которые
пересекаются по паре точек (см. Рис. 4.8):

{a,−a ∈ Γ1} ∼ {a,−a ∈ Γ2}.

Γ1 Γ2

r rr r

r

r

P1 Q2Q1P2

a

−a

Рис. 4.8.

Арифметический род Γ равен 1: ga(Γ) = 1.
Мы рассмотрим случай когда n = 2 и l = 1, т.е. функция Бейкера–

Ахиезера нормирована в одной точке r. Положим r ∈ Γ2 и ψ2(r) = 1.
Функция ψ принимает вид

ψ1 = eu1z1f0(u
1, u2), ψ2 = eu2z2

(
g0(u

1, u2) +
g1(u

1, u2)

z2 − c

)

и условие совместности выглядит следующим образом: ψ1(a) = ψ2(a),
ψ1(−a) = ψ2(−a). Это влечет

ψ1 = eu1z1

(
2a(c− r)eau1+(a−r)u2

(a + c)(a− r)e2au2 − (a + r)(a− c)e2au1

)
,

ψ2 = eu2z2

(
e−ru2

((a− c)e2au1
+ (a + c)e2au2

)(c− r)

(a + c)(a− r)e2au2 − (a− c)(a + r)e2au1 +

1

z2 − c

(a2 − c2)(r − c)e−ru2
(e2au1 − e2au2

)

(a + c)(r − a)e2au2 + (a− c)(a + r)e2au1

)
.
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Дифференциал Ω определяется дифференциалами

Ω1 =
β

z1(z2
1 − a2)

dz1, Ω2 =
(z2

2 − c2)

z2(z2
2 − a2)(z2

2 − r2)
dz2.

Условие регулярности Ω имеет вид

resaΩ1 = res−aΩ1 =
β

2a2
= −resaΩ2 = −res−aΩ2 = − (a2 − c2)

2a2(a2 − r2)
,

что влечет
β =

c2 − a2

a2 − r2
. (4.24)

Для получения евклидовой метрики ηαβ = δαβ мы предполагаем, что
ε2
1 = ε2

2 или эквивалентно

resQ1Ω1 = − β

a2
= resQ2Ω2 = − c2

r2a2

откуда мы получаем

β =
c2

r2
, r =

a√
2− a2

c2

. (4.25)

Из (4.24) и (4.25) мы получаем формулу, выражающую r через свободные
параметры a и c:

r =
a√

2− a2

c2

.

Что бы получить вещественнозначные функции x1, . . . , xn, мы должны
предположить, что τ ∗(Ω) = Ω̄ для τ : zi → z̄i, i = 1, 2. Это имеет место,
когда

a2, c2, r2 ∈ R.

Препотенциал принимает вид

Fa,c(x
1, x2) =

1

4ac

(
2x2

√
(a2 − c2)x2

1 + c2x2
2

+2cx2
1 log

(
−cx2 +

√
(a2 − c2)x2

1 + c2x2
2

x1

)
−
√

2c2 − a2(x2
1 + x2

2)
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× log

(
c2(x2

1 − 3x2
2) + a2(x2

2 − x2
1)− 2x2

√
2c2 − a2

√
(a2 − c2)x2

1 + c2x2
2

))

и удовлетворяет уравнениям ассоциативности при ηαβ = δαβ.
Когда a = 1, c = 2√

7
формулы для координат и корреляторов явля-

ются достаточно простыми:

x1 =
4(7−√7)eu1−u2

(21− 6
√

7)e2u1 + (7 + 2
√

7)e2u2)
,

x2 =
e−2u2

(3(
√

7− 3)e2u1
+ (5 +

√
7)e2u2

)

3(
√

7− 2)e2u1 + (2 +
√

7)e2u2
,

c111 = −9x8
1 + 51x6

1x
2
2 + 88x4

1x
4
2 + (2x2

1x
3
2 + 4x5

2)
√

(3x2
1 + 4x2

2)
3 + 48x2

1x
6
2

2x1(3x4
1 + 7x2

1x
2
2 + 4x4

2)
2

,

c112 =
9x6

1x2 + 15x4
1x

3
2 − 8x2

1x
5
2 + (2x2

1x
2
2 + 4x4

2)
√

(3x2
1 + 4x2

2)
3 − 16x7

2

2(3x4
1 + 7x2

1x
2
2 + 4x4

2)
2

,

c122 = −9x7
1 + 15x5

1x
2
2 − 8x3

1x
4
2 + (2x3

1x2 + 4x1x
3
2)

√
(3x2

1 + 4x2
2)

3 − 16x1x
6
2

2(3x4
1 + 7x2

1x
2
2 + 4x4

2)
2

,

c222 =
−27x6

1x2 − 16x7
2 − 72x2

1x
5
2 + (4x2

1x
2
2 + 2x4

1)
√

(3x2
1 + 4x2

2)
3 − 81x4

1x
3
2

2(3x4
1 + 7x2

1x
2
2 + 4x4

2)
2

.

Пример 4.5. Пусть комплексная кривая Γ — такая же, как в примере
4.4. В отличие от примера 4.4 мы предположим, что

P1 = ∞ ∈ Γ1, P2 = 0 ∈ Γ1, Q1 = ∞ ∈ Γ2, Q2 = 0 ∈ Γ2,

точка нормализации R = r лежит на Γ1 и дивизор полюсов D = c ле-
жит на Γ2 (см. Рис. 4.9). Вместе с тем мы не предполагаем, что точки
пересечения имеют одинаковые координаты:

a ∼ b, −a ∼ −b, ±a ∈ Γ1, ±b ∈ Γ2, a 6= b.
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Γ1 Γ2

r rr r

r

r

P1 Q2P2Q1

a

−a

b

−b

Рис. 4.9.

Возьмем функцию Бейкера–Ахиезера в виде

ψ1 = e
u12z1+ u2

2z1 f(u), ψ2 = g0(u) +
g1(u)

z2 − c
.

Дифференциал Ω определяется дифференциалами

Ω1 =
z1

(z2
1 − a2)(z2

1 − r2)
dz1, Ω2 =

(z2
2 − c2)

z2(z2
2 − b2)

dz2.

Имеем условие регулярности:

resaΩ1 = res−aΩ1 =
1

2(a2 − r2)
= −resbΩ2 = −res−bΩ2 = −(b2 − c2)

2b2
,

и условие евклидовости: ε2
1 = ε2

2:

resQ1Ω2 = −1 = resQ2Ω2 =
c2

b2
.

Эти условия выполнены тогда и только тогда, когда b = ±ic и a2 − r2 =

−1
2
. Положим

b = i, c = −1, a =
i

2
, r =

1

2
,

что приводит к

x1 = e−u1−u2

(cos(u1 − u2) + sin(u1 − u2)),

x2 = e−u1−u2

(cos(u1 − u2)− sin(u1 − u2)).

Мы получаем метрику Дарбу–Егорова

ds2 =
(
dx1

)2
+

(
dx2

)2
= 4e−2(u1+u2)

((
du1

)2
+

(
du2

)2
)
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и квазиоднородные решения уравнений ассоциативности (4.18) потому,
что как и в случае теоремы 4.2 имеем

xi(u1 + µ, u2 + µ) = e−2µxi(u1, u2), i = 1, 2.

Эти решения выглядят очень просто и препотенциал F (x1, x2) равен

F (x1, x2) = −1

8

((
x1

)2
+

(
x2

)2
)

log
((

x1
)2

+
(
x2

)2
)

.

Более того он включен в линейное семейство квазиоднородных функций

Fq(x
1, x2) = q

((
x1

)2
+

(
x2

)2
)

arctan

(
x1

x2

)

−1

8

((
x1

)2
+

(
x2

)2
)

log
((

x1
)2

+
(
x2

)2
)

, q ∈ R,

которые удовлетворяют уравнениям ассоциативности при ηαβ = δαβ.
Корреляторы для F также выглядят очень просто:

c111 = −3

2

x1

(x1)2 + (x2)2 +
(x1)

3

(
(x1)2 + (x2)2)2 ,

c112 = −1

2

x2

(x1)2 + (x2)2 +
(x1)

2
x2

(
(x1)2 + (x2)2)2 ,

и формулы для c122 и c222 получаются из предыдущих перестановкой
индексов 1 ↔ 2.

4.2.4 Алгебраическая лемма

Лемма 4.3 Пусть F (t1, . . . , tn) — решение уравнений ассоциативности
с постоянной метрикой ηαβ. Тогда функция

F̃ (t0, t1, . . . , tn, tn+1) =
1

2

(
ηαβtαtβt0 +

(
t0

)2
tn+1

)
+ F (t1, . . . , tn)

удовлетворяет уравнениям ассоциативности (4.18) с метрикой

η̃ =




0 0 1
0 η 0
1 0 0



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и ассоциативная алгебра, порожденная элементами e0, e1, . . . , en, en+1, с
законом умножения

ei · ej = ck
ijek, ck

ij = η̃kl ∂3F̃

∂tl∂ti∂tj
,

имеет единицу e0:

eo · ek = ek для всех k = 0, . . . , n + 1,

и нильпотентный элемент en+1:

e2
n+1 = 0.

Более того, если F квазиоднородна и dα + dβ = c для всех α, β таких,
что ηαβ 6= 0, тогда F̃ также квазиоднородна с d0 = dF−c, dn+1 = 2c−dF

и теми же значениями dα, α = 1, . . . , n, как и для F .
Доказательство этой леммы заключается в прямой проверке.
Применяя эту процедуру к примерам из §4.2.3, мы получим четырех-

мерное фробениусово многообразие M с координатами t0, t2 = x1, t2 =

x2, t3. Элемент e0 является единицей, а элемент e3 является нильпотент-
ным в каждой касательной алгебре TtM : e2

n+1 = 0. В этих примерах
имеем dF = 2, d1 = d2 = 1 и, следовательно, d0 = 0 и d3 = 2.

Эти примеры задают двумерные деформации кольца когомологий
многообразия CP 2]CP 2. В самом деле, имеются стандартные образую-
щие

e0, . . . , e3 ∈ H∗(CP 2]CP 2;C) :

e0 ∈ H0, e1, e2 ∈ H2, e3 ∈ H4, e2
1 = e2

2 = e3, e1e2 = 0.

Справедливо тождество di = deg ei

2
. Эти деформации изменяют правила

умножения для двумерных классов посредством добавления двумерных
членов:

eiej = e3 + ck
ij(t)ek, i, j = 1, 2.

Заметим, что в теории Зайберга–Виттена уравнения ассоциативности
появились даже в более общей постановке, когда матрица η не обязатель-
но постоянна и условие квазиоднородности опущено [56].



Глава 5

Минимальные и гамильтоново
минимальные лагранжевы
подмногообразия в Cn и CPn

5.1 Примеры минимальных и гамильтоново
минимальных лагранжевых подмногооб-
разий в Cn и CP n

В данном параграфе мы укажем новый метод построения гамильтоново-
минимальных и минимальных лагранжевых погружений некоторых мно-
гообразий в Cn и в CP n.

Пусть M ⊂ Rn — k-мерное подмногообразие, заданное в системой
уравнений

e1ju
2
1 + · · ·+ enju

2
n = dj, j = 1, . . . , n− k, (5.1)

где dj ∈ R, eij ∈ Z.

Так как dimM = k, то можно считать, что уравнения (5.1) линейно
независимы и целочисленные векторы

ej = (ej1, . . . , ej(n−k)) ∈ Zn−k, j = 1, . . . , n

задают решетку Λ в Rn−k максимального ранга. Обозначим через Λ∗

121
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двойственную решетку к Λ, т.е.

Λ∗ = {λ∗ ∈ Rn−k|(λ∗, λ) ∈ Z, λ ∈ Λ}.

Обозначим через Γ следующую фактор-группу

Γ = Λ∗/2Λ∗.

Имеет место очевидный изоморфизм

Γ = Zn−k
2 .

Через T n−k обозначим (n− k)-мерный тор

T n−k = {(eπi(e1,y), . . . , eπi(en,y))} ⊂ Cn,

где
y = (y1, . . . , yn−k) ∈ Rn−k,

(ej, y) = ej1y1 + · · ·+ ej(n−k)yn−k.

Определим действие группы Γ на многообразии M × T n−k. Для γ ∈ Γ

положим

γ(u1, . . . , un, y) = (u1 cos π(e1, γ), . . . , un cos π(en, γ), y + γ).

Отметим, что cos π(ej, γ) = ±1. Введем отображение

ϕ : M × T n−k → Cn,

ϕ(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y), . . . , uneπi(en,y)).

Обозначим посредством e вектор

e = e1 + · · ·+ en.

Мы полагаем, что на Cn задана евклидова метрика и симплектическая
форма

ω = dx1 ∧ dy1 + · · ·+ dxn ∧ dyn.
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Справедлива
Теорема 5.1 Группа Γ действует на M×T n−k свободно. Отображение
ϕ задает погружение

ψ1 : M1 = M × T n−k/Γ → Cn.

Погружение ψ1 является H-минимальным лагранжевым. Если e =

0, то ψ1 — минимальное лагранжево погружение.
Для того, чтобы M1 было замкнутым достаточно, например, потре-

бовать чтобы одно из уравнений (5.1) задавало многомерный эллипсоид.
Условие e = 0 не позволяет M1 быть замкнутым.

В [23] показано, что тор

S1(r1)× · · · × S1(rn) ⊂ Cn,

где S1(rj) — окружность радиуса rj, является H-минимальным лагран-
жевым подмногообразием в Cn. Отметим, что это утверждение вытека-
ет из того факта, что окружность S1(r) в C является H-минимальным
лагранжевым подмногообразием и из следующей леммы.
Лемма 5.1 Пусть P = P1 × P2 и ω = π∗1ω1 + π∗2ω2, где (Pi, ωi) — кэле-
рово многообразие, πi : P → Pi — проекция, i = 1, 2. Пусть Li ⊂ Pi

— H-минимальное лагранжево подмногообразие, i = 1, 2. Тогда подмно-
гообразие L = L1 × L2 ⊂ P является H-минимальным лагранжевым
подмногообразием.

Рассмотрим случай, когда M является конусом, т.е. dj = 0 в уравне-
ниях (5.1). Тогда этому конусу отвечает погружение ψ2 в комплексное
проективное пространство CP n−1 (n− 1)-мерного многообразия M2, ко-
торое получается факторизацией многообразия

(M − {0})× T n−k/Γ

по действию R∗

ψ2(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y) : · · · : uneπi(en,y)).

Мы полагаем, что на CP n−1 задана метрика Фубини–Штуди и в качестве
симплектической формы берется кэлерова форма Ω этой метрики.
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Имеет место
Теорема 5.2 Погружение ψ2 является H-минимальным лагранжевым
погружением.

Если e = 0, то ψ2 является минимальным лагранжевым погруже-
нием.

Очевидным образом строятся примеры замкнутых многообразий M2.
Для этого достаточно, например, чтобы в одном из уравнений (5.1) все
коэффициенты кроме одного были положительные.

Хела и Ромон [26] установили соответствие между H-минимальными
лагранжевыми конусами в C3 и H-минимальными лагранжевыми по-
верхностями в CP 2, но конкретных примеров таких поверхностей в [26]
предложено не было. Кастро и Урбано [29] построили примеры лагран-
жевых минимальных торов в CP 2.

Из леммы 5.1 следует, что используя примеры H-минимальных лагран-
жевых погружений в Cn и CP n можно строить H-минимальные лагран-
жевы погружения в Cn × CP n1 × · · · × CP nk .

В параграфе 5.1.1 доказана лемма 5.1, а параграфах 5.1.2 и 5.1.3 —
теоремы 5.1 и 5.2. В конце параграфов 5.1.2 и 5.1.3 мы также укажем
некоторые примеры к теоремам 5.1 и 5.2.

5.1.1 Доказательство леммы 5.1

Обозначим через H векторное поле средней кривизны вдоль L. О [23]
доказал следующее утверждение:

Лагранжево подмногообразие L ⊂ P является H-минимальным то-
гда и только тогда, когда

δωH = 0,

где δ — оператор сопряженный к d по Ходжу.
Доказательство леммы 5.1 Лагранжевость L вытекает из

ω(V, V ′) = ω(π∗1V1 + π∗2V2, π
∗
1V

′
1 + π∗2V

′
2) =

π∗1ω1(V1, V
′
1) + π∗2ω2(V2, V

′
2) = 0,
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где V и V ′ — касательные векторы к L, Vi и V ′
i — однозначно определен-

ные касательные векторы к Li, такие что векторы V и V ′ раскладыва-
ются в сумму их поднятий на L,

V = π∗1V1 + π∗2V2, V ′ = π∗1V
′
1 + π∗2V

′
2 .

Покажем, что δπ∗1α = π∗1δα, где δ = − ∗ d∗, ∗ — звездочка Ходжа, α

— 1-форма на P1. Пусть (x) = (x1, . . . , xn) — координаты в окрестности
p1 ∈ P1, (y) = (y1, . . . , yk) — координаты в окрестности p2 ∈ P2. В силу
линейности δ и π∗1 достаточно рассмотреть случай α = f(x)dx1. Оператор
* на P1 имеет вид

∗ dx1

g1(x)
=

1

g2(x)
dx2 ∧ · · · ∧ dxn, ∗ 1

g1(x)g2(x)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 1,

где g1(x) и g2(x) — нормы форм dx1 и dx2 ∧ · · · ∧ dxn. Аналогично на P

звездочка имеет вид

∗ dx1

g1(x)
=

1

g2(x)g(y)
dx2 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk,

∗ 1

g1(x)g2(x)g(y)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk = 1,

где g(y) — норма формы dy1 ∧ · · · ∧ dyk. Тогда

π∗1δα = −π∗1 ∗ d ∗ α = −π∗1 ∗ d

(
f(x)g1(x)

g2(x)
dx2 ∧ · · · ∧ dxn

)

= −π∗1∗
(

∂x1

(
f(x)g1(x)

g2(x)

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
= −∂x1

(
f(x)g1(x)

g2(x)

)
g1(x)g2(x).

С другой стороны

δπ∗1α = − ∗ d

(
f(x)g1(x)

g2(x)g(y)
dx2 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk

)

= − ∗
(

∂x1

(
f(x)g1(x)

g2(x)g(y)

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyk

)

= −∂x1

(
f(x)g1(x)

g2(x)

)
g1(x)g2(x).



Глава 5. H-минимальные лагранжевы подмногообразия в CN и CPN126

Аналогично показывается, что δπ∗2α = π∗2δα. Отметим, что из определе-
ния средней кривизны легко вывести равенство

H = π∗1H1 + π∗2H2,

где Hi — векторное поле средней кривизны вдоль Li. Тогда H-минималь-
ность L вытекает из равенств

δωH = δωπ∗1H1+π∗2H2 = δπ∗1ω1H1
+ δπ∗2ω2H2

= π∗1δω1H1
+ π∗2δω2H2

= 0.

Лемма 5.1 доказана.

5.1.2 Погружения в Cn (теорема 5.1)

Существует критерий H-минимальности в терминах лагранжева угла —
функции определенной на L:

Погружение ψ многообразия L — H-минимально тогда и только
тогда, когда лагранжев угол — гармоническая функция на L.

Напомним конструкцию Вольфсона [57] построения лагранжева угла.
Выберем ориентацию на L. Пусть K — каноническое линейное рассло-

ение над P со связностью ∇, индуцированной связностью Леви–Чивита.
Сечения K — это голоморфные n-формы на P . Предположим, что су-
ществует некоторое сечение σ расслоения ψ∗K параллельное на L в ин-
дуцированной связности, т.е. ψ∗∇σ = 0. Пусть норма σ в каждой точке
равна 1. Выберем в каждой точке x ∈ L ортонормированный касатель-
ный репер ξ, согласованный с ориентацией L. Тогда получаем некоторую
функцию β(x) на L, определяемую равенством

σ(ξ) = eiβ(x).

Функция β называется лагранжевым углом на L. От выбора ξ значе-
ние β не зависит. При другом выборе σ функция β может измениться
лишь на константу, следовательно, 1-форма dβ корректно определена на
L (подробности см. в [57]). В общем случае функция β(x) многозначна.
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При обходе по циклу она может изменить свое значение на 2k, k ∈ Z.
Вольфсон [57] показал, что

dβ = ωH .

Следовательно, погружение ψ — H-минимально тогда и только тогда,
когда лагранжев угол — гармоническая функция на L, т.е.

∆β = δdβ = 0.

С помощью лагранжева угла можно вычислить вектор средней кри-
визны ψ(L). Из лагранжевости ψ и равенств

(JP H,V )P = ω(H, V ) = dβ(ψ∗(V )) = (ψ∗(gradβ), V )P ,

где (., .)P — риманова метрика на P , JP — комплексная структура на P ,
V — касательный вектор к ψ(L), получаем

H = −JP ψ∗(gradβ) (5.2)

Для лагранжевых погружений в Cn лагранжев угол можно вычис-
лить с помощью формы

dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

так как она параллельна на Cn и, следовательно,

ψ∗∇(ψ∗(dz1 ∧ · · · ∧ dzn)) = 0.

Нам понадобится следующая лемма. Пусть задана блочно диагональ-
ная метрика вида

ds2 =
k∑

i,j=1

gij(x)dxidxj +
n−k∑
i,j=1

g̃ij(x)dyidyj, (5.3)

где (x) = (x1, . . . , xk) и (y) = (y1, . . . , yn−k). Имеет место
Лемма 5.2 Если функция α линейна по переменным y:

α = α1y1 + · · ·+ αn−kyn−k, αj ∈ R,
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то она является гармонической в метрике ds2.
Доказательство. Обозначим посредством g, g̃, gij и g̃ij соответственно
detgij, detg̃ij, компоненты матриц (gij)

−1 и (g̃ij)
−1. Тогда

∆α =
1√
gg̃

∑

k

∂xk
(
∑

i

gik
√

gg̃∂xi
α) +

1√
gg̃

∑

k

∂yk
(
∑

i

g̃ik
√

gg̃∂yi
α) = 0.

Лемма 5.2 доказана.
Через

< ξ, η >=
n+1∑
i=1

ξiηi = (ξ, η)− iω(ξ, η)

будем обозначать эрмитово произведение векторов ξ и η в Cn.

Доказательство теоремы 5.1. Пусть F̃ = (f1(x), . . . , fn(x)) — карта
на M, где x ∈ Uk ⊂ Rk. Рассмотрим карту на ψ1(M1)

F = (f1(x)eπi(e1,y), . . . , fn(x)eπi(en,y)) : Uk × V n−k → ψ1(M1) ⊂ Cn,

где y ∈ V n−k ⊂ Rn−k. Из равенства (5.1) получаем

〈∂yj
F, ∂xsF 〉 = πie1jf1∂xsf1 + · · ·+ πienjfn∂xsfn = 0, (5.4)

следовательно, индуцированная метрика на M1 в локальных координа-
тах имеет вид (5.3). Далее, из (5.4), 〈∂xsF, ∂xj

F 〉 ∈ R и 〈∂ysF, ∂yj
F 〉 ∈ R

получаем равенства

ω(∂yj
F, ∂xsF ) = ω(∂yj

F, ∂ysF ) = ω(∂xsF, ∂xj
F ) = 0,

которые означают, что погружение ψ1 является лагранжевым.
Если многообразие M гладкое, то векторы ∂xjF (x) линейно незави-

симы, поскольку

< ∂xjF (x), ∂xkF (x) >= (∂xjF̃ (x), ∂xkF̃ (x)).

Векторы нормали к гиперповерхностям, заданным уравнениями (5.1),
имеют вид

nj = (e1ju1, . . . , enjun).
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Если точка (u1, . . . , un) ∈ M гладкая, то nj линейно независимы, следо-
вательно, матрица составленная из компонент векторов nj имеет ранг
n − k. При умножении k-го столбца матрицы на πieπi(ek,y) ее ранг (над
R) не меняется. Поэтому векторы

∂yj
F = (πie1jf1e

πi(e1,y), . . . , πienjfneπi(en,y))

линейно независимы. Из (5.4) вытекает, что отображение F является
гладким максимального ранга.

Из (5.4) также вытекает, что в касательном пространстве каждой точ-
ки можно выбрать ортонормированный базис вида

pj = (pj1(x)eπi(e1,y), . . . , pjn(x)eπi(en,y)), j = 1, . . . , k,

qs = (πiqs1(x)eπi(e1,y), . . . , πiqsn(x)eπi(en,y)), s = 1, . . . , n− k.

На M1 можно выбрать ориентацию так, чтобы лагранжев угол имел вид

β = −i log(dz1 ∧ · · · ∧ dzn(p, q)) = −i log in−kei(e1+···+en,y),

где (p, q) — матрица (с точностью до перестановки двух строк), состав-
ленная из компонент векторов pj и qs. По лемме 5.2 ∆β = 0, что доказы-
вает H-минимальность ψ1. Если e = 0, то β = const и из формулы (5.2)
следует минимальность ψ1.

Из определения Γ вытекает, что, если γ ∈ Γ, γ 6= 0, то существу-
ет вектор ej, такой, что (γ, ej) — нечетное число. Действительно, если
(γ, es) ∈ 2Z для всех s, то по определению γ

2
∈ Λ∗, поэтому, γ ∈ 2Λ∗.

Следовательно, eπi(ej ,y+γ) = −eπi(ej ,y), а значит, действие группы Γ на
M × T n−k является свободным.

Покажем, что самопересечения у ψ1(M1) могут возникать только в
точках, у которых uj = 0 для некоторого j. Предположим, что

ϕ(u1, . . . , un, y) = ϕ(u′1, . . . , u
′
n, y

′)

и uj 6= 0. Тогда
|u1| = |u′1|, . . . , |un| = |u′n|,
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eπi(e1,y−y′) = ±1, . . . , eπi(en,y−y′) = ±1,

т.е.
(e1, y − y′) ∈ Z, . . . , (en, y − y′) ∈ Z,

следовательно, γ = y − y′ ∈ Γ,

u1 = u′1 cos π(e1, γ), . . . , un = u′n cos π(en, γ),

γ(u′1, . . . , u
′
n, y′) = (u1, . . . , un, y).

Таким образом ψ1 является погружением многообразия M1 в Cn. Теорема
5.1 доказана.
Пример 5.1. Пусть M — эллипс, заданный уравнением

u2
1 + 2u2

2 = 1.

В этом случае
Λ = Z, Λ∗ = Z, Γ = Z2.

Ненулевой элемент γ из Γ действует на M × S1 следующим образом

γ(u1, u2, q) = (−u1, u2,−q).

С точностью до гомеоморфизма можно считать, что M является единич-
ной окружностью в C1, тогда γ действует на торе T = S1×S1 следующим
образом

γ(q1, q2) = (q̄1,−q2).

Рассмотрим универсальное накрытие тора T плоскостью R2

(x, y) → (e2πix, e2πiy).

Действие Z2 на T индуцирует действие Z2 на R2, точка (x, y) переходит
под действием ненулевого элемента в (−x, y + 1

2
). Таким образом много-

образие T/Z2 гомеоморфно

R2/{Z⊕ Z⊕ Z2}.
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Фундаментальной областью действия группы Z ⊕ Z ⊕ Z2 на R2 служит
прямоугольник с вершинами

A(0, 0), B(0,
1

2
), C(1, 0), D(1, 1).

При этом вектор AB нужно отождествить с CD, а вектор AC отожде-
ствить с BD, но со сменой ориентации. Следовательно, M × S1/Γ явля-
ется бутылкой Клейна K. При отображении ϕ окружности {(0, 1√

2
, y)} и

{(0,− 1√
2
, y + 1

2
)} у K отождествляются.

Пример 5.2. Рассмотрим более общую ситуацию. Пусть M — (n − 1)-
мерный эллипсоид, заданный уравнением

m1u
2
1 + · · ·+ mnu

2
n = 1,

где mj — натуральные числа. Ненулевой элемент из γ ∈ Γ = Z2 действует
на M × S1 следующим образом

γ(u, q) = (τ(u),−q),

где τ : M → M — некоторая инволюция. Разрежем S1 на две полови-
ны. С точностью до гомеоморфизма можно считать, что одна из этих
частей является отрезком [0, 1]. Тогда M ×S1/Γ получается из цилиндра
M × [0, 1] отождествлением точек на краю, а именно, точку вида (u, 0)

нужно отождествить с (τ(u), 1). Если τ сохраняет ориентацию на M , то
M × S1/Γ диффеоморфно Sn−1 × S1, а если не сохраняет ориентацию,
то M × S1/Γ является обобщенной бутылкой Клейна Kn. Например, в
случае когда M является сферой, инволюция τ отождествляет точку u с
−u. Если при этом сфера четномерна, то τ не сохраняет ориентацию, а
если нечетномерна, то τ сохраняет ориентацию. При этом отображение
ϕ индуцирует вложение многообразия M × S1/Γ.
Пример 5.3. Пусть M является пересечением сферы

u2
1 + · · ·+ u2

n = 1

и конуса
u2

1 + · · ·+ u2
n−1 = u2

n,
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M является объединением двух непересекающихся сфер (un > 0 и un <

0). В этом случае

Λ = e1Z⊕ e3Z, e1 = (1, 1), e3 = (1,−1),

Λ∗ = γ1Z⊕ γ2Z, γ1 =

(
1

2
,
1

2

)
, γ2 =

(
1

2
,−1

2

)
,

Γ = Z2 ⊕ Z2.

Элементы γ1 и γ2 действуют на M × T 2 следующим образом

γ1(u1, . . . , un, y) = (u1 cos π, . . . , un−1 cos π, un cos 0, y + γ1)

= (−u1, . . . ,−un−1, un, y + γ1) ,

γ2(u1, . . . , un, y) = (u1, . . . , un−1,−un, y + γ2) .

Элемент γ2 склеивает две непересекающиеся компоненты M×T 2 (un > 0

и un < 0). С точностью до гомеоморфизма можно считать, что компо-
нента связности M × T 2 является

Sn−2 × S1 × S1,

тогда действие Z2 на нем выглядит следующим образом

γ(q1, q2, q3) = (−q1,−q2, q3).

Следовательно, M×T 2/Γ диффеоморфно Kn−1×S1, если n — четное чис-
ло и Sn−2×S1×S1, если n — нечетное число (см. пример 5.2). Докажем,
что ψ1(M1) не имеет самопересечений. Предположим, что

ϕ(u1, . . . , un, y) = ϕ(u′1, . . . , u
′
n, y′).

Ясно, что un 6= 0 и хотя бы одна из координат u1, . . . , un−1 ненулевая.
Пусть uj 6= 0. Тогда

eπi(ej ,y−y′) = ±1, eπi(en,y−y′) = ±1,

т.е.
(ej, y − y′) ∈ Z, (en, y − y′) ∈ Z,
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Так как e1 = · · · = en−1, то γ = y − y′ ∈ Γ,

u1 = u′1 cos π(e1, γ), . . . , un = u′n cos π(en, γ).

Следовательно,
γ(u′1, . . . , u

′
n, y′) = (u1, . . . , un, y).

Пример 5.4. Пусть M является пересечением эллипсоида

u2
1 + 2u2

2 + u2
3 = 1

и конуса
u2

1 + 2u2
2 = u2

3.

Также как и в предыдущем примере действие Γ на M ×T 2 редуцируется
к действию Z2 на торе S1 × S1 × S1 ⊂ C3

γ(q1, q2, q3) = (q̄1,−q2, q3).

Следовательно, M × T 2/Γ диффеоморфно K × S1.

5.1.3 Погружения в CP n (теорема 5.2)

Доказательство теоремы 5.2. Рассмотрим расслоение Хопфа

h : S2n−1 → CP n−1.

Мы считаем, что S2n−1 — единичная сфера в Cn. Отображение h каждую
окружность S1 ⊂ S2n−1, полученную пересечением S2n−1 с комплексной
прямой l ⊂ Cn, 0 ∈ l отображает в точку проективного пространства,
отвечающую l.

Пусть L̃ — односвязное (n−1)-мерное подмногообразие в S2n−1 такое,
что для любой точки p ∈ L̃ линейная оболочка радиус-вектора p и ка-
сательного пространства к L̃ в точке p является лагранжевой n-мерной
плоскостью в Cn. Будем считать, что L̃ является достаточно маленькой
окрестностью точки p. Через L обозначим h(L̃) ⊂ CP n−1. Справедлива
Лемма 5.3 Подмногообразие L ⊂ CP n−1 является лагранжевым. Отоб-
ражение h : L̃ → L — изометрия.
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Доказательство. Выберем в каждой точке p ∈ L̃ касательный базис
ξ1, . . . , ξn−1 к L̃. Тогда по условию имеем равенства

ω(ξk, p) = (ξk, ip) = (ξk, p) = 0.

Следовательно, каждый вектор ξk ортогонален окружности S1
p ⊂ S2n−1,

являющейся пересечением S2n−1 с комплексной прямой, проходящей че-
рез p. Таким образом касательное пространство к L̃ в точке p ортого-
нально слою расслоения Хопфа, содержащему p, т.е. многообразие L̃ яв-
ляется горизонтальным многообразием при отображении Хопфа h. Сле-
довательно, так как h — риманова субмерсия, то h|L̃ — изометрия. При
этом справедливо равенство

Ω(h∗(ξk), h∗(ξj)) = ω(ξk, ξj) = 0,

которое означает, что L является лагранжевым подмногообразием в CP n−1.
Лемма 5.3 доказана.

Определим (n− 1)-форму σ на L. Для любых касательных векторов
η1, . . . , ηn−1 к L в точке h(p), где p ∈ L̃ существуют однозначно определен-
ные касательные векторы ξ1, . . . , ξn−1 к L̃ в точке p такие, что h∗(ξi) = ηi.
Положим

σ(η1, . . . , ηn−1) = σ(h∗(ξ1), . . . , h∗(ξn−1)) = dz1 ∧ · · · ∧ dzn(ξ1, . . . , ξn−1, p).

Покажем, что с помощью σ можно вычислить лагранжев угол β1 на L.
Для этого нужно показать, что ∇|Lσ = 0, где ∇ — связность в канониче-
ском расслоении над CP n−1, согласованная со связностью Леви–Чивита.
Аналогично можно определить σ на касательных векторах η1, . . . , ηn−1 в
точках L к CP n−1. Для этого нужно взять их горизонтальное поднятие
ξ1, . . . , ξn−1 на L̃.
Лемма 5.4 Форма σ является параллельной на L для связности ∇|L.
Доказательство. Для доказательства параллельности достаточно рас-
смотреть произвольный гладкий путь s(t) в L, рассмотреть произволь-
ный параллельный касательный репер η(t) = (η1(t), . . . , ηn−1(t)) к CP n−1

вдоль s и показать, что σ(η(t)) не зависит от параметра t. Пусть s̃ ⊂ L̃ —



Глава 5. H-минимальные лагранжевы подмногообразия в CN и CPN135

горизонтальное поднятие s и (ξ1(t), . . . , ξn−1(t)) — горизонтальное подня-
тие репера η(t) посредством h. Для связности Леви–Чивита D на S2n−1

и векторных полей X и Y имеем

DXY = HDXY + VDXY,

где HDXY и VDXY — горизонтальные и вертикальные составляющие.
Причем

h∗(HDXY ) = D̃h∗(X)h∗(Y ),

где D̃ — связность Леви–Чивита на CP n−1. Следовательно, так как по-
ле ηi(t) параллельно вдоль s, а ξi(t) — его горизонтальное поднятие, то
поле dξi

dt
имеет вид fi(t)s̃(t), где fi(t) — некоторая комплекснозначная

функция, поскольку проекция вектора dξi

dt
на S2n−1 не должна иметь го-

ризонтальной составляющей. Справедливо равенство

σ(η(t)) = det




ξ1
1(t) . . . ξn

1 (t)
. . . . . . . . .

ξ1
n−1(t) . . . ξn

n−1(t)
s1(t) . . . sn(t)


 ,

где (ξ1
i , . . . , ξ

n
i ) — комплексные координаты вектора ξi, (s1(t), . . . , sn(t))

— комплексные координаты s. Тогда

d

dt
σ(η(t)) = det




d
dt

ξ1
1(t) . . . d

dt
ξn
1 (t)

. . . . . . . . .
ξ1
n−1(t) . . . ξn

n−1(t)
s1(t) . . . sn(t)


 + · · ·+

det




ξ1
1(t) . . . ξn

1 (t)
. . . . . . . . .

d
dt

ξ1
n−1(t) . . . d

dt
ξn
n−1(t)

s1(t) . . . sn(t)


 + det




ξ1
1(t) . . . ξn

1 (t)
. . . . . . . . .

ξ1
n−1(t) . . . ξn

n−1(t)
d
dt

s1(t) . . . d
dt

sn(t)


 = 0.

Первые n− 1 определителей равны 0 в силу того, что вектор d
dt

ξi и s ли-
нейно зависимы. Векторы η1, . . . , ηn−1,

ds
dt

— линейно зависимы (комплекс-
но), следовательно, их горизонтальные поднятия ξ1, . . . , ξn−1,

ds̃
dt

также
линейно зависимы, а значит, и последний определитель равен 0. Лемма
5.4 доказана.
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Пусть p — некоторая точка пересечения конуса ψ1(M1) ⊂ Cn и сфе-
ры S2n−1. Через m обозначим одну из точек в прообразе ψ−1

1 (p) (если
p точка самопересечения ψ1(M1), то их несколько). Обозначим через V

некоторую маленькую окрестность m, а через L̃ пересечение

ψ1(V ) ∩ S2n−1.

По лемме 5.3 подмногообразие

h(L̃) ⊂ CP n−1

является лагранжевым. Следовательно, погружение ψ2 тоже лагранже-
во, потому что ψ2(M2) можно покрыть окрестностями вида h(L̃). По по-
строению формы σ имеем

β(p) = β1(h(p))

(мы для простоты будем отождествлять V и ψ1(V ), а также маленькие
окрестности в M2 с их образами при отображении ψ2).

При выборе карты F в доказательстве теоремы 5.1 можно считать,
что одна из координат, скажем x1, является координатой вдоль прямо-
линейных образующих конуса, а остальные x2, . . . , xk — координаты на
ψ−1

1 (L̃). Тогда метрика на L̃, а следовательно, по лемме 5.3 и на L, в
окрестности точки h(p) имеет вид (5.3), где x = (x2, . . . , xk) и сумми-
рование по координате x1 опущено. По лемме 5.2 функция β1 является
гармонической на M2, что доказывает H-минимальность ψ2. Из формулы
(5.2) вытекает оставшаяся часть теоремы. Теорема 5.2 доказана.
Пример 5.5. Пусть k = 1, dj = 0 в (5.1). Тогда ψ2(M2) — (n− 1)-мерный
тор Клиффорда в CP n−1

ψ2(M2) = {(u1e
πi(e1,y) : · · · : une

πi(en,y))} ⊂ CP n−1.

Пример 5.6. Пусть M является конусом

u2
1 + 2u2

2 = 3u2
3.



Глава 5. H-минимальные лагранжевы подмногообразия в CN и CPN137

Тогда
Λ = Z, Λ∗ = Z, Γ = Z2.

Ненулевой элемент из Γ переводит точку (u1, u2, u3, q) ∈ M × S1 в точку
(−u1, u2,−u3,−q). Следовательно, ψ2 является минимальным погруже-
нием бутылки Клейна (см. пример 5.1).
Пример 5.7. Пусть M задается уравнением

m1u
2
1 + · · ·+ mn−1u

2
n−1 = mnu

2
n,

где mj — натуральные числа. В этом случае топологический тип M2

будет такой же как и в примере 5.2. Если

m1 + · · ·+ mn−1 = mn,

то погружение ψ2 является минимальным. Если при этом

m1 = · · · = mn−1,

то ψ2 — вложение.
Несложно построить примеры в CP n аналогичные примерам 5.3 и

5.4.
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5.2 Уравнения гамильтоново минимальных ла-
гранжевых торов в CP 2

В данном параграфе мы получим уравнения для гамильтоново–минималь-
ных лагранжевых поверхностей в CP 2 (Лемма 5.5) и укажем их частные
решения в случае торов. Имеет место
Теорема 5.3 Отображение ψ : R2 → CP 2, заданное формулой

ψ(x, y) = (F1(x)ei(G1(x)+α1y) : F2(x)ei(G2(x)+α2y) : F3(x)ei(G3(x)+α3y)),

является конформным лагранжевым H-минимальным погружением плос-
кости, где

Fi =

√
e2v(x) + αi+1αi+2

(αi − αi+1)(αi − αi+2)
, Gi =

αi

2

∫ x

x0

2c2 − ae2v(z)

αie2v(z) − c1

dz,

e2v(x) = a1

(
1− a1 − a2

a1

sn2

(
x
√

a1 + a3,
a1 − a2

a1 + a3

))
(5.5)

(индекс i рассматривается по модулю 3), a1 > a2 > 0, αi — веществен-
ные числа, удовлетворяющие неравенствам (5.19), (5.20), константы
c1, c2, a, a3 выражаются через ai, αi по формулам (5.14), (5.16) и из урав-
нения (5.17), sn — эллиптическая функция Якоби.

Если при этом α1, α2, α3 ∈ Z и

λ1 = G1(T )−G3(T ) + (α1 − α3)τ ∈ 2πQ,

λ2 = G2(T )−G3(T ) + (α2 − α3)τ ∈ 2πQ,

где T — период функции e2v(x) (см. (5.18)),τ ∈ R, то ψ — двояко пе-
риодическое отображение с периодами e1 = (0, 1) и e2 = N(T, τ), N —
некоторое натуральное число.

Отметим, что λ1 и λ2 зависят от свободных параметров a1, a2, τ и по-
этому λ1, λ2 ∈ 2πQ для плотного множества троек (a1, a2, τ) из некоторой
области.

Кастро и Урбано [29] построили минимальные лагранжевы торы в
CP 2, которые являются частными случаями торов из теоремы 5.3 при
α1 + α2 + α3 = 0 и (a1 + a2)(c

2
1 + c2

2)− a2
1a

2
2 = 0.
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5.2.1 Доказательство теоремы 5.3

Пусть S5 — единичная сфера в C3,

H : S5 → CP 2

расслоение Хопфа. Обозначим через ω симплектическую форму на C3

ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 + dx3 ∧ dy3,

zj = xj + iyj — координаты в C3, j = 1, 2, 3. Пусть L — поверхность в
CP 2, U — достаточно малая окрестность точки p ∈ L. Обозначим через
Ũ некоторое горизонтальное поднятие U на S5.

Критерий лагранжевости L состоит в следующем (см. §5.1):
Поверхность L является лагранжевой тогда и только тогда, ко-

гда линейная оболочка радиус-вектора p̃ (p̃ — прообраз p) и касательной
плоскости к Ũ в точке p̃ является лагранжевым трехмерным подпро-
странством в C3 для всех p ∈ L.

Мы также воспользуемся критерием H-минимальности в терминах
лагранжевого угла — функции на L, которую определим ниже:

Поверхность L — H-минимальна тогда и только тогда, когда лагран-
жев угол является гармонической функцией на L в индуцированной
метрике.

Напомним, что лагранжев угол (локально) строится следующим об-
разом. Выберем ориентацию на Ũ . Положим

e−iβ = z1 ∧ z2 ∧ z3(ξ1, ξ2, p),

где ξ1, ξ2 — касательный ортонормированный базис к Ũ , согласованный
с ориентацией. Функция β(p) называется лагранжевым углом. В общем
случае β(p) — многозначная функция на L. При обходе по циклу она
может изменить свое значение на 2πk, k ∈ Z.

Будем задавать конформное лагранжево погружение ψ области Ω ⊂
R2 с координатами x, y в CP 2 как композицию r : Ω → S5 и H. Пусть

e2v(x,y)(dx2 + dy2)
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индуцированная метрика на ψ(Ω). Заметим, что т.к. ψ конформное и
лагранжево, то

< r, rx >=< r, ry >=< rx, ry >= 0,

|rx| = |ry| = ev,

где < ., . > — эрмитово произведение. Следовательно,

R =




eiβr1 eiβr2 eiβr3

e−vr1
x e−vr2

x e−vr3
x

e−vr1
y e−vr2

y e−vr3
y


 ∈ SU(3),

где r1, r2 и r3 — компоненты r. Таким образом для матриц A и B из
алгебры Ли su(3) вида

A =




iβx ev+iβ 0
−ev−iβ −if − iβx ig − vy

0 ig + vy if


 ,

B =




iβy 0 ev+iβ

0 ig if + vx

−ev−iβ if − vx −ig − iβy


 ,

где
if =< ∂x(e

−vry), e
−vry >, ig =< ∂y(e

−vrx), e
−vrx >,

справедливы равенства

Rx = AR, Ry = BR. (5.6)

Матрицы A и B удовлетворяют уравнению нулевой кривизны

Ay −Bx + [A,B] = 0.

Ненулевые компоненты этого уравнения имеют вид:

fy + 2fvy + gx + 2gvx + βxy = 0,

−e2v + 2f 2 + 2g2 + igy + ivyβy + g(2ivy + βy)− vyy − ifx − ivxβx
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+f(−2ivx + βx)− vxx = 0,

e2v − 2f 2 − 2g2 + igy + ivyβy + g(2ivy − βy) + vyy − ifx − ivxβx

+f(−2ivx − βx) + vxx = 0.

Отсюда вытекает
Лемма 5.5 Имеют место уравнения

Uy + Vx + e2vβxy = 0, (5.7)

Vy + vye
2vβy = Ux + vxe

2vβx, (5.8)

∆v + e2v − 2(U2 + V 2)e−4v − (βxU + βyV )e−2v = 0, (5.9)

где U = fe2v, V = ge2v.

Так как при конформном изменении метрики гармонические функ-
ции остаются гармоническими и так как на торе гармонические функции
являются константами, то можно считать, что для торов лагранжев угол
имеет вид β = ax + by, a, b ∈ R.

Далее мы будем рассматривать случай, когда функции v, f и g зави-
сят только от x. Тогда из (5.7)–(5.9) получаем:

g = c1e
−2v(x), f = c2e

−2v(x) − a

2
,

(v′)2 = −a

4
− (c2

1 + c2
2)e

−4v + (ac2 − bc1)e
−2v − e2v − c, (5.10)

c, c1, c2 — некоторые константы. Будем искать ri в виде

ri = Ci(x)eiαiy,

где Ci(x) — комплекснозначная функция, αi ∈ R. Из уравнений (5.6)
получаем:

2(e4v(x) + c1αi)Ci(x)+

iC ′
i(x)(2c2 + ae2v(x) + 2ie2v(x)v′(x)) + 2e2vC ′′

i (x) = 0, (5.11)

2i(c1 − e2v(x)αi)C
′(x) + αiC(x)((a + 2iv′(x))e2v(x) − 2c2) = 0, (5.12)

2(e2v(x)(e2v(x) − bαi − α2
i )− c1αi)Ci(x)+
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C ′(x)((ia + 2v′(x))e2v(x) − 2ic2) = 0. (5.13)

Заметим, что если αi удовлетворяет уравнению

α3 + bα2 + cα + c1 = 0,

то уравнения (5.11) и (5.13) вытекают из уравнений (5.12) и (5.10). Далее,
из условия R ∈ SU(3) и из (5.12) находим

Ci(x) = Fi(x)eiGi(x),

где

c1 = −α1α2α3, c = α1α2 + α1α3 + α2α3, b = −α1 − α2 − α3. (5.14)

Осталось получить решения уравнения (5.10). Сделаем замену h = e2v,
тогда уравнение (5.10) примет вид

(h′)2 + 4(h− a1)(h− a2)(h + a3)

= (h′)2 + 4h3 + (4c + a2)h2 + 4(bc1 − ac2)h + 4(c2
1 + c2

2) = 0, (5.15)

где

a3 =
c2
1 + c2

2

a1a2

, a =
bc1 + a1a3 + a2a3 − a1a2

c2

, (5.16)

а c2 является корнем уравнения

c4
2(a1 − a2)

2 + 2c2
2(a

3
1a

2
2 + a2

1a
3
2 + (a1a

2
2 + a2

1a2)bc1 + (a2
1 + a2

2)c
2
1 + 2a2

1a
2
2c)

+((a1 + a2)c
2
1 − a2

1a
2
2 + a1a2c1b)

2 = 0. (5.17)

Из тождества
(sn(x)′)2 = (1− sn2(x))(1− k2sn2(x))

(см. [58]) легко вывести, что уравнение (5.15) имеет решение вида (5.5),
где

sn(x, k) = sin ϕ,

ϕ — обратная функция к

w(ϕ) =

∫ ϕ

0

dt√
1− k2 sin2 t

, 0 < k < 1.
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Функция e2v(x) имеет период

T =
2w(π

2
)√

a1 + a3

. (5.18)

Ограничением на выбор параметров ai, αi является условие c2 ∈ R:

P = a3
1a

2
2 + a2

1a
3
2 + (a1a

2
2 + a2

1a2)bc1 + (a2
1 + a2

2)c
2
1 + 2a2

1a
2
2c ≤ 0. (5.19)

P 2 − (a1 − a2)
2((a1 + a2)c

2
1 − a2

1a
2
2 + a1a2c1b)

2 ≥ 0. (5.20)

Теорема 5.3 доказана.
Неравенства (5.19) и (5.20) выполнены, например, при a1 = 2, a2 =

1, α1 = 0, α2 = −1, α3 = 3.
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5.3 Иерархия Веселова–Новикова и интегри-
руемые деформации минимальных лагран-
жевых торов в CP 2

В этом параграфе мы покажем, что иерархия Веселова–Новикова [30]
задает интегрируемые деформации конечнозонных минимальных лагра-
нжевых торов в CP 2.

Пусть S5 — единичная сфера в C3, H : S5 → CP 2 — расслоение
Хопфа. Будем задавать конформное лагранжево погружение

ϕ : Ω → CP 2

области Ω ⊂ R2 как композицию r : Ω → S5 и H.
Имеет место лемма

Лемма 5.6 Компоненты rj вектор–функции r удовлетворяют уравне-
нию Шредингера

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0,

где 2ev(dx2 + dy2) — индуцированная метрика на поверхности ϕ(Ω), а
β(x, y) — лагранжев угол, определяемый равенством

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 — координаты в C3, x, y — координаты в Ω, σ — репер образо-
ванный векторами r, rx

|rx| ,
ry

|ry| .
Лемма 5.6 позволяет ввести следующее определение.
Лагранжев тор, заданный двояко периодическим конформным отоб-

ражением
ϕ = H ◦ r : R2 → CP 2,

называется конечнозонным, если отвечающий ему оператор Шредин-
гера L с периодическими коэффициентами, является конечнозонным на
нулевом уровне энергии, т.е. если блоховские функции (совместные соб-
ственные функции L и операторов трансляций — операторов сдвига на
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периоды) оператора L на нулевом уровне энергии параметризуются ри-
мановой поверхностью Γ конечного рода. Риманова поверхность Γ на-
зывается спектром лагранжева тора, а ее род — спектральным родом
тора.

Так как отображение ϕ двояко периодическое, то компоненты вектор-
функции r являются блоховскими функциями оператора L.

Основной результат этого параграфа заключается в следующем. Пусть
отображение

r : R2 → S5

задает конечнозонный минимальный лагранжев тор T ⊂ CP 2 спетраль-
ного рода g > 4. Тогда справедлива
Теорема 5.4 Существует отображение r̃(t), t = (t′1, t

′′
1, t

′
2, t

′′
2 . . . ), r̃(0) =

r, задающее деформации тора T в классе минимальных лагранжевых
торов в CP 2 . Отображение r̃ удовлетворяет уравнениям

Lr̃ = ∂2
xr̃ + ∂2

y r̃ + 4eṽr̃ = 0,

∂t′n r̃ = A′
nr̃, ∂t′′n r̃ = A′′

nr̃,

где A′
n, A

′′
n — операторы порядка (2n + 1) по переменным (x, y). Потен-

циал Ṽ = 4eṽ, ṽ(0) = v, деформируется согласно иерархии Веселова–
Новикова

∂L

∂t′n
= [L,A′

n] + B′
nL,

∂L

∂t′′n
= [L,A′′

n] + B′′
nL,

где B′
n, B′′

n — операторы порядка (2n − 1) по переменным (x, y). Дефор-
мации r̃(t) сохраняют спектр тора T и его конформный тип.

5.3.1 Доказательство теоремы 5.4

Так как отображение ϕ лагранжево и конформное, то несложно убедить-
ся (см, §5.2), что

< r, rx >=< r, ry >=< rx, ry >= 0, |rx|2 = |ry|2 = 2ev,
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где < ., . > — эрмитово произведение в C3. Следовательно, из определе-
ния лагранжевого угла получаем

R =




r1 r2 r3

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r1
x

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r2
x

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r3
x

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r1
y

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r2
y

1√
2
e−

v
2
−i β

2 r3
y


 ∈ SU(3),

где r1, r2 и r3 — компоненты вектора r (здесь нам удобнее рассматривать
матрицу R в таком виде, а не так как это сделано в §5.2). Матрица R

удовлетворяет уравнениям

Rx = AR, Ry = BR, (5.21)

где матрицы A и B имеют вид

A =




0
√

2e
v
2
+i β

2 0

−√2e
v
2
−i β

2 if −vy

2
+ i(h + βy

2
)

0 vy

2
+ i(h + βy

2
) −if


 ∈ su(3),

B =




0 0
√

2e
v
2
+i β

2

0 ih vx

2
+ i(−f + βx

2
)

−√2e
v
2
−i β

2 −vx

2
+ i(−f + βx

2
) −ih


 ∈ su(3),

f(x, y) и h(x, y) — некоторые функции. Из уравнения нулевой кривизны

Ay −Bx + [A,B] = 0

вытекают следующие уравнения

2Vy + 2Ux = (βxx − βyy)e
v,

2Uy − 2Vx = (βyvx + βxvy)e
v,

∆v = 4(U2 + V 2)e−2v − 4ev − 2(Uβx + V βy)e
−v,

где U = fev, V = hev.

Из (5.21) получаем равенства

rxx =
1

2
(−4evr + rx(2if + vx + iβx) + ry(2ih− vy + iβy)),
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ryy =
1

2
(−4evr + rx(−2if − vx + iβx) + ry(−2ih + vy + iβy)),

из которых вытекает лемма 5.6.
Далее будем рассматривать минимальные лагранжевы торы, т.е. β =

const и
∆U = ∆V = 0,

следовательно, т.к. функции U и V двояко периодические, то U и V —
константы. Таким образом функция v удовлетворяет уравнению Цицей-
ки.

Рассмотрим следующие уравнения со спектральным параметром λ

∂zR(λ) = A(λ)R(λ), ∂z̄R(λ) = B(λ)R(λ), (5.22)

где z = x + iy,

A(λ) =




0 1 0
0 vz − i

λ
e−v

−ev 0 0


 , B(λ) =




0 0 1
−ev 0 0
0 −iλe−v vz̄


 ,

R(λ) =




r(λ)
rz(λ)
rz̄(λ)


 .

Уравнения (5.22) при λ = 1 эквивалентны уравнениям (5.21) (β = const),
а уравнение нулевой кривизны для A(λ) и B(λ) при любом λ эквива-
лентно уравнению Цицейки. В случае конечнозонных решений уравне-
ний (5.22) найдется матрица W (x, y, λ) рационально зависящая от λ [59]
такая, что

Wz = [A(λ),W ], Wz̄ = [B(λ),W ].

Коэффициенты рациональной функции по λ и µ

Q(λ, µ) = det(W − µE),

где E — единичная матрица, не зависят от x и y. Спектр минимального
лагранжевого тора задается в (λ, µ)–плоскости уравнением Q(λ, µ) = 0.
Отсюда следует, что спектр является трехлистным накрытием λ-плоскос-
ти, т.е. является тригональной кривой.
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Для построения минимальных конечнозонных лагранжевых торов
нам необходимо напомнить следующую конструкцию. Конечнозонные
вещественные потенциальные операторы Шредингера строятся по сле-
дующим спектральным данным [30]: Γ — неособая риманова поверхность
четного рода g = 2g0, пара отмеченных точек ∞1,∞2 ∈ Γ, неспециаль-
ный дивизор D = P1 + · · · + Pg, локальные параметры k−1

1 и k−1
2 около

точек ∞1 и ∞2. Поверхность Γ должна обладать голоморфной инволю-
цией

σ : Γ → Γ, σ2 = 1,

с двумя неподвижными точками ∞1 и ∞2 такой, что

σ(k−1
s ) = −k−1

s , D + σD = ∞1 +∞2 + K,

где s = 1, 2, K — канонический класс на Γ. Для того, чтобы оператор L

был вещественным, поверхность Γ должна обладать перестановочной с
σ антиголоморфной инволюцией

τ : Γ → Γ, τ 2 = 1,

такой, что
D = τ(D), τ(∞1) = ∞2, k1(τ(P )) = k2(P ).

Существует единственная функция ψ(P, x, y), называемая функцией
Бейкера–Ахиезера, которая мероморфна на Γ\{∞1,∞2}, имеет простые
полюса на дивизоре D и обладает асимптотиками

ψ(P, x, y) = exp(k1z)

(
1 +

ξ(x, y)

k1

+ . . .

)
, P →∞1,

ψ(P, x, y) = exp(k2z̄)

(
1 +

η(x, y)

k2

+ . . .

)
, P →∞2.

Функция ψ удовлетворяет уравнению Шредингера

∂2
xψ + ∂2

yψ + 4evψ = 0.

где ev = −ξz̄ = −ηz.
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Далее мы изложим конструкцию Шарипова для построения конечно-
зонных решений уравнения Цицейки [32] (в [32] вместо антиголоморфной
инволюции τ рассматривается, в наших обозначениях, антиголоморфная
инволюция στ). Пусть кривая Γ обладает мероморфной функцией λ с
дивизором нулей и полюсов 3∞1 − 3∞2, такой, что

λ(σ(P )) = −λ(P ), λ(τ(P ))λ(σ(P )) = 1. (5.23)

Выберем k1 и k2 так, чтобы в окрестностях ∞1 и ∞2 функция λ имела
вид

λ = ik−3
1 , P →∞1,

λ =
k3

2

i
, P →∞2.

Выбор таких спектральных данных обеспечивает гладкость и веществен-
ность потенциала [32]. Из единственности функции Бейкера–Ахиезера
вытекают равенства

ψzz =
ξzz̄

ξz̄

ψz +
k3

1

ξz̄

ψz̄ = vzψz − i

λ
e−vψz̄, (5.24)

ψz̄z̄ =
k3

2

ηz

ψz +
ηzz̄

ηz

ψz̄ = −e−viλψz + vz̄ψz̄, (5.25)

ψzz̄ = ξz̄ψ = ηzψ = −evψ, (5.26)

ψ(P ) = ψ(τ(P )), ψz̄(P ) = ψz(τ(P )), ψz(P ) = ψz̄(τ(P )). (5.27)

Рассмотрим функцию

F (P, Q) =< e(P ), e(Q) >,

где
e(P ) = (ψ(P ), ψz(P )e−

v
2 , ψz̄(P )e−

v
2 ).

Из (5.27) следует, что

F (P, Q) = ψ(P )ψ(τ(Q)) + ψz(P )ψz̄(τ(Q))e−v + ψz̄(P )ψz(τ(Q))e−v.
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Из (5.23)–(5.26) получаем

Fz(P, Q) = −ie−2v

(
1− λ(P )λ(Q)

λ(P )

)
ψz̄(P )ψz̄(τ(Q)),

Fz̄(P, Q) = −ie−2v

(
λ(P )λ(Q)− 1

λ(Q)

)
ψz(P )ψz(τ(Q)).

Функция λ задает трехлистное накрытие CP 1 кривой Γ. Пусть

λ(P1) = λ(P2) = λ(P3) = 1.

Тогда функция F (Pi, Pj) не зависит от x и y.
Положим

rj = Cjψ(Pj),

где Cj = 1
|ψ(Pj)| . В этом случае будут выполнены уравнения (5.21), где

матрицы A и B лежат в алгебре Ли su(3) (см. [32]).
Интегрируемые деформации тора T задает функция Бейкера–Ахиезера

со следующими асимптотиками

ψ(P, x, y, t) = exp(k1z +
∞∑

n=1

k2n+1
1 tn)

(
1 +

ξ(x, y, t)

k1

+ . . .

)
, P →∞1,

ψ(P, x, y, t) = exp(k2z̄ +
∞∑

n=1

k2n+1
2 t̄n)

(
1 +

η(x, y, t)

k2

+ . . .

)
, P →∞2,

где tj = t′j + it′′j . Функция ψ(P, x, y, t) обладает свойствами (5.24)–(5.27).
Функцию ψ можно выписать в явном виде через тэта-функцию Прима

инволюции σ (см. [30]). На Γ существует базис циклов

a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

такой, что
σ(ai) = ai+g0 , σ(bi) = −bi+g0 , i = 1, . . . , g0

и отвечающий ему базис абелевых дифференциалов

ω1, . . . , ωg,
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для которого выполнены равенства
∫

aj

ωk = 2πiδjk.

Многообразием Прима кривой Γ называется многообразие

P = Cg0/{2πiZg0 + ΩZg0},

где компоненты симметричной матрицы Ω являются периодами следую-
щих дифференциалов:

Ωij =

∫

bj

ηi, ηi = ωi + ωi+g0 .

Обозначим через η(P ) отображение

η : Γ → P, η(P ) =

(∫ P

P0

η1, . . . ,

∫ P

P0

ηg0

)
,

где P0 ∈ Γ — некоторая фиксированная точка. Через Ωk и Ω̃k, k = 0, 1, . . .

обозначим мероморфные дифференециалы на Γ с единственными полю-
сами соответственно в точках ∞1 и ∞2 вида

d(k−(2k+1)
s ), s = 1, 2

и нормированные равенством нулю a-периодов:
∫

aj

Ωk =

∫

aj

Ω̃k = 0.

Пусть

Vk =

(∫

b1

Ωk, . . . ,

∫

bg0

Ωk

)
, Ṽk =

(∫

b1

Ω̃k, . . . ,

∫

bg0

Ω̃k

)
.

Тэта-функция многообразия Прима определяется абсолютно сходящим-
ся рядом

θ(z) =
∑

n∈Zg0

exp

(
1

2
< Ωn, n > + < z, n >

)
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z = (z1, . . . , zg0) ∈ Cg0 . Тэта-функция обладает свойствами периодично-
сти

θ(z + 2πin + Ωm) = exp

(
−1

2
< Ωm,m > + < z, m >

)
θ(z),

m, n ∈ Zg0 . Функция ψ имеет следующий вид (см. [30]):

ψ =
θ(η(P ) + zV0 + z̄Ṽ0 + t1V1 + t̄1Ṽ1 + · · · − e)

θ(η(P )− e)θ(zV0 + z̄Ṽ0 + t1V1 + t̄1Ṽ1 + · · · − e)

× exp

(
z

(∫ P

P0

Ω0 − α0

)
+ z̄

∫ P

∞1

Ω̃0 + t1

(∫ P

P0

Ω1 − α1

)
+ t̄1

∫ P

∞1

Ω̃1 + . . .

)
,

αj — некоторые константы, e ∈ Cg0 — некоторый вектор. Положим

r̃j(t) = Cj(t)ψ(Pj, x, y, t),

где Cj(t) = 1
|ψ(Pj ,x,y,t)| .

Из формулы для функции ψ следует, что если отображение H ◦ r̃

является периодическим при t = 0, то оно будет периодическим для
произвольных t, причем с теми же периодами. Функция r̃j удовлетворяет
уравнениям из теоремы 5.4 (см. [30]). Теорема 5.4 доказана.

Приведем пример римановой поверхности, обладающей указанными
выше инволюциями σ и τ . Пусть Γ является гладким пополнением по-
верхности, заданной в (λ, µ)-плоскости уравнением

µ3 = µQ1(λ) + Q2(λ),

где
Q1(λ) = q−2kλ

−2k + · · ·+ q2kλ
2k, q̄−j = qj,

Q2(λ) = p−(2n+1)λ
−(2n+1) + · · ·+ p2n+1λ

2n+1, p̄−j = −pj.

Поверхность Γ обладает голоморфной инволюцией

σ = (λ, µ) = (−λ,−µ)

с двумя неподвижными точками ∞1 = (0,∞) и ∞2 = (∞,∞) и антиго-
ломорфной инволюцией

τ(λ, µ) =

(
−1

λ̄
,−µ̄

)
.
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5.3.2 Связь между симметриями уравнения Цицейки
и иерархией Веселова–Новикова

Выше мы показали, что с уравнением Цицейки

vzz̄ = e−2v − ev (5.28)

естественным образом связан двумерный оператор Шредингера

L = ∂z∂z̄ + ev(z,z̄).

В этом параграфе мы покажем, что симметрии уравнения Цицейки отве-
чают изоспектральным деформациям этого оператора, заданными иерар-
хией Веселова–Новикова (для первых нескольких уравнений). Таким об-
разом ситуация полностью аналогична случаю KdV. С уравнением Корт-
вега–де Фриза

ut =
1

4
(6uux + uxxx)

естественным образом связан одномерный оператор Шредингера

∂2
x + u

и его изоспектральные деформации, определяемые высшими KdV, зада-
ют симметрии самого KdV.

Уравнение Клейна–Гордона

vzz̄ − a(v) = 0, (5.29)

где a — некоторая функция, допускает преобразование симметрии вида

vt = f(v, vz, vz̄, vzz, vzz̄, vz̄z̄, . . . ),

если равенство
fzz̄ − a′(v)f = 0 (5.30)

выполнено на всех решениях уравнения (5.29). В силу того, что

∂t(vzz̄ − a(v)) = fzz̄ − a′(v)f,
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преобразование симметрии задает поток на пространстве решений урав-
нения Клейна–Гордона.

Жибером и Шабатом [60] найдены все уравнения Клейна–Гордона,
которые допускают преобразование симметрии, а именно ими доказана
следующая теорема.

• Уравнение (5.29) допускает преобразование симметрии только в
трех случаях:

1) a(v) = ev — уравнение Лиувилля

2) a(v) = sin(v) — уравнение sin-Gordon

3) a(v) = e−2v − ev — уравнение Цицейки

(с точностью до умножения на ненулевые константы экспонент,
входящиx в a(v)).

Практически одновременно с работой [60] уравнение (5.28) появилось
в [61], но позже выяснилось, что задолго до работ [60] и [61] это уравнение
возникло в работе Цицейки [62].

Напомним построение иерархии уравнений Веселова–Новикова (ВН)
[30]. Обозначим через L оператор Шредингера

L = ∂z∂z̄ + V (z, z̄).

Уравнения ВН задаются L,A, B-тройками Манакова

[L, ∂tn − A2n+1] + B2n−2L = 0 (5.31)

или в эквивалентной форме

Vtn = [A2n+1, L] + B2n−2L, (5.32)

где оператор A2n+1 является либо одним из следующих двух операторов

∂2n+1
z + u′2n−1(z, z̄)∂2n−1

z + · · ·+ u′0(z, z̄),

∂2n+1
z̄ + u′′2n−1(z, z̄)∂2n−1

z̄ + · · ·+ u′′0(z, z̄),
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либо их суммой, а оператор B2n−2 однозначно находится из (5.31). В слу-
чае периодического потенциала V уравнения ВН задают изоспектраль-
ные деформации оператора Шредингера, т.е. деформации сохраняющие
спектр Флоке (поверхность, параметризующую блоховские функции) на
нулевом уровне энергии.

Из теоремы 5.4, доказанной в предыдущем параграфе, вытекает
Теорема 5.5 Уравнения иерархии Веселова–Новикова задают высшие
коммутирующие потоки на пространстве конечнозонных решений урав-
нения Цицейки, т.е. для высшего уравнения Веселова–Новикова вида

vtn = fn(v, vz, vz̄, vzz, vzz̄, vz̄z̄, . . . ),

где V = ev — потенциал оператора Шредингера L, равенство (5.30)
выполнено на всех конечнозонных решениях уравнения Цицейки.

Поскольку класс конечнозонных решений уравнения Цицейки доста-
точно обширен, то учитывая теорему 5.5, становится очевидно, что урав-
нения иерархии ВН задают высшие симметрии уравнения Цицейки. Под-
тверждением этой гипотезы является
Теорема 5.6 Второе, третье, пятое уравнения Веселова–Новикова за-
данные формулами (5.36), (5.37), (5.38) (см. ниже) задают высшие сим-
метрии уравнения Цицейки.

Докажем теорему 5.6. Пусть

A2n+1 = ∂2n+1
z + u2n−1(z, z̄)∂2n−1

z + · · ·+ u0(z, z̄).

Тогда для того, чтобы в правой части уравнения (5.32) занулить слагае-
мые вида g∂z̄∂

k
z , оператор B2n−2 должен иметь вид

B2n−2 = w2n−2∂
2n−2
z + w2n−3∂

2n−3
z + · · ·+ w0,

где
w2n−2 = ∂zu2n−1, . . . , w0 = ∂zu1. (5.33)

Коэффициенты uj оператора A2n+1 находятся последовательно прирав-
ниванием к нулю коэффициентов при ∂j+1

z в (5.32):

∂z̄u2n−1 = (2n + 1)Vz, ∂z̄u2n−2 = (2n + 1)nVzz − ∂z∂z̄u2n−1 =
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(2n + 1)(n− 1)Vzz, . . . (5.34)

И наконец, эволюция потенциала V описывается уравнением

Vtn = A2n+1(V ) + B2n−2(V ) =

∂2n+1
z V + u2n−1∂

2n−1
z V + · · ·+ u0V + ∂zu2n−1∂

2n−2
z V + · · ·+ ∂zu1V. (5.35)

Таким образом уравнение (5.31) эквивалентно системе уравнений (5.33)–
(5.35) на коэффициенты операторов A2n+1, B2n−2.

Заметим, что если выполнено уравнение Цицейки, то можно поло-
жить

u2n−1 = −2n + 1

3
(v2

z + vzz),

u2n−2 = −(2n + 1)(n− 1)

3
(2vzvzz + vzzz).

Действительно, несложно убедиться, что в силу уравнения Цицейки урав-
нение (5.34) выполнено. В общем случае коэффициенты оператора A2n+1

нужно искать в виде однородного дифференциального полинома

u2n−1−j =
∑

α1+···+αs=j+2

aα1...αs∂
α1
z v . . . ∂αs

z v.

Например, прямой проверкой можно убедиться, что коэффициенты опе-
ратора

A5 = ∂5
z−

5

3
(v2

1 +v2)∂
3
z−

5

3
(2v1v2 +v3)∂

2
z +

5

9
(v4

1 +2v2
1v2−3v2

2−4v1v3−2v4)∂z

удовлетворяют уравнениям (5.34). Здесь и далее мы для краткости будем
придерживаться следующих обозначений

∂i
zv = vi.

Соответствующее уравнение ВН принимает вид

vt2 =
1

9
(5v1v

2
2 + 5v2

1v3 − 5v2v3 − v5 − v5
1). (5.36)

Это уравнение задает преобразование симметрии для уравнения Цицей-
ки, найденное в [60].
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Аналогично находятся следующие два нетривиальных уравнения

vt3 =
1

81
(4v7

1 − 84v3
1v

2
2 − 42v4

1v3 + 42v3(2v
2
2 − v4) + 7v1(4v

3
2 + 9v2

3 + 12v2v4)−

−21v2v5 + 21v2
1(2v2v3 + v5)− 3v7), (5.37)

vt5 =
1

729
(−8v11

1 + 880v7
1v

2
2 + 220v8

1v3 − 22v5
1(20v3

2 + 99v2
3 + 132v2v4)−

22v6
1(10v2v3 +11v5)−132v3

1(50v4
2−20v2

2v4−5(3v2
4 +5v3v5)−6v2(5v

2
3 +2v6))−

66v4
1(10v3(21v2

2−v4)−5v2v5−2v7)+11v1(200v5
2+1080v3

2v4+18v2
2(125v2

3−6v6)

−3(23v2
5 + 2v4(50v2

3 + 19v6) + 22v3v7)− 12v2(20v2
4 + 35v3v5 + 2v8))+

11(640v4
2v3 − 190v3

2v5 − 18v2
2(50v3v4 + 3v7)− 6(53v2

3v5 − 8v5v6 − 5v4v7+

v3(70v2
4 − 2v8))− 3v2(130v3

3 + 138v4v5 + 90v3v6 − v9))+

11v2
1(860v3

2v3 + 510v3
3 + 630v2

2v5 − 90v4v5 − 54v3v6+

18v2(120v3v4 − v7)− 3v9) + 3v11). (5.38)

Прямая проверка, которую мы из-за громоздкости вычислений опускаем,
показывает, что уравнения (5.37), (5.38) задают преобразования симмет-
рии.
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5.4 Конечнозонные минимальные лагранже-
вы поверхности в CP 2 с диагональной ин-
дуцированной метрикой

В этом параграфе мы укажем новый метод построения минимальных
лагранжевых (ML) поверхностей в CP 2 с диагональной индуцирован-
ной метрикой в терминах функций Бейкера–Ахиезера алгебраических
кривых.

В §5.4.1 мы получим уравнения наML-отображения плоскости в CP 2

с диагональной метрикой. В §5.4.2 введем функцию Бейкера–Ахиезера в
нужном для нас виде. В §5.4.3 докажем основную теорему (теорема 5.8) и
приведем в качестве демонстрации теоремы 5.8 примерML-отображения
плоскости, отвечающего приводимой рациональной спектральной кри-
вой.

5.4.1 Уравнения лагранжевых поверхностей с диаго-
нальной метрикой

Как и ранее, лагранжевы поверхности в CP 2 с диагональной индуциро-
ванной метрикой будем задавать с помощью композиции отображений
H ◦ ϕ, где

ϕ : R2 → S5 ⊂ C3,

< ϕ, ϕx >=< ϕ, ϕy >=< ϕx, ϕy >= 0, (5.39)

Введем обозначения

|ϕx|2 = 2ev1(x,y), |ϕy|2 = 2ev2(x,y).

Тогда из (5.39) следует, что матрица

Φ̃ =

(
ϕ,

1√
2
e−

v1
2 ϕx,

1√
2
e−

v2
2 ϕy

)>

принадлежит группе U(3).
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Из определения лагранжевого угла (см. §5.2) получаем

Φ =




ϕ1 ϕ2 ϕ3

1√
2
e−

v1
2
−i β

2 ϕ1
x

1√
2
e−

v1
2
−i β

2 ϕ2
x

1√
2
e−

v1
2
−i β

2 ϕ3
x

1√
2
e−

v2
2
−i β

2 ϕ1
y

1√
2
e−

v2
2
−i β

2 ϕ2
y

1√
2
e−

v2
2
−i β

2 ϕ3
y


 ∈ SU(3),

Матрица Φ удовлетворяет уравнениям

Φx = AΦ, Φy = BΦ, (5.40)

где матрицы A,B ∈ su(3) имеют вид

A =




0
√

2e
v1
2

+i β
2 0

−√2e
v1
2
−i β

2 if 1
2
e

v1
2
− v2

2 (2ih− v1y + iβy)

0 1
2
e

v1
2
− v2

2 (2ih + v1y + iβy) −if


 ,

B =




0 0
√

2e
v2
2

+i β
2

0 ih 1
2
e

v2
2
− v1

2 (iβx − 2if + v2x)

−√2e
v2
2
−i β

2
1
2
e

v2
2
− v1

2 (iβx − 2if − v2x) −ih


 ,

f(x, y) и h(x, y) — некоторые вещественные функции.
Из уравнений (5.40) вытекают уравнения

ϕxx = Γ1
11ϕx + Γ2

11ϕy + b11ϕ,

ϕxy = Γ1
12ϕx + Γ2

12ϕy + b12ϕ,

ϕyy = Γ1
22ϕx + Γ2

22ϕy + b22ϕ,

где
Γ1

11 =
1

2
(2if + v1x + iβx), Γ2

11 =
1

2
e

v1
2
− v2

2 (2ih− v1y + iβy),

Γ1
12 =

1

2
(2ih + v1y + iβy), Γ2

12 =
1

2
(−2if + v2x + iβx),

Γ1
22 =

1

2
e

v2
2
− v1

2 (−2if − v2x + iβx), Γ2
22 =

1

2
(−2ih + v2y + iβy),

b11 = −2ev1 , b12 = 0, b22 = −2ev2 .

Отсюда вытекает ключевая лемма в нашей конструкции.
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Лемма 5.7 Имеют место равенства

Γ1
11 + Γ2

12 =
1

2
(v1x + v2x) + iβx,

Γ1
12 + Γ2

22 =
1

2
(v1y + v2y) + iβy.

Из леммы 5.7 немедленно получаем
Следствие 5.1 Если

Im(Γ1
11 + Γ2

12) = Im(Γ1
12 + Γ2

22) = 0,

то поверхность минимальна.
Следствие 5.1 дает нам условие минимальности поверхности в диаго-

нальной метрике. Для того чтобы выяснить минимальность поверхности
нам достаточно вычислить мнимые части Γ1

11 + Γ2
12 и Γ1

12 + Γ22.

5.4.2 Основная теорема

Пусть Γ — риманова поверхность рода g (на самом деле вся нижеследу-
ющая конструкция обобщается на сингулярные алгебраические кривые
над C). Предположим, что на Γ задан дивизор

γ = γ1 + · · ·+ γg,

точки r, P1, P2 ∈ Γ, а также локальные параметры k−1
1 , k−1

2 в окрестно-
стях точек P1 и P2. Двухточечной функцией Бейкера–Ахиезера, отвеча-
ющей спектральным данным

{Γ, P1, P2, k1, k2, γ, r},

называется функция ψ(x, y, P ), P ∈ Γ, которая обладает следующими
свойствами:

1) в окрестности P1 и P2 функция ψ имеет существенные особенности
следующего вида

ψ = eik1x

(
f1(x, y) +

g1(x, y)

ik1

+
h1(x, y)

k2
1

+ . . .

)
,
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ψ = eik2y

(
f2(x, y) +

g2(x, y)

ik2

+
h2(x, y)

k2
2

+ . . .

)

2) на Γ\{P1, P2} функция ψ мероморфна с простыми полюсами на γ

3) ψ(x, y, r) = d, d ∈ C.

Для спектральных данных в общем положении функция Бейкера–
Ахиезера существует и единственна.

Функцию Бейкера–Ахиезера можно явным образом выразить через
тэта-функцию поверхности Γ.

Выберем на поверхности Γ базис циклов

a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

со следующими индексами пересечений

ai ◦ aj = bi ◦ bj = 0, ai ◦ bj = δij.

Через ω1, . . . , ωg обозначим базис голоморфных дифференциалов на Γ,
нормированный условиями

∫

aj

ωi = δij.

Матрицу b-периодов дифференциалов ωj с компонентами

Bij =

∫

bi

ωj

обозначим через B. Эта матрица симметрична и имеет положительно
определенную мнимую часть.

Тэта-функция Римана задается абсолютно сходящимся рядом

θ(z) =
∑

m∈Z
eπi(Bm,m)+2πi(m,z), z = (z1, . . . , zg) ∈ Cg.

Тэта-функция обладает следующими свойствами

θ(z + m) = θ(z), m ∈ Zg,

θ(z + Bm) = exp(−πi(Bm, m)− 2πi(m, z))θ(z), m ∈ Zg.
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Через X обозначим многообразие Якоби поверхности Γ

X = Cg/{Zg + BZg}.

Пусть A : Γ → X отображение Абеля, заданное формулой

A(P ) =

(∫ P

q0

ω1, . . . ,

∫ P

q0

ωg

)
, P ∈ Γ,

q0 ∈ Γ — фиксированная точка.
Для точек γ1, . . . , γg в общем положении по теореме Римана функция

θ(z + A(P )),

где z = K −A(γ1)− · · · −A(γg), имеет на Γ ровно g нулей γ1, . . . , γg, K —
вектор римановых констант.

Обозначим через Ω1 и Ω2 мероморфные дифференциалы на Γ с един-
ственными простыми полюсами в точках P1 и P2 соответственно и нор-
мированные условиями

∫

aj

Ω1 =

∫

aj

Ω2 = 0, j = 1, . . . , g.

Через U и V обозначим их векторы b-периодов

U =

(∫

b1

Ω1, . . . ,

∫

bg

Ω1

)
, V =

(∫

b1

Ω2, . . . ,

∫

bg

Ω2

)
.

Обозначим через ψ̃ функцию

ψ̃(x, y, P ) =
θ(A(P ) + xU + yV + z)

θ(A(P ) + z)
exp(2πix

∫ P

q0

Ω1 + 2πiy

∫ P

P1

Ω2).

Тогда искомая функция Бейкера–Ахиезера имеет вид

ψ(x, y, P ) =
ψ̃(x, y, P )

ψ̃(x, y, r)
d.
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Лагранжевы погружения

Обозначим через ϕ1, ϕ2, ϕ3 следующие функции

ϕi = αiψ(x, y, Qi),

где Q1, Q2, Q3 ∈ Γ дополнительный набор точек, αi — некоторые кон-
станты.

Предположим, что поверхность Γ обладает антиголоморфной инво-
люцией µ

µ : Γ → Γ,

для которой точки P1, P2 и r неподвижны, причем

ki(µ(P )) = k̄i(P ).

Имеет место
Теорема 5.7 Пусть Qi — неподвижные точки антиголоморфной инво-
люции µ. Предположим, что на Γ существует мероморфная 1-форма
Ω со следующим набором дивизоров нулей и полюсов

(Ω)0 = γ + µ(γ) + P1 + P2,

(Ω)∞ = Q1 + Q2 + Q3 + r.

Тогда функции ϕi удовлетворяют уравнениям

ϕ1ϕ̄1A1 + ϕ2ϕ̄2A2 + ϕ3ϕ̄3A3 + |d|2ResrΩ = 0,

ϕ1ϕ̄1
xA1 + ϕ2ϕ̄2

xA2 + ϕ3ϕ̄3
xA3 = 0,

ϕ1ϕ̄1
yA1 + ϕ2ϕ̄2

yA2 + ϕ3ϕ̄3
yA3 = 0,

ϕ1
xϕ̄

1
yA1 + ϕ2

xϕ̄
2
yA2 + ϕ3

xϕ̄
3
yA3 = 0,

ϕ1
xϕ̄

1
xA1 + ϕ2

xϕ̄
2
xA2 + ϕ3

xϕ̄
3
xA3 + |f1|2c1 = 0, (5.41)

ϕ1
yϕ̄

1
yA1 + ϕ2

yϕ̄
2
yA2 + ϕ3

yϕ̄
3
yA3 + |f2|2c2 = 0, (5.42)
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где Ak =
ResQk

Ω

|αk|2 , k = 1, 2, 3, c1, c2 — коэффициенты разложения формы
Ω в окрестностях точек P1 и P2:

Ω = (c1w1 + aw2
1 + . . . )dw1, w1 = 1/k1,

Ω = (c2w2 + bw2
2 + . . . )dw2, w2 = 1/k2.

Из теоремы 5.7 вытекает
Следствие 5.2 Если ResQi

Ω > 0, то при

αi =
√

ResQi
Ω, d =

√ −1

ResrΩ
,

имеют место следующие равенства

< ϕ, ϕ >= 1, < ϕ, ϕx >=< ϕ, ϕy >=< ϕx, ϕy >= 0,

т.е. отображение H ◦ ϕ : R2 → CP 2 является лагранжевым, причем
индуцированная метрика на Σ имеет диагональный вид

ds2 = |f1|2|c1|dx2 + |f2|2|c2|dy2.

Доказательство теоремы 5.7. Рассмотрим 1-форму

Ω1 = ψ(P )ψ(µ(P ))Ω.

В силу определения инволюции µ функция ψ(µ(P )) имеет следующий
вид в окрестностях точек P1 и P2

ψ(µ(P )) = e−ik1x

(
f̄1(x, y)− ḡ1(x, y)

k1

+
h̄1(x, y)

k2
1

+ . . .

)
,

ψ(µ(P )) = e−ik2y

(
f̄2(x, y)− ḡ2(x, y)

k2

+
h̄2(x, y)

k2
2

+ . . .

)
.

Следовательно, форма Ω1 не имеет существенных особенностей в точках
P1 и P2. Простые полюсы γ +µ(γ) функции ψ(P )ψ(τ(P )) сокращаются с
нулями в этих точках формы Ω. Таким образом форма Ω1 имеет только
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простые полюсы в точках Q1, Q2, Q3 и r с вычетами равными соответ-
ственно

ψ(Q1)ψ(Q1)ResQ1Ω = ϕ1ϕ̄1A1, ϕ2ϕ̄2A2, ϕ3ϕ̄3A3, |d|2ResrΩ.

Следовательно, сумма этих вычетов равна нулю и тем самым первое
равенство в теореме 1 доказано.

Форма ψ(P )ψ(µ(P ))xΩ также не имеет существенных особенностей в
точках P1 и P2. Эта форма имеет только простые полюса в точках Q1, Q2

и Q3 с вычетами равными

ϕ1ϕ̄1
xA1, ϕ2ϕ̄2

xA2, ϕ3ϕ̄3
xA3.

Второе равенство доказано. Аналогично доказываются следующие два
равенства. Для этого нужно рассмотреть формы

ψ(P )ψ(µ(P ))yΩ, ψ(P )xψ(µ(P ))yΩ,

которые также имеют только простые полюса в точках Q1, Q2 и Q3.
Для доказательства последних двух равенств (6) и (7) нужно рас-

смотреть формы

ψ(P )xψ(µ(P ))xΩ, ψ(P )yψ(µ(P ))yΩ.

Эти формы имеют простые полюса в точках Q1, Q2, Q3, P1 и Q1, Q2, Q3, P2

с вычетами
ϕ1

xϕ̄
1
xA1, ϕ2

xϕ̄
2
xA2, ϕ3

xϕ̄
3
xA3, −|f1|2c1

и
ϕ1

yϕ̄
1
yA1, ϕ2

yϕ̄
2
yA2, ϕ3

yϕ̄
3
yA3, −|f2|2c2.

Теорема 5.7 доказана.

5.4.3 Mинимальные лагранжевы погружения

В этом разделе мы укажем спектральные данные, при которых отобра-
жение ϕ, построенное в предыдущем разделе минимально.
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Предположим, что кривая Γ обладает голоморфной инволюцией

σ : Γ → Γ.

Обозначим через τ композицию µ ◦ σ. Справедлива
Лемма 5.8 Предположим, что выполнены условия вещественности

τ(γ) = γ, τ(r) = r, d ∈ R.

Тогда
ψ(x, y, τ(P )) = ψ(x, y, P ).

Для доказательства этой стандартной леммы достаточно заметить, что
функция ψ(x, y, τ(P )) удовлетворяет условиям 1)–3) в определении функ-
ции Бейкера–Ахиезера что и функция ψ(x, y, P ), следовательно, в силу
единственности функции ψ(x, y, τ(P )) и ψ(x, y, P ) совпадают.

Ниже мы будем предполагать, что условия леммы 5.8 выполнены. В
частности это означает, что

µ(γ) = σ(γ), µ(r) = σ(r),

а также, что функции fi, gi, участвующие в разложении ψ в окрестностях
точек P1 и P2 вещественны.

Рассмотрим три функции

F11(x, y, P ) = ∂2
xψ + Γ1

11(x, y)∂xψ + Γ2
11(x, y)∂yψ + b11(x, y)ψ,

F12(x, y, P ) = ∂x∂yψ + Γ1
12(x, y)∂xψ + Γ2

12(x, y)∂yψ + b12(x, y)ψ,

F22(x, y, P ) = ∂2
yψ + Γ1

22(x, y)∂xψ + Γ2
22(x, y)∂yψ + b22(x, y)ψ.

Выберем функции Γk
ij(x, y) и bij(x, y) таким образом, чтобы

F11(x, y, Qi) = F12(x, y, Qi) = F22(x, y, Qi) = 0, i = 1, 2, 3.

Справедлива
Лемма 5.9 Имеют место равенства

Γ1
11(x, y) = −ia

c1

− f1x

f1

,
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Γ1
12(x, y) = −f1y

f1

, Γ2
12(x, y) = −f2x

f2

,

Γ2
22(x, y) = − ib

c2

− f2y

f2

.

Доказательство леммы 5.9. Рассмотрим форму

ω = F11(P )ψ(σ(P ))xΩ.

Форма ω не имеет существенных особенностей в точках P1 и P2. Форма
ω имеет полюс второго порядка в P1 и простой полюс в точке P2, сумма
вычетов в которых равна

f1((ia + c1Γ
1
11)f1 + c1f1x) = 0.

Отсюда получаем формулу для Γ1
11. Аналогично для нахождения осталь-

ных коэффициентов нужно рассмотреть формы

F12(P )ψ(σ(P ))xΩ, F12(P )ψ(σ(P ))yΩ, F22(P )ψ(σ(P ))yΩ.

Лемма 5.9 доказана.
Из этой леммы получаем

Γ1
11 + Γ2

12 = −ia

c1

− f1x

f1

− f2x

f2

,

Γ1
12 + Γ2

22 = − ib

c2

− f1y

f1

− f2y

f2

.

Предположим, что a = b = 0. Тогда так как f1 и f2 вещественные функ-
ции, то по лемме 5.7 поверхность минимальна. Таким образом мы дока-
зали основную теорему.
Теорема 5.8 Предположим, что спектральная кривая Γ обладает ан-
тиголоморфной инволюцией

µ : Γ → Γ

с неподвижными точками Q1, Q2, Q3, P1, P2 и r и мероморфной 1-формой
Ω со следующим дивизором нулей и полюсов

(Ω)0 = γ + µγ + P1 + P2, (Ω)∞ = Q1 + Q2 + Q3 + r,
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причем ResQi
Ω > 0. Тогда отображение H◦ϕ, где ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) задает

лагранжево отображение плоскости в CP 2.
Пусть кроме того спектральная кривая Γ обладает голоморфной ин-

волюцией
σ : Γ → Γ

такой, что
µ(γ) = σ(γ), σ(r) = r,

d ∈ R и предположим, что форма Ω имеет следующее разложение в
окрестностях точек P1 и P2

Ω = (c1w1 + d1w
3
1 + . . . )dw1, w1 = 1/k1, (5.43)

Ω = (c2w2 + d2w
3
2 + . . . )dw2, w2 = 1/k2, (5.44)

тогда отображение ϕ минимально.

5.4.4 Пример

В этом параграфе мы продемонстрируем теорему 5.8 на примере, когда
спектральная кривая Γ является приводимой алгебраической кривой и
состоит из неприводимых компонент Γi, которые изоморфны CP 1. В этом
случае теорема 5.8 также верна, но в определении функции Бейкера–
Ахиезера нужно заменить род на арифметический род, а в формулиров-
ке теоремы 5.8 нужно заменить дифференциал на дифференциал, кото-
рый обладает условием регулярности в точках пересечения различных
компонент (см. главу 4).

Регулярный дифференциал на Γ задается мероморфными 1-формами
Ωj на Γj с простыми полюсами. Полюса форм Ωj допускаются только в
точках пересечения компонент. Причем должны выполняться условия
регулярности: если кривые Γi и Γj пересекаются по точке P , то

ResP Ω1 + ResP Ω2 = 0.

Арифметическим родом кривой Γ называется размерность пространства
регулярных дифференциалов. Число полюсов γi в определении функции
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Бейкера–Ахиезера должно совпадать с арифметическим родом кривой
Γ.

Пусть кривая Γ состоит из двух компонент Γ1 и Γ2, пересекающихся
по двум точкам.

Γ1 Γ2

r rr

r

r r r
r

P1

Q1 Q2

Q3

rP2

a

−a

b

−b

Рис. 5.1.

Пусть z1 — координата на первой компоненте, z2 — координата на вто-
рой компоненте. Предположим, что точки пересечения на первой компо-
ненте имеют координаты a,−a ∈ R, а на второй b,−b ∈ R. Положим

P1 = ∞ ∈ Γ1, P2 = ∞ ∈ Γ2, r = 0 ∈ Γ1,

Q1, Q2, Q3 ∈ Γ2, Qi ∈ R, γ ∈ Γ2, γ = iΓ ∈ iR.

Кривая Γ обладает голоморфной инволюцией

σ : Γ → Γ, σ(z1) = −z1, σ(z2) = −z2.

и антиголоморфной инволюцией

µ : Γ → Γ, µ(z1) = z̄1, µ(z2) = z̄2.

Функция Бейкера–Ахиезера ψ на Γ задается функциями ψ1 и ψ2 на ком-
понентах Γ1 и Γ2

ψ1 = eixz1f1(x, y), ψ2 = eiyz2

(
f2(x, y) +

g(x, y)

z2 − γ

)
.

Функции f1, f2 и g находятся из условий согласованности

ψ1(x, y, a) = ψ2(x, y, b), ψ1(x, y,−a) = ψ2(x, y,−b),



Глава 5. H-минимальные лагранжевы подмногообразия в CN и CPN170

и условия нормировки
ψ1(x, y, 0) = d.

Откуда

f1 = d, f2 =
de−i(ax+by)

2b
(b(e2iax + e2iby) + γ(−e2iax + e2iby)),

g2 =
de−i(ax+by)

2b
(e2iax − e2iby)(b2 − γ2).

Мероморфная форма Ω задается формами

Ω1 =
dz1

z1(z2
1 − a2)

, Ω2 =
c1(z

2
2 − γ2)dz2

(z2 −Q1)(z2 −Q2)(z2 −Q3)(z2
2 − b2)

,

откуда

d =

√
1

|Res0Ω1| = a.

Из условий

ResaΩ1 + ResbΩ2 = 0, Res−aΩ1 + Res−bΩ2 = 0

получаем

c1 = −b(b−Q1)(b−Q2)(b−Q3)

a2(b2 − γ2)
,

Q3 = −b2(Q1 + Q2)

b2 + Q1Q2

.

Из условия, что форма Ω имеет разложения (5.43) и (5.44) в окрестностях
P1 и P2 получаем Q2 = Q1. Откуда компоненты отображения ϕ имеют
вид

ϕ1 = α1F2(Q1) =

α1ae−i(ax+(b−Q1)y)(e2iax(b + Q1)(b− iΓ)− e2iby(b−Q1)(b + iΓ))

2b(Q1 − iΓ)
,

ϕ2 = α2F2(Q2) =

α2ae−i(ax+(b+Q1)y)(e2iax(b−Q1)(b− iΓ)− e2iby(b + Q1)(b + iΓ))

2b(−Q1 − iΓ)
,
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ϕ3 = α2F2(Q3) = α3ae
−i(ax+

b(b+Q1)(b+Q2)

b2+Q1Q1
y)×

(−be2iax(b−Q1)(b−Q2)(b− iΓ) + be2iby(b + Q1)(b + Q2)(b + iΓ))

2(b3(Q1 + Q2 + iΓ) + ibQ1Q2Γ)
,

где

α1 =
√

ResQ1Ω2 =

√
b2(Q2

1 + Γ2)

2a2Q2
1(b

2 + Γ2)
,

α2 =
√

ResQ2Ω2 =

√
b2(Q2

1 + Γ2)

2a2Q2
1(b

2 + Γ2)
,

α3 =
√

ResQ3Ω2 =

√
Γ2(Q2

1 − b2)

a2Q2
1(b

2 + Γ2)
.

При a = b = 1, Q1 = 2, γ = i получаем

ϕ1 =
(1 + 3i)

8
√

5
e−i(x−y)(−3ie2ix + e2iy),

ϕ2 =
e−i(x+3y)

8
√

5
((1− 3i)e2ix + (9 + 3i)e2iy),

ϕ3 =
1

2

√
1

2
(cos(x− y)− sin(x− y)),

при этом
e2iβ = −1.

Индуцированная метрика на образе имеет вид

ds2 = dx2 +
3

2
(1 + sin(2(x− y)))dy2.

Гауссова кривизна равна тождественно 1, следовательно, образом явля-
ется двумерная сфера.
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5.5 Конформно плоские минимальные и га-
мильтоново минимальные лагранжевы то-
ры в CP 3

В §5.5.1 мы дадим описание одного семейства минимальных конформно
плоских лагранжевых торов в CP 3. В §5.5.2 мы обобщим эту конструк-
цию на случай гамильтоново минимальных лагранжевых торов в CP 3.

5.5.1 Конформно плоские ML-торы в CP 3

Будем задавать конформно плоский минимальный тор в CP 3 как образ
композиции

ϕ = H ◦ r : R3 → S7 → CP 3.

Пусть ds2 = e2v(x,y,z)(dx2 + dy2 + dz2) — индуцированная метрика. Из
лагранжевости и минимальности, а также конформности ϕ следует, что
матрица

R =




r1 r2 r3 r4

e−vr1
x e−vr2

x e−vr3
x e−vr4

x

e−vr1
y e−vr2

y e−vr3
y e−vr4

y

e−vr1
z e−vr2

z e−vr3
z e−vr4

z




принадлежит группе U(4) (см. ниже), причем det R = const. С точностью
до действия на r некоторой постоянной унитарной матрицы, можно счи-
тать, что det R = 1. Введем матрицы X,Y и Z такие, что

Rx = XR, Ry = Y R, Rz = ZR. (5.45)

Так как R ∈ SU(4), то X,Y и Z лежат в алгебре Ли su(4). При этом они
удовлетворяют уравнениям совместности

Xy − Yx + [X,Y ] = 0, Xz − Zx + [X, Z] = 0, Yz − Zy + [Y, Z] = 0. (5.46)

Мы рассматриваем полностью интегрируемый случай, когда матрицы
X, Y и Z зависят только от одной переменной z. Тогда решением урав-
нений совместности являются матрицы вида (5.49),(5.50) и (5.51) (см.
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ниже), при этом v удовлетворяет уравнению

v′(z)2 + e2v(z) + c2
3e
−6v(z) − 2(c2

1 + c2
2) = 0, (5.47)

где c1,c2 и c3 — некоторые вещественные константы, которое после заме-
ны интегрируется с помощью абелева интеграла на гиперэллиптической
кривой рода 2.

Имеет место
Теорема 5.9 Если матрицы X, Y, Z зависят только от переменной z,
то отображение r, задающее минимальное конформное отображение
R3 в CP 3, с точностью до действия группы U(4), имеет вид

r =
(
P (z)ei(α1x+β1y), P (z)ei(α2x+β2y), P (z)e−i((α1+α2)x+(β1+β2)y), P1(z)

)
,

(5.48)

P (z) = F (z)eiG(z), F =
ev(z)

√
6(c2

1 + c2
2)

, G(z) = c3

∫
e−3v(z)dz,

P1(z) = F1(z)eiG1(z), F1(z) =

√
2(c2

1 + c2
2)− e2v(z)

√
2(c2

1 + c2
2)

,

G1(z) = c3

∫
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
dz,

где α1, α2, c3 — некоторые константы, c1 и c2 выражаются через α1, α2

по формулам (5.71) и (5.72), v(z) — решение уравнения (5.47). Если при
этом α1, α2, c3 такие, что уравнение (5.68) имеет два отрицательных
корня и не имеет кратных корней, v(z) — периодическое решение урав-
нения (5.47), α1, α2 и c4 (см. (5.70)) — рациональные числа, то отобра-
жение ϕ является периодическим по переменным x, y и z.

Условия теоремы будут выполнены, например, при α1 = 1, α2 = 2, c3 =

2. При этом знаменатель в формуле для G1(z) не обращается в нуль. В
этом случае отображение ϕ является периодическим по x и y, а перио-
дичности по z можно добиться бесконечно малыми шевелениями c3 = 2.

Доказательство теоремы 5.9

Обозначим через S7 единичную сферу в C4, а через

H : S7 → CP 3
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расслоение Хопфа (слоями расслоения Хопфа служат окружности, ко-
торые являются пересечениями комплексных прямых в C4, проходящих
через 0, с S7). Эрмитова структура на CP 3 задается следующим образом.
Пусть η1 и η2 — касательные векторы к CP 3 в точке p ∈ CP 3, S1

p — слой
расслоения Хопфа, отвечающий точке p. Через ξ1 и ξ2 обозначим гори-
зонтальные поднятия векторов η1 и η2 на S7, т.е. ξ1 и ξ2 — касательные
векторы к S7 в некоторой точке r ∈ S1

p такие, что они ортогональны S1
p и

dH(ξj) = ηj. Тогда эрмитово произведение векторов η1 и η2 определяется
по формуле

〈η1, η2〉FS
def
= 〈ξ1, ξ2〉,

где 〈., .〉 — эрмитово произведение в C4. Ясно, что 〈η1, η2〉FS не зависит
от их поднятия. Вещественная и мнимая части 〈., .〉FS являются соответ-
ственно метрикой Фубини–Штуди и симплектической формой Фубини–
Штуди.

Лагранжевы подмногообразия в CP 3 можно задавать следующим об-
разом. Обозначим через K лагранжев конус в C4 с вершиной в 0, т.е.
конус вещественной размерности 4, на котором зануляется симплектиче-
ская форма ω = Im〈., .〉

ω = dx1 ∧ dy1 + · · ·+ dx4 ∧ dy4,

где zj = xj + iyj — координаты в C4. Проекция H(K̄) пересечения K̄ =

S7∩K является лагранжевым подмногообразием в CP 3. При этом H(K̄)

локально изометрично K̄. Действительно, выберем касательный репер
e1, e2, e3 к K̄ в точке r ∈ K̄. Так как (r, ej) = 0, где (., .) = Re〈., .〉
— скалярное произведение в C4 и (ir, ej) = ω(r, ej) = 0, то касатель-
ное пространство к K̄ в точке r ортогонально слою расслоения Хопфа,
проходящему через r. Следовательно, локальная изометричность K̄ и
H(K̄) вытекает из того, что H является римановой субмерсией. Так как
ω(ei, ej) = 0, то лагранжевость H(K̄) вытекает из определения формы
Фубини–Штуди.

Таким образом лагранжевы подмногообразия в CP 3 с конформно
плоской метрикой можно задавать как образ композиции H и такого
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отображения
r : R3 → S7,

что репер
(r, rxe

−v, rye
−v, rze

−v)

унитарен для всех x, y и z, где

ev(x,y,z) = |rx| = |ry| = |rz|

конформный множитель. В случае, когда многообразие минимально из
формулы для средней кривизны

H = J(∇β),

следует, что лагранжев угол постоянен, следовательно, после подходя-
щего умножения r на постоянную унитарную матрицу можно считать,
что eiβ = det R = 1, т.е. R ∈ SU(4).

Имеет место
Лемма 5.10 Если матрицы X,Y и Z зависят только от переменной
z и удовлетворяют уравнениям (5.46), то они имеют вид

X =




0 ev(z) 0 0
−ev(z) −ic1 ic2 ic3e

−3v(z) − v′(z)
0 ic2 ic1 0
0 ic3e

−3v(z) + v′(z) 0 0


 , (5.49)

Y =




0 0 ev(z) 0
0 ic2 ic1 0

−ev(z) ic1 −ic2 ic3e
−3v(z) − v′(z)

0 0 ic3e
−3v(z) + v′(z) 0


 , (5.50)

Z =




0 0 0 ev(z)

0 ic3e
−3v(z) 0 0

0 0 ic3e
−3v(z) 0

−ev(z) 0 0 −2ic3e
−3v(z)


 , (5.51)

где функция v(z) удовлетворяет уравнению (5.47).
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Доказательство. Из уравнений (5.45) и из X,Y, Z ∈ su(4) получаем,
что X, Y, Z имеют вид

X =




0 ev(z) 0 0
−ev(z) if1 if4 −vz + if6

0 if4 if2 if8

0 vz + if6 if8 −i(f1 + f2)


 ,

Y =




0 0 ev(z) 0
0 if4 if2 if8

−ev(z) if2 if9 −vz + if3

0 if8 vz + if3 −i(f4 + f9)


 ,

Z =




0 0 0 ev(z)

0 if6 if8 −i(f1 + f2)
0 if8 if3 −i(f4 + f9)

−ev(z) −i(f1 + f2) −i(f4 + f9) −i(f6 + f3)


 ,

где fj = fj(z) — вещественные функции. Далее, из уравнений (5.45) пря-
мыми вычислениями, которые мы здесь опускаем, получаем, что эти мат-
рицы имеют вид (5.49), (5.50) и (5.51). Лемма доказана.

Справедлива
Лемма 5.11 Пространство вектор-функций вида

R̃ =
(
r̃, e−v(z)r̃x, e

−v(z)r̃y, e
−v(z)r̃z

)>
,

удовлетворяющих уравнениям

R̃x −XR̃ = 0, (5.52)

R̃y − Y R̃ = 0, (5.53)

R̃z − ZR̃ = 0, (5.54)

задается следующими функциями

r̃j = P (z)ei(αjx+βjy), 1 ≤ j ≤ 3,

r̃4 = P1(z),
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где αj вещественный корень уравнения

α3 − 3(c2
1 + c2

2)α + 2c1(c
2
1 + c2

2) = 0, (5.55)

βj = − c2αj

c1 − αj

, (5.56)

функции P (z), P1(z) имеют вид (5.57),(5.58),(5.66),(5.67).
Таким образом размерность этого пространства вектор-функций не

превышает 4 и равна 4 в случае, когда уравнение (5.55) имеет три раз-
личных вещественных корня.

Доказательство. Из уравнений (5.52) и (5.53) получаем

r̃xze
3v − r̃x(ic3 + e3vv′(z)) = 0,

r̃yze
3v − r̃y(ic3 + e3vv′(z)) = 0.

Следовательно, функция r̃ имеет вид

r̃ = P (z)f(x, y) + P1(z),

где P (z), P1(z) некоторые вещественные функции. Подставим r̃ в урав-
нение (5.54), получим, что функция P (z) удовлетворяет уравнению

c3P (z) + ie3v(z)(P ′(z)− P (z)v′(z)) = 0.

Положим
P (z) = F (z)eiG(z), (5.57)

где F (z) и G(z) вещественные функции, тогда

F (z) = aev(z), a ∈ R, G(z) = c3

∫
e−3v(z)dz, (5.58)

Далее, из (5.52) получаем

aeiGf(c2
3 + e8v + e6v(v′)2) + e2v(e5vP1 + P ′

1(−ic3 + e3vv′)+

aeiG+4v(−ic2fy + ic1fx + fxx)) =

e2v(e5vP1 − ic3P
′
1 + e3vP ′

1v
′ + aeiG+4v(2(c2

1 + c2
2)f−
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ic2fy + ic1fx + fxx) = 0, (5.59)

−i(c1fy + c2fx) + fxy = 0. (5.60)

Из (5.53) получаем

aeiGf(c2
3 + e8v + e6v(v′)2) + e2v(e5vP1 + P ′

1(−ic3 + e3vv′)+

aeiG+4v(ic2fy − ic1fx + fyy)) =

e2v(e5vP1 − ic3P
′
1+

e3vP ′
1v
′ + aeiG+4v(2(c2

1 + c2
2)f + ic2fy − ic1fx + fyy) = 0. (5.61)

Из (5.54) следует

e7vP1 + 2ic3e
2vP ′

1 + e5v(−P ′
1v
′ + P ′′

1 ) + aeiGf(−3c3 + e8v + e6vv′′) =

e7vP1 + 2ic3e
2vP ′

1 + e5v(−P ′
1v
′ + P ′′

1 ) = 0. (5.62)

Можно считать, что в ряде Фурье функции f

f(x, y) =
∑

aαjβj
ei(xαj+yβj)

коэффициент a00 равен нулю, тогда из (5.59) и (5.61) следует

2(c2
1 + c2

2)f − ic2fy + ic1fx + fxx = 0, (5.63)

2(c2
1 + c2

2)f + ic2fy − ic1fx + fyy = 0, (5.64)

e5vP1 − ic3P
′
1 + e3vP ′

1v
′ = 0. (5.65)

Покажем, что уравнение (5.62) вытекает из (5.47) и (5.65). Выразим P ′
1(z)

и P ′′
1 (z) из (5.65) и подставим в (5.62)

P ′
1(z) = − e5v(z)P1(z)

e3v(z)v′(z)− ic3

,

P ′′
1 (z) =

e5v(z)P1(z)(e5v(z) + 5ic3v
′(z)− 2e3v(z)v′2(z) + e3v(z)v′′(z))

(e3v(z)v′(z)− ic3)2
.

Получим
e5v(z)P1(z)(−3c2

3 + e8v(z) + e6v(z)v′′(z))

(e3v(z)v′(z)− ic3)2
= 0.
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Последнее вытекает из (5.47). Подставим ряд Фурье функции f в урав-
нения (5.60)), (5.63) и (5.64). Получим, что αj удовлетворяет уравнению
(5.55), а βj выражается через αj по формуле (5.56).

Теперь положим в (5.65)

P1(z) = F1(z)eiG1(z), (5.66)

где F1 и G1 — вещественные функции. Получим

e5v(z)F1(z) + (F ′
1(z) + iF1(z)G′

1(z))(−ic3 + e3v(z)v′(z)) = 0.

Откуда
e5v(z)F1(z) + c3F1(z)G′

1(z) + e3v(z)F ′
1(z)v′(z) = 0,

−c3F
′
1(z) + e3v(z)F1(z)G′

1(z)v′(z) = 0.

Из последних двух равенств имеем

G′
1(z) = − c3e

5v(z)

c2
3 + e6v(z)v′2(z)

=
c3e

−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
,

e8v(z)F1(z)v′(z) + F ′
1(z)(c2

3 + e6v(z)v′2(z)) = 0

или эквивалентно

(2c2
1 + 2c2

2 − e2v(z)F ′
1(z) + e2v(z)F1(z)v′(z) = 0.

Следовательно,

G1(z) = c3

∫
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
dz, F1(z) = γ1

√
2(c2

1 + c2
2)− e2v(z), (5.67)

где γ1 — некоторая константа. Лемма 5.11 доказана.
Прямыми вычислениями, которые мы здесь опускаем, проверяется,

что если уравнение (5.55) имеет три различных вещественных корня, то
для отображения r заданного формулой (5.48) матрица R принадлежит
SU(4).

Для построения периодических отображений ϕ нам понадобится
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Лемма 5.12 Если уравнение

Q(x) = 256c2
3x

5 + 8(c2
1 + c2

2)x
2 + x = 0 (5.68)

имеет два отрицательных корня и при этом не имеет кратных корней,
то уравнение (5.47) имеет гладкое периодическое решение.

Доказательство. Сделаем замену

v(z) = − log(2
√
−u(z))

в уравнении (5.47). Получим уравнение на u(z)

u′2 = 256c2
3u

5 + 8(c2
1 + c2

2)u
2 + u. (5.69)

Решение этого уравнения — это обратная функция к абелеву интегралу
∫

du√
256c2

3u
5 + 8(c2

1 + c2
2)u

2 + u
.

Уравнение
y2 = 256c2

3x
5 + 8(c2

1 + c2
2)x

2 + x

задает в C2 гиперэллиптическую кривую Γ рода 2 с антиголоморфной
инволюцией

σ : (x, y) → (x̄, ȳ).

Периодические решения уравнения (5.69) отвечают вещественным цик-
лам γ кривой Γ : σ(γ) = γ, причем значения функции u(z) будут за-
ключены между соответствующими вещественными корнями уравнения
Q(x) = 0, которые задают цикл γ.

Таким образом для существования периодического отрицательного
решения уравнения (5.69) достаточно наличия двух отрицательных кор-
ней. Если x1 и x2 — наименьшие из них, то Q(x) > 0 при x ∈ (x1, x2). В
этом случае

γ = {(x, y) : x ∈ [x1, x2], y = ±
√

Q(x)}.
Лемма 5.12 доказана.
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Предположим, что v(z) — периодическое решение уравнения (5.47) с
периодом τ . Тогда имеет место
Лемма 5.13 Если числа α1, α2 и c4 рациональные, где

c4 =
c3τ

2π

∫ τ

0

(
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
− e−3v(z)

)
dz, (5.70)

то отображение ϕ периодично по переменным x, y и z.
Доказательство. Из уравнения (5.55) получаем

α1 + α2 + α3 = 0,

α1α2 + α1α3 + α2α3 = −3(c2
1 + c2

2),

α1α2α3 = −2c1(c
2
1 + c2

2).

Откуда

c1 =
3α1α2α3

2(α1α2 + α1α3 + α2α3)
=

3α1α2(α1 + α2)

2(α2
1 + α1α2 + α2

2)
, (5.71)

c2 = ±(α1 − α2)(2α1 + α2)(α1 + 2α2)

2
√

3(α2
1 + α1α2 + α2

2)
. (5.72)

Таким образом, если α1, α2 ∈ Q, то c1 ∈ Q и, следовательно, из формулы
(5.56) вытекает, что числа βj соизмеримы. Поэтому отображение H ◦ r

является периодическим по переменным x и y.
Выясним когда отображение ϕ периодично по z. Из формулы (5.48)

следует, что для этого необходима периодичность функции

P1(z)

P (z)
= E(z)eiS(z),

где

E(z) =
√

3

√
2(c2

1 + c2
2)− e2v(z)

ev(z)
,

S(z) = c3

∫ (
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
− e−3v(z)

)
dz.

Функция E(z) периодична с периодом τ . Функция S(z) имеет вид

S(z) = c3V (z) + c3kz + const,
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где V (z) — некоторая периодическая функция с тем же периодом τ , что
и v(z), а константа k находится по формуле

k =

∫ τ

0

(
e−v(z)

e2v(z) − 2(c2
1 + c2

2)
− e−3v(z)

)
dz.

Функция
eiS(z) = ei(c3V (z)+c3kz+const)

периодична с периодом Nτ , где N — некоторое натуральное число, если
c3kτ ∈ 2πQ. Лемма 5.13 доказана.

Таким образом теорема 5.9 доказана.

5.5.2 Конформно плоские HML-торы в CP 3

Будем задавать конформно плоский лагранжев тор в CP 3 как образ ком-
позиции

ϕ = H ◦ r : R3 → S7 → CP 3.

Пусть ds2 = e2v(x,y,z)(dx2 + dy2 + dz2) — индуцированная метрика. Имеют
место равенства

〈r, rx〉 = 〈r, ry〉 = 〈r, rz〉 = 0,
〈rx, ry〉 = 〈ry, rz〉 = 〈rz, rx〉 = 0.

(5.73)

Определим лагранжев угол β

e−iβ = det(Φ), Φ = (r, e−vrx, e
−vry, e

−vrz)
t ∈ U(4).

Тогда
R = (eiβr, e−vrx, e

−vry, e
−vrz)

t ∈ SU(4) (5.74)

и
U := RxR

−1, V := RyR
−1, W := RzR

−1 ∈ su(4). (5.75)

Условием совместности (5.75) являются равенства

Uy − Vx + [U ,V ] = 0, Vz −Wy + [V ,W ] = 0, Wx − Uz + [W ,U ] = 0. (5.76)
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Более того, если 4β(x, y, z) = 0, то H ◦ r является конформно плоским
HML-погружением в CP3 (см. §5.1), где4 — соответствующий оператор
Лапласа

4 = −e−2v [
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ vx

∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z
].

Мы построим специальный класс конформно плоских HML-торов,
для которых функция v зависит только от одного аргумента v = v(z), а
лагранжев угол является линейной функцией от двух других аргументов
β = ax+ by, где a и b некоторые вещественные константы (в этом случае
4β(x, y, z) = 0).

Имеет место
Лемма 5.14 Предположим, что U = (umn), V = (vmn), W = (wmn) —
su(4)-значные матрицы, удовлетворяющие (5.76) и ujk, vjk, wjk зависят
только от z 2 ≤ j, k ≤ 4 и

u11 = ia, u12 = eiβ+v, v11 = ib, v13 = eiβ+v, w14 = eiβ+v,
u13 = u14 = v12 = v14 = w11 = w12 = w13 = 0.

Тогда они имеют вид

U =




ia ei β+v 0 0
−e−i β+v −i(a + c1) ic2 ic3e

−3v − v′

0 ic2 ic1 0
0 ic3e

−3v + v′ 0 0


 ,

V =




ib 0 ei β+v 0
0 ic2 ic1 0

−e−i β+v ic1 −i(b + c2) ic3e
−3v − v′

0 0 ic3e
−3v + v′ 0




и

W =




0 0 0 ei β+v

0 ic3e
−3v 0 0

0 0 ic3e
−3v 0

−e−i β+v 0 0 −2ic3e
−3v




,

где v = v(z) удовлетворяет уравнению

v′ 2 + e2v + c2
3e
−6v − A = 0, v′ =

dv

dz
, (5.77)
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c1, c2 и c3 вещественные константы, A = ac1 + bc2 + 2c2
1 + 2c2

2.
Доказательство. Для простоты мы введем следующие обозначения

(Xjk) = Uy−Vx+[U ,V ], (Yjk) = Vz−Wy+[V ,W ], (Zjk) = Wx−Uz+[W ,U ].

Система (5.76) дает

Xjk = Yjk = Zjk = 0, 1 ≤ j, k ≤ 4.

Из
X1j = Y1j = Z1j = X2j = 0, 1 ≤ j ≤ 4

и
trU = trV = trW = 0

следует, что U , V и W имеют вид

U =




ia eiβ+v 0 0

−e−iβ+v −i(f1 (z) + a) if2 (z) if3 (z)− v′

0 if2 (z) if1 (z) 0

0 if3 (z) + v′ 0 0




,

V =




ib 0 eiβ+v 0

0 if2 (z) if1 (z) 0

−e−iβ+v if1 (z) −i(f2 (z) + b) if3 (z)− v′

0 0 if3 (z) + v′ 0




и

W =




0 0 0 eiβ+v

0 if3 (z) 0 0

0 0 if3 (z) 0

−e−iβ+v 0 0 −2if3 (z)




,

где fs(z), 1 ≤ s ≤ 3 вещественные функции. Далее, Y22 = Y23 = 0 влечет

f ′1(z) = f ′2(z) = 0.
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Поэтому,
f1(z) = c1, f2(z) = c2.

Теперь система (5.76) эквивалентна

v′2 + e2v + f 2
3 (z)− A = 0

и
f ′3(z) + v′f3(z) + 2v′f3(z) = 0. (5.78)

Решением (5.78) является f3(z) = c3e
−3v. Лемма доказана.

Далее мы решим систему уравнений

Rx = UR, Ry = VR, Rz = WR. (5.79)

Лемма 5.15 Предположим, что v = v(z) является гладким решением
уравнения (5.77) и α — корень уравнения

α3 + a α2 −B α + c1A = 0, (5.80)

где B = 2 c1a + 3 c1
2 + c2b + 3 c2

2. Тогда R = (ei βr, e−vrx, e
−vry, e

−vrz)
t

является решением системы с (5.79) β = a x + b y и

r(x, y, z) = κ1e
i(α x+δ y)P (z) + κ2Q(z), δ =

c2α

α− c5

,

где κ1 и κ2 произвольные комплексные числа

P (z) = ev(z)+ic3
∫

e−3v(z)dz, Q(z) =
√

A− e2v(z)e
ic3

∫ e−v(z)

e2v(z) − A
dz

.

Доказательство. Пусть

R = (ei βr, e−vrx, e
−vry, e

−vrz)
t,

где r = r(x, y, z) — гладкая функция. Система (5.79) эквивалентна

rxz − (v′ + ic3e
−3v)rx = 0,

ryz − (v′ + ic3e
−3v)ry = 0,

(5.81)
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rxx + e2vr + i(a + c1)rx − ic2ry + (v′ − ic3e
−3v)rz = 0,

ryy + e2vr − ic1rx + i(c2 + b)ry + (v′ − ic3e
−3v)rz = 0,

rxy − i(c2rx + ic1ry) = 0,
(5.82)

rzz + e2vr + (2ic3e
−3v − v′)rz = 0. (5.83)

Из (5.81) следует, что r имеет вид

r = a1e
v+ic3

∫
e−3vdzϕ(x, y) + Q1(z), a1 ∈ R, ϕ(x, y) 6= constant. (5.84)

Подставим (5.84) в (5.82). Получим

ϕxy − i(c2ϕx + c1ϕy) = 0, (5.85)

и
Q′

1(z) =
e5vQ1(z)

ic3 − v′e3v
,

ϕxx + i(a + c1)ϕx − ic2ϕy + Aϕ = 0, (5.86)

ϕyy − ic1ϕx + i(b + c2)ϕy + Aϕ = 0.

Положим Q1(z) = H(z)eiG(z), где G(z) и H(z) вещественные функции.
Дифференцируя (5.77), мы получим

v′′ + e2v − 3c2
3e
−6v = 0. (5.87)

Имеем

H ′(z)(A− e2v) + v′e2vH(z) = 0, G′(z)(e2v − A)− c3e
−v = 0.

Откуда

H(z) = a2

√
A− e2v, a2 ∈ R, G(z) =

∫
c3e

−v

e2v − A
dz + a3, a3 ∈ R.

Без потери общности с учетом (5.85) мы можем считать, что ϕ(x, y)

имеет вид

ϕ(x, y) =
∑

aαjδj
ei(xαj+yδj), δj =

c2αj

αj − c1

, aαjδj
∈ C, a00 = 0,
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где α = αj — корень уравнения (5.80). Отметим, что мы использовали
только (5.81) и (5.82) для того, чтобы получить явный вид r :

r(x, y, z) =
∑

a1aαjδj
ev(z)+ic3

∫
e−3v(z)dzei(xαj+yδj) (5.88)

+a2e
ia3

√
A− e2v(z)e

ic3
∫ e−v(z)

e2v(z) − A
dz

.

Не сложно проверить, что функция r также удовлетворяет (5.83). Это
завершает доказательство леммы 5.15.

Сформулируем наш основной результат.
Теорема 5.10 Предположим, что уравнение (5.80) имеет три различ-
ных корня α1, α2 и α3. Положим δj =

c2αj

αj−c1
, j = 1, 2, 3. Тогда H ◦ r :

R3 → CP3 определяет конформно плоское H-минимальное лагранжево
погружение в CP3, где отображение r : R3 → S7 ⊂ C4 задается форму-
лой

r = (γ1P (z)ei(xα1+yδ1), γ2P (z)ei(xα2+yδ2), γ3P (z)ei(xα3+yδ3), γ4Q(z)).

Здесь γ4 =
√

1
A
и

γ1 =
√

A+α2α3

A(α1−α2)(α1−α3)
, γ2 =

√
A+α1α3

A(α2−α1)(α2−α3)
, γ3 =

√
A+α1α2

A(α3−α1)(α3−α2)
.

Доказательство. Достаточно проверить, что

R = (ei βr, e−vrx, e
−vry, e

−vrz)
t ∈ SU(4) and ∆β = 0.

Используя (5.80), мы получаем

α1 + α2 + α3 = −a, α1α2 + α1α3 + α2α3 = −B, α1α2α3 = −c1A. (5.89)

Из (5.89) и явного вида γj следует, что

3∑
j=1

γ2
j = γ2

4 ,

3∑
j=1

γ2
j αj = 0,

3∑
j=1

γ2
j α

2
j = 1,

3∑
j=1

γ2
j αjδj = 0,

3∑
j=1

γ2
j δj = 0,

3∑
j=1

γ2
j δ

2
j = 1.
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Эти равенства влекут

〈r, r〉 = 1, 〈rx, rx〉 = 〈ry, ry〉 = e2v,

〈r, rx〉 = 〈r, ry〉 = 〈r, rz〉 = 0,

〈rx, ry〉 = 〈ry, rz〉 = 〈rz, rx〉 = 0,

〈rz, rz〉 = P ′(z)P ′(z)
3∑

j=1

γ2
j + γ2

4Q
′(z)Q′(z)

= γ2
4 [e

2v(v′2 + c2
3e
−6v) +

e4v(v′2 + c2
3e
−6v)

A− e2v
]

= e2v.

Отсюда
R ∈ SU(4), ds2 = e2v(z)(dx2 + dy2 + dz2).

Отметим, что лапласиан имеет вид ∆ = −e−2v ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 +v′ ∂
∂z

) при
этом лагранжев угол β = ax + by. Очевидно, ∆β = 0. Теорема доказана.

Положим в (5.77)

v = v(z) = − log(2
√
−q(z) ),

тогда
q′(z)2 = 256c2

3q(z)5 + 4Aq(z)2 + q(z). (5.90)

Таким образом, если мы выберем подходящие вещественные константы
cj, 1 ≤ j ≤ 3, такие, что уравнение

256c2
3t

5 + 4At2 + t = 0

имеет два отрицательных корня и не имеет кратных корней, то (5.90)
имеет гладкое периодическое решение q(z) с периодом τ . Это влечет v(z+

τ) = v(z). Отметим, что в этом случае A > 0.
Далее мы обсудим условия когда отображение r (5.88) периодично

по x, y, z. Если предположить, что c1 ∈ Q, α1, α2 и α3 три различных
рациональных корня (5.80), то r периодично по x и y. Отметим, что
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v(z + τ) = v(z) и существует периодическая функция h(z) с периодом τ

такая, что ∫
e−3v(z)A

e2v(z) − A
dz = h(z) + z

∫ τ

0

e−3v(z)A

e2v(z) − A
dz.

Следовательно, если

c3Aτ

2π

∫ τ

0

e−3v(z)

e2v(z) − A
dz ∈ Q ,

то отображение r периодично по z с периодом nτ для некоторого n ∈ N.
Таким образом справедлива
Теорема 5.11 Предположим, что

1. v = v(z) периодическое решение уравнения (5.77) с периодом τ ;

2. c1 ∈ Q,
c3Aτ

2π

∫ τ

0

e−3v(z)

e2v(z) − A
dz ∈ Q ;

3. α1, α2 и α3 различные рациональные корни (5.80).
Тогда отображение H ◦ r : R3 → CP3 задает конформно плоский

H-минимальный лагранжев тор в CP3.
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