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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ £4-ЛИНЕЙНЫХ КОДОВ ПРЕПАРАТЫ 
С ПОМОЩЬЮ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ1 

Двоичный код называется Z4-линейным, если его четверичный прообраз от­
носительно отображения Грея линеен. Показано, что множество всех четве­
ричных линейных кодов Препараты длины п = 2 т , где т нечетно, т > 3, 
исчерпывается кодами вида Н\^ + М для 

Пх,ф = { у + Тх(у) + Бф(у) | у е Я п } , М = 2ЯП, 

где ТА(-), S^(-) - векторные поля специального вида, определенные на двоичном 
расширенном линейном коде Хэмминга Нп длины п. Получена верхняя оцен­
ка числа неэквивалентных четверичных линейных кодов Препараты длины п, 
равная 2 n l o g 2 n . Предложено представление для двоичных кодов Препараты, 
содержащихся в совершенных кодах Васильева. 

§ 1. Введение 

Все известные к настоящему времени коды Препарата содержатся в совершен­
ных кодах, относящихся к классу кодов Васильева [1]. Действительно, оригинальный 
код Препарата [2] и серия кодов [3, 4] разбивают на смежные классы линейный код 
Хэмминга, который принадлежит классу кодов Васильева. Любой Z^HHeftHbift рас­
ширенный код Препарата [5, 6] также является подкодом специального 24-линейного 
расширенного кода Васильева (см. предложение 8). Структура совершенных кодов 
Васильева и строение их минимальных г-компонент хорошо известны. Используя 
связь между г-компонентами кодов Препараты и совершенных кодов [7], можно по­
лучить общее представление для кодов Препараты, содержащихся в кодах Василье­
ва (см. теорему 1). 

Отдельно рассмотрены Z^nnneUHbie коды Препарата. Для их исследования удоб­
но перейти к четверичным прообразам этих кодов относительно отображения Грея. 
В статье показано, что совокупность четверичных линейных кодов Препараты дли­
ны п = 2 т , где т нечетно, m > 3, исчерпывается кодами вида Н\^ 4- М для 

Hx^ = {y + Tx(y) + S^(y)\yeHn}, M = 2Hn, 

где Тд(-), S^(-) - векторные поля специального вида, определенные на двоичном 
расширенном линейном коде Хэмминга Нп длины п (см. теоремы 2, 3). Использо­
вание векторных полей удобно для описания различных комбинаторных объектов 
(см. [8]). В частности, представление в терминах векторных полей предлагалось и 
для некоторых кодов Препараты (см. [9]). В работе [10] установлена связь между 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке программы Рособразования "Развитие научного 
потенциала высшей школы" (номер проекта 512). 
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диаметрально совершенными троичными кодами и кодами Препараты; конструк­
ция, предложенная в [10], в которой используются векторные поля, имеет сходство 
с предлагаемой в данной статье. 

В §§2, 3 приводятся необходимые определения и утверждения для двоичных и 
четверичных кодов. В §4 исследуются двоичные коды Препарата, содержащиеся в 
кодах Васильева; §5 посвящен представлению четверичных линейных кодов Препа­
раты с помощью векторных полей; в §6 предложен пример такого представления 
для одного известного кода Препараты. 

§ 2. Двоичные и четверичные коды 
Рассмотрим поле Z2 целых чисел по модулю 2 и кольцо Z4 целых чисел по мо­

дулю 4. Множество Щ состоит из всех двоичных векторов длины п, т.е. 

Щ = {(яь , . . ,ж„) |а ;» € Z2 , i = l , . . . , n } , 

и является n-мерным векторным пространством над полем Z2. Пусть операция 0 
означает сложение двоичных векторов. Множество ZJ состоит из всех четверичных 
векторов длины п, т.е. 

Щ = {(xi,...,xn)\xi € Z4 , i = l , . . . , n } , 

и является модулем с операцией сложения + над кольцом Z4. 
Вес Хэмминга WH(-) произвольного двоичного вектора равен числу его ненуле­

вых координат. Расстояние Хэмминга du(•, •) между двумя двоичными векторами 
равно числу позиций, в которых они различаются. Весом Ли WL(-) четверичного 
вектора называется сумма весов его координат, которые определяются соотноше­
ниями WL{0) = 0, 1^(1) = WL(3) = 1, WL(2) = 2. Расстояние Ли ^ ( т ) между 
четверичными векторами х,у задается равенством db{x,y) = WL{X — у). 

Множества Z2 и ZJ являются метрическими пространствами относительно мет­
рик Хэмминга и Ли соответственно. Элементы этих пространств будем называть 
векторами или вершинами. Заметим, что любой двоичный вектор может рассмат­
риваться как четверичный. Конкатенация двоичных или четверичных векторов х, у 
обозначается через (х,у). 

Двоичным кодом длины п называется любое подмножество метрического про­
странства (Z^dtf) . Четверичным кодом длины п называется произвольное подмно­
жество метрического пространства ( Z J , ^ ) . Далее используем обозначения, приня­
тые в [5]. Двоичные коды будем обозначать прописными буквами С, Р , Я , й, М и 
т.д., четверичные коды - рукописными прописными буквами С, "Р, W, 7£, .М и Т.Д. 

Кодовыми параметрами (n, M, d) двоичного, или четверичного, кода являются 
длина кода п, его мощность М и минимальное расстояние d (в соответствующей 
метрике) между различными кодовыми словами. Код, содержащий нулевой век­
тор 0, называется приведенным. 

Стандартные отображения /3,7 из Z4 в Z2 определяются следующим образом: 

z4 
0 
1 
2 
3 

Р 
0 
0 
1 
1 

7 
0 
1 
1 
0 

и покоординатно продолжаются до отображений Щ —* Z^. Отображение Грея ф : 
U\ —• Ẑ™ задается равенством 

ф(х) = (/3(х),у(х)) для любого х € Щ. 
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Известно (см. [5]), что ф является изометрией метрических пространств ( Z J ^ L ) 

Множество координат {1 ,2 , . . . , п) обозначим через / . Для двоичных векторов х, у 
длины п вектор х*у равен (х\у\,..., хпуп). Вектор х предшествует вектору у (обо­
значается х -< у), если х ф у и Х{ < у г для всех г € I, где < является обычным 
порядком на Z2. Через |ж| обозначается сумма х\ 0 . . . 0 хп. Для четверичных век­
торов х,у определим х -< у, если ф(х) -< 0(у). 

Рассмотрим группу 5П перестановок порядка п и группу Jn инверсий на п ко­
ординатах (под инверсией четверичного вектора понимаем замену в некоторых его 
координатах элементов кольца Z4 на обратные к ним, т.е. О на 0, 1 на 3, 2 на 2, 
3 на 1). Заметим, что группы Jn и Щ изоморфны. Два двоичных кода С и С дли­
ны п называются эквивалентными, если существуют вектор х £ Щ и перестановка 
7Г € Sn, такие что С = 7г(С) 0 х . Два четверичных кода С иС длины п эквивалент­
ны, если существуют вектор х Е ZJ, перестановка 7г € 5П и инверсия г е Jn, такие 
что С = 7г(т(С")) -f х. Двоичный (четверичный) код длины п называется линейным, 
если он образует подгруппу аддитивной группы поля Z£ (кольцаЩ). Двоичный код 
называется Ъ^-линейным, если существует эквивалентный ему код С, такой что его 
прообраз ф~1{С) линеен. 

§ 3. Вспомогательные определения и утверждения 

3.1. Понятие {г, ^-компоненты. Приведем несколько определений для расши­
ренных двоичных кодов (в работах [11, 12] аналогичные определения были введены 
для кодов с нечетными расстояниями). 

Через в{ обозначается вектор длины п, имеющий единицу в г-й координате и ну­
ли в остальных. Подмножество М двоичного кода С называется {i,j}-компонентой 
кода для некоторых различных координат г и j , если коды С и С = (С \ М) U 
U (М 0 е; 0 ej) имеют одинаковые кодовые параметры. Пусть два вектора неко­
торого двоичного кода находятся на минимальном кодовом расстоянии и разли­
чаются в координатах г и j . Такие кодовые векторы называются {i,j}-близкими. 
Любое множество кодовых слов, замкнутое относительно включения {г, j}-близких 
вершин, является {г, ̂ -компонентой. Рассмотрим граф на множестве вершин ко­
да, ребрами в котором соединены {г,^'}-близкие вершины. Каждая его компонента 
связности однозначно соответствует некоторой минимальной (т.е. неразложимой на 
меньшие) {г, ̂ -компоненте кода и называется характеристическим графом этой 
{г, jj-компоненты. Характеристический граф GR компоненты R является метриче­
ским пространством с естественной метрикой: расстояние do(-•>•) между вершинами 
равно длине кратчайшего пути между ними. 

3.2. Совершенные коды и коды Препарата. Подмножество некоторого метриче­
ского пространства называется совершенным кодом с расстоянием 3 (кратко со­
вершенным), если расстояние между любыми двумя его элементами не меньше 3 
и шары радиуса 1 с центрами в кодовых вершинах, не пересекаясь, покрывают 
все пространство. Хорошо известно, что двоичные совершенные коды существу­
ют только для длин п = 2т — 1, т > 2, и имеют мощность М = 2п / (п + 1). 
Среди них только один код с точностью до эквивалентности обладает свойством 
линейности - код Хэмминга. Максимальный по мощности двоичный код с рассто­
янием 5 длины п = 2 m + 1 — 1, т нечетно, т > 3, называется кодом Препараты, 
его мощность М равна 2 п + 1 / (п + I)2 . Для расширенного двоичного совершенного 
кода С его прообраз ф~1{С) относительно отображения Грея будем называть чет­
веричным совершенным кодом (опуская термин расширенный). Прообраз ф~1{Р) 
расширенного двоичного кода Препараты Р будем называть четверичным кодом 
Препараты. Исходя из определений, четверичный совершенный код имеет парамет-
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ры (п = 2 m , M = 4 n /4n,d = 4) для любого целого т > 1, а четверичный код 
Препарата - (n = 2 m , М = 4n /4n , d = 6) для нечетного целого т > 3. Справедливо 

П р е д л о ж е н и е 1 (см. [13]). Любой код Препарата содержится в некотором 
совершенном коде и притом единственном. 

Для кода Препараты Р соответствующий ему совершенный код обозначим через 
С(Р) и будем называть его в дальнейшем базовым. Далее потребуется 

П р е д л о ж е н и е 2 (см. [14]). Для произвольного двоичного кода Препараты Р 
длины п каждая вершина кода С(Р) \ Р находится на расстоянии 3 в точности 
от п/3 вершин кода Р. 

Отметим, что множество векторов веса 4 расширенного двоичного совершенного 
кода С длины п образует систему четверок Штейнера порядка п (см. [14]). Обо­
значим это множество через SQS(C). 

П р е д л о ж е н и е 3 (см. [15, лемма Глаголева]). Базис расширенного кода Хэм-
минга Нп длины п может быть выбран среди векторов SQS(Hn). 

§ 4. Коды Препарата, содержащиеся в кодах Васильева 
В этом параграфе изучаются общие свойства кодов Препараты с базовым совер­

шенным кодом Васильева. Речь пойдет только о двоичных кодах. 
Приведем конструкцию широко известных расширенных совершенных кодов Ва­

сильева [1], используя их представление, предложенное в [16]. Пусть п = 2m , m > 2; 
пусть i - фиксированная координата из / . Множество Eft состоит из всех двоичных 
векторов длины п четного веса. Пусть дан произвольный расширенный приведен­
ный совершенный код Сп длины п и некоторая функция А : Сп —> {0,1}, причем 
Л(0) = 0 . Рассмотрим множества 

R={(x,x)\x£ Eft}, 

Сх = { (А(у)е<, \{у)ег ®у)\уе Сп}. 

Если в качестве кода Сп выбран расширенный линейный код Хэмминга # п , то 
множество С\ обозначим через Н\. Множество 

V£ = Сх ф R 

является расширенным совершенным кодом Васильева длины 2п (см. [16]). Обозна­
чим через ВУ смежный класс множества Я, соответствующий вектору у из Сп , т.е. 

Ry = R® vy, где vy = (Х(у)еи Х(у)вг 0 у). 

Легко заметить, что множество R0 совпадает с R. Непосредственно из определения 
кода VQ следует, что каждое множество Ry составляет его минимальную {г,п + г}-
компоненту. 

П р е д л о ж е н и е 4. Для любого вектора у из Сп метрические пространства 
(GR ,dc) и {Щ~1,<1>н) изометричны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать изометричность пространств (GR,do) 
и (Z^ - ,с!я)- Зададим отображение / : R —> Z^"1 следующим образом: для век­
тора х € Eft положим /((х,х)) = х, где х - проекция вектора х по г-й коорди­
нате. Нетрудно проверить, что / взаимно-однозначно. Покажем, что это отобра­
жение сохраняет расстояние 1. Пусть для векторов xl,x2 e Eft выполнено равен­
ство dG((xl,xl),(x2,x2)) = 1, тогда векторы ( х 1 ^ 1 ) и (х2 ,х2) являются {г, п -Не­
близкими, т.е. различаются в позициях г,п + г, и расстояние dH{[xl,xl),{x2,x2)) 
равно 4. Отсюда имеем d}{(xl,x2) = 2, и следовательно, dH(xl,x2) = 1. Изометрии 
fy : Ry —> Щ~1 определяются аналогично: fy((x,x) ф vy) = х. • 
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В работе [7] было доказано следующее утверждение, которое сформулируем в 
терминах расширенных кодов. 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть Р - произвольный расширенный код Препарата. Тог­
да для любой {i,j}-компоненты R базового расширенного совершенного кода С(Р) 
мноэюество Р П R является совершенным кодом с расстоянием 3 в метрическом 
пространстве (GR,dc)-

Справедлива 
Т е о р е м а 1. Произвольный двоичный расширенный код Препарата Р, содержа­

щийся в расширенном совершенном коде Васильева 

V£ = {(x® \{у)еих 0 у е \{у)ег) \хеЕ£,у£ С п } , 

однозначно представляется в виде 

Р={(хф \{у)еи хфуф X(y)ei) \х £ С^у £ Сп}, 

где для каждого у £ Сп специальным образом выбирается расширенный совершен­
ный код Су длины п = 2т, т нечетно, т > 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть код Р содержится в коде V£. Для любого вектора 
у Е Сп обозначим через Му множество Р П Ry. Поскольку код V£ разбивается на 
непересекающиеся {г,п + г}-компоненты Ry, имеем 

P = pnV$ = Pn ( (J Ry\ = (J (PDRy)= (J My. 
\уесп J Уесп

 Уесп 

Согласно предложению 5 множество Му образует совершенный код в простран­
стве (GRV\dc). Пусть fy:Ry—+ ZJJ-1 - изометрия, определенная в предложении 4. 
Тогда множество fy(My) является совершенным кодом в пространстве (Z£_ : l ,d#)-
Через Су обозначим расширенный совершенный код длины п, выкалывание г-й ко­
ординаты в котором приводит к коду fy(My). Тогда очевидно равенство 

Му = уу®{(х,х)\хеСу
г}, 

подставив в которое вектор 
vy = (\(y)eu\(y)ei®y), 

получим искомое представление кода Р. • 
Все известные в настоящий момент коды Препарата содержатся в совершенных 

кодах Васильева, и следовательно, могут быть представлены с помощью конструк­
ции теоремы 1. Например, для функции А(-) = 0 и Сп = Нп код Васильева V# 
является линейным расширенным кодом Хэмминга. Он содержит серию кодов Пре­
параты [3, 4]. В §5 будет показано, что произвольный Z^HHeftHbm расширенный код 
Препарата содержится в единственном с точностью до эквивалентности коде Васи­
льева со специальной функцией Л. Кодами Сп , Су в терминах теоремы 1 для него 
являются смежные классы расширенного линейного кода Хэмминга Нп. За выбор 
смежных классов отвечает некоторая функция ф. Далее как частный случай теоре­
мы 1 будет приведено представление для Z4-линейных расширенных кодов Препа­
раты и установлено взаимно-однозначное соответствие между всеми такими кодами 
и специальными функциями сдвига <р, определенными на блоках SQS(Hn). Будет 
показано, что построение функции сдвига эквивалентно построению Z^HHeftHoro 
расширенного кода Препараты. 
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§ 5. Линейные четверичные коды Препарата 

5.1. Базовый совершенный код. Рассмотрим произвольный линейный четверич­
ный код Препарата V длины п = 2 т , т нечетно, т > 3, и его базовый четверичный 
совершенный код C(V). Напомним, что рангом множества двоичных векторов на­
зывается размерность натянутого на него линейного подпространства. Рангом мно­
жества четверичных векторов назовем ранг его образа относительно отображения 
Грея. 

П р е д л о ж е н и е б (см. [17]). Справедливы следующие утверждения: 
i. Ранг любого кода Препараты равен рангу содержащего его совершенного кода] 
ii. Ранг любого четверичного линейного кода Препараты длины п = 2т равен 

2 m + 1 — т — 1 при т > 3 и 11 при т = 3; 
ш. Для произвольного четверичного линейного кода Препараты V его базовый 

четверичный код C(V) также линеен. 
П р е д л о ж е н и е 7 (см. [18, 19]). Число попарно неэквивалентных четверичных 

линейных совершенных кодов длины п = 2т, т > 3, равно [т/2\ -f 1. Все эти коды 
имеют различный ранг. 

Пусть выбраны некоторый расширенный двоичный линейный код Хэмминга Нп 

и координата i € I. Для записи конструкции четверичного кода Васильева удобно 
функции Л : Нп —> {0,1} сопоставить четверичное векторное поле на коде Нп 

Т Л : # п - Ч 0 , 2 е , } 

по правилу 

Тх(у) = 2Х(у)а для у е Нп. 

Четверичные множества 

П = 2Е$, Нх = {у + Тх(у)\у€Нп} 

являются прообразами относительно отображения Грея двоичных множеств i? и Н\. 
Следующий результат принадлежит Д.С. Кротову. 
П р е д л о ж е н и е 8 ([20]). Любой четверичный линейный код Препарата содер­

жится в четверичном совершенном коде, эквивалентном коду V^ = 7i\ + 11 с 
функцией Л вида 

\(у) = [ ° ' если WH(V) = 0 (mod 4), 
™' \ 1, если wn(y) = 2 (mod4) для у е Нп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 6 следует, что код С(Р) линеен и имеет 
ранг 2 m + 1 — т — 1 при т > 3 и 11 при т = 3. Согласно предложению 7 такой код 
единствен с точностью до эквивалентности. Покажем, что этим кодом является V^ 
с указанной функцией Л. Из определения отображения ф очевидно следует равенство 

ф(х + 2у) = ф(х) 0 ф(2у) для любых х, у € ZJ. (1) 

Тогда имеем 

v£ = ф-\нх) + Ф~\в) = Ф~ \нх Ф д) = ф-1^), 
т.е. код Vn - прообраз относительно отображения Грея расширенного двоичного 
совершенного кода Васильева. Несложно проверить, что его ранг равен 2 m + 1 — т — 1 
при m > 3 и 11 при т = 3 (подробнее см. [21, 22]). Покажем, что сумма г;1 +v2 двух 
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любых векторов и1, v2 совершенного кода V^ также принадлежит коду. Пусть 

vk=yk + Тх(ук) + 2хк, где хк € Е%, ук еНп,к = 1,2. 

Используем равенства 

У1+У2 = (у1Фу2) + 2у1*у2, (2) 
\(у1<ву2) = \(у1)®\(у2)®\ух*у% (3) 

первое из которых очевидно, а второе несложно получить из тождеств 

wH(yX 0 У2) = WHiy1) + wH(y2) - 2wH{yl * У2), 
и)н(у) = 2A(2/)(mod4) для любого у из Я п . 

Тогда выполнено 

v1+v2 = {у1 0 у2) + ТЛ(з/1) + ТЛ(</2) + 2(у* * у2 0 х1 0 ж2) = 
= (У1 © У2) + ТлО/1 0 2/2) + 2(у1 * у2 0 х1 0 х2 0 I?/1 * г/2| е*). 

откуда следует равенство v1 -f v2 = у + Т\(у) 4- 2х для некоторых х е Eft, у е Нп. 
Следовательно, вектор г»1 + v2 принадлежит коду V^. Таким образом, линейность, 
кодовые параметры и соответствующий ранг кода V^ показаны. А 

Всюду далее А(-) будет функцией, определенной в предложении 8. Без ограниче­
ния общности можно считать, что код V содержится непосредственно в четверичном 
коде Васильева V^. 

5.2. Представление четверичных линейных кодов Препараты. Прообраз относи­
тельно отображения Грея четверичного линейного кода Препараты имеет представ­
ление из теоремы 1. Кодом Сп является код Нп. В качестве кодов С™ выберем с 
помощью функции ф : Нп —> / смежные классы кода Нп. Удобно функции ф сопо­
ставить четверичное векторное поле на коде Нп 

Sip:Hn -> { 2е{ + 2еь . . . , 2а + 2еп } 

по правилу 

S^(y) = 2ei + 2еф(у) при уеНп. 

Заметим, что вектор S^(y) содержится в К. Рассмотрим четверичные множества 

М = 2#», Нх,ф = { У + Тх(у) + S^y) | у е Нп}. 
Теорема 2. Произвольный четверичный линейный код Препарата однозначно 

представим в виде V = Н\уф + М для некоторых расширенного линейного кода 
Хэмминга Нп и функции ф : Нп —• /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 8 следует, что любой код V содержится в 
коде 

v* = (J (у + ГдЫ + я), 
у£Нп 

поэтому 

V= U СРп(у + Тх(у) + к)). 
у£Нп 

Покажем, что для каждого у из Нп можно однозначно определить S^(y) как век­
тор наименьшего веса, такой что у + Т\(у) + S^(t/) принадлежит коду V. Для этого 
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зададим функцию ф следующим образом. Если вектор у 4- Т\(у) содержится в V, 
положим ф(у) = г, тогда S^(y) = 0. Пусть у 4-Г\(у) содержится в С(Р) \ V. Из пред­
ложения 2 следует, что найдется единственный двоичный вектор v длины 2п веса 4 
с ненулевыми координатами г, п 4- г, такой что вектор ф(у + T\(y))®v принадлежит 
коду ф(Р). Прообраз Ф~1(У) содержит двойку в г-й координате. В силу изометрично-
сти отображения Грея его вес равен 4. Из определения кода V^ следует, что вектор 
ф~г(у) имеет вид 2е* 4- 2е^ для некоторой координаты j , отличной от г. Положим 
Ф(у) = h тогда S^(y) = ф~1(у). Используя (1), получаем равенство 

ф(у + Гл(у)) 0 <t>(Si,{y)) = 0(2/ + ГлЫ + 5^(у)), 

и следовательно, вектор у 4- Т\(у) 4- 5V(y) содержится в коде V для любого у из Я п . 
Поскольку векторы у 4- ГА (у) 4- S^ (у) и 5^, (у) принадлежат линейным кодам V 

и TZ соответственно, для у из Нп имеем 

Vn{y + Tx(y) + Tl) = 
= (у + Тх(у) + S^y) + V) П (у 4-ГЛ(у) + ЗД) + S^y) +П) = 
= у + Гл(у) + Sv,(y) + (Р П ( З Д ) 4- И)) = 
= y + Tx(y) + S^(y) + (Vnn). 

Тогда справедливо 

Р= (J (y + rA(») + S*(y) + (Pnft)). 
у € # п 

Осталось показать, что множества V C\TZ и М совпадают. Действительно, из 
теоремы 1 следует, что их мощности равны, а из очевидных включений М С 1Z и 
М = 2V CV следует включение М С 7* П К. А 

П р е д л о ж е н и е 9. Четверичный код Н\^ 4-Л4 линеен тогда и только тогда, 
когда для любых у1, у2 из Нп функция *ф удовлетворяет условию 

S^{yl) + S^(y2) + 5ф{у1 ®у2) + 2yl *y2 + 2\yl *y2\ei e M. (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим два произвольных кодовых вектора 

vk=yk + Tx(yk) + S^{yk) 4- 2xk, где **, yk € Я " , fc = 1,2. 

Определим, когда их сумма vx+v2 принадлежит коду. Используя равенства (2) и (3), 
получаем 

vl+v2 = (у1 0 у2) + ГА (у1) 4- ГЛ(у2) 4- ЗД1) + 5^(у2) + (2 у1 *у2 + 2*1 + 2х2) = 
= (2/1 Ф У2) 4- Гл(у1 0 у2) -f S^y 1 0 у2) + (S^y1) + ЗД2) 4- ЗД1 0 у2)+ 
4-2 у1 * у2 4- 2 | у1 * у2 | е, 4- 2х1 4- 2я2). 

Отсюда вектор v1 +v2 является кодовым только в том случае, когда вектор S^(yl) + 
+S^{y2) 4- S^ly1 0 у2) 4- 2 у1 * у2 4- 2 | у1 * у2| е» принадлежит множеству М. А 

Заметим, что не всякий четверичный линейный код WA,I/> 4- М является кодом 
Препараты. 

П р е д л о ж е н и е 10. Четверичный линейный код Н\,ф + М является кодом 
Препараты тогда и только тогда, когда для любых у1, у2 Е SQS{Hn), таких что 
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у1 Фу2 € SQS(Hn), функция ф удовлетворяет условиям: 

1. S t f G / 1 ) ^ ; 
2. S+{y1)*2y1; (5) 
3. 5 t A( i /1e2/2)^22 /1*2/2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, что перечисленные условия являются необходи­
мыми и достаточными для того, чтобы кодовое расстояние кода Нх,ф + Л4 было 
равным 6. 

Необходимость проверяется непосредственно. Вес любого кодового вектора 

v = y + Тх(у) + S^(y) + 2х, где хеНп,уе SQS(Hn), 

не меньше 6. Заметим, что согласно определению векторного поля Т\ выполнено 
Т\(у) = О. Тогда, если S^(y) = О или S^(y) -< 2у, то при х = О имеем ^ ( v ) = 4, 
противоречие. Если выполняется S^(y) = 2yl * у2 для некоторых yl,y2 € SQS(Hn), 
таких что у = у1 ф у2, то при х = у* также получаем WL(V) = 4 . 

Проверим достаточность условий 1-3. Поскольку код Нх^+М. линеен, достаточ­
но показать, что минимальный ненулевой вес его кодовых векторов равен 6. Произ­
вольный кодовый вектор 

v = y + Tx{y) + S^,(y) + 2x, г д е х , 2 / е # п , 

имеет четный вес. Справедливо неравенство 

wL(v) > wL(y). 

Поэтому далее ограничимся случаями и)ь(у) = 0 и и)ь{у) = 4, в каждом из которых 
выполнено Т\(у) = 0. Несложно проверить, что справедливо неравенство 

WL(V) > WL(X). 

Действительно, если шь{у) = 0, или и>ь(у) = 4 и а: = у, то неравенство очевидно. 
Если и)ь(у) = 4 и х ф t/, имеем 

WL(^) > WL(2/ 4- 2х) - 4 = WL(2/) -f 2WL(Z) - 2WL{X * у) - 4 = 

= WL(:E) + WL(Z Ф 2/) - 4 > ^ ( x ) . 

Поэтому будем рассматривать только те векторы я, для которых wi{x) < 4. Таким 
образом, проверка кодового расстояния сводится к следующим случаям. 

С л у ч а й 1. Если WL(X) = О, и)ь(у) = О, то вектор v нулевой. 
С л у ч а й 2. Для WL(X) = 4, и)ь{у) = 0 справедливо WL(V) = 8. 
С л у ч а й 3. При wi{x) = 0, и)ь{у) = 4 из условий 1, 2 следует WL(V) > 6. 
С л у ч а й 4. Пусть WL(X) = 4, и)ь{у) = 4. Если х = у, то аналогично случаю 3, 

имеем WL(I>) > 6. При х ф у используем неравенство WL(V) > 4. Предположим, 
что WL(V) = 4. Тогда векторы х, я ф у веса 4 таковы, что выполнено равенство 
8<ф(у) = 2(х * (х ф у)), и следовательно, условие 3 нарушается. Поэтому, в силу 
четности веса WL(X ф у), имеем WL(V) > 6. А 

Из предложений 9, 10 вытекает 
С л е д с т в и е 1. Четверичный код Нх,<ф + М- является линейным кодом Препа­

раты тогда и только тогда, когда функция ф удовлетворяет условиям (4) и (5). 
П р е д л о ж е н и е 11. Пусть выбран некоторый базис линейного кода Нп. Тогда 

произвольный набор значений функции ф, заданный на базисе, однозначно опреде­
ляет функцию ф так, что она удовлетворяет условию (4). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть множество D состоит из всех векторов кода # п , на 
которых значения функции ф определены. Изначально D содержит только базовые 
векторы. Расширим D до кода Нп с помощью условия (4). Используя тот факт, что 
вектор е^у1)фе^у2)феф1у1еу2)фу1*у2®(\ у1*у2\®1) е» принадлежит Нп для любых 
векторов г/1, у2 £ D, однозначно определим ф(у1Фу2). Действительно, вектор е^(у1)ф 
0 вф(у2) ф у 1 * у2 после выкалывания г-й координаты в коде Нп будет находиться на 
расстоянии, меньшем либо равном 1 от некоторого кодового слова. Если расстояние 
равно 1, пусть значение ф{у1 ф у2) указывает направление к этому кодовому слову. 
Если равно 0, положим ф{у1 ф у2) = г. Вектор у1 ф у2 добавим в множество D. 
Продолжая таким образом, однозначно доопределим ф на всем коде Нп. А 

5.3. Четверичные линейные коды Препарата и функции сдвига. Пусть для фикси­
рованных координаты г G I и двоичного расширенного кода Хэмминга Нп функция 
ф: Нп —> / удовлетворяет условиям (4) и (5). Из предложений 3 и 11 следует, что ф 
однозначно восстанавливается по своим значениям на множестве векторов Нп веса 4. 
Поэтому имеет смысл рассматривать сужение <р функции ф на SQS(Hn), которое на­
зовем функцией сдвига. Подставим в (4) и (5) выражения для векторов Тд(-) и 5,/,(-). 
Тогда для ц> имеет место эквивалентное определение: функция <р : SQS(Hn) —> 1\{г} 
является функцией сдвига, если для любых у1, у2 из SQS(Hn), таких что у1 Фу2 при­
надлежит 5<Э5(ЯП), выполнены условия: 

1. егФе^у!) ^ у1; 
2. е г 0 е ^ 1 ф у 2 ) фу1* у2; 
3. ei ф е^(у1) Ф е^у2) ф е^у1фу2) ф у1 * у2 е Нп. 

Т е о р е м а 3. Для любой координаты i существует взаимно-однозначное соот­
ветствие между множеством всех различных четверичных линейных кодов Пре­
параты длины п и множеством всевозможных пар {Нп, </?), где Нп - двоичный 
расширенный линейный код Хэмминга длины п и ц>: SQS{Hn) —* / \ {г} - функция 
сдвига. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 2 и следствию 1 множество всех четве­
ричных линейных кодов Препараты длины п исчерпывается кодами вида Н\,<ф+М, 
где Нп - расширенный код Хэмминга, функция ф удовлетворяет условиям (4), (5). 
При фиксированном Нп между множеством таких функций ф и множеством функ­
ций сдвига ip существует взаимно-однозначное соответствие. Тогда произвольному 
линейному четверичному коду Препараты однозначно сопоставим пару (Нп,(р). 

Осталось проверить, что различным парам {Щ,(р\) и (Щ,^) соответствуют 
различные коды Препарата V\ и Т>2- Если выполнено Щ = Щ и <р\ ф <£>2, то 
коды V\ и Т>2 очевидно различны. Если Щ ф Щ, то в силу равенств 2Pi = 2Щ и 
27*2 = 2#£ коды V\ и Т>2 также различны. А 

С л е д с т в и е 2. Для числа неэквивалентных четверичных линейных кодов Пре­
параты длины п справедлива верхняя оценка 2п log2 n. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 11 число различных функций сдви­
га для фиксированных расширенного кода Хэмминга и координаты г не превышает 
числа (п — 1 — log2 n)n~l. А 

§ 6. Пример описания одного четверичного линейного 
кода Препараты с помощью функции сдвига 

Приведем конструкцию известного четверичного линейного кода Препараты [5] 
и определим соответствующую ему согласно теореме 3 пару (Нп,(р). 
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С помощью стандартного отображения : Z4 —• Z2 по правилу 0 = 2 = 0 и 
1 = 3 = 1 (см. [23]) задается следующий гомоморфизм кольца 1ц[Х] в 1*2[Х}: 

~ :Z4[X}->Z2{X}, 

при котором многочлен ао 4- а\Х 4- . . . 4- апХп переходит в многочлен а0 + 
+ а\Х+-.. .+апХп. Для любого натурального числа га существует приведенный мно­
гочлен h(X) € Ъ\\Х\ степени га, такой что h(X) делит (X2 _ 1 — 1) в кольце Z^X], и 
h(X) - примитивный многочлен степени га в кольце ^[Х]. Пусть (h(X)) обозначает 
идеал, порожденный многочленом h(X). Тогда факторкольцо Z4[X]/{h{X)) являет­
ся кольцом Галуа GR(Am) и совпадает с кольцом Z4[f], где £ = X + (h(X)). Отметим, 
что элемент £ является корнем многочлена h(X). Рассмотрим гомоморфизм 

~ :Z4X]/(h(X))^Z2{X}/(h(X)). 

Тогда элемент £ равен X+(h(X)) и является корнем примитивного многочлена h(X). 
Кольцо Z2[$] является полем Галуа GF(2m). Таким образом, отображение 

• - :Z4 f f l -Za® 

задает гомоморфизм, при котором элемент ао -f ах£ 4- . . . 4- ап£
т~1 переходит в а"о 4-

4- а\£ + . . . 4- ап£ (см. [23, глава 6]). 
Произвольный элемент кольца GR(4™) можно однозначно представить в виде 

а 4 - 2 6 д л я а , Ь Е Г , где Г = {0,1,£,£2 , . . . , ^ т - 2 } . 

Четверичный линейный код Препарата V(m) длины п = 2 т , га нечетно, га > 3, 
задается проверочной матрицей 

/ l i i i . . . 1 \ 
l o i n 2 . . . С-2 ) • 

Базовый четверичный код Васильева V^ имеет проверочную матрицу 

/ 1 1 1 1 . . . 1 \ 
\̂  0 2 2£ 2£2 . . . 2£n"2 J ' 

По теореме 2 коду V(m) соответствует двоичный расширенный линейный код Хэм-
минга i / n , однозначно определяемый равенством 2V — 2Нп. Он имеет проверочную 
матрицу 

/ l i i i . . . 1 \ 

U 1 ! i2 . . . -г2)-
Пусть координаты занумерованы следующим образом: 

I = { о о , 0 , 1 , 2 , . . . , п - 2 } . 

Условимся считать, что £°° = 0. Тогда между множествами I и Т легко провести 
соответствие, сопоставив элементу г элемент £г. Выделим координату оо и определим 
функцию сдвига (р : SQS(Hn) —* / \{оо} . Для произвольного вектора у из S Q £ ( # n ) , 
имеющего ненулевыми координаты j , fc,/,ra, справедливо равенство 

r + £ +£ +£ =о. 
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Следовательно, 

для некоторого г из множества / . Заметим, что £ г Ф 0, т.е. г ф оо, поскольку 
в противном случае код V(m) содержал бы вектор у веса 4. Тогда из равенства 
& + £fc 4- f' 4- £ m + 2£ r = 0 следует, что четверичный вектор 

у + 2еоо + 2е г 

принадлежит коду Р(га ) . Положим <р(у) = г. Таким образом, вектор у+Т\{у)+8ф(у) 
является кодовым. Соответствующая коду V(m) пара (# п ,<^) определена. 

Автор глубоко признателен Ф.И. Соловьевой за полезные обсуждения и ряд цен­
ных замечаний. 
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