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�¯à¥¤¥«¥­¨¥:
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�¨¯¨à ¬¨¤  Bn á n-ã£®«ì­ë¬ íª¢ â®à®¬
p1,. . . , pn; T | ¢¥àå­ïï (top) ¢¥àè¨­ ;
B | ­¨¦­ïï (bottom) ¢¥àè¨­ . 3/18



�¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ¨§¢¥áâ­ë¥ ä ªâë:

�­®£®£à ­­¨ª ¢ R3 (¢ â.ç. ¡¨¯¨à ¬¨¤  Bn)
­ §ë¢ ¥âáï ¨§£¨¡ ¥¬ë¬, ¥á«¨ ¥£®
¯à®áâà ­áâ¢¥­­ãî ä®à¬ã ¬®¦­® ­¥¯à¥àë¢­®
¨§¬¥­ïâì â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ ï ¥£® £à ­ì
®áâ ¢ « áì ª®­£àãí­â­®© á ¬  á¥¡¥.

• B4 ª®¬¡¨­ â®à­® íª¢¨¢ «¥­â¥­ ®ªâ í¤àã;
• 1897 �à¨ª à: ¯®áâà®¥­ë ¨ ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë
¨§£¨¡ ¥¬ë¥ ®ªâ í¤àë; ¢á¥ ®­¨ ¨¬¥îâ
á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨ï;
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�§¢¥áâ­ë¥ ä ªâë:

• 1977 �®­­¥««¨: ¯®áâà®¥­ ¨§£¨¡ ¥¬ë©
¬­®£®£à ­­¨ª ¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨©;
• ∼ 1980 �â¥ää¥­: ¯®áâà®¥­ ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬­®£®-
£à ­­¨ª ¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨© á 9 ¢¥àè¨­ ¬¨;
• 1978{2026 �«¥ªá ­¤¥à, � ¡¨â®¢, �®­­¥««¨,
� ªá¨¬®¢, � ©äã««¨­, �â®£à¨­, . . . :
¯®«ãç¥­ë â®­ª¨¥ ¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ ä ªâë ¨§
â¥®à¨¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¬­®£®£à ­­¨ª®¢;
• 2024 �¥£¥àáª¨ ¨ �®.: ¯®áâà®¥­ ¨§£¨¡ ¥¬ë©
¬­®£®£à ­­¨ª ¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨© á 8 ¢¥àè¨­ ¬¨;
• 2025 �â« á®­: ãá®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­ ¯à¨¬¥à
�¥£¥àáª¨.
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� è ¢®¯à®á:

�¥£¥àáª¨ ¨ �®.:
• ¯à¥¤«®¦¨«¨ á¢®î ­¥âà¨¢¨ «ì­ãî
ª« áá¨ä¨ª æ¨î ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ B5;
• ¯®áâà®¨«¨ ¤¢  ¯à¨¬¥à  BI5 ¨ B

II
5 ¨§£¨¡ ¥¬ëå

¡¨¯¨à ¬¨¤ á 5-ã£®«ì­ë¬ íª¢ â®à®¬;
• ¨á¯®«ì§ãï BII5 ¯®áâà®¨«¨ ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬­®£®-
£à ­­¨ª ¡¥§ á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨© á 8 ¢¥àè¨­ ¬¨.

� è ¢®¯à®á ¯à® BI5 ¨ B
II
5 : � â®çª¨ §à¥­¨ï

ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ �®­­¥««¨ ®­¨ ®â­®áïâáï ª
®¤­®¬ã â¨¯ã ¨«¨ ª à §­ë¬?

6/18



�á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â:

ª« áá¨ä¨ª æ¨ï �®­­¥««¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­ 

�������: �§£¨¡ ¥¬ë¥ ¡¨¯¨à ¬¨¤ë BI5 ¨ B
II
5

á 5-ã£®«ì­ë¬ íª¢ â®à®¬, ¯®áâ®à®¥­­ë¥
�¥£¥àáª¨ ¨ �®., «¥¦ â ¢ à §­ëå ª« áá å
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¯® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ �®­­¥««¨.

���������: �® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ �®­­¥««¨
a priori ¢®§¬®¦­® ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ á
5-ã£®«ì­ë¬ íª¢ â®à®¬.
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�®¯®«­¨â¥«ì­ë© ¡®­ãá:

� ¬ ã¤ «®áì ¯®áâà®¨âì ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î
�®­­¥««¨ ¤«ï ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ á
5-ã£®«ì­ë¬ íª¢ â®à®¬, ¯®ªàë¢ îéãî
¡¨¯¨à ¬¨¤ã BII5 , â.¥. ¬ë ãª § «¨ ­¥ª®â®à®¥
¬­®¦¥áâ¢® ¯ à ¬¥âà®¢, ª®â®àë¥ ¬®¦­®
¢ë¡¨à âì ¯à®¨§¢®«ì­®, ¨ ä®à¬ã«ë,
¢ëç¨á«¥­¨ï ¯® ª®â®àë¬ ¤ îâ ­ ¡®à ¤«¨­
àñ¡¥à â ª®©, çâ® ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨¯¨à ¬¨¤ 
á â ª¨¬¨ ¤«¨­ ¬¨ àñ¡¥à, â® ®­  á
­¥®¡å®¤¨¬®áâìî ï¢«ï¥âáï ¨§£¨¡ ¥¬®©.
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�¥®à¨ï �®­­¥««¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤

T

B

p1

pn pn–1

pj+1

pj

pj–1

p2

ej

ej'

ej, j+1

�¡®§­ ç¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á ¡¨¯¨à ¬¨¤®© Bn.
9/18



�¥®à¨ï �®­­¥««¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ Bn
�ãáâì j = 1, . . . , n ¨ θj,j+1| ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë©
¤¢ã£à ­­ë© ã£®« ¯à¨ à¥¡à¥ TB
¯á¥¢¤®â¥âà í¤à  〈TBpjpj+1〉.
�®£¤  eiθj,j+1 =

=
(ej · ej+1)(R · R) − (ej · R)(ej+1 · R) + i(ej, ej+1,R)|R|

|ej × R||ej+1 × R|
.

�®áª®«ìªã pn+1 = p1, â®
∑n

j=1 θj,j+1 = 2πk ¯à¨
­¥ª®â®à®¬ æ¥«®¬ k, â®

1 =

n∏
j=1

eiθj,j+1 =

n∏
j=1

Gj,j+1

HjHj+1
=

n∏
j=1

Gj,j+1

H2
j

.
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�¥®à¨ï �®­­¥««¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ Bn
�ãáâì

Qj,j+1(x) = ReGj,j+1(x) ¨ yj,j+1(x) = i ImGj,j+1(x).

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® äã­ªæ¨ï Qj,j+1(x)
ï¢«ï¥âáï ¬­®£®ç«¥­®¬ áâ¥¯¥­¨ 2,   äã­æ¨ï
y2
j,j+1(x) | ¬­®£®ç«¥­®¬ áâ¥¯¥­¨ 3.

�­¤¥ªáë j ¨ k ­ §ë¢ ¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ ¨
¯¨è¥¬ j ∼ k, ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ yj,j+1(x) ¨ yk,k+1(x)
§ ­ã«ïîâáï ¢ ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥ â®çª å x.
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�â®ç­¥­¨¥ ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â 

������� I. �«ï ¡¨¯¨à ¬¨¤ë BI5 ¬­®¦¥áâ¢®
¨­¤¥ªá®¢ {1, 2, . . . , 5} à á¯ ¤ ¥âáï ­  ¤¢  ª« áá 
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨: C1 = {1, 4} ¨ C2 = {2, 3, 5}.

������� II. �«ï ¡¨¯¨à ¬¨¤ë BII5 ¬­®¦¥áâ¢®
¨­¤¥ªá®¢ {1, 2, . . . , 5} ®¡à §ã¥â ®¤¨­ ª« áá
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨: C = {1, 2, 3, 4, 5}.
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�à ¢­¥­¨¥ à §­ëå ª« áá¨ä¨ª æ¨©
� â ¡«¨æ¥ ãª § ­® ª®«¨ç¥áâ¢® ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¡¨¯¨à ¬¨¤ Bn ¢
à §­ëå ª« áá¨ä¨ª æ¨ïå ¯à¨ à §­ëå n.

�¢â®à ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ B4 B5 Bn, n > 6
�à¨ª à (1897) 3 N/A N/A
�®­­¥««¨ (1980) 2 2 ?
�¥£¥àáª¨ ¨ �®. (2024) N/A 2 N/A

? 6 q(n) = ª®«¨ç¥áâ¢® á¯®á®¡®¢, ª®â®àë¬¨
¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ç¨á«® n ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë
æ¥«ëå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå > 2.
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�ªáªãàá ¢ â¥®à¨î à §¡¨¥­¨©:
� §¡¨¥­¨¥ æ¥«®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  n |
íâ® ¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­®©
áã¬¬ë ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå æ¥«ëå ç¨á¥«.
�¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® à §¡¨¥­¨© ç¨á«  n
®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ p(n). �®£¤ :
• q(n) = p(n) − p(n − 1);
• ¯¥à¢ë¥ ç«¥­ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ {q(n)}:
1, 1, 2, 2, 4, 4, 7, . . . . �â  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
§ à¥£¨áâà¨à®¢ ­  ¢ ý�­æ¨ª«®¯¥¤¨¨ æ¥«®ç¨á-
«¥­­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©þ ª ª A002865;
• � à¤¨ ¨ � ¬ ­ã¤¦ ­ ¤®ª § «¨  á¨¬¯â®â¨ªã

p(n) ∼
1

4n
√
3
eπ
√
2n/3.
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�®¯. ¡®­ãá = � à ¬¥âà¨§ æ¨ï �®­­¥««¨

� ¯®¬¨­ ­¨¥: ¨§ ãà ¢­¥­¨ï

1 =

n∏
j=1

eiθj,j+1 =

n∏
j=1

Gj,j+1

HjHj+1

¢®§­¨ª îâ ¤¢¥ äã­ªæ¨¨

Qj,j+1(x) = ReGj,j+1(x) ¨ yj,j+1(x) = i ImGj,j+1(x),

¯à¨çñ¬ Qj,j+1(x) ¥áâì ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ 2,  
y2
j,j+1(x) | ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ 3.
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� à ¬¥âà¨§ æ¨ï �®­­¥««¨ ¤«ï BII5
�  ¯«®áª®áâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå x, y à áá¬®âà¨¬
¯ à ¡®«ã y = Qj,j+1(x), ªã¡¨ç¥áªãî ªà¨¢ãî
y = y2

j,j+1(x) ¨ â®çª¨ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï
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� à ¬¥âà¨§ æ¨ï �®­­¥««¨,

¯®ªàë¢ îé ï BII5
j Q′

j−
Qj− Q′

j+1+ Qj+1+

1 A B C −A − B − C

2 −C −A − B − C D A+ B+ 2C −D

3 D A+ B+ 2C −D E −A − B − 2C − E

4 −E −A − B − 2C − E A+ C+ E B+ C+ E

5 A+ C+ E −B − C − E −A B

�â  â ¡«¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© �®­­¥««¨ ¨§£¨¡ ¥¬ëå

¡¨¯¨à ¬¨¤ B5, ã ª®â®àëå ¢á¥ ¨­¤¥ªáë {1, 2, . . . , 5} ®¡à §ãîâ ®¤¨­
ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �à¨ íâ®¬

• A, C, D, E | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®çª¨ ­  ª®¬¯ ªâ­®© ª®¬¯®­¥­â¥

á¢ï§­®áâ¨ ªã¡¨ç¥áª®© ªà¨¢®© K, § ¤ ­­®© ä®à¬ã«®© y = y2
j,j+1

(x);
• B | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ­  ­¥ª®¬¯ ªâ­®© ª®¬¯®­¥­â¥

á¢ï§­®áâ¨ ªã¡¨ç¥áª®© ªà¨¢®© K;
• á«®¦¥­¨¥ + ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯¥ ªã¡¨ç¥áª®© ªà¨¢®© K.
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�¯ á¨¡® §  ¢­¨¬ ­¨¥!


