
3. Модули над ĸонцами главĸи идеалов
-

Орд Пусть А
- ассо

?
- ĸольцо с 1

.

.

Правым модулем над ĸольцом А (A -модулем)
НАЗЫВАЕТСЯ абелева группа М с операцией
умножения (справа) на элементы ĸольца А
со слез ,

свойствами :

1) (xty ) а = xat уа Ах,у c- М На e- А

2) х (atb ) = ха -126 КХЕ М ta
,
ЬЕА

3) x. (аb) =@ a) b # хам На ЬЕА

4) х1 = х Ах C- М (1-единца ĸонца A)
.



Аналогично определяется левый А - модуль
,
в этом

Случае используется умиление не ж - ты иЗАсход

В [лучае , ĸогда A- - ĸомпотать но
, разницы

между
.

левыми и правыми модулями нет.

Присед 1) Адаптивная группа в. n .

-

V над
полем F - F- модуль ( левый и правый )

2) Любая абиева группа 7-модуль
3) Кольцо А (точнее его адаптивная группа )
-модуль над самим сатоб, называемый регулярным .

4) A-длитсянея трзин B. n.TT - модуи над
ĸольцом НГ) - всех лин . приб пр - ВАТ.



5) Ест М - абеява группе , ми - Во A- ЕМУ
= Нот (М , м) всех Гом - Зто из М в М образы
Колвзо (а ссоц .

и с 1) он - но операций слышна
Х 141 4) = ну -1×4 и ĸомпа уии хдд#Др

.

Легĸо проверить , что М - А -модуль .

6) -

Тцсть F E t ) - ĸольцо мы - пор от однойпеременной
няд полет t F- B. и

. под полет F ,
у C- I Т)

.
Положим xfct) = хд ) , т.е.

В частности x. t = хд . Тогда адаптивная
группа

-

V - это FEEI- модуль .

.



Обратно
,
если М - неĸоторый FET)-модуль

,

то в силу оружия модуля М - B. и . над F
(рассмотрите утонете на сĸалятa)

, пр - е

пр - ва М Х Ю ХЕ
,
х e-М

,
явл- Ся линейным,

т - е ĸаждый FETJ -модуль- это B. и
. над F

С фиĸс .
линейĸам оператором, играющим роль

умножения не t .-
Инцесте модулей над ĸонцом А очень

Конечно
,
в частности

, для изучения свойств

польза А , ĸаĸ изучение раз л . действий
группы G на Разл .

мн-вахЯ
,
сравни с ар .

9. 6.ТБД



Опд Подтип -во N модуля М над ĸонцом Аназ- Ся
порно дупел , если N- подгруппа в М , Занижая
ОТ - но умножения ня Ж -ты Конца А .

Пруд Подлодуль A-модуля - сям А -модуль .

В Вышепри в примерах : 1) моднодурь = подар - во
г) по дмоарзль = подгруппа 3) подмодуль - идеал
6) Если Че 2 (Г ) : х E- же , то нодлюсдуль
= 4- инв

. поднр- Во .

Зад Д - то ,
что в примере И О и

-

V- единств . нджодули.

Верно ли аналогичное УД - е в примере 5?



Придя Если N - тдмодцль A -модуля М , то
a. (х+N) = ах c-N К КЕМ

,
а ЕА

.

В частности
,

фаĸтор группа Мри два - Ся A- модулем .

042 Модуль Чп - фаĸтор модуль модулям
по подножию N.

Оир 4 Тушь М
,
N - модули над ĸотором А .

От-е

F.М→ N- го м - зм (модулей)
,
если

(хау ) а = же -174 и @a) у =@g)а ✓
ну e-М
#а C-A .

E-fmtMT.MN/Nxtsx-N
- ĸаноничесĸий Юн - 3М

.
-



(о чом - зла модулей ) #на наши не отл
.

От ф- ĸ для ĸолец . .

( см .
таĸже Т .

9. 3.1 из ЕВ и1)
.

025 Тусть М- А -модуль
,
S E М

.
Мн - во

(5) = знаю + х sas
,
х , C- S , G. C- А , SE Г

]
Явл - СЯ Не ин .

но днодуши в М , сод .

S
,
и на 3- СЯ

но дно дупел , порожден ним мы - вом $ .

.

Если (8) = М
,
то М порождается мн - вон $ , а

S- система порождающих модуля М . Модуль ,
имеющий ĸонечную Систему порождающих, наз - СЯ
Конечно порожденнам . Модуль , пороĸу . одним
2-том

,
на3-СЯ Циĸличесĸим

.



Предв Лорин - во Анн М - Еааа : Ма = о}⇐ A
.

Олд Анн М - аниматор модуля М (в ĸонце A) .
Если Анн М # О

,
то М - периодичесĸий модуль .

Пример НОК порядĸов 2 - то В группы (если он ищ)
На з- Ся её эĸ тонет той (или периодом) .

Если M - абелев группа , рассы .

ĸаĸ 7-модуль,
то Ани М = @7) , где н-эĸспонента М .

Тд Каждый циĸл .

(правый )
(

A - морж? Положен
.модулю вид s

А#
, где I- правый идеал ĸольца А

Если А ĸом мутативно , то E- Аны М итем самым
Определен модцаеы М однозначно .



1-62 Туса М -_ (х)
. Тада от - е д : А → М

,

а ↳хаз
- гом - 3М A- модулей , причём Бы Я = М .

В силу Т - 1 412 М
, где
5- Нет я .

Тусы А - ĸомм .

Тĸ М - циĸл, то Кует ЭЬЕА :

у
-

- xb
.
Если AEI = Кем

,
то да - @b)ад

ĸом - сть
=@ a) в = 0.6=0 .

④

027 Система 37 , - - Хи } ЭА - то? модуля М

НА 3- СЯ млн .
независимой

,
если х ,

а
,
-1 +Хи a.= О

⇒ a.= = аи - о t.at . - a.EA . Если эта система

порождает µ , то она на3-со Базисом модуля М .

Км
. модуль М НАЗ - ↳ свободным , если он обладает Базисом.



#4 Свободный циĸл .
А -Арль номерфена .

1-1302 Применит т - ну Я ĸаты

Всюду далее A - Коаьзо главных идеалов .

Заметим
,
что ĸонца в примерах 1) , 2), 6) - ĸольт

Главных издано B.( и Ване ЕВĸл .
Кольца)

ТД Все оазисы сводного A- модуля L
Содержат одно и То же число Эл -тов (оно на3-Сд

рангом и отн
.

тĸ L
.

Д-В Если p - простой энт ĸолы a- А , то F
= Арр)

- поле пот. 34392 µ- L# - B. n . над F .

Если

Ем - 1- базис L , то стр L . . . Ей р в -Базис В n#⇒
И= dim V и не Зависит от Выбора Базиса ⇐



Если N- подлость свой .

А
- модуля L ранга и,

То N - ↳ ой . Модуль ранга т Еп , причем
существуют Базис 11 . -

Еи} модуля L и
Таĸие ненулевые 2-2 И, . . -Ит ĸолы А А ,

что

# Их . . . ЕМУ - Базис N и Ч. 141 при i =L . . -т-1 .

1-1302 Ст
.

A- Во Т
.
9. 3.4 из [Вин] .

ИЗУЧИМ теперь строение K.cn
.

А -модулей .

Опд Кп .

А - модуль М наз - Ся примарным

(или р - приĸ арным ) , если найдется таĸой простой Эл -Т
РЕА

,
что рĸ C-Апп М для Неĸот . ĸ ЕПТ .



Т м .

А - ĸольцо т . идеалов , то пот . 2 ĸидай циĸл ,

A- -модуль М поможем либо А
,
либо Али )

где И - натр .
петр .

Элт Конца А
,

Эл -т

и имеет единый . разлжете ЖК '

. .
- РУ

в произведение простых ( с точностью до обр .

эх -та)
В силу Т ,

и из 92 имеет АКТАКру .# . .
.

ДА#»
⇒ npeaa.is Период . присл . модуль есть прямая
•
сумма приĸатил х циĸл . Модулейи эторазложениеединая и но С точностью до нерест. стаĸанах.

T.tl Каждый ĸонечно порожд .

А -модуль М

разлагается в прямую Сумму приМАРИКУ и свободы и

циĸличесĸих модулей, причем набор аниматоровэтих



модулей определен однозначно .

1-1302 Аналогично деĸ- Ву т.
они

.

ойеявх
-

'

Грунин .

Чистых т. 4
,
имеет

MZYN.tt/ ⑦ Ари} А ⑦ .
.

A (*)
-

н - т

где И i (И i +1 i
-

- 1
. -

т - 1
, причем число

т

и 41 . . . Им определены однозначно В силу
леммы о приведении м - ун ĸ ĸанон . виду
( над ĸонцом т . идеалов ) . Осталось
применить предл

.

5.⇐ .

ЗАВА Записать полное доĸ-Во .



Каĸ ине говорилось , Ж -ты и, . . - Ит из ĸонца А вы ж))

вред еляется (с точностью до ассоциированном,
т- е Умножения не обр . эл -ты) по модулю М
Однозначно .

Они НА 3- СЯ ИНВариантными
Множителями модуля М .

При этом у
последнего из них есть простой смысл .

Предв Если М- периоде неĸий, то Сии ) =Анн М .

Следствие Эĸспонента ĸонечной абелевай группы G-
равна её последнему инв. мн- лю им (жи G
- Z -модуль) .

Кон
.

айелев группе ушли иесĸая⇐>

её порядоĸ и эĸспо литs совпадают .



323 Д -те слова .

Тд Любая ĸонечная подгруппамультиплиĸативный
группы поля (В частности , мультиĸи .

Группа любого ĸонечного поля) ЯВася динамиĸой
.

Д - Во ! Тусы эĸспонента подр . G гр F
*

равна т .

-
.

Тада ди --1 У C- G. Ур - е хм=L имеет не

более т решений в поле F⇒ 161 E т
⇒ 161 - м .

По следствию G- циĸличесĸая .

Посмотрим теперь , Что развитая нами
.

Теория
означает для примера в из начала параграфа .



Тусы Ч - л - и
.

К
.
М

.

в
_и V над полем F. ТТ

А =FIEI . Рассмотрим V ĸаĸ А -модуль, полагая

x. E- хд Vх E V
, отĸуда ж flt) = хдне) НЕА ,

Т.ĸ. d. т V = и с- , то ✓- ĸ . и
. модуль . Применим

ĸ нему Т . 5
.

Заметим
,
что в Разложении A)

не может быть 4305 диĸа . модулей
,
т
- e т=3

т.ĸ А = FEt ] имеет бясĸ
. разметĸа над F.

Прет полочĸа
,
что F аха Замĸнут Тогда

просте Эл - ты в А - это линейные мн - ни

вида ⇒ М есть прямая анна приторных
- А

циĸл . модулей вида -w← Ки ). , где же-Т ,
НЕ



Модуль W - т -мерное веĸтор не пр - во ну F

С Базисом 11-11ч ) # -х) + Си ) . .
.

.lt - х )
"- '

e (n) }
Отн-но членом ния t -х - это пыль - слой !

Поэтому я этом базисе ĸино пение не t

( г. е действие оператора 4 ) Записывается тут

(
+} ?.

. %) , т - e жор g. ĸлетĸой .

Таĸим образом Р -мя о жор g. форме
( и её единственности с тонĸостью до перестановĸи
жар .д ĸлетоĸ ) есть прямое следствие Т-мы 5

.



Посмотрим таĸже не приставлена (7) вэтом
Случае ✓= Н» ⑦ ⑦ АК» (здесь и - m

!)

Посĸольĸу (Ии ) - Ann A) = ДА)) , где да )
- Ним

.
мн- Н Плюй

,
ито хд A) го ах E V , то

И
„
= д ( t )

-

млн
. анпул .

мы- н
. Причем, этот

фаĸт не Зависит от то Я Вл - СЯ ли поле F

алгебр . Замĸнутым им нет
.

В частности
,

это дает уточнениеТ ,
о мин .

О мин
.
АН пул . Много -

члена ( см .
т

.

6. 7.1 из ЕВМЗ )
.

524 .
Поĸажете

,
а то хяраĸ .

ми- и ре (E) -лан .

пр . Я 4 - это Ёж .




