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Кольцо В - расширение ĸонца A

,
если

A E B
,
т.е A- подполью ĸолыа В .

2-т ч C-В алгебраи гласит над А , если

7- f- во) C- АЕй i f-м) - о, и трансцелостным,
над А В противном случае .

В - алгебраичесĸие расширение ĸолена А , если

ii.A .

зад Заело и Далее
"

Колы о = асад .

Комн
. Кольцо с 1

"



2 -т Ц , . . Ц C- В анĸету .

ЗАВ и сам н , если

1- -6 . .
- х ) C-АШ - - 47 : -0 . -

4=0
.

А Ещ . . -но =L-6 .
- гы) Не Агх, _ хд} -

подĸолы ноЩА В Си рашн ĸеше ĸольца A),
порожденное над A эл - ни их , - - ни ЕВ ,

В ĸонечно порождено над А , если 7Ч, - - ЦЕВ
таĸие ,ить В = АЕщ .

- ЧУ
.

Мы знаем
.
что А Ец , - где

А ЕЖ --44
# ,

где I
А ДЕЦ . - И]

.

В частности
,
элты

Ж
,
-

- ни анг -

неЗависимы⇐ I = о⇐>

А ЕИ .

. .
-432 АГХ» . -

ХР
.



Если В - целостное ĸольцо (тогда A- тыл)
,

то можно вгогийг В и А вих поля

частных Q (B) =L и ①(A) =К
,

те
.

A E B
( рис . 1)

М И

К C- L

Если на , _
. ни C- L пдр над

К
,
то

-

они аддон под А ( Зав - ыНих- ча - о

над К "превратится
"

в ЗАВ- сть ПМ - 1--0

под A "
умно летят не знаменатель

" )
.

Рассмотрит Сатана расширения полей
Всюду далее поле L - расширение поля К

.



+ Пусть Ц
. . -
и
"
EL

.
Полем

,
норожденным

над К эп - ли Их , - геи
,
ню - Ся Q (КЕИ . . - ий)

поле всех отношений эл -тов и > КЕИ, . -47 .

05634 : Кац ,
-Чи) = ① (КЕИ, - иD) - расширение

поля К присоединением ж тви, . . -и п .

Если L = КМ , - гы )
,
то L порождается над К

(ĸаĸ поле ) Ж - ми Ит . . - Ий
.

Расширение L поля К наз - Ся простым ,
если

↳= К (a) для неĸоторого И C- ↳
.

Расширение L поля К на 3 - Ся Конечным
,
если

di т
ĸ
LL О

,
т.е L ĸонечно мерно ĸаĸ B. и над

К
.

О бож : I L : KI = Ммĸ L- степень Расширения



Мы начнем с очень просто , но в неĸотором
смысле универсального примера ношения
ĸонечных расширений поля .

Напомним
, что фаĸтор -ĸольцо

А# - поле

⇐ I - Маĸсим . идеал .

T.se Пусть в C- КЕНЗ ЩАЗ ложит
, degln = и .

Тогда ↳ = КЕЙ ) - ĸонечное простое алгебр .

расширение поля
К
, при

нём d. шĸ L
= п

.

¥0. 1) I нетазл⇒ СИ ) - лан , идеал ⇒

⇒ L- поле .

г ) К [х] - PID ⇒
V и C-L : 7 a

.
.
.
.

А
»

C-К :

и = ао + а,xt
+ аа , х

"- '
+ (h ) ⇒ См .

ĸлассы :



Чо = 11-11 ) , 5- Х
tlh )

.
. .
. Им

= ĸ
"

Н Ih) - базис

в
. п

.

L над К ⇒ Ли ĸ↳ и те .

L-Кон
. Расширение

.

3) ✓ и C- С 7- f C- КЕЮ : и =дни ) , где 4- хаЮЕЦ
т - e L⇒ К Его = К ре) - простое расширение

4) Т .
ĸ

.
L (и

, ) = О , то
L- алгебр . расширенное

Если ж -т И C- L алтетр . над К ,то ] пера за
Мĸ - и в C- КЕЮ : КЕИН КЕПИ) .

Мн -н

h - ти- минимальный лен - н дня и , а
"

Мути- степень антифашист Эл -та и .

Тд 2 летит и C- L алгебраиии ну К⇒

К [и] - ĸм .
B. п . над К .

В этом случае Кбн] =Ка ) -



- поле и / Ка) : К 1 равна степени И над К .

1-1302 ⇐) diидей e- ⇒ Эн c-П :

И
"

млн
.

вы р -ся через 1 ,и , - -и
" - '

ну ĸ⇒

И алгебреим наз К ,

⇒ ) Рангом - 3М я : КЕХ] → L
,
fcx) но f Си) .

Iи я = КЕИ] , а Кетч
= (ти) . - идеал , порожд .

мин
.
мы - нои ти 2 -тач и deg ти= п .

Сл - то
,
КЕККЕКт» .

Мн - и ти

Нер азл . над К , а- но по Т - 1 К [и] - поле

и di и ĸ К Его⇒ .

В частности
,
К (a) - Ка?

( последнее Рао-во " феномен Уничтожения ир раз
-ы

в Знаменателе")



Следствие Каждое ĸонечное расширение поля
Явл -Ся алгебра и чесĸин .

Примерно 1) Пусть a E K не ĸвадрат, т.е # веĸ : F- a.

Поле E- К [ба2- ККа )
,
полученное присоединением

ĸ К ĸорнями -на E- а явл -ся ĸвадрата иным
Расширением поля К

,
те (Д : К 1=2 .

В частности
,

а = ДЕТ .

2) ВЫ р - простое .
Мы -н ЯНА

"

t
-

не-А на РАЗ-

лепим над ④ (пример 3. 6.2 из [Вин))⇒ Ер - asfstis.FI
ĸомпл . Корень р -ой ст . из 1 - это ĸорень Фр. . С» ⇒

④ [Ер)- поле и I ОПГ Ер) : ④ I =p
- 1
, ④ [ЕР на3-и

ĸруговым полем или полет делением ĸруга .



ТД Если М - Кон
.

ВАШ
.

поля К
,
a L - Кон .

Раса
.

полям
,

То L- Кон . Рана ноля К и IL : ĸ 1=11 : М1 ( М : К 1
,

1-1302 Если li , 1=1 . - т , и fj , j =L . . n ,
-ĸазна

соотв .
Расширений

,
то lif -Базис расы .

L над К

Куд Проверьте последнее цтв-е В b-Ват -
3

.

Если ↳ КМ .
. -

Ии) и все им .
- геи

.

алгебра нины над К ,то L
- Кон

.
Раш

.

поля К
.

1-1302
.

К ( их . . -
4)= КМ» . - геи

. .) Ми) . Ищуĸ -

дней но и может считать , что М = КМ . . - ни - ×) - Кон .
рана . поля К . Пĸ И n алгебр ну К ,

то ни - ах б . над М

рот . 2⇒µ реп) : МК х .

По г
. 3 L- Кон

. расы
.

поля К



Поле К ап тетра иЧесĸи замĸнуто в своемрасширенииL
,
если любой эл - тиGL ах тетр . над К

лежит в К
.

Вся L -расы
,

поляĸ и П=L и C- LI Чудаĸ }
Thg - П - поле , ап Г.

Замĸнутое в L (оно наз- Ся
ах тетр . За тыĸа пнем поля

К в поле ↳ .

I - Во : См 8- во Т.
9- 5.3 из [ ВИН] ②

Прима Поле всех ахтеьтз . чисел Т - это аĸт
.

замыĸание поля ④ в поле € .

Чирз Поле алгебр .

Зрпĸ
.@ абсолютном смысле

ĸаĸ [поле E) ⇒ Каждое Кон .

раса. поля ④
на-Ся полем аĸт

. чисел и из опор по паролю в То



Гомо порфизиĸ расширений поля Кущей -
Венти на К

,
и аз - Ся Томо .

ноРАИЗнами Над К .

ДВА Расширения L и L
'

поляĸ иЗолото пн над К

(эĸвивалентны ĸаĸ К_расширения) , если Э
ИЗ - зм у :L → И над К.т. с таĸой , то 41 ĸ = ЁАĸ .

Т . 6 Пусть ↳ Жи) ! E- К
'
(n) - простые Раши -

Гения поля К Тогда L и L
'
и Зои

. над К⇒
либо И и и

'

транс ценным над К, ибо
И и и

'
- ĸорни одного и то же НЕРАЗЛ .

Мн -на из КЕМ

1-1302 Если и траншеи .

,
то ffu)# о tf C- Кое]⇒

К ( n) а К (х) = Q ( ĸой) - поле раз. f-згй науĸ .
В частности ( Ка) : К ( =- и К Си) # Км )⇒
~

'
тоже трансцен деĸтел .



Если и алгебр . над К ,то идеал ( ти) определен
Однозначно нетАЗЛ

.
И н-ном Ми Т -та че . Поэтому

ототражения : КТ т»→ ĸа) , Ё g.хардю
→ Ё aiЙ , изонорфизм Ссыт . 1)

, причём
вычет 0 - ст

. a. + (ми) I ао C- К E L . Очевидно
,

что ми -млн .
ин - н и для херит в

«Кп» .

Поэтому Ии ) e- Ни ' )⇒ш ) а Корд»⇒
(ти) = (ми ) ,
Опд Расширение L поля К на3 - Ся ĸоленразложениямы -на f- C- К [хз , если f разлетается в

Их] на линейные мн - ли и L пор ожд . над К его ĸорнями .



Теорий Поле разложения мы-на f- C-Кое]
существует и единственно с точностью до изо -жанауĸ.

ЩроDолЖишЮмонорфизrд+Ща Пусть РК ) - расширение поля Р
,

b-МЕРЕ»
-млн

.

мы -н эх-таd. Тцсть у : Р→ F - гом- 3М
поля Р в поле F. Тогде гом - 3М я продолжается
до пом - ЗМА 4 : Рф → F Ровно Стольĸими
способами

,
сĸольĸо разл

. Корней в F имеетмн-н
14 - образ h в ЕГО .

Д-В Если у существует ,то Знает ф -лоб :

(aota.at + am 244 = ая + арр -1 + айр, где p⇒
'EFAA

Применяя (х) ĸ ПАВ -Вдв G)=D , имеет в Чр) = 0 .

Обратно ,если рЕЕ и 1 (р)-0 то р-н A) ĸорреĸтно занет
чо м- Зм у :P (d)→F

.



t : Р-м носа-ть расширений

К = Ко CКв . . . .

с Ks-5 Ks=L

В Которой К i получается из Ki -< присоединением
Корня мы- ля f : мы-на f- степени > 1 и неразл .

над К ,-1 . Ясно , что этот процесс не может бытьбесĸонечнымПусть↳ Ks- последний член этой посл- сти .

По построению L- поле разложения мнл rf .
ТУК G Г - еще одно поле разложения . Построит
гоп - 3 мы 4 ; : К , →[ , 1--0,1, _ , s таĸ ,

чтобы

Чо =Шĸ и 4 i ( ĸ„= 11 .

Согласно ленте
,
i- й аĸт

Возможен
,
если Б= f. 41 имеет ĸорень в [ .

Мн - и fi If в Кей» ⇒I I f в [ Ех] , но f паша .



на мин .

ин- ни в ГЕХ]⇒ I имеет ĸорень вГ .

Поэтому 4 , аху - нот U
- О
, →
S

. Последний из
них 4=4, :(→Г явл- Ся ИЗаморальном >Пĸ ,

из ар - я поля разл . Вытеĸает
,
что оно

минимальноеполе с Зад
,

Свойствами
.

&

Чир З Постройте поля разложения М и ↳ над

F-нов Х
?
- 1 и ХЗ- 2 соот-по ; убедитесь , что

| М
'

- ④ 1--2 и $ И [ 1=6 .

Изложим теперь Вĸратце , ĸаĸ неĸоторые
ИЗ наших 143 - ТО В о Расширениях полей могут

Быть обойдены на расширения нётE-ровно Колец .

Далее ĸольцо В -Расширение ĸонца A .



023 Жти C- ВНАЗ - Ся деĸЫм (целым алтебраичесĸим)

над А , если 7- в
C- А Ех] со САРЫ

. ĸто - том 1 : htu)-о
.

Очевидно
,
что a) И ЕА цел над А; 5)

если ЧЕВ ал тетр .

Над А , то Э пенял .

а ЕА : ах целый над А .

Колу о В НА 3-СЯ Ценам над А ( день мрасширением
польза А ) , если Все его ж

-т Нлп над А .

Зад Если A- поле ,то целый= алгебраимений .

072 Расширение в ĸолы а А ĸонечно , если
B- ĸ . и . А -модуль .

След
. теоремы 8 - 11 - аналоги т- м 2-5 .

Для

их д -ва надо заменить слов оГАЗ ис
"
на сий. ĸорочед .

люд чая и т- му о БАЗ и се ня т-ну 9.4-I (см .
AN- 54 )

.



Тд Эн -т ч C- В цех над A-⇒ АЕй -ĸ .
n

.
А-модуль

След. Кон , раĸа нетерова ĸонца - Целое

µ 1 А :C /= / А :B 1113 :C/
, где А 7137С .

T.to Если В порогед . над А Конечным числом

целых 2 - то в
,
то В - Конеиное РАШ . Кольца A.

Зад Кон
. пор .

(и тем более Конечное) Раш . нётероВА

Конца снова нётерото ,

T.LI Тусть В - расширение нёт дрова ĸонца А .

Совоĸупно

A- Всех ал-тоВ ĸонца В
,
целых пяд А , Я ВАСЯ

подходом , Цело Замĸнутым в В Ст-
е ест ИC-В

дел надБ , то он лежит в A- изнай, я Вл- Ся делал нуА ) .



Кондо Пна 3 - Ся целым Заиĸанием А в В .

Пример ZT - Ра даже алгебр .

числа
-

подĸожно

в поле ОТ всех аĸт чисел .
При этом Q (E) = ОТ .

T.LI Тусы A- целостное целоЗамĸнутое в Своем полеотношенийК нейеро Во Кондо ,
L -Кон

-
Раĸа поля К

и B- целое Замыĸание А в ↳ .
Прет

,
што

свят 12=0 . Тогда В - Кон .

Расширение ĸонцаA.

( см . рис т) .

Д - во : см
.

D-Вот .
9.512 из ГВИН]

,

- -

Пример ④ E K S ④ и #ĸ
-целое зам .

7 в Квна 3- ся

÷ делих чисел поля К ) . Из т - 12⇒# - ĸ . и
.

аб. гр
.

у неё нет ĸручения ⇒Жĸх#ТО ⑦7 .

Т . ĸ
.

t и ЕКЭ aE K :
-

А И C-Ж
,
то тĸ Zfe-_dim@K.r»(ст .

таĸ Не Зад 253 из § 9.5Вид


