
@Tw.meneEteaIpa1.Tensopное произведение Веĸторпых пр -В
-

Ауд ТУБЬ Г . .
- Гр µ - в .

n
. над полем F

От - е у : Пр .
-

х
-

Vp →Г НАна пошлиныным

(или р
- линейным ) , если оно линейно по ĸаждому

из р аргументов (при фиĸс .

остальных) .

Мн← Во всех таĸих от -й 7(К , .
- Грµ) или

Нот (Тп . рт) - веĸт . пр-Во над F .

Ясно
,
что dim Нот#

, . р ) - dimv .
. АПР . dimГ

.



При р - 1 мы поняли пр - Волин .

от-5 нотТТ) .

При = F Кот
. -Тр) F) - пр - во ножхлинейних

ф - цит .
В частности

,
# = Нот П ; F) -сопряженноеĸ

-

V пр-Во , т - е . пр - во линейных ф - ций
ст . § 7.1 Наших леĸций, На-34) .

Среди Всех полили ней пых от- й пр -ВГ , _ Гр
смеется в неĸотором точном смыслеУниверсальное(ст .

ниже)
,
его ОБРАЗ и есть теизорное

произведение этих пр - в.
Для Кратĸости мы сначаларассмотрим
случай Битыйних ототражений (р =2) .



Далее
,
мы рассматриваем В=Найти;D

где
-

V
,
Т

,

- Сĸ . м
.

) В
. п

. над полем F ,

Предл 1 Тать { eili EI} и 161j C- У} -оазисы
F-ИТ соот-на След . св - ВА 4 E Ро эĸ -ны :

1) в lei
, fj ) I I EI

, j ЕЗ } - таже пр - ва -0
,

e) ĸаждый 2-E
-

о единств . образом преĸт .

в виде
2- =7¥ 11,2 ) , где гр. Ей

3) ĸаждый ZE единств образом уроĸ ,
в виде

-2=7+4 (х; , f,) , где XJ C-Г.

ЗАМ
.
В случае Бесĸ . мер . пр- в надо рас см - то

Тольĸо суммы с Кон .
числом слагаемых # а ,



I-T.fi⇒2) , посĸольĸу 2- = §. Zij 419,6 )
⇒ z = ? 414,2) , где 2. = ЕЕ;Д .

( Т# 3) доĸ - я аналогично ←

Следствия СВ - во 1) от- я 4 не Зависит от

Выбора БА 3ч сов вТ иТ ,

фуд Тен зорĸим произведением B. и
.
ТИП

НА 3 - СЯ В .
n .
Т = Г Т вместе с Биĸин .

Тем

② : V х
-

Ю →Т по правилу (х
, у) → хау ,

удача . след . условию : если feilittuhf.li c- У } -
- ĸазны

-

V иЙ
,
то { ei ⑦fj У - Базис пр - ВАТ

,

43 опр . ⇒ dimT-dim-V.dia.TN . ИногдаF- ⑦IV.



Teopenaf.tn Зорное произведениеT пр- В

ПИТ Сицелует и единств . ¢ точностью до
изотары зла ) .

1-20: Суд . Возьмем В n .
Т пад тыже полет

с Базисом { tij ) i E I , j C- I } и оĸрепнем
бел

. от -е ох : V х Пт→Т правилом в ④ f; = tij
( оно не Зависит от Выбора Банĸов в силу следствия
↳ иреж 1) .

Единое . Путь ¢ ,а) и Ктг , г) -два тенор нах
пр-я .

От - е Баъ и сов 4 : ei Езд на ei ⑦zfj
продолжается по линейности до и зол - Зма у : Т →ТЦ



Примерĸой ⑦ : F Ей хату] → FЕду]
по f- ле (f # g) ( ну ) =Нх) дсу) .

{ xi.li - о . _

- у чтазис .FIи] и Зуб )# о
. -d- тыс Пу]

при этом fxiayi-xiyili.ro . .
-9-тажеЕго

по апр 2 F- Еху) = FЕй Жу] .

Аналогично
,
FЕщ .

- хард .
. - у " )

- F Гц .
-
хД⑦ F Еда . -УЛ .

Прежде 74 C- В =Нот СТ
,
йт ; E) цу - ет

едины . лин
.
от - е у : F- V То→ таĸое

,
что

Ж ) 4 Сну) = Их #у) V х EV
, у e- То

,

Двд Достаточно Знать у ня Базисных веĸторах

пр-ВАТ, но ĸатая 411 . @A) = у Cei, fj ) и проверить
-неогтх . из- ВА ЕЕ



В силу апр 2 ĸаждый 2- C- И ⑦Т единств. образом

Джалиля 2- = 3.7;@ +. )
,

2-
у
EF Ю)

2- ТЫ 2-
ij
- Координаты z отн- но Выбранных оазисов

E- ти
-

V и Т - ĸ . м - пр - ВА , то 2- Задается µ - дей (2-ij) .

2-Т ZEV ⑦Пна 3 - Ся разложимым (инпде

говорят простой тенор) , если Эх e-Пиу EП :

А #х) -2 = Х ⑦Ц .

Упр 1 Ели dim
-

V
,
ММГ > 1

,
то не всяĸий

F-2- E V ⑦То разложим
. Почему ?

Куд Ест 2-= х ④ у равно ним ,
то это предстаВл

единств . срочно Аю до замены ĸ →Хх , у→Ну , XEF
*
.



Важное применение тензорного умножения -

операция расширения основного поля :

Гцсть L - расширение поля F и V- B. и над F.
-

✓ и
=L # - это в .

и

над F .

С
др . стороны

,
его можно расы -ть ĸаĸ в . n

.

над L ,
полагая 2 ( А б) =↳Фб

, где

d. х C- L
,
V E П ,

Можно считая
,
что V 15

отсдетвл . Г E
-

Г e L ⑦ б щ Пи .

Если heilitII-m-3.eu(над F) , то 11 ⑦ lilics
Баэис Ц ( под L) , но (в этом весь смыл ) там
есть и другие оазисы , в ĸоторых работать



удобнее (негр .

, над алт . зап .

полет)
.

С
др стороны ,

если { Qj://.es ) - тоже L над F,
то ĸидай V Е VL однозначно представляется
в виде 3- А; f- , где

б
; C-
Г

. например,

f- 2- C- ✓¢ имеем 2- = Не i У , где хд ftp.

предв МЫ V.V, Х - В - и
. над F . Тогда

-

a) V ⑦ W I Ю ⑦Г
,

т )ЦАО Х и V #(шах )

220 : Упр3 .
Зад ИЗопор рт ,но не НАВЦ

!



Отомретляя при помощи иЗапорыЗма из

трех 3 ( V# F) аэх и V По х )
,
мы

угонят апр
- то тенория

.

пр - е V.TW Х
.гр -в ЦТ,Х .

По индуĸции этораспостраняетсяна любое ĸонечное число пр - в Г . . - Пр .

ЁУ ТемЗорин пр - Я виде ей, . - Бер :p,
где Еĸ ;ĸ

- Баня
. веĸтор пр - Еа Гĸ , 4--1- р ,

⑨БРАЗУЮТ БАЗИС пр-ВА T, ⑦ _ . - БТР ,

ДЕ индуĸция по числу р ←

0 тощая предл .
2 мы получаем след ,

осн
, принцип Теьезорной алгебры :



ТД Для любого р-линейного от-я у : ix.Тр→E

существует единств. лиĸ .
от - е 4 : ГР.

. %→~ :

(А ***) 4 (ха - -

, Xp) = 4 (Х, . -

А Xp)

↳оторвым Нот (Ц , . . Vp ; = Нот Ай а БДТ)
,

Определенный в F. 2 НА3-ся Каноничесĸим
.

Гриля Тусы сначала 2 C- V
*

, РЕП? Определим
били пейпро рулю 2 Пр : V хот→ F правилом

(2 Ар) (х ,у) = дырĸу)

Тогда та : V хw → ном ( v , W; F) - биĸин . от-е

При этом ,
если 4 , li ТУ и в -9 1) НУ -оазисы V

*
и W
*

,
то

( Ei Ох# ) (х, у) = ХоЦ ,где Xi , У;
-соотв. ĸоф - ты



веĸторов х ну ,
Таĸ ĸаĸ всяĸая бл.

Азия

✓ не Vx W одном гуляет .

в виде ЖРЕЦ; 42,
То { E. ДА; li EI , j c- I} - БАЗЫ в нома, W; F) ⇒

Нот ИТ ; F) = V
* ТП

.

Аня логично
,

Коми
, . . -Vpjf) а# xD

. . - ТЦ , Ахаха)

Здесь изоморозы Загнется ф
- лоб :

да - -
А 2

р
) СХ, - - Xp) = 2,17) . - Вдхр) ,

где ti C- V# и Х i. C- Vi
,
i = 1-

- р .

Из Аххаа ) иПаĸуй) ⇒
-

( ЧФ . - ар)
*
= Же . - БИГ .



Хдд Пусть a e V
*
и у
ЕИГ

.
Проверьте, что

• ⑦ у : V→Т
-

по правилу в #уже)#Юужд
*

- линейное от-е . Поэтому Т : ИТ→ Ноти;D
- Пелипейĸо от- е

.

Вте
,
что

✓
*
х
-

w I Нот (ЦТ) (хаххах)

ЧУБ Пошлите, и то
V: . - ДГБ e- Кот # .

-ЦТ) .

073 Тщсть А C- НГ)
,

В C-Нит) -мм
.

Ррл пр-в Vи Пту F ,

Кин
. оператор

А В ня V ай
,
залиний правилом

(А ⑤ B)(хау) = Ах а Ву Пхи, у Ей,



НА 3- теизор ным произведением огератдовАа В .

Прежде др) Опр 3 ĸорреĸтно
2) Если А = А;) = [А] в боже teili-s.in }

В = (G) = [В] в базисе 1 G- 15=1 . - м } это
в базисе 49 ⑦ fj } азеф А ⑦ Винит м - ну

[А B) =[
В a. В

iii.÷.) .

Эта н - за НАЗ- СЯ ТенЗорĸим произведениям М- у А и В

порты .

А В
.

Хдд Если 71
. -2 и µ . . . Ми

- хат ĸорт А и В (с тыщ -ы)
,

То Xi µ ; - Хар. Корни А ④В .


