
92%33%3271жить
Сĸжд
-

Далее
,
Т- В. п

. ( чаще вето ĸ.
м) над полем F

.

Ауд От - е 2 : ✓→ F - линейная ф -ух , если

г) ✗ (неу) =Мхĸ ну); 2) ✗ (✗ х) =Две)V-xyc-Vxc-F.hn
-Во Нот (✓, F) всех жен . Д-уй - поднр- ĸо в

В. и
.

Г- (Т
,
F ) всех Фэй из ✓в Г-

.

0=2 Пр - во Г-
*
= Нот (V

,
F) - сопряженное ĸ Гир - во

.

Пусть е-- 49 . . - я } -базис Т и х = -244 ЕТ.

Тогда для 267
*

: ✗ (х) = а, И + таĸи Где а. =L (ei) .



Набор # = {e
"

.
. -

е
"

} мы_ 4-ней 5- *, ауяд .

правилом Ё ( х ) = Х, - Базис в Г-
*

,
называемый

сопряженным и ĸажу е .

Сыр .

Базисы связаны (и огрцелятся) РАВ-ти :

(*) ei (д) = S»
. = { 1

«j
о itj .

Джин образом ,
dim ✓= Мм# ⇒ ✓ г- Г-

*

Но
„

хорошего
"

(не зависящего от Витора оазисов )
изоморфизма нет. Он есть межу Ги

-

✓
**

Г- От- е х ↳ ре ,
где х e

-

V
,
а НЕ Г-

*✗
и

Очр со& (2) = 21ч) НЕТ
*

,
я Вася изоморфизмом ✓ИТ

**

Д- Во : СМ . т - Б. 2.1 из [ВИН]

Славĸе Каждый Базис# Сопряжен БАКУ ↳ Г .



Далее
,
мы ото ждать. ✓ а ✓

**

,

и т
.

Канон .

и}-м ✗ ↳ fe
После отражения пишем ха) винто игре

CD://t-xdlxl-xdtxc-T.KETF-npu.ir
уии двойственности .

Он лечит в основе

Дуализма " частица - Волна
"

в Квантовой механиĸе

(подробнее ст . [ Кое М] в списĸе литературы) .

Унд Если [х] и 52] - строĸи Кофт ✗ и ✗ в БазисахЕЁ
То 2 (2) = [2] [х] = [х] [ТТ= 2 Бе)

.

3^21 это верно Тонĸо в сорян .

БАЗА !

Злые Если dem
-

✓=-
•
то ✓ не отĸат . = ✓ * и

тем цене Г-
** ! См

.
Зал А на стр .

1190 [ВИН]
.



12 ВЫ T, - ĸ
-

м
. в. и

_ над полем Г- .
ЕслиАЕКом -150?

то Э ! А *Е Нот Д-*>Г) таĸое ,

что ✓а-Т НЕ
*

( ***) 2 (Ах) =@ 2)Х
.

Если А = [А] - м -за А
,

то Ат = [А
*

] в сопряженных Базисах .

Дод Едите ВЫ АР
,
А#Енот (0*7) отл .

Из- вот ( ***)
. Тогда ✓хет Ки# µ

,
Б)ре) =

= НАХ ) = (А#(х) .

Т , ĸ -

это верно НЕТ⇒ АЖ =АД
Посадĸи верно НЕ

*⇒А. *= Ад итд .

Существеннее В сарае . Базиси 2 (Ах) =К] [АхГ

= [☐(А [✗5) = (а ] А)БД? Зададим от -е А
*



правилом [АЙ ] = ГО A , оно линейно и [А5-
АТ
,

т.ĸ. [А
*] [+5-[7*2] =КРАТ = АТ [25 .

Кроме того, @Б) (х ) -12 ] [тт =€»А) от =
= 2 (Ах) но доĸазанону ☒

Суд вен .
от -е А

*

и > т -2 на} -я Сопряженным КА ,

€3 ( сова сыр . пр - я) :
от ВЫБОРА

г) ☒+В)
*
= А
*
+ В
*
» А) 1-йА÷ЁГ- →

**
.

3) @В)
*
= РТА * и ) Е

*
=Е

«*s.org )
5) О Е- о

6) А * *= А Сири ĸанон . отпад .

-

✓ и Т
* * )

дд : ГА
*
] =АТ ⇒ .

. . . Уф 2 Доить т -3
.



i-iiiiii.EE?-OnpI-
Рыть V1 , .

. Гр , -
в

.
п

. над полем Г-

От - е у : ГР .
-

✗Гр →Г НА3-со пошлинойныл

(или р
- линейным ) , если оно линейно по ĸаждому

из р аргументов (при фиĸс .

остальных) .

мы← Во всех таĸих от -й L(Т . .
- Тр; -0) или

Нот (Тп . - Тр; ) - вай . пр
- во над F .

Ясно
,
что dim Нот А-^ , . Тр ; )

-
- dinivi .

.

-АПР . dim
.



При р=L мы помним пр - Волин .

ойй нотЮР .

При Д- = Г- НотЮ ,
-Тр; F) - пр - во пошлиныних

Д- уий .
В частности

,
# = Нот [V ; F ) -сопряжённоеĸ

-

✓ пр -то , т - е . ир - во линейных ф - уий
Ст .

И
,

0 ( ранее в этой леĸции) .

Среди Всех ĸоли линейных от- й пр -ВУ . . .

-

Vp
Смоется в неĸотором точном смыслеуниверсальное(ст .

ниже)
,
его ОБРАЗ и есть тензорное

произведение этих пр - в.
Для ĸратĸости мы сначаларассмотрит
случай Билинейных ототражений (р -2) .



Даже
,
мы рассматриваем В=НотЩит;D

где
-

V
,
Т

,

- ( ĸ . м
.

) В
. п

. над полем F .

Прет 1 Тать { ei / i EI} и {А :/j ← У} -Базисы
-

в. п
.
IиТсо от-но. След . св - ВА У £ Ро эĸ -ны :

1) 14 (ei
, fj ) | i ←I

, j E ] } - таже пр - Да -0
,

2) ĸаждый г-E
-

☐ единств . образом предст .

в виде
г- = -2419,2 ) , где у ЕЙ

а-I

3) ĸаждый ZE единая. образом реĸа в виде

7=2-4 (xj , &) , где XJ ЕТ.

I EJ

ЗАМ
.
В случае Бесĸ . мер . пр- в надо рас см . По

Тольĸо суммы с ĸон .
Числом сажаетну =/ а



III. (1-0-2)
, посĸольĸу г- = Ё. г-д- ЧМ,А )

⇒ г- = 7419,2) , где 2. = ЕЕ;Д .

( 4<=73 ) доĸ - я анелогично ☒

Следствие СВ - во 1) от- я 4 Не Зависит от

ВТА 3ч сов вТ и ТТ ,

Отр 2 Тензорным произведением в > и
,
ТИП

-

НА3- (я В. п .
Т = Т ☒ ТТ вместе с Биĸин .

Тем

☒ : ✓ ✗ТО →Т по правилу (х
, у) → ✗ ☒у ,

удача . след . условию : если {ей :| i ←I} и 16 ( ios } -
- Базисы V иЙ

,
то { 9 ☒f, } - тви с пр - ВАТ

.

43 опр . ⇒ dimT-dimt.dim-W.HU отĸат ☒ЕПТ



Teopemat Тензорное произведениеТ пр- в

Питт ицелует и единств . ¢ точностью до
изоморфизма ) .

Д-В Суд .
ВЫ tнем В п .

Т над темже полет

с Базисом { tij | i EI , j E ] } и определим
тех

. от -е ☒ : -

✓ ✗ Д-→Т правилом li ☒ fj = tij
( оно не Зависит от Витора ĸазны в силу следствия
из преж 1) .

Единое . Пусть € ,
☒1) и Ктг , ☒ г) -два тензорных

пр-я .

От - е Базисов 4 : ei ☒
,fj (→ Ей ☒zfj

продолжается но линт но см до и Зол - 3на µ : Т →ТИП



Причудой ☒ : Г- [х] ✗ Г-[у] → Г-Еду]
по + -м (1- ☒ д) (жу ) -ре) дну) .

{ х ' 11=0 . _

- } Газе Г-Гĸ] и Зуб / j» . -1- пасту]

При этом {х ' ☒yi-xiy.li, ; = 0 . _ -§-таже Г-Ту]
но Онр 2 Г- [Из] = Г- [х] ☒ Г-[У] .

Аналогично
,
Г-ЕЦ .

-Цру .
. - у " ]

- Г- ГЦ .
-
НА Г- Еда . -у ] .

Пруд V4 E В =Нот (ТР ; Г) цу - ет
единая . лин

.
от - е µ : Г- ✓ ☒И→☐ таĸое

,
что

(* ) 4 Ку) = + (х ☒у) Кх EV, у е-П
.

Д-В Достаточно Задать µ на Базисных веĸторах

пр-ВАТ, по латая ✗ (4. ☒Д) = у Cei, fj ) и проверить
неон . Из- ВА 1¥



В силу апр 2 Каждый 2-Е Г ☒Т единств. образом

Пытайся 2- = ? г- К ☒f;) ,

г-
у
←F (*)

"

Эн - ТЫ 2-
ij
- ĸоординаты 2- отп- но Выбранных оазисов

Ест Г и Г- ĸ . мир - ВА , то 2- Надеется µ -уй (2-ij) .

2-Т 2- E
-

✓ ☒ТТна} - Ся разложенным (инпде

гооорят простой тенор) , если Эх е-Пиу ЕЙТ :

А- **) -2 - х ☒У .

¥ Ест diТ ,
Яна > 1

,
то не всяĸий

ж -т 2- E ✓ ⑦То разложим
. Почему ?

Иуд Ест 2-= х ☒ у разложим ,
то это предоĸВы

единств -

сТочностью до замены ĸ →Хх , у→ Ру , ✗E Г-
*
.



Важное применение тензорного умножения -

операция расширения основного поля :

Гость L - расширение поля Г- и ✓- В. и над
F

,

-

✓ у
=L ☒1=7 - это в .

п
. над Г- .

С
др . стороны

,
его можно раса -ть ĸаĸ в. и

.

над L ,
полагая 2 ( А ☒ б) =L> ☒б

, где

2. ✗ EL
,
✓ е- Г .

Можно считая
,
что ✓ «Б

отыщется . ДЕ
-

V с 1 ☒ й из% ,

Если { eili ←I } - Базис ✓ (над F) , то 11 ☒ 1. ( ios}
Банĸ V1 ( под L) , но (в этом весь смыл ) там
есть и другие Базисы , в ĸоторых работать



удобнее (негр .

, над аĸт . ЗА паĸет) .

С
др стороны ,

если { Ад :/ jЮ } - тоже L над F,
то ĸаждый ✓ E VL однозначно представляется
в виде 3- A; 4- , где

б
;
ЕТ

, например,

К г- E ✓¢ имеет г- = ✗ + оу , где хд £12 .

Пруд рыть V.V, ✗ -в. и . над F . Тогда
а) ✓ ☒ И К Й ☒Т

,

Б)И ☒то) ☒ ✗ г-
. ✓ ☒ (т☒Х )

Еда ; Упр3 .
Зад 430 нормы ,но не наВ2

!



Отождетляя при помощи изоморфна из

трех 3 ( ✓☒ Г)☒✗ и ✓ ☒ (то ☒× )
,
мы

может апр- ть тензорное пр - е V.☒Г☒✗
'

пр -в ЦДХ .

По индуĸции это ранострашатсяна любое Конечное число пр - в Те , - - Гр .

Тренд Тензорные пр - я виде ей, ☒ . -

☒Ер :p,
где Еĸ ;ĸ

- БАЗЫ
. веĸтор пр - Еа Гĸ , а- 1- - р ,

образуют БАЗИС пр - ВА Г, ☒ - - -
☒Гр .

Её индуĸция по числу р ☒

О тогда я преж .
2 мы получаем След ,

ОСН
. принцип Тензорной алгебры :



1.2 Для любого р-линейного от-я у :ПЕТР→0

существует единств, лиĸ .
от - е 4 : д ☒.

-

☒Тр-0 :

а- ***) 412 , - -

, Xp) = 4 (х,☒ - - -

☒ xp)

Изоморфизм Нот ( V
, > . -

✓
р ; Г) = Нот# ☒ БТР

,

определенный в Г. 2 наз -Ся ĸаноничесĸим .

Пример Тусы сначала 2Е ✓
*

, РЕП? Определим
-

билинейную рулю 2 ☒р : ✓ ✗Т→ Г- правилом

И ☒р) (х ,у) = нырну)

Тогда ☒ : ✓
*

✗ И
*
→ Нот ( ✓ , W; F ) - бинт . от-е

при этом ,
если { Ё li ст } и { f ' | , А} -оазисы ✓

*
и W
*

,
ю

( ей☒Д) (х, у) = Хочу ,где 29 , У;
- ĸор - ты в-ров ✗ из



в Банях в ufj .
Таĸ ĸаĸ всяĸая Пен Азия

✗ не ✓ ✗W одном предст .

в виде Кчр -524;- х:3
,45

То {Ё ☒filic-Iyjc-T.ly - таже в Коми, W; F) ⇒
Ном (✓Т ; F) г- ✓

*
☒д-
*

.

Аня ĸоплю
,

Коми
, . . - Vp;D г- Г-☒ - - -

☒ ✓¥ , А-****)

Здесь изоморфизм Загнется Ф
- лоб :

(2
,
☒ - -

☒ ар де, - - Xp) = 2,4) . - фаер) ,

где ti E ✓¥ и ✗ i.E
✓ I

,
1=1

- - р °

Из в-*хах ) итвари) ⇒
.

( УФ - -
☒✓

р)
*
= Же . -

☒ТП .



Упр Пить а € ✓
*
и у
СТ

.
Проверьте, что

a ☒ у : ✓→Т по правилу @ ☒д) (а)⇒Юужд
- линейное от-е . Поэтому ☒ : ТТ→ Нам;D
- Лишней ĸое от- е

.

Вте
,
что

✓
*
⑦V1 Нот ( ✓То) (✗ ** ***)

ЧЁТ Пошлите, что
V1 ☒ _ -

☒ТЁ ☒ = Кот Щ . -41) .

0=3 Тц По Ае ИТ) , В ЕНП)
-мм

.

ондатры пр-в ✓и Пту F .

Км
. Оператор

А ☒В ня ✓ ☒Й
,
за ☐
синий правом

(А ☒ В)(х ☒ у) = Ах ☒ Ву + х EU, у ЕЙТ,



НА }- Ся тензорным произведением ораторовАа В .

Приди др) Онр 3 ĸорреĸтно

2) Если А = д.) = [А] в Азии {а / i - 1- - и }

В. = (д) = [В] в тви се { f, 15--1 . - м } • то

в Азии 49 ☒f; } офф А ☒ Винит м - ну

[А ☒ В] = [
" В -

- .am »

:
а. В -

- а.ЁВ) -

эта М - да на]
- Ся тензорным произведениям м- у А и В

и обои .

А ☒В
.

6 Если ✗ e -А и µ . . . Ми
- Харĸорт А и В (счеты ĸр -ы}4-

то × , µ ; - ✗ар. ĸорни А ☒В .


