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1. Коммутативная алгебра

Свободные абелевы группы и их подгруппы (КМ, § 7), теорема о строении конечно
порожденных абелевых групп (КМ, § 8; ВИН гл. 9, § 1). Гомоморфизмы колец и алгебр,
прямое произведение колец, кольцо главных идеалов и его свойства (ВИН, гл. 9, § 2).
Модули над кольцами, гомоморфизмы модулей, циклические модули, строение конечно
порожденных модулей над кольцом главных идеалов (ВИН, гл. 9, § 3; КОС3, гл. 4, § 1.1).
Нёттеровы кольца, теорема Гильберта о базисе, нильпотентный радикал (ВИН, гл. 9,
§ 4). Расширения колец: целые, конечные, целозамкнутые [ВИН, гл. 9, § 5]. Конечно
порожденные алгберы: базис трансцендентности, лемма Нётер о нормализации (ВИН,
гл. 9, § 6). Системы алгебраических уравнений, аффинное алгебраическое многообразие,
идеал системы, идеал многообразия, эквивалентные системы, радикал идеала, теорема
Гильберта о нулях (ПСШ, гл. 7, § 1, 2; ВИН гл. 9, § 6). Задача вхождения и базис
Грёбнера идеала, базисы Грёбнера и системы алгебраических уравнений (ПСШ, гл. 7,
§ 3, 4). Алгоритм Бухбергера и его обоснование, редуцированный базис Грёбнера (АР,
гл. 4, § 5,6). Факториальные кольца, факториальность кольца многочленов над полем,
примеры нефакториальных колец (ВИН гл. 9, § 7). Дополнительно см. также АР, гл. 1–
6; КОС3, гл. 2, § 3, гл. 4, § 1–3; ЧБГ.

2. Теория групп

Свободные группы и их матричное представление, задание группы порождающими
элементами и определяющими соотношениями, подгруппы свободных групп и теорема
Нильсена – Шрайера (КМ, § 14). Коммутант группы, разрешимые и нильпотентные
группы (ВИН, гл. 10, § 2). Конечные группы: композиционный ряд и теорема Жордана
– Гёльдера, теоремы Силова (КМ, § 4.4, § 11; ВИН, гл. 10, § 4). Группы подстановок:
подстановочный изоморфизм, транзитивность и представления подстановок смежными
классами, системы импримитивности (КМ, § 12.3) и сплетение, вложение Фробениуса
(КМ, § 6.2), лемма Ивасавы (КМ, § 13.2), простота группы An при n ≥ 5 (КМ, § 13.1;
ВИН гл. 10, § 5). Простые матричные группы: теорема Жордана – Диксона (КМ, § 13.2)
и простота группы SO(3) (ВИН гл. 10, § 5). Дополнительно см. также БГП, гл. 1, § 7–15
и гл. 2, § 1–9; КОС3, гл. 2, § 1–3; Ш, § 16.
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3. Полилинейная алгебра

Понятие полилинейного отображения векторных пространств. Тензорное произве-
дение векторных пространств: определение, существование и единственность, основной
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принцип тензорной алгебры (файл AN-81; ВИН, гл. 8, § 1), другие подходы к опреде-
лению тензорного произведения пространств (КосМ, ч. 4, § 1). Пространство тензоров:
валентность, ковариантные и контравариантные тензоры. Операции на тензорах: тен-
зорное произведение и свертка. Координаты тензора: замена координат при переходе
к новому базису, координаты тензорного произведения и свертки, метрический тензор,
спуск и подъем индекса (файл AN-81; ВИН, гл. 8, § 1,2; КосМ ч. 4, § 4; Кос2, гл. 6,
§ 1). Тензорная алгебра: определение и универсальное свойство, тензорная алгебра как
алгебра многочленов от некоммутирующих переменных, тензор структурных констант
произвольной алгебры (файл AN-83; ВИН, гл. 8, § 2). Симметрические и кососиммет-
рические полилинейные отображения. Симметрическая и внешняя степень векторного
пространства и их универсальность. Симметрическая алгебра и внешняя алгебра (ал-
гебра Грассмана) и их свойства. Симметрические и кососимметрические тензоры, опе-
рации симметрирования и альтернирования. Теорема о соответствии между p-мерными
подпространствами пространства и разложимыми p-векторами его алгебры Грассмана
(файл AN-91.pdf; ВИН, гл. 11, § 1; Кос2, гл. 3, § 1). Дополнительно см. также КосМ,
ч. 4; Кос2, гл. 6; Ш, § 8.

4. Линейные представления и ассоциативные алгебры

Понятие линейного представления: представление группы, кольца, алгебры, мор-
физм и эквивалентность представлений. Инвариантные представления: подпредставле-
ние и факторпредставление, приводимость и разложимость представлений. Неприводи-
мые представления: лемма Шура и ее следствия (пропорциональность неприводимых
представлений и одномерность неприводимого представления абелевой группы над ал-
гебраически замкнутым полем). Сумма и тензорное произведение представлений, изо-
типные компоненты представления, лемма Бернсайда (файл AN-91; ВИН, гл. 11, § 1).
Полная приводимость линейных представлений: эквивалентные определения, лемма о
неподвижной точке и теорема Машке для конечных групп (файл AN-91; ВИН, гл. 11,
§ 1,2). Понятие топологической группы, компактные топологические группы, полная
приводимость вещественных и комплексных представлений компактной группы (ВИН,
гл. 11, § 2). Конечномерные ассоциативные алгебры и их неприводимые представле-
ния: нильпотентный радикал, полупростая и простая алгебры, критерий полупростоты,
строение простой алгебры и ее нетривиальное неприводимое представление, структура
полупростой алгебры и ее неприводимых представлений над алгебраически замкну-
тым полем (ВИН, гл. 11, § 3). Групповые алгебры и линейные представления конечных
групп: полупростота групповой алгебры над полем, характеристика которого не делит
порядок группы, теорема о числе и размерностях неприводимых представлений, поня-
тие характера представления, неприводимые характеры и их свойства, примеры (ВИН,
гл. 11, § 4). Алгебры с делением: теоремы Фробениуса и Веддерберна (ВИН, гл. 11, § 6).
Дополнительно см. также Кос3, гл. 3 и гл. 4, § 4; Gor, Ch. 3, § 1-3, Ch. 4, § 1,2; Ш, § 17.
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