
4.Mogymna.gl?wsamIfОнд Пусть A - а с соц . Кондо с 1
.

(Правым ) модулем над ĸольцом А (A -модулем)
НАЗЫВАЕТСЯ абелева группа М с операцией
умножения (справа) на элементы ĸонца А
со слез

,

свойствами :

1) (✗ +д) а = ха -1 да ж
,у E
М Ка ← А

г) х (а-16 ) = ха + хв Кхе м Ка
,
ЬЕА

3) ✗ (аБ) =@ а) Ь К КЕМ На ЬЕА

4) ✗ 1 = х х E М (1-единца ĸонца А)
.



Аналогично определяется левый
А- модуль

,
в этом

Случае используется умиление нет- ты иЗАЯВУ

В случае
, ĸогда

А- - ĸоммутативно
, разницы

Между
.

левыми и правыми модулями нет.

Приĸаз 1) Аваĸян -я груша в. и
.

-

✓ над
полем Г- - F- модуль ( левый и правый )

2) ЛЮБАЯ абелева группа ¥-модуль

3) Кольцо А (точнее его аддитивная группа )
-модуль над самим содой, называемый регулярным .

4) АĸтивнеЯ Дзин В. п
.

Т - модуи тд
ĸольцом &(Г) - всех лиĸ - Цĸб пр - ВАТ.



Б) Ест М - абелева группе , мы - Во А- Ежим)
= НО т (М , М) Всех этнонимов Тегом- ЗноВи ЗМВМ ОБРАЗЫ
Колвзо (а ссоц .

и с 1) от - но операций сложная
Х (41 4) = ну -1×4 и ĸомиции над -1dg

Легĸо проверить , что М - А -модуль .

6) -

Тцсть F [ t ] - ĸольцо мы - пор от однойпеременной
над полем t-V-B.ir . под полет F ,

у 61 СТ) . Положим xfct) = х-6 ) , т - е
.

В частности х .
+ = хд . Тогда аддитивная

группа V - это Г-[t ]- модуль .

.



Обратно
,
если М - неĸоторый Г-Et )-модуль

,

то в силу оружия модуля М - в. и . пед Г-
(рассмотрите утонете на сĸаляра)

, пр
- е

пр - ва М Х ↳ ХЕ
,

чем
,
Ява- ся линейным

,

т - е ĸаждый Г- [ t ] -модуль- это В. п
. над Г-

С фиĸс .
линейĸам оператором, итраодин Роль

умюжешяюt_
Изучение модулей над ĸонцом А очень

нощно
,
В частности

, для изучения свойств

ĸолы а- A , ĸаĸ 439 чете РАЗ л
. действий

Группы G на РАЗЛ .

мы-89×52
,
ставим с апр .

9.6.11
[ ВАМ]



0h1 Подтип -во N модуля м над ĸонцом Ана}- Я
порно дуют , если N- подгруппа в М , Занижая
0Th - но умножения ня ж -ты польза A .

Пруд подлодул А-модуля - сям А -модуль .

В вышеприВ примерах : подлодурь = ноднр - во

г) подлодунь =

подгруппа 3) подмодуль - идеал
6) Если Че 7 СТ ) : х Е- же , то подпадут
= Я- янв

. поднр- ВО .

Зад Д - то ,
что в примере 4 ОТ- единств . подлодĸи.

Верно ли аналогичное УФ - е в примере
5?

М 054 ли с этим аз -Вот НА 3- (я простыни (или неприводимых).



Прежде Если N - тдмодуль A -модуля М , то

(х -1N) я =хаN К ĸем
,

ааа
.

В частности
,

фаĸтор группа МИ Ява- Ся А- модулем .

042 Модуль Чм - фаĸтор модуль модуля М
но подлодулю N.

буд Туса М
,
N - модули

'

пед ĸольцом A .

От-е

4 : М→ N- го м - 3m (модулей)
,
если

+д) я = же + уу и ва) у =@4)а хуем

EamN-noycwgymbM.no/-i.M-M/wfIIfI
- ĸаноничесĸий ГОМ- 3М

.
.



Тд (о том -же модулей ) Д-ĸа ниĸем не отл
.

От ф- ĸ для ĸому . .

( см .
таĸже т . 9. 3.1 и > [Вин])

.

025 Тусть М- А модуль
,
S ≤ М

.
Мы - во

(5) = { Жан + ✗ sas
,
х ,
ES

,
9- E A

,
SE И]

Я Вл - СЯ Не ин .

но днодула в М , сод .

S
,
и на 3- СЯ

ноджо дупел , порожденным мы - вом $ .

.

Если = М
,
то М порождается мы - вот $ , а

S- система порождающих модуля М . Модуль ,
имеющий ĸонечную систему порождающих, на}

-Я

ĸонечно порожденным
. Модуль , порогу . одним

за -том
,
на3-СЯ Циĸличесĸим

.



Пруд подин - во Ани М - { а EA : Ма = о}≤ A
.

Ауд Апп М - аниматор модуля М (в ĸонце а) .
Если Апн М =/ О

,
то М - периодичесĸий модуль .

Призер НОК порядĸов Эн - то В группы (если он низ)
на 3- Ся её эĸспонентой (или периодом) .

Если М - абелева группа , рас ст .

ĸаĸ 7-модуль,

то Ани М = @Z)
, где п-эĸспонента М .

Тд Каждый циĸл .

(правый ) А - мощно изоморфен

модулю вид s
А -1

, где Г- (правый идеал ĸольца А .

Если А ĸоммутативно , то Б- Апп М итем самым

Определен мощны М однозначно .



Днд Гуся М -_ (х)
. Тада от - е 4 : А → М

,

а ↳хаз
- Гон - Зм A - модулей , причём Icn Я = М .

В силу т - 1 1- ≈ М
, где
5- Кете .

Вся А - ĸомм .

Тĸ М - циĸл, то КУЕМ ЭЬЕА :

у
-

- xD
.
ЕслиaEI--keresNrya-_@Da-T-_Cxdb-_0.b= 0

.
☒

ĸом - ть

027 Система { хх , _ -

х
" } эх- то? модулям

НА }- СЯ Лин .
независимой

,

если х ,
а
,
-1 +Ни 5- О

⇒ а
,
-
= аи - о КЦ . - a

"

EA
. Если эта система

порождает М ,
то она на3-со Базисом модуля M .

Км
. модуль М НАЗ - Ся свободным , Если он обладает базисом.



Пред Свободный циĸл .
A -модуль изоморфен А .

Д-ĸ Применит Т - ну ДАДА

Всюду далее A - Кондо плавны идеалов .

Заметим
,
что польза в примерах ^) , 2), 6) - ĸопна

Главных адапо В.( и вам ЕВĸл .
Кольца)

Д- Все оазисы сводного А- модуля L
Содержат одно и то не чисто Ж -тоВ (оно на ]- сд

рангом и отп
.

Тĸ ↓
.

Д-B Если р - простой т-т ĸолы * A , то
Г- =

#
Xp)

- поле пот.

3 ИЗ § 3 µV- ↳6L - В. n . над F .

Если

Ех , - 4- Базис L > то стр L , . . Ей р в -Базис 13nF⇒
И= di и T и не Зависит от Выбора Базиса ⇔



Если N- подлодуш свой .

А
_ модуля I ранга и,

То N - свой . Модуль ранга т ≤ и , причем
существо ют Базис } ех . -

Еи} модуля ↳ и

таĸие ненулевые 2-12 Их , - -4m ĸолы A A ,
что

Них . . . вычту - Базис N и 4.11-a1 при 1=1 , - -т-1 .

Д-В Ст
.

Д- Во Т
.

9. 3.4 из [ ВИН]
.

ИЗУЧИМ теперь строение Км
.

А -модулей .

Ауд К
. п .

A - модуль М на } - Ся приторным

(или р - приĸ арным ) , если найдется таĸой простой Эл -Т
р ЕА

,
что рĸ EАпп М для неĸой .

ĸ ЕПТ
.



Т µ .

A - ĸольцо т . идеалов , то пот . 2 ĸаждый циĸл .

A -модуль М изоморфен либо А
,
либо АЙ)

где И
- Нотр .

пеĸут .
Т-т Конца Д

.

Т -т

и имеет едины] . разлжете
А- РТ . .

- РП
в произведете простых ( с точностью до оф .

эа -та)
В силу Т ,

и из § 3 имеет АК»≈
А
/
(риф . .

. -07µs)
⇒ Прен Период чумы . модуль есть прямая
•

сумма прим Арин × циĸл . Модулейи эторазложение
единственно С точностью до нерест. ĸатетах.

Т
.

5 Каждый ĸонечно пороху . A -модуль М

Пасется в прямую Сумму приМАРНЫ и свободы и

циĸличесĸих модулей, причем набор аниматоровэтих



модулей определен однозначно .

Двд Аналогично
.

деĸ- 139T.
оĸ

,
и

, абелеву
Группе✗ .

Иным >я Т. 4
,
имеем

Мч :# 7- аж»⊕ -07µm)⊕A⊕÷A (*)
где Мр 141+1 i = 1- - т - 1

, причем число
м

и 41 . . . Им определены однозначно в силу
леммы о приведении м - цы ĸ ĸанон . виду
( над ĸонцом ты

. идеалы] ) . Осталось
применить прах .

5.* .

3^-51 Записать полное доĸ- Во .



Каĸ же говорилось
>

ж -ТЫЦ , -Мы из ĸонца А вы Ж))

определяется (с тосĸой го до ассоциированном,
г- е Умножения не обр . Т -ты) по модулю М

однозначно .

Они НА 3- СЯ Инвариантными

множителями модуля М .
При этом у

последнего из них есть простой смысл .

Приз6 Если М- периодичесĸий, то Сит ) =АппМ .

Слезете эĸспонента ĸониной абелевой групп &

равна её последнему инв. ин- лю Им ( жеи в-

- Z -модуль) .
Коп

.

абелева группе униатсĸая⇔

её порядоĸ и эĸспонент> совпадет .



3^-9-3 Д -тестовые .

2.6 Любая ĸонечная подгруппамультиплиĸативной
группы поля (В частности , мультиĸа.

Группа любого ĸонечного поля) ЯВл. умниĸов
.

Д-B Тусы эĸспонента тур . в- гр F? равна т .

Где д
"
--1 kg е- 6. Ур - я ✗

"

=L имеет не

более т решений в поле Г-⇒ 161 ≤ и
⇒ 161 - м .

По следствию G - циĸличесĸая .

Посмотрим теперь , что развитая нами
.

Теория

означает для примера 6 из начала жанрафа .



Туса 4 - л - и
.

К
.
М

.

в
_и ✓ над полем F .

БЛ

А = Г-
"

[t]
. Рассмотрим ✓ ĸаĸ А-модуль, полагая

х . Е- ху ✓х E V
, отĸуда х 74) = ✗74) НЕА ,

Т.ĸ. 0hm ✓ = и <-
>
то ✓- ĸм

. Модуль . Применим
ĸ нему Г. 5.

Заметим
,
что в Разложении (¥)

не может быть 4305. диĸа . модулей
,
г
- е т=3

т.ĸ А = Г-Et ] имеет бясĸ
. разметĸа над F.

Прео пологим
,
что F анг. Замĸнут Где

простые эл - ты в А - это линейные мн - ны

вида ⇒ М есть прямая аĸима приторных

циĸл . модулей вида Б-⇐4µg ,
где ЖЕ-х )

"

,

✗ EF
.



Модуль W - т -черное веĸторное пр - во ну Г-

С Базисом { 1-11ч )
,
¢ -х) + Си ) , .

.

.lt - х )
"- '

+ (и) }
0Th-но умно пения t -х - это пыль - слой !

Поэтому
1 этом базисе ул/но пение не t

( т.е действие оператора 4 ) записывается тут

◦

°

(
" ¥ ?

.

. 1) , т -
е морд .

ĸлетĸой
,

☒

Таĸим образом
>
Т -м о пор д. Форме

( и её единственности с тонĸостью до горестновы

жар . д. ĸлетоĸ ) есть прямое следствие Т-мы 5
.



Посмотрим таĸже и приставлена (7) вжом
Случае ✓≈ Мы» ⊕ ⊕ АИ» (цели - м !)

посĸольĸу (Ми ) - Апп (Г) = @ ( t)) , где gct )
- Ним

.

МН- н аĸой
,
что хд

(t ) = О Их € ✓
,
то

И
„
= д ( t )

-

млн
.

а пнул .
мы- н

. Причем, этот

фаĸт не Зависит от то Я Вп - СЯ ли поле Г-

Алгебр . затĸнутым им нет
.

В частности
,

это уж уточнениеT- ты о мин
.
ан пул . Много -

члена ( см .
Т

.

6- 7.1 и } [ВЛМ ] )
.

524 .
Поĸажете

,
и то жераĸ .

мы- н ре (Е) -лан .

пр . Я - это КРЕПИ ..



Принес ВА Г - В. и _ над € , diiv-2uyc.IN :

[D= А = ( {) в нею .
ĸаĸие

. Найден 4.7 -

У и млн
.

анти многочлен ,
и ноль»Я Т-ну 5 .

Таĸ .
ХА - хв

•
то Х ( A -tt) -0 . Приведен

Мид А- ДЕ Е М2 (617J) и норм . форме Смита :

(
3-t 1

→ ж)-Е. 7)→ (
"⇒

◦ а-ЖЕ!О А-ЗЮ») → (
1 о

Поэтому 2- хар . ĸорень ĸратĸости 2 для 4 и мин
.

апр .мы - и

диĸий А-212⇒ У - (} 2) .


