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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû êðàòêî îõàðàêòåðèçóåì îáùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàêæå íàïîì-
íèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

�1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé, åñëè îíà
íèëüïîòåíòíà è ñàìîíîðìàëèçóåìà. Ââèäó õîðîøî èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Ð. Êàðòåðà, ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñîïðÿæ¼ííûé êëàññ êàðòåðîâûõ ïîä-
ãðóïï (ñì. [10]). Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðóïïà êîíå÷íà, òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ìîãóò
áûòü äàæå íåèçîìîðôíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè N1, N2 � äâå íåèçîìîðôíûå íèëüïîòåíò-
íûå ãðóïïû, òî îíè ÿâëÿþòñÿ êàðòåðîâûìè ïîäãðóïïàìè â ñâî¼ì ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êîíå÷íàÿ íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ìîæåò íå ñîäåðæàòü êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï
ìèíèìàëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ñòåïåíè 5. Îäíàêî, äî ñèõ ïîð
íåèçâåñòíî íè îäíîé êîíå÷íîé ãðóïïû, ñîäåðæàùåé íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû è
èçâåñòíà âîñõîäÿùàÿ ê Ð. Êàðòåðó ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà. Ñîïðÿæåíû ëè êàðòåðîâû ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï?

Èçó÷åíèþ äàííîé ïðîáëåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï áëèçêèõ ïðîñòûì
ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Â ñèììåòðè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ
êàðòåðîâû ïîäãðóïïû êëàññèôèöèðîâàëè Ë. Äè Ìàðòèíî è Ì. Ê. Òàìáóðèíè (ñì. [22]). Â
ëþáîé òàêîé ãðóïïå G, ÷òî SLn(q) ≤ G ≤ GLn(q), êàðòåðîâû ïîäãðóïïû êëàññèôèöèðîâàëè
Ë. Äè Ìàðòèíî è Ì. Ê. Òàìáóðèíè, è, â ñëó÷àå G = GLn(q), Í. À. Âàâèëîâ (ñì. [23] è [2]
ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï Sp2n(q), ïîëíûõ óíèòàðíûõ ãðóïï GUn(q) è,
êîãäà q íå÷¼òíî, ïîëíûõ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï GO±

n (q) êëàññèôèêàöèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï
áûëà ïîëó÷åíà Ë. Äè Ìàðòèíî, À. Å. Çàëåññêèì è Ì. Ê. Òàìáóðèíè (ñì. [24]). Äëÿ íåêîòîðûõ
ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï êàðòåðîâû ïîäãðóïïû íàéäåíû â [18]. Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
íåðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîâïàäàþò ñ íîðìàëèçàòîðàìè ñèëîâñêèõ 2-
ïîäãðóïï è ïîòîìó ñîïðÿæåíû.

Íàçîâ¼ì êîíå÷íóþ ãðóïïó G ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì ê ïðîáëåìå ñîïðÿæ¼ííîñòè
èëè ïðîñòî ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì, åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòå-
ðîâû ïîäãðóïïû, è â ëþáîé ãðóïïå H, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó |H| < |G|, êàðòåðîâû
ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Â ðàáîòå [19] Ô. Äàëëà Âîëüòà, À. Ëóêêèíè è Ì. Ê. Òàìáóðèíè
äîêàçàëè, ÷òî ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð äîëæåí áûòü ïî÷òè ïðîñòûì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîç-
âîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæ¼ííîñòè ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòà Ô. Äàëëà Âîëüòû, À. Ëóêêèíè è Ì. Ê. Òàìáóðèíè
äëÿ êëàññèôèêàöèè êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
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êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èíäóêöèîííîå
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå ìèíèìàëüíîãî
êîíòðïðèìåðà ñîïðÿæåíû, íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî èçó÷åíû âñå ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ïîðÿäêà
ìåíüøåãî, ÷åì ïîðÿäîê ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà. ×òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ êëàñ-
ñèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàò Ô. Äàëëà Âîëüòû, À. Ëóêêèíè
è Ì. Ê. Òàìáóðèíè, äîêàçûâàÿ, ÷òî åñëè êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ èíäóöèðîâàííûõ
àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî íåàáåëåâà êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà ñîïðÿæåíû, òî îíè ñîïðÿæåíû
è âî âñåé ãðóïïå.

Äëÿ èíäóêöèîííîãî îïèñàíèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ íåîáõîäèìà
èíôîðìàöèÿ î òîì, êàê âåäóò ñåáÿ êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ïðè ãîìîìîðôèçìàõ è ïðè ïåðåñå-
÷åíèè ñ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, ò. å. îòâåòû íà ñëåäóþùèå ïðîáëåìû.

Ïðîáëåìà. Áóäåò ëè ãîìîìîðôíûé îáðàç êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû âíîâü êàðòåðîâîé ïîäãðóï-
ïîé?

Ïðîáëåìà. Áóäåò ëè ïåðåñå÷åíèå êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé âíîâü êàð-
òåðîâîé ïîäãðóïïîé (íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû)?

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ñîïðÿæ¼ííîñòè, à èìåííî, â ñëó÷àå ïîëîæè-
òåëüíîãî îòâåòà íà ïðîáëåìó ñîïðÿæ¼ííîñòè, îòâåò íà ïåðâóþ ïðîáëåìó òàêæå áóäåò ïîëîæè-
òåëüíûì. Ïîýòîìó, èçó÷àÿ êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ, ìû áóäåì ðåøàòü
îáå ýòè ïðîáëåìû âìåñòå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îòâåò íà âòîðóþ ïðîáëåìó îòðèöàòåëüíûé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðàçðåøèìóþ ãðóïïó Sym3 è å¼ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 �
Alt3. Òîãäà êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Sym3 ñîâïàäàåò ñ å¼ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé, â òî
âðåìÿ êàê êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Alt3 ñîâïàäàåò ñ å¼ ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïîé. Âñâÿçè ñ
ýòèì â ðàáîòå ìû èññëåäóåì ðÿä ñâîéñòâ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ãðóïïå
è íåêîòîðûõ å¼ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïïàõ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ðàçáèòà íà 7 ãëàâ, âêëþ÷àÿ ââåäåíèå. Âî ââåäåíèè ìû ïðèâîäèì îáùèå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàêæå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå äàëåå.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû ñîïðÿæåíû,
åñëè îíè ñîïðÿæåíû â èíäóöèðîâàííîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî å¼ íåàáåëåâà êîì-
ïîçèöèîííîãî ôàêòîðà, òåì ñàìûì óñèëèâàÿ ðåçóëüòàòû Ô. Äàëëà Âîëüòû, À. Ëóêêèíè è
Ì. Ê. Òàìáóðèíè. Êðîìå òîãî, âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åí ðÿä ñâîéñòâ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï.
Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [48] è [51]; äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ â Åêàòåðèíáóðãå (Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-
ëåòèþ Ï.Ã.Êîíòîðîâè÷à è 70-ëåòèþ Ë.Í.Øåâðèíà, 29 àâãóñòà�3 ñåíòÿáðÿ, 2005), â Íîâîñè-
áèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 15�17 íîÿáðÿ, 2005), â Íàëü÷èêå (Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-
êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ À.È.Ñòàðîñòèíà, 10�15 èþëÿ, 2006),
â Ïàäóå (Èòàëèÿ) (¾Teoria dei gruppi ed applicazioni¿ 27�29 ñåíòÿáðÿ, 2006), íà ñåìèíàðàõ
¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå è ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ ÌÃÓ.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî ïîðÿäêà â êî-
íå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Â êîíöå òðåòüåé ãëàâû, ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ î ñîïðÿæ¼ííîñòè,
ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â øèðîêîì êëàññå ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï.
Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïîëó÷åíû â íåðàçðûâíîì ñîàâòîðñòâå ñ èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì
Ì. Ê. Òàìáóðèíè è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [46]. Îíè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ â Áðåøèè (Èòàëèÿ) (¾Teoria dei gruppi ed applicazioni¿, 24�26 îêòÿáðÿ, 2001) è â
Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 17�19 íîÿáðÿ, 2003), íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è
¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå è íà ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû â óíèâåðñèòåòå ã. Ïàäóÿ
(Èòàëèÿ).
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Â ÷¼òâåðòîé ãëàâå, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, ìû êëàñ-
ñèôèöèðóåì êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïåG, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì
Op′(S) ≤ G ≤ S, ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ðåçóëüòàòû äàííîé
ãëàâû ïîëó÷åíû â íåðàçðûâíîì ñîàâòîðñòâå ñ èòàëüÿíñêèìè ìàòåìàòèêàìè À. Ïðåâèòàëè è
Ì. Ê. Òàìáóðèíè è îïóáëèêîâàíû â [47]. Îíè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ç.È.Áîðåâè÷à,
17�23 ñåíòÿáðÿ, 2002), íà Èñêèå (Èòàëèÿ) (¾Teoria dei gruppi ed applicazioni¿, 22�25 îêòÿáðÿ,
2002), â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 17�19 íîÿáðÿ, 2003) è â Èðêóòñêå (Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ À.È.Êîêîðèíà, 25�28 àâãóñòà,
2004), è íà ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû â óíèâåðñèòåòå ã. Ïàäóÿ (Èòàëèÿ).

Â ïÿòîé ãëàâå ìû ââîäèì ïîëóëèíåéíûå ãðóïïû ëèåâà òèïà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëó-
ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è ïåðåíîñèì íà ýòè ãðóïïû ðåçóëüòàòû î íîðìàëèçàòîðàõ
p-ïîäãðóïï è öåíòðàëèçàòîðàõ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Êðîìå òîãî,
ìû ïîëó÷àåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî ïîðÿä-
êà â ýòèõ ãðóïïàõ. Äàííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [49] è [51], äîêëàäûâàëèñü
íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ â Åêàòåðèíáóðãå (Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿ-
ùåííàÿ 100-ëåòèþ Ï.Ã.Êîíòîðîâè÷à è 70-ëåòèþ Ë.Í.Øåâðèíà, 29 àâãóñòà�3 ñåíòÿáðÿ, 2005),
â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 15�17 íîÿáðÿ, 2005), â Íàëü÷èêå (Ìåæäóíàðîäíàÿ
øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ À.È.Ñòàðîñòèíà, 10�15 èþëÿ,
2006), â Ïàäóå (¾Teoria dei gruppi ed applicazioni¿, 27�29 ñåíòÿáðÿ, 2006), â Èðêóòñêå (Îáúåäè-
íåííûé ðîññèéñêî-êèòàéñêèé ñåìèíàð ïî àëãåáðå è ëîãèêå, 6�11 àâãóñòà, 2007), íà ñåìèíàðàõ
¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå, è íà ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ ÌÃÓ.

Â øåñòîé ãëàâå ìû çàâåðøàåì êëàññèôèêàöèþ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïî÷òè ïðîñòûõ
ãðóïïàõ è äîêàçûâàåì, ÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ ñîïðÿæåíû. Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæ¼ííîñòè è äî-
êàçûâàåì, ÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû âíîâü ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîä-
ãðóïïîé. Äàííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [49] è [51]; äîêëàäûâàëèñü íà ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ â Åêàòåðèíáóðãå (Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ
100-ëåòèþ Ï.Ã.Êîíòîðîâè÷à è 70-ëåòèþ Ë.Í.Øåâðèíà, 29 àâãóñòà�3 ñåíòÿáðÿ, 2005), Íîâîñè-
áèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 15�17 íîÿáðÿ, 2005), â Íîâîñèáèðñêå Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëü-
öåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 15�17 íîÿáðÿ, 2005), â Íàëü÷èêå (Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî
òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ À.È.Ñòàðîñòèíà, 10�15 èþëÿ, 2006), â Ïàäóå (¾Teoria
dei gruppi ed applicazioni¿, 27�29 ñåíòÿáðÿ, 2006), â Èðêóòñêå (Îáúåäèíåííûé ðîññèéñêî-
êèòàéñêèé ñåìèíàð ïî àëãåáðå è ëîãèêå, 6�11 àâãóñòà, 2007), íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿
è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå, è íà ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ ÌÃÓ.

Â ñåäüìîé ãëàâå ìû èçó÷àåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé
ãðóïïå, ïðèâîäèì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ñòðîèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñâîéñòâî
ñîäåðæàòü êàðòåðîâó ïîäãðóïïó íå íàñëåäóåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèÿõ. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåì
ïàðàãðàôå ñåäüìîé ãëàâû ìû ïðèâîäèì òàáëèöû ñ êëàññèôèêàöèåé êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï
â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ. Äàííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [50]; äîêëàäûâàëèñü
íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè â Íàëü÷èêå (Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè
ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ À.È.Ñòàðîñòèíà, 10�15 èþëÿ, 2006), â Ïàäóå (¾Teoria dei gruppi
ed applicazioni¿ 27�29 ñåíòÿáðÿ, 2006), â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 14�16 íîÿáðÿ,
2006), â Èðêóòñêå (Îáúåäèíåííûé ðîññèéñêî-êèòàéñêèé ñåìèíàð ïî àëãåáðå è ëîãèêå, 6�11
àâãóñòà, 2007), íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå, è íà
ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ ÌÃÓ.

ß áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â. Ä. Ìàçóðîâó. Åãî âêëàä â
ìî¼ ðàçâèòèå êàê ìàòåìàòèêà, à òàêæå ïîñòîÿííàÿ ïîääåðæêà íåîöåíèìû. ß òàêæå èñêðåííå
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áëàãîäàðþ ïðîôåññîðà Ì. Ê. Òàìáóðèíè, èíèöèèðîâàâøóþ ìîþ ðàáîòó íàä äàííîé ïðîáëåìà-
òèêîé, à òàêæå îêàçàâøóþ ïîìîùü â ðàáîòå. ß îñîáî ïðèçíàòåëåí ä.ô.-ì.í. À. Â. Âàñèëüåâó,
ê.ô.-ì.í. Ì. À. Ãðå÷êîñååâîé, ê.ô.-ì.í. À. Â. Çàâàðíèöèíó è ê.ô.-ì.í. Ä. Î.Ðåâèíó çà ïîëåç-
íîå îáñóæäåíèå ðàáîòû, ïîçâîëèâøåå óïðîñòèòü ðÿä äîêàçàòåëüñòâ è èñïðàâèòü íåòî÷íîñòè
è îøèáêè. ß òàêæå áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó À. Ñ. Êîíäðàòüåâó çà ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé,
óëó÷øèâøèõ îêîí÷àòåëüíûé òåêñò ðàáîòû. ß ïðèçíàòåëåí è õîòåë áû ïî÷òèòü ñâåòëóþ ïà-
ìÿòü ïðîôåññîðà Þ. È. Ìåðçëÿêîâà, ïðîáóäèâøåãî âî ìíå èíòåðåñ ê àëãåáðå è òåîðèè ãðóïï.
ß òàêæå ïðèçíàòåëåí âñåì ñîòðóäíèêàì ëàáîðàòîðèè òåîðèè ãðóïï Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè
ÑÎ ÐÀÍ è êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà.
Ïðèñóùàÿ ýòèì êîëëåêòèâàì òâîð÷åñêàÿ è áëàãîæåëàòåëüíàÿ àòìîñôåðà ðàñïîëàãàåò ê ïëî-
äîòâîðíîé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(êîäû ïðîåêòîâ 99�01�00550, 01�01�06184, 02�01�00495, 02�01�06226 è 05�01�00797), ãðàíòîâ
Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ êàíäèäàòîâ íàóê (ÌÊ�1455.2005.1 è ÌÊ�3036.2007.1),
ÑÎ ÐÀÍ (ãðàíò � 29 äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è Èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò 2006.1.2) è ïðîãðàììû
¾Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè¿ (êîä ïðîåêòà ÓÐ.04.01.202). ×àñòü ðàáîòû áûëà âûïîëíåíà âî âðåìÿ
ìîåé ñòàæèðîâêè â óíèâåðñèòåòå ã. Ïàäóÿ (Èòàëèÿ) è ÿ áëàãîäàðåí ýòîìó óíèâåðñèòåòó, âñåì
ñîòðóäíèêàì êàôåäðû àëãåáðû ýòîãî óíèâåðñèòåòà, è, îñîáåííî, ïðîôåññîðó Ô. Ìåíåãàööî
çà ïîääåðæêó.

�2 Îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ãðóïï

Îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñòàíäàðòíû. Åñëè G � ãðóïïà, òî çà-
ïèñè H ≤ G è H � G îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé è íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. ×åðåç |G : H| îáîçíà÷åí èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G, NG(H) �
íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G. Åñëè ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, òî ÷åðåç G/H
îáîçíà÷àåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî H. Åñëè M � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, òî ñèìâî-
ëîì 〈M〉 îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ìíîæåñòâîì M , ñèìâîëîì |M | � ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà M (èëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà, åñëè âìåñòî ìíîæåñòâà ñòîèò îäèí ýëåìåíò). ×åðåç
CG(M) îáîçíà÷àåòñÿ öåíòðàëèçàòîð ìíîæåñòâà M â ãðóïïå G, ÷åðåç Z(G) � öåíòð ãðóïïû
G. Ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòà x ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà y â ãðóïïå G çàïèñûâàåòñÿ êàê xy = y−1xy
(yx = yxy−1), ÷åðåç [x, y] = x−1xy îáîçíà÷åí êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x, y. Ñèìâîë [A,B] îçíà-
÷àåò âçàèìíûé êîììóòàíò ïîäãðóïï A è B ãðóïïû G. Äëÿ ãðóïï A è B âûðàæåíèÿ A × B,
A ∗B è AiB îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîå, öåíòðàëüíîå è ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ
ãðóïï A è B ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé B. Åñëè A è B òàêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ÷òî A�B,
òî ôàêòîðãðóïïà B/A íàçûâàåòñÿ ñåêöèåé ãðóïïû G. Ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G îáî-
çíà÷åíà ÷åðåç F (G), îáîáù¼ííàÿ ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà � ÷åðåç F ∗(G). ×åðåç Φ(G) îáîçíà÷åíà
ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû G.

Ìíîæåñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï êîíå÷íîé ãðóïïûG áóäåì îáîçíà÷àòü Sylp(G). Åñëè ϕ�
ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G, g � ýëåìåíò ãðóïïû G, òî Gϕ, gϕ � îáðàçû ãðóïïû G è ýëåìåíòà
g îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà ϕ ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìâîëîì Gϕ îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà ϕ. ×åðåç Aut(G), Out(G) è Inn(G)
îáîçíà÷åíû ãðóïïû âñåõ àâòîìîðôèçìîâ, âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ è âíóòðåííèõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ãðóïïû G ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè G � ãðóïïà, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç PG ôàêòîðãðóïïó
G/Z(G). Õîðîøî èçâåñòåí èçîìîðôèçì PG ' Inn(G), â ÷àñòíîñòè, åñëè Z(G) òðèâèàëåí, òî
G ' Inn(G) è ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G ≤ Aut(G). Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G
ïî÷òè ïðîñòàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ãðóïïà S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ S ≤ G ≤ Aut(S), ò. å.,
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F ∗(G) = S � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t ÷åðåç Zt îáîçíà÷åíà öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà ïîðÿäêà t.

Åñëè π � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, òî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç π′ åãî äîïîëíåíèå â ìíî-
æåñòâå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ÷åðåç π(n) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n, à ÷åðåç nπ � òàêîé ìàêñèìàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà n, ÷òî π(nπ) ⊆ π. Êàê
îáû÷íî, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Oπ(G) ìàêñèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ π-ïîäãðóïïó ãðóïïû G è
ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Oπ′(G) ïîäãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ âñåìè π-ýëåìåíòàìè ãðóïïû G. Åñ-
ëè π = {2}′ � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî Oπ(G) = O2′(G) îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç O(G). Åñëè g ∈ G, òî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç gπ π-÷àñòü ýëåìåíòà g, ò. å., gπ = g|g|π′ .

Ïóñòü G � ãðóïïà, A,B,H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G è B íîðìàëüíà â A. Òîãäà NH(A/B) =
NH(A) ∩ NH(B). Åñëè x ∈ NH(A/B), òî x èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì Ba 7→ Bx−1ax ãðóï-
ïû A/B. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû NH(A/B) â Aut(A/B). Îáðàç
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç AutH(A/B) è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé èíäóöèðîâàííûõ
àâòîìîðôèçìîâ ïîäãðóïïû H íà ñåêöèè A/B. Â ÷àñòíîñòè, åñëè S = A/B � êîìïîçèöè-
îííûé ôàêòîð ãðóïïû G, òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ≤ G îïðåäåëåíà ãðóïïà AutH(S) =
AutH(A/B). Îòìåòèì, ÷òî ñòðîåíèå ãðóïïû AutH(S) çàâèñèò îò òîãî, êàêîé âûáðàí êîìïî-
çèöèîííûé ðÿä. Åñëè A,H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G, òî AutH(A) = AutH(A/{e}) ïî îïðåäåëå-
íèþ.
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�3 Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè è ñâîéñòâàõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ìîæ-
íî íàéòè â [8]. Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü ëèíåéíûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ãðóïïû, ñëîâî ëèíåéíûå, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì îïóñêàòü.

Åñëè G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ÷åðåç G
0
îáîçíà÷åíà êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû G.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè å¼ ðàäèêàë R(G) òðèâèàëåí, è àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè å¼ óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë Ru(G) òðèâèàëåí
(â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñâÿçíà). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð [8, òåîðåìà 27.5]), ÷òî ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî öåíòðàëü-
íîå ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, à ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ãðóïïà G � ýòî ïðîèçâåäåíèå òîðà S è ïîëóïðîñòîé ãðóïïû M , ïðè÷¼ì S = Z(G)0,
M =

[
G,G

]
, è ãðóïïà S ∩M êîíå÷íà.

Åñëè G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ïóñòü T � å¼ ìàêñèìàëüíûé
òîð (ïîä òîðîì âñåãäà ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíàÿ äèàãîíàëèçèðóåìàÿ (d-) ãðóïïà). Ðàíãîì ñâÿçíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü å¼ ìàêñèìàëüíîãî òîðà. ×åðåç Φ(G) îáîçíà-
÷åíà êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T (îíà íå çàâèñèò îò
âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà) è W (G) ' NG(T )/T � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû G. Åñëè G � ðå-
äóêòèâíàÿ ãðóïïà ðàíãà n, òî ðàçìåðíîñòü öåíòðàëèçàòîðà ëþáîãî å¼ ýëåìåíòà íå ìåíüøå,
÷åì n. Ýëåìåíòû, ðàçìåðíîñòü öåíòðàëèçàòîðà êîòîðûõ ðàâíà n, íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.
Â ÷àñòíîñòè, ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè CG(s)0 � ìàêñèìàëüíûé òîð
ãðóïïû G.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð êîðíåé r1, . . . , rn,
÷òî êàæäûé êîðåíü èç Φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

∑n
i=1 αiri, ãäå âñå êîýôôè-

öèåíòû αi öåëî÷èñëåííû è ëèáî âñå íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî âñå íåïîëîæèòåëüíû. Òàêîé íàáîð
êîðíåé íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ, à ýëåìåíòû, âõîäÿùèå
â ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó, � ôóíäàìåíòàëüíûìè êîðíÿìè. Ïðè ýòîì ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ZΦ⊗ZR. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ZΦ⊗ZR íàçîâ¼ì
ðàíãîì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíãè ãðóïïû G è å¼ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(G) ñîâ-
ïàäàþò. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà êîðåíü
r ïîëîæèòåëåí â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû
Φ ÷åðåç Φ+ (Φ−) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) êîðíåé. Âûñîòîé
êîðíÿ r =

∑n
i=1 αiri íàçûâàåòñÿ ÷èñëî h(r) =

∑n
i=1 αi. Â ëþáîé íåïðèâîäèìîé êîðíåâîé ñèñòå-

ìå Φ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü ìàêñèìàëüíîé âûñîòû, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ r0. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ W (Φ) êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ïîðîæäàåòñÿ îòðà-
æåíèÿìè â ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ � ôóíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè. Åñëè ÷åðåç l(w)
îáîçíà÷èòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà w â ïðîèçâåäåíèå
ôóíäàìåíòàëüíûõ îòðàæåíèé (äëèíó), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîé
äëèíû, îáîçíà÷àåìûé â äàëüíåéøåì w0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì ãðóï-
ïû Âåéëÿ, ïåðåâîäÿùèì âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè â îòðèöàòåëüíûå. Â îáùåì ñëó÷àå l(w)
ðàâíî |Φ− ∩ (Φ+)w|, ò. å. êîëè÷åñòâó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå ýëåìåíò w ïåðåâîäèò â
îòðèöàòåëüíûå.

ÏóñòüG� ñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, π � å¼ íåêîòîðîå òî÷íîå ðàöèîíàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå, Γπ � ðåø¼òêà, ïîðîæä¼ííàÿ âåñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ π. ×åðåç Γad îáîçíà÷àåòñÿ
ðåø¼òêà, ïîðîæä¼ííàÿ êîðíÿìè ñèñòåìû Φ, ÷åðåç Γsc � ðåø¼òêà, ïîðîæä¼ííàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûìè âåñàìè. Ðåø¼òêè Γsc, Γπ è Γad íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
G, è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ Γad ≤ Γπ ≤ Γsc (ñì. [8, 31.1]). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
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êîðíåâîé ñèñòåìû äàííîãî òèïà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èçîãåíèÿìè. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ ñòðîåíèåì ãðóïïû Γπ è ïîðÿä-
êîì êîíå÷íîãî öåíòðà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåø¼òêà Γπ ñîâïàäàåò ñ Γsc, ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà
G îäíîñâÿçíà, è îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gsc. Åñëè ðåø¼òêà Γπ ñîâïàäàåò ñ Γad, òî ãîâîðÿò,
÷òî ãðóïïà G èìååò ïðèñîåäèí¼ííûé òèï, è îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gad. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ ïîëó÷àåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû Gsc ïî
ïîäãðóïïå èç å¼ öåíòðà. Öåíòð ãðóïïû Gad òðèâèàëåí, è îíà ïðîñòà êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà.
Ôàêòîðãðóïïà Γsc/Γπ îáîçíà÷àåòñÿ ∆(G) è íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãðóïïû G.
Ôàêòîðãðóïïà Γsc/Γad çàâèñèò ëèøü îò êîðíåâîé ñèñòåìû Φ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆(Φ). Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ∆(Φ) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, çà èñêëþ÷åíèåì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ = D2n,
êîãäà ∆(D2n) = Z2 × Z2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4.

Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, T ≤ B � ìàêñèìàëüíûé òîð è U = Ru(B) � ìàêñèìàëüíàÿ

ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B
−

òàêàÿ, ÷òî B ∩B−
= T , îáîçíà÷èì ÷åðåç U

−
= Ru(B

−
). Åñëè ìû çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé

ïîðÿäîê íà Φ(G), òî ëþáîé u ∈ U (ñîîòâåòñòâåííî u ∈ U
−
) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

çàïèñàòü â âèäå

u =
∏
r∈Φ+

xr(tr) (1.1)

(ñîîòâåòñòâåííî u =
∏

r∈Φ− xr(tr)), ãäå êîðíè áåðóòñÿ â çàäàííîì ïîðÿäêå, ýëåìåíòû tr ëåæàò

â ïîëå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû G è {Xr, r ∈ Φ} � ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ T -èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ãðóïï (ìíîæåñòâî êîðíåâûõ ïîäãðóïï). Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ êîðíåâûõ ïîäãðóïï
îïðåäåëÿåòñÿ êîììóòàòîðíîé ôîðìóëîé Øåâàëëå.

Ëåììà 1.3.1. [11, 5.2.2] Ïóñòü xr(t), xs(u) � ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå êîðíåâûì ïîä-
ãðóïïàì Xr è Xs ñîîòâåòñòâåííî è r 6= −s. Òîãäà

[xr(t), xs(u)] =
∏

ir+js∈Φ;i,j>0

xir+js(Cijrs(−t)iuj),

ãäå êîíñòàíòû Cijrs íå çàâèñÿò îò t è u.

Ñîäåðæàòåëüíî, äàííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî âçàèìíûé êîììóòàíò ïîäãðóïïXr èXs ëåæèò
â ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Xir+js, ãäå i, j > 0 è ir + js ∈ Φ.

Ïóñòü ci � êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü ri âõîäèò â ðàçëîæåíèå
êîðíÿ r0. Ïðîñòûå ÷èñëà, äåëÿùèå êîýôôèöèåíòû ci, íàçûâàþòñÿ ïëîõèìè ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè. Ðàñøèðåííîé äèàãðàììîé Äûíêèíà íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà, ïîëó÷àåìàÿ èç îáû÷íîé
äèàãðàììû Äûíêèíà äîáàâëåíèåì êîðíÿ −r0 è ñîåäèíåíèåì åãî ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè êîð-
íÿìè ïî îáûêíîâåííîìó ïðàâèëó. Ïóñòü R � (ñâÿçíàÿ) ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëü-
íîãî ðàíãà ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â ýòîì ñëó÷àå
R = G1 ∗ . . . ∗Gk ∗Z(R)0, ãäå Gi � ñâÿçíûå ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ðàíãà ìåíüøåãî,
÷åì ðàíã ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, åñëè Φ1, . . . ,Φk � êîðíåâûå ñèñòåìû ãðóïï G1, . . . , Gk ñîîò-
âåòñòâåííî, òî Φ1∪. . .∪Φk � ïîäñèñòåìà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé àëãîðèòì,
ïðèíàäëåæàùèé Áîðåëþ è äå Çèáåíòàëþ [9] è, íåçàâèñèìî, Äûíêèíó [3], îïðåäåëåíèÿ ïîäñè-
ñòåì êîðíåâîé ñèñòåìû. Íóæíî ðàñøèðèòü äèàãðàììó Äûíêèíà äî ðàñøèðåííîé äèàãðàììû
Äûíêèíà è âûáðîñèòü èç íå¼ íåñêîëüêî âåðøèí, çàòåì ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó äëÿ ïîëó÷èâ-
øèõñÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Äèàãðàììû, ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè
ïîäñèñòåì è ëþáàÿ äèàãðàììà ïîäñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì ñïîñîáîì.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåä¼ì â òàáëèöå 1.3.2 ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûí-
êèíà äëÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì è êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè ôóíäàìåíòàëü-
íûå êîðíè âõîäÿò â ðàçëîæåíèå êîðíÿ r0. Íóìåðàöèÿ â òàáëèöå 1.3.2 âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè
ñ [20].

Òàáëèöà 1.3.2. Êîðíåâûå ñèñòåìû è ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà

Òèï Φ Ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà

An u u u p p p p p p p p p p p p p p p p p p p ur1

1

r2

1

r3

1

rn

1
�������������

PPPPPPPPPPPPPu−r0
-1

Bn

uaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
r1

1 r2

2

r3

2

rn

2u!!!!!
−r0
-1

rn−1

2
〉

Cn u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u−r0
-1

r1

2

r2

2

rn

1

rn−1

2
〈〉

Dn

uaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
u!!!!!

aaaaa

r1

1 r2

2

r3

2

rn−1

1

u!!!!!
−r0
-1

rn−2

2 rn

1

E6

u u u u u
uu

1

r1

2

r3

3

r4

2

r5

1

r6

2 r2

-1 -r0

E7
u u u u u u uu

-r0

-1

r1

2

r3

3

r4

4

r5

3

r6

2

r7

1
r22

E8

u u u u u u uu
r1

2

r3

4

r4

6

r5

5

r6

4

r7

3

r8

2
r23

u
-1

-r0

F4
u u u u u
-1

-r0

2

r1

3

r2

4

r3

2

r4
〉

G2
u u u
-1

-r0

2

r1

3

r2
〉

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà s ∈ G, ãäå G � ñâÿçíàÿ ðåäóê-
òèâíàÿ ãðóïïà, êîìïîíåíòà åäèíèöû CG(s)0 ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëü-
íîãî ðàíãà è CG(s)/CG(s)0 ' D ≤ ∆(G) (ñì. ëåììó 1.5.2 íèæå).
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�4 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

Íàøè îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà â îñíîâíîì ñîãëàñóþòñÿ
ñ [11] (êðîìå, ñîáñòâåííî, îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, îá ýòîì ÷óòü íèæå). Åñëè
G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì (ìû íå èñêëþ÷àåì íåïðîñòûå ãðóï-
ïû ëèåâà òèïà, òàêèå êàê A1(2), âñå èñêëþ÷åíèÿ äàíû â [11, òåîðåìû 11.1.2 è 14.4.1] è ïðèâå-

äåíû â òàáëèöå 1.4.1 íèæå), òî Ĝ îáîçíà÷àåò ãðóïïó âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ãðóïïû G. Â âèäó [40, 3.2] ìû èìååì, ÷òî Aut(G) ïîðîæäàåòñÿ âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûìè,
ïîëåâûìè è ãðàôîâûìè àâòîìîðôèçìàìè. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîëåâîãî è ãðàôîâî-
ãî àâòîìîðôèçìîâ, èñïîëüçóåìîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèé
ðàáîòû [40], òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â � 1 ãëàâû 5. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Z(G)
òðèâèàëåí, òî G èçîìîðôíà ãðóïïå ñâîèõ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ è, çíà÷èò, ìîæíî ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî G ≤ Ĝ ≤ Aut(G).

Òàáëèöà 1.4.1. Ãðóïïû ëèåâà òèïà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîñòûìè

Ãðóïïà Ñâîéñòâà
A1(2) Ãðóïïà ðàçðåøèìà
A1(3) Ãðóïïà ðàçðåøèìà
B2(2) B2(2) ' Sym6

G2(2) [G2(2), G2(2)] ' 2A2(3)
2A2(2) Ãðóïïà ðàçðåøèìà
2B2(2) Ãðóïïà ðàçðåøèìà
2G2(3) [2G2(3), 2G2(3)] ' A1(8)
2F4(2) [2F4(2), 2F4(2)] � ïðîñòàÿ ãðóïïà Òèòñà

Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìû-
êàíèåì Fp êîíå÷íîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p. Çäåñü Z(G) ìîæåò áûòü íåòðè-
âèàëüíûì. Ýíäîìîðôèçì σ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ôðîáåíèóñà, åñëè ãðóïïà
Gσ êîíå÷íà. Ãðóïïû Op′(Gσ) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà,
è ëþáàÿ ãðóïïà G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé ïðèñîåäèí¼ííîãî
òèïà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G òàêæå èìååò ïðèñîåäèí¼ííûé òèï. Çàìåòèì, ÷òî â [11] òîëü-
êî ãðóïïû Op′(G) íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè ëèåâà òèïà. Íî ïîçæå â [15] Ð. Êàðòåð ãîâîðèò,
÷òî ëþáàÿ ãðóïïà Gσ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîé ðå-
äóêòèâíîé ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, â [14] è [20] áåç êàêèõ-ëèáî ïîÿñíåíèé ëþáàÿ ãðóïïà G,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèâîäÿ îïðåäåëåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà è êàíîíè÷åñêèõ êîíå÷íûõ
ãðóïï ëèåâà òèïà, ìû íàìåðåíû ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ çäåñü. Íàïðèìåð, PSL2(3) ÿâëÿåòñÿ êà-
íîíè÷åñêîé êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà è PGL2(3) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà.
Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 íå ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì â PSL2(3) è ñîïðÿæ¼í ñî
ñâîèì îáðàòíûì â PGL2(3). Ïîñêîëüêó òàêàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîïðÿæåíèè âàæíà âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ (è î÷åíü âàæíà è ïîëåçíà â äàííîé ðàáîòå), ìû íàõîäèì ðàçóìíûì èñïîëüçîâàòü
òàêèå îáîçíà÷åíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äàííîé êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà òèïàG (åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì å¼ êàê
àáñòðàêòíóþ ãðóïïó) ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà îïðåäåëåíà íååäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Íàïðèìåð, åñëè G = PSL2(5) ' SL2(4), òî G ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî êàê (SL2(F2))σ,
ëèáî êàê O5′((PGL2(F5))σ) (äëÿ ïîäõîäÿùèõ σ). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà
òèïà G, ìû ôèêñèðóåì (íåêîòîðûì ñïîñîáîì) ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó G
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è îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà σ òàêèå, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ãðóïïû 2An(q

2), 2Dn(q
2), 2E6(q

2) îïðåäåëåíû íàä GF (q2), ãðóïïû 3D4(q
3)

îïðåäåëåíû íàä GF (q3) è îñòàëüíûå ãðóïïû îïðåäåëåíû íàä GF (q). Ïîëå GF (q) âî âñåõ
ñëó÷àÿõ íàçûâàåòñÿ áàçîâûì ïîëåì. Â âèäó [28, ëåììà 2.5.8], åñëè G � ãðóïïà ïðèñîåäè-
í¼ííîãî òèïà, òî Gσ � ãðóïïà âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Op′(Gσ).
Åñëè G îäíîñâÿçíà, òî Gσ = Op′(Gσ) (ñì. [41, 12.4]). Â ëþáîì ñëó÷àå, ââèäó [28, òåîðå-
ìà 2.2.6(g)] Gσ = T σO

p′(Gσ) äëÿ ëþáîãî σ-èíâàðèàíòíîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóï-
ïû G. Ïóñòü U ≤ 〈Xr|r ∈ Φ+〉 = U � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G (ïðè ýòîì U � ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G). Òîãäà ëþáîé u ∈ U åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1.1) ãäå ýëåìåíòû
tr ëåæàò â ïîëå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû G. Åñëè Op′(G) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï 2An(q

2),
2B2(2

2n+1), 2Dn(q
2), 3D4(q

3), 2E6(q
2), 2G2(3

2n+1), èëè 2F4(2
2n+1), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóï-

ïà G ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïë¼ííîé. Åñëè
Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ � ñêðó÷åííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è r ∈ Φ(G), òî ÷åðåç r̄ âñåãäà îáîçíà÷åí
îáðàç êîðíÿ r îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè êîðíåâîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôîâîìó àâ-
òîìîðôèçìó, èñïîëüçóåìîìó ïðè ïîñòðîåíèè ãðóïïû G. Èíîãäà ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå
Φε(q), ãäå ε ∈ {+,−}, è Φ+(q) = Φ(q) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïë¼ííîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà ñ áàçîâûì
ïîëåì GF (q), Φ−(q) = 2Φ(q2) ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà, îïðåäåë¼ííîé íàä
ïîëåì GF (q2) (ñ áàçîâûì ïîëåì GF (q)).

Ïóñòü R � çàìêíóòàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîò-
ðåòü R = G ∩ R è N(G,R) = G ∩ NG(R). Çàìåòèì, ÷òî N(G,R) 6= NG(R) â îáùåì ñëó÷àå è
ìû íàçûâàåì ãðóïïó N(G,R) àëãåáðàè÷åñêèì íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû R. Íàïðèìåð, åñëè
ìû ðàññìîòðèì G = SLn(2), òî ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö H ãðóïïû G òðèâèàëüíà,
çíà÷èò, NG(H) = G. Íî G = (SLn(F2))σ, ãäå σ � îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà σ : (ai,j) 7→ (a2

i,j).

Òîãäà H = Hσ, ãäå H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â SLn(F2). Òàêèì îáðàçîì,
N(G,H) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö â G. Ìû èñïîëüçóåì òåðìèí ¾àëãåáðàè-
÷åñêèé íîðìàëèçàòîð¿ äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåãàòü ïîäîáíûõ òðóäíîñòåé è ÷òîáû ñäåëàòü íà-
øè äîêàçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíûìè. Ãðóïïà R íàçûâàåòñÿ òîðîì (ñîîòâ. ðåäóêòèâíîé ïîä-
ãðóïïîé, ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ìàêñèìàëüíûì òîðîì, ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàê-
ñèìàëüíîãî ðàíãà) åñëè R � òîð (ñîîòâ. ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà,
ìàêñèìàëüíûé òîð, ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà) ãðóïïû G. Ìàêñèìàëüíûé
σ-èíâàðèàíòíûé òîð T ãðóïïû G, äëÿ êîòîðîãî T σ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Êàðòàíà ãðóïïû Gσ

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðàñùåïë¼ííûì òîðîì ãðóïïû G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé. Ââèäó [41, 10.10]

ñóùåñòâóåò σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû R. Ïóñòü Gi1 , . . . , Giji
� σ-îðáèòà

ãðóïïû Gi1 . Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ σ íà ôàêòîðãðóïïå

(Gi1 ∗ . . . ∗Giji
)/Z(Gi1 ∗ . . . ∗Giji

) ' PGi1 × . . .×PGiji
.

Ïîñêîëüêó PGi1 ' . . . ' PGiji
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè (êàê àáñòðàêòíûå ãðóïïû), òî σ èíäóöè-

ðóåò öèêëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó ìíîæåñòâà PGi1 , . . . ,PGiji
, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ

âûáðàíà òàê, ÷òî PG
σ

i1
= PGi2 , . . . , PG

σ

iji
= PGi1 . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(PGi1 × . . .×PGiji
)σ =

{x | x = g · gσ · . . . · gσji−1

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ PGi1}σ ' (PGi1)σji .

Ââèäó [41, 10.15] ãðóïïà PGσji êîíå÷íà, çíà÷èò, Op′((PGi1)σji ) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êî-
íå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà, âîçìîæíî, ñ á�îëüøèì áàçîâûì ïîëåì, ÷åì áàçîâîå ïîëå ãðóïïû
Op′(Gσ).



�4. ÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ ËÈÅÂÀ ÒÈÏÀ 11

Ïóñòü Bi1 � ïðîîáðàç σji-èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ãðóïïû PGi1 â ãðóïïå Gi1 îò-
íîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ýïèìîðôèçìà, è T i1 � σji-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóï-
ïû Gi1 , ëåæàùèé â Bi1 (èõ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç [41, 10.10]). Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç çàìå-

÷àíèÿ â íà÷àëå ïàðàãðàôà 11 èç [41], ïîäãðóïïû U i1 è U
−
i1
, ïîðîæä¼ííûå T i1-èíâàðèàíòíûìè

êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè, âçÿòûìè ïî âñåì ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì êîðíÿì ñîîò-
âåòñòâåííî, òàêæå ÿâëÿþòñÿ σji-èíâàðèàíòíûìè. Ïîñêîëüêó Gi1 � ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà, òî Gi1 ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè U i1 è U
−
i1
. Äàëåå, Z(Gi1 ∗ . . . ∗ Giji

) ñîñòîèò èç ïî-

ëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå åñòåñòâåííîãî ýïèìîðôèçìà Gi1 → PGi1 íà U i1

è U
−
i1
åñòü èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî k ïîäãðóïïû (U i1)

σk
è (U

−
i1
)σ

k
ÿâëÿþòñÿ

ìàêñèìàëüíûìè σji-èíâàðèàíòíûìè ñâÿçíûìè óíèïîòåíòíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû Gik è
ïîðîæäàþò ãðóïïó Gik .

Òàêèì îáðàçîì, U i1 × (U i1)
σ × . . . × (U i1)

σji−1
è U

−
i1
× (U

−
i1
)σ × . . . × (U

−
i1
)σ

ji−1
ÿâëÿþòñÿ

ìàêñèìàëüíûìè σ-èíâàðèàíòíûìè ñâÿçíûìè óíèïîòåíòíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû Gi1 ∗ . . .∗
Giji

è ïîðîæäàþò ãðóïïó Gi1 ∗ . . . ∗Giji
. Â ñèëó [41, ñëåäñòâèå 12.3(a)], ìû èìååì

Op′((Gi1 ∗ . . . ∗Giji
)σ) =

〈(U i1 × (U i1)
σ × . . .× (U i1)

σji−1

)σ, (U
−
i1
× (U

−
i1
)σ × . . .× (U

−
i1
)σ

ji−1

)σ〉 '

〈(U i1)σji , (U
−
i1
)σji 〉 = Op′((Gi1)σji ).

Â ñèëó [41, 11.6 è ñëåäñòâèå 12.3], ãðóïïà 〈(U i1)σji , (U
−
i1
)σji 〉 ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êîíå÷íîé

ãðóïïîé ëèåâà òèïà. Áîëåå òîãî, èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû

〈(U i1)σji , (U
−
i1
)σji 〉/Z(〈(U i1)σji , (U

−
i1
)σji 〉) è Op′((PGi1)σji ) èçîìîðôíû. Îáîçíà÷àÿ O

p′((Gi1 ∗ . . .∗
Giji

)σ) ÷åðåç Gi, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Gi ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà

äëÿ âñåõ i. Ïîäãðóïïû Gi ãðóïïû Op′(Gσ), âîçíèêàþùèå òàêèì îáðàçîì, íàçûâàþòñÿ ïîäñè-
ñòåìíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû Op′(Gσ).

Ïîñêîëüêó Gi1 ∗ . . . ∗Gji ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé, òî Gi1 ∗ . . . ∗Gji ∩ T ÿâëÿ-
åòñÿ σ-èíâàðèàíòíûì ìàêñèìàëüíûì òîðîì ãðóïïû Gi1 ∗ . . . ∗Gji . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé σ-îðáèòû {Gi1 , . . . , Giji

}, ïåðåñå÷åíèå T ∩Gi1 ∗ . . .∗Giji
ÿâëÿåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì σ-èíâàðèàíòíûì òîðîì ãðóïïû Gi1 ∗ . . . ∗ Giji
. Òîãäà Rσ = T σ(G1 ∗ . . . ∗ Gm)

è T σ íîðìàëèçóåò êàæäóþ èç ãðóïï Gi.
Äëÿ σ-îðáèòû {Gi1 , . . . , Giji

} ãðóïïû Gi1 , ãäå Gi = Op′((Gi1 ∗ . . . ∗ Giji
)σ), ðàññìîòðèì

AutRσ
(Gi). Ïîñêîëüêó G1∗ . . .∗Gi−1∗Gi+1∗ . . .∗Gk∗Zσ ≤ CRσ

(Gi), ìû èìååì, ÷òî AutRσ
(Gi) '(

T σGi

)
/Z

(
T σGi

)
. Èç [28, ïðåäëîæåíèå 2.6.2] ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçìû, èíäóöèðóåìûå

òîðîì T σ íà Gi, ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ PGi ≤
AutRσ

(Gi) ≤ P̂Gi, â ÷àñòíîñòè AutRσ
(Gi) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà L �H ≤ G, ãäå L è H σ-èíâàðèàíòíû è çàìêíóòû.
Î÷åâèäíî, ÷òî σ èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà H/L è, åñëè L ñâÿçíà, òî òåîðåìà Ëåíãà-Ñòåéíáåðãà
(ëåììà 1.5.3) âëå÷¼ò (H/L)σ = Hσ/Lσ. Ïóñòü R � σ-èíâàðèàíòíàÿ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîä-
ãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà (â ÷àñòíîñòè, R ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì òîðîì) ãðóïïû G.
Ïîñêîëüêó ãðóïïû NG(R)/R è NW (WR)/WR èçîìîðôíû, ãäå W � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû
G, WR � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû R (è îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû W ), ìû ïîëó÷àåì
èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå àâòîìîðôèçìà σ íà NW (WR)/WR è ìû ãîâîðèì, ÷òî w1 ≡ w2,
äëÿ w1, w2 ∈ NW (WR)/WR åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò w ∈ NW (WR)/WR, óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó w1 = w−1w2w

σ. Ïóñòü Cl(Gσ, R) � ìíîæåñòâî Gσ-ñîïðÿæ¼ííûõ êëàññîâ σ-èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäãðóïï R

g
, ãäå g ∈ G. Òîãäà Cl(Gσ, R) íàõîäèòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñî-

îòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì σ-ñîïðÿæ¼ííûõ êëàññîâ Cl(NW (WR)/WR, σ). Åñëè w � ýëåìåíò
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ãðóïïû NW (WR)/WR, è (R
g
)σ ñîîòâåòñòâóåò σ-ñîïðÿæåííîìó êëàññó ýëåìåíòà w, òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî (R
g
)σ ïîëó÷åíà ¾ñêðó÷èâàíèåì¿ ãðóïïû R ýëåìåíòîì wσ. Ïðè ýòîì (R

g
)σ ' Rσw.

Êîíñòðóêöèÿ ¾ñêðó÷èâàíèÿ¿ õîðîøî èçâåñòíà è âìåñòå ñ íåîáõîäèìûìè ðåçóëüòàòàìè ïðèâå-
äåíà, íàïðèìåð, â ðàáîòå [13]. Êîãäà H = T ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíûì ìàêñèìàëüíûì òîðîì
è W = NG(T )/T , òî ïî [15, ïðåäëîæåíèå 3.3.6](

NG(Tw)

Tw

)
σ

=
(NG(Tw))σ

(Tw)σ
' CW,σ(w) = {x ∈ W | σ(x)wx−1 = w}. (1.2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïîé ãðóïïû G è U � å¼ óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë. Òîãäà îíà ñîäåðæèò òàêóþ ñâÿçíóþ ðåäóêòèâ-
íóþ ïîäãðóïïó L, ÷òî R/U ' L. Ïîäãðóïïà L íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Ëåâè ãðóïïû R. Áîëåå
òîãî, åñëè Z = Z(L)0, òî L = CG(Z) (ñì. [8, 30.2]). Ïóñòü Rad(R) � ðàäèêàë ãðóïïû R. Òîãäà
îí ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïîé, çíà÷èò, ïî [41, 10.10], îí ñî-
äåðæèò σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð Z. Äàëåå, CG(Z) = CR(Z) åñòü σ-èíâàðèàíòíûé
ôàêòîð Ëåâè ãðóïïû R. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû G ñîäåðæèò σ-èíâàðèàíòíûé ôàêòîð Ëåâè L è L ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé
ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G.

�5 Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìíèì ðÿä ñòðóêòóðíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå áóäóò íåîäíî-
êðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1.5.1. [31, òåîðåìà 2.2] Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
s ∈ G � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G è T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé
ýëåìåíò s.

Òîãäà CG(s) � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà (õîòÿ è íå îáÿ-
çàòåëüíî ñâÿçíàÿ). Îíà ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T , òåìè T -êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Xr, äëÿ
êîòîðûõ sr = e è ïðåäñòàâèòåëÿìè nw ýëåìåíòîâ w ∈ W , êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ s.
Ïðè ýòîì CG(s)0 ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T , òåìè T -êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Xr, äëÿ êîòî-
ðûõ sr = e è ëþáîé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò, öåíòðàëèçóþùèé s, ëåæèò â CG(s)0.

Ëåììà 1.5.2. [31, ïðåäëîæåíèå 2.10] Ïóñòü G � ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è s � å¼
ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà ôàêòîðãðóïïà CG(s)/CG(s)0 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ∆(G).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðóïïà G îäíîñâÿçíà, òî CG(s) ñâÿçåí.

Ëåììà 1.5.3. [41, òåîðåìà 10.1] Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è σ � îòîá-
ðàæåíèå Ôðîáåíèóñà. Òîãäà îòîáðàæåíèå x 7→ x−1xσ ñþðúåêòèâíî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà õîðîøî èçâåñòíà êàê òåîðåìà Áîðåëÿ-Òèòñà.

Ëåììà 1.5.4. Ïóñòü X � òàêàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà òèïà G, ÷òî ïîäãðóïïà
Op(X) íåòðèâèàëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
P ãðóïïû G, ÷òî X ≤ P è Op(X) ≤ Ru(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì U0 = Op(X), N0 = NG(U0). Òîãäà Ui = U · Ru(Ni−1) è Ni =
NG(Ui). Î÷åâèäíî Ui, Ni ÿâëÿþòñÿ σ-èíâàðèàíòíûìè äëÿ âñåõ i. Ââèäó [8, ïðåäëîæåíèå 30.3],
öåïü ïîäãðóïï N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nk ≤ . . . êîíå÷íà è P = ∪iNi ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé. Î÷åâèäíî, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé.
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Ëåììà 1.5.5. (Ëåììà Õàðòëè-Øóòà [30, ëåììà 2.2]) Ïóñòü G = Op′(Gσ) � êîíå÷íàÿ êà-
íîíè÷åñêàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ñ ïîëåì îïðåäåëåíèÿ GF (q). Ïóñòü H �
ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû G è s ∈ GF (q). Åñëè r = r̄ è ãðóïïà G ñêðó÷åííàÿ, òî ïðåäïî-
ëîæèì òàêæå, ÷òî s ëåæèò â áàçîâîì ïîëå ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
h(χ) ∈ H, ÷òî χ(r) = s, çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ h(χ) ìîæåò áûòü
âûáðàí òàê, ÷òîáû χ(r) èìåë óêàçàííûå çíà÷åíèÿ:

(à) G = A1(q), χ(r) = s2;

(á) G = Cn(q), r � äëèííûé êîðåíü, χ(r) = s2;

(â) G = 2A2(q
2), r 6= r̄, χ(r) = s3;

(ã) G = 2A3(q
2), r 6= r̄, χ(r) = s2;

(ä) G = 2Dn(q
2), r 6= r̄, χ(r) = s2;

(å) G = 2G2(3
2n+1), r = a èëè r = 3a+b, ãäå a � êîðîòêèé, b � äëèííûé ôóíäàìåíòàëüíûå

êîðíè, χ(r) = s2.



Ãëàâà 2. Êðèòåðèé ñîïðÿæ¼ííîñòè

êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï

�1 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), åñëè äëÿ ëþáîãî íåà-
áåëåâà êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà S ëþáîãî êîìïîçèöèîííîãî ðÿäà ãðóïïû G è ëþáîé íèëü-
ïîòåíòíîé ïîäãðóïïû N ãðóïïû G êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû èíäóöèðîâàííûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ 〈AutN(S), S 〉 ñîïðÿæåíû (â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü).

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, S =
(A/H)/(B/H) � êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð ãðóïïû G/H è L � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà
AutL(A/B) ' AutLH/H((A/H)/(B/H)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó H ≤ B, òî H ≤ CG(A/B), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
L = LH. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî L ≤ NG(A)∩NG(B) èG = LA. Òîãäà äåéñòâèå,
çàäàâàåìîå íà A/B ïî ïðàâèëó x : Ba 7→ Bx−1ax ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì íà (A/H)/(B/H),
çàäàâàåìîì ïî ïðàâèëó xH : BaH 7→ Bx−1axH, îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà õîðîøî èçâåñòíà.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è N �
íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G = G/H. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ
ïîäãðóïïà N ãðóïïû G, ÷òî NH/H = N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G/H = N . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà U
ãðóïïû G, ÷òî UH = G. Âûáåðåì ñðåäè òàêèõ ïîäãðóïï ïîäãðóïïó ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà.
Òîãäà U ∩H ≤ Φ(U), ãäå Φ(U) � ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû U . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû U , íåñîäåðæàùàÿ U ∩H, òî, î÷åâèäíî, MH = G,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû U . Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà U/Φ(U) íèëüïîòåíòíà,
ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà U íèëüïîòåíòíà è N = U .

Èç ëåìì 2.1.2 è 2.1.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C),
òî äëÿ ëþáîé å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N è ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïû H, ãðóïïû G/N è HN
óäîâëåòâîðÿþò (C).

Â äàííîé ãëàâå ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), òî å¼ êàðòå-
ðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Áîëåå òî÷íî, áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.4. Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), òî êàðòåðîâû ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû G ñîïðÿæåíû.
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Äàëåå â �� 1, 2 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X � ýòî êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 2.1.4 ìèíèìàëüíîãî
ïîðÿäêà, ò. å. ÷òî X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (C), è X ñî-
äåðæèò íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû, íî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ëþáîé ãðóïïå M
ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì |X|, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (C), ñîïðÿæåíû.

�2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì, ÷òî X � ýòî êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 2.1.4 ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (C), è |G| 6 |X|.
Ïóñòü H � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî
HN/N ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ôàêòîðãðóïïû G/N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó HN/N íèëüïîòåíòíà, íàì íóæíî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî îíà ñà-
ìîíîðìàëèçóåìà â G/N . ßñíî, ÷òî ýòî âåðíî, åñëè G = HN . Çíà÷èò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
M = HN < G. Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû X ðàâåíñòâîMx = M , x ∈ G, âëå÷¼ò Hx = Hm

äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ M . Îòñþäà xm−1 ∈ NG(H) = H è x ∈ M . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî HN/N
ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé è ñàìîíîðìàëèçóåìîé â G/N .

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü B � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X, è H, K � íåñî-
ïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû X.

(1) B íåðàçðåøèìà.

(2) X = BH = BK.

(3) B ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû X.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ðàç-
ðåøèìà, è ïóñòü π : X → X/B � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Ïî ëåììå 2.2.1, Hπ è Kπ

ÿâëÿþòñÿ êàðòåðîâûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû X/B. Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû X, ñóùå-
ñòâóåò òàêîé x̄ = Bx, ÷òî (Kπ)x̄ = Hπ. Îòñþäà Kx ≤ BH. Ïîñêîëüêó BH ðàçðåøèìà, Kx

ñîïðÿæåíà ñ H â BH, ñëåäîâàòåëüíî K ñîïðÿæåíà ñ H â X; ïðîòèâîðå÷èå.
(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî BH < X. Ïî ëåììå 2.2.1 ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû X ïîäãðóï-

ïû BH/B è BK/B ñîïðÿæåíû â X/B. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî Kx ≤ BH. Èç
ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû X ñëåäóåò, ÷òî Kx ñîïðÿæåíà ñ H â BH, òåì ñàìûì K ñîïðÿæåíà
ñ H â X; ïðîòèâîðå÷èå.

(3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû X, îò-
ëè÷íîé îò B. Ïî (1) M íåðàçðåøèìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, MB/B ' M ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû X/B ' H/H ∩B; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà B = T1 × . . . × Tk ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = KB,
Z(Ti) = {e} è Ti íå ðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï äëÿ âñåõ i.
Òîãäà AutK(Ti) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈AutK(Ti), Ti〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå ëîæíî è G ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìå-
ðîì ñ ìèíèìàëüíûì k, òîãäà k > 1. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðóïïà Ti èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð
è íåðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êðóë-
ëÿ-Ðåìàêà-Øìèäòà [37, 3.3.10] âëå÷¼ò, ÷òî äåéñòâèå ñîïðÿæåíèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå
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{T1, . . . , Tk} èíäóöèðóåò ïîäñòàíîâêè ýòîãî ìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
ñîïðÿæåíèåì íà ìíîæåñòâå Ω := {T1, . . . , Tk}. Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðóïïû Tj çà-
èíäåêñèðîâàíû òàê, ÷òî G äåéñòâóåò ïðèìèòèâíî íà ìíîæåñòâå {∆1, . . . ,∆p}, p > 1, ãäå äëÿ
êàæäîãî i

∆i := {T1+(i−1)l, . . . , Til}, k = pl.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ : G → Symp èíäóöèðîâàííîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Î÷åâèä-
íî, B ≤ kerϕ, òàê ÷òî Gϕ = (BK)ϕ = Kϕ � ïðèìèòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû Symp. Ñëåäîâàòåëüíî, p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è Gϕ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p. Â ÷àñò-
íîñòè, Y := kerϕ ñîâïàäàåò ñî ñòàáèëèçàòîðîì ëþáîãî ∆i, òàê ÷òî ϕ ïîäñòàíîâî÷íî ýêâèâà-
ëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G íà ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ ïî Y . Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p
ïóñòü Si = T1+(i−1)l × · · · × Til. Òîãäà Y = NG(Si) è B = S1 × · · · × Sp. Ðàññìîòðèì ξ : Y →
AutY (S1), ïóñòü A = Y ξ, S = Sξ1 . Î÷åâèäíî, S ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A;
áîëåå òîãî, S èçîìîðôíà S1, ïîñêîëüêó S1 èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Si ≤ ker ξ äëÿ êàæäîãî i 6= 1, ïîñêîëüêó Si öåíòðàëèçóåò S1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A o Cp ñïëåòåíèå ãðóïïû A è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Cp, è ïóñòü {x1 =
e, . . . , xp} � ïðåäñòàâèòåëè ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå Y . Òîãäà îòîáðàæåíèå
η : G→ A o Cp òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ G

x 7→
((
x1xx

−1
1xϕ

)ξ
, . . . ,

(
xpxx

−1
pxϕ

)ξ)
xϕ

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî, Y η � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áàçîâîé ïîäãðóïïû Ap

è
Sη1 = {(s, 1, . . . , 1) | s ∈ S}, Bη = {(s1, . . . , sp) | si ∈ S} ≤ Y η.

Áîëåå òîãî, ker η = CG(B) = {e}, ïîýòîìó ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòüG ñGη. Âûáåðåì h ∈ K\Y .
Òîãäà

G = 〈Y, h〉, hp ∈ Y, K = (Y ∩K)〈h〉

è ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

h = (a1, a2, . . . , ap)π, ai ∈ A, π = (1, 2, . . . , p) ∈ Cp

Äëÿ ëþáîãî i, 1 6 i 6 p, ïóñòü ψi : Ap → A � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, è ïóñòüKi := (K∩Y )ψi .
ßñíî, ÷òî Y ψi = A. Áîëåå òîãî, Ki = Khi−1

1 = K
a1...ai−1

1 äëÿ ëþáîãî i > 2, ïîñêîëüêó h
íîðìàëèçóåò Y ∩K. Ïóñòü

N := (K1 × · · · ×Kp) ∩ Y.

N íîðìàëèçóåòñÿ ãðóïïîé K, òàê êàê K = (N ∩K)〈h〉 è Kh
i = Ki+1 (mod p). Ìû óòâåðæäàåì,

÷òî K1 ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n1 ∈ NA(K1) \H1. Èç
Y = (Y ∩K)B ñëåäóåò ðàâåíñòâî n1 = h1s, h1 ∈ K1, s ∈ NS(K1) \K1. Ïóñòü

b := (s, sa1 , . . . , sa1...ap−1) ∈ B.

Òîãäà b íîðìàëèçóåò N , ïîñêîëüêó

Kb
i = Ksa1...ai−1

i = K
a1...ai−1s

a1...ai−1

1 = K
sa1...ai−1

1 = K
a1...ai−1

1 = Ki.

Òåïåðü [b, h−1] := b−1hbh−1 ∈ Y òàêîâ, ÷òî

[b, h−1]ψi = 1, åñëè i 6= p, [b, h−1]ψp = [s, (a1 · · · · · ap)−1]a1·····ap−1 ,
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ãäå a1 · · · · · ap = (hp)ψ1 ∈ K1. Ïîñêîëüêó s ∈ NS(K1), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

[s, (a1 · · · · · ap)−1] ∈ K1, [s, (a1 · · · · · ap)−1]a1·····ap−1 ∈ Kp.

Ïîýòîìó [b, h−1] ∈ N è b ∈ NG(N〈h〉). Íî K ≤ N〈h〉 âëå÷¼ò NG(N〈h〉) = N〈h〉. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè g ∈ NG(N〈h〉), òî Kg ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû N〈h〉. Íî N〈h〉 ðàçðå-
øèìà, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò y ∈ N〈h〉, äëÿ êîòîðîãî Kg = Ky. Äàëåå, K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òàêèì îáðàçîì, gy−1 ∈ K è g ∈ N〈h〉. Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ N , s ∈ K1,
ò. å. n1 ∈ K1; ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü A = K1(T1 × · · · × Tl) è l < k. Ïî èíäóêöèè èìååì, ÷òî AutK1(T1) ÿâëÿåòñÿ êàðòå-
ðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈AutK1(T1), T1〉. Ââèäó íàøåãî ïîñòðîåíèÿ

AutK(T1) = AutK1(T1),

îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

�3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.4

Íàïîìíèì, ÷òî B = T1 × · · · × Tk, ãäå Ti ' T � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî k = 1. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2.3 ìû ïîêàçàëè, ÷òî H1

ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A. Åñëè k > 1, òî |A| < |X| è A óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C). Ïîýòîìó êàæäàÿ Hi ñîïðÿæåíà ñ H1 â A è NA(Hi) = Hi, i = 1, . . . , p. Îòñþäà
ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Y . Ïóñòü y := (y1, . . . , yp) ∈
NY (N). Èç Nψi = Hi èìååì yi ∈ NA(Hi) = Hi äëÿ âñåõ i, çíà÷èò, y ∈ N .

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî êàæäîé êàðòåðîâîé ïîäãðóïïåH ãðóïïûX ìîæíî ñîïîñòàâèòü òàêóþ
êàðòåðîâó ïîäãðóïïó N = NH ãðóïïû Y , ÷òî H íîðìàëèçóåò NH . Î÷åâèäíî, NH 6= {e}, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå X èìåëà áû ïîðÿäîê p. Ïîýòîìó ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû X,
íåñîïðÿæ¼ííàÿ ñ H, è ïóñòü NK � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Y , ñîîòâåòñòâóþùàÿ K. Åñ-
ëè k > 1, òî Y ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû X è Y óäîâëåòâîðÿåò (C). Â ñèëó
ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïû X ìû ïîëó÷àåì, ÷òî NH è NK ñîïðÿæåíû â Y è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
NH = NK . Òîãäà HNH = KNH ðàçðåøèìà, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïû H è K ñîïðÿæåíû.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.4.

�4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï

Çäåñü ìû äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï
â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ, â ÷àñòíîñòè â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G è N �
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî KN óäîâëåòâîðÿåò (C) (ýòî óñëîâèå
àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, åñëè G óäîâëåòâîðÿåò (C) èëè N ðàçðåøèìà) èëè KN = G.
Òîãäà KN/N ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè KN = G, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî KN 6= G,
ò. å. KN óäîâëåòâîðÿåò (C). Ðàññìîòðèì x ∈ G è ïðåäïîëîæèì, ÷òî xN ≤ NG/N(KN/N).
Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ NG(KN). Èìååì, ÷òî Kx åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû KN . Ïî-
ñêîëüêó KN óäîâëåòâîðÿåò (C), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî å¼ êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ KN , ÷òî Ky = Kx. Ïîñêîëüêó K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xy−1 ∈ NG(K) = K è x ∈ KN .
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Ëåììà 2.4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà
ãðóïïû G ñ öåíòðîì Z(K). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî e 6= z ∈ Z(K) è CG(z) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C).

(1) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà Y , ñîäåðæàùàÿ K è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (C), ñàìîíîðìàëè-
çóåìà â G.

(2) Íèêàêîé ýëåìåíò, ñîïðÿæ¼ííûé ñ z â G, êðîìå z, íå ëåæèò â Z(G).

(3) Åñëè H � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G, íåñîïðÿæ¼ííàÿ ñ K, òî z íå ñîïðÿæ¼í íè
ñ êàêèì ýëåìåíòîì èç öåíòðà ãðóïïû H.

Â ÷àñòíîñòè, öåíòðàëèçàòîð CG(z) ñàìîíîðìàëèçóåì â G, è z íå ñîïðÿæ¼í íè ñ êàêîé
ñòåïåíüþ zk 6= z.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Âîçüìåì x ∈ NG(Y ). Òîãäà Kx ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé â Y .
Ïî òåîðåìå 2.1.4 êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû Y ñîïðÿæåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
y ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî Kx = Ky. Çíà÷èò,

xy−1 ∈ NG(K) = K ≤ Y è x ∈ Y.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî zx
−1 ∈ Z(K) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ G. Òîãäà z ïðèíàäëåæèò öåíòðó

ãðóïïû 〈K,Kx〉 ≤ CG(z). Ïîñêîëüêó CG(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), ñóùåñòâóåò òàêîé
y ∈ CG(z), ÷òî Kx = Ky. Èç xy−1 ∈ CG(z) ïîëó÷àåì zxy

−1
= z, çíà÷èò,

zx = zy = z.

Çàêëþ÷àåì, ÷òî zx
−1

= z.
(3) Åñëè íàøå óòâåðæäåíèå ëîæíî, òî, çàìåíÿÿ H íåêîòîðîé ñîïðÿæ¼ííîé ïîäãðóïïîé Hx

(åñëè íåîáõîäèìî), ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü z ∈ Z(K) ∩ Z(H), ò. å. z ∈ Z(〈K,H〉) ≤ CG(z).
Âíîâü, ïîñêîëüêó CG(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ CG(z), ÷òî H =
Ky; ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé èçâåñòíîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû G (è, çíà÷èò, ïî÷òè ïðîñòîé,
ïîñêîëüêó ãðóïïà âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé ïðîñòîé ãðóïïû ðàçðåøèìà) è äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ z ∈ G ïðîñòîãî ïîðÿäêà êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû CG(z) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè
ïðîñòûìè ãðóïïàìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðî-
âåðèòü, èñïîëüçóÿ [17]. Êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû CAn(z) ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåí-
íûìè ãðóïïàìè. Åñëè G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p
è (|z|, p) = 1, òî z ïîëóïðîñò è êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû CG(z) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íû-
ìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà. Åñëè |z| = p è p ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðîñòûì äëÿ G, òî ñîãëàñíî
òåîðåìàì 1.2 è 1.4 èç [39] âñå êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû CG(z) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íû-
ìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà. Èç ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà p
ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì ïðîñòûì äëÿ êîíå÷íîé ïðèñîåäèí¼ííîé ãðóïïû ëèåâà òèïà G, âñå êîìïî-
çèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçàòîðà ýëåìåíòà ïîðÿäêà p ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè êîíå÷íûìè
ïðîñòûìè ãðóïïàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû êëàññèôèöèðóåì êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ïî÷òè
ïðîñòîé êîíå÷íîé ãðóïïû A, òî ïî èíäóêöèè ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî CA(z) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ z ∈ A ïðîñòîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà G
ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó Q ≤ K, â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè NG(Q) = QCG(Q).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ íåðàâåíñòâó Q ≤ K. Ïîñêîëüêó K íèëüïîòåíòíà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q íîðìàëüíà â
K è K ≤ QCG(Q) �NG(Q). Ïî òåîðåìå Ôåéòà-Òîìïñîíà (ñì. [26]), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî NG(Q)
ðàçðåøèì. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì, ÷òî QCG(Q) ñàìîíîðìàëèçóåìà â NG(Q), çíà÷èò, ïî
ëåììå 2.4.2(1), NG(Q) = QCG(Q).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî NG(Q) = QCG(Q), ò. å., NG(Q) = Q × O(CG(Q)). Ïîñêîëü-
êó O(CG(S)) � ãðóïïà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, îíà ðàçðåøèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò
êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K1. Ðàññìîòðèì íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó K = Q × K1 ãðóïïû G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ NG(K), òîãäà x ∈ NG(Q). Íî K åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû
NG(Q), çíà÷èò, x ∈ K è K åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2), åñëè äëÿ å¼ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Q âûïîëíåíî ðàâåíñòâî NG(Q) = QCG(Q).
Èíûìè ñëîâàìè, ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2), åñëè ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà,
íîðìàëèçóþùèé ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q ãðóïïû G, öåíòðàëèçóåò Q.

Ëåììà 2.4.5. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è x �
ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà èç NG(Q). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íîðìàëüíûå
ïîäãðóïïû G1, . . . , Gk ãðóïïû G, ÷òî G1 ∩ . . . ∩Gk ∩Q ≤ Z(NG(Q)) è x öåíòðàëèçóåò Q ïî
ìîäóëþ Gi äëÿ âñåõ i.

Òîãäà x öåíòðàëèçóåò Q. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G/Gi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) äëÿ
âñåõ i, òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íîðìàëüíûé ðÿä Q � Q1 � . . . � Qk � Qk+1 = {e}, ãäå Qi =
Q ∩ (G1 ∩ . . . ∩ Gi). Óñëîâèÿ ëåììû âëåêóò, ÷òî x öåíòðàëèçóåò êàæäûé ôàêòîð Qi−1/Qi.
Ïîñêîëüêó x � ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ýòî âëå÷¼ò, ÷òî x öåíòðàëèçóåò Q.

Ëåììà 2.4.6. Ïóñòü H � òàêàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, ÷òî |G : H| = 2t, H óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2), è ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G ëåæèò â H
(ýòî óñëîâèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñóáíîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû H). Òîãäà G óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � òàêàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî Q∩H � ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x ∈ NG(Q) íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó x ∈
H, òî x ∈ NH(Q) ≤ NH(Q ∩ H) = (Q ∩ H) × O(NH(Q ∩ H)), ò. å. x ∈ O(NH(Q ∩ H)).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà èç NG(Q) îáðàçóåò ïîäãðóïïó R =
O(NH(Q ∩ H)) ∩ NG(Q) ãðóïïû NG(Q). ßñíî, ÷òî R íîðìàëüíà â NG(Q), ñëåäîâàòåëüíî,
R = O(NG(Q)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Q íîðìàëüíà â NG(Q) ïî îïðåäåëåíèþ è Q ∩ R = {e},
îòêóäà NG(Q) = Q×O(NG(Q)).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû, ìû óòî÷íèì îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðè-
ìåðà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.7. Êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòð-
ïðèìåðîì, åñëè îíà ñîäåðæèò íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû, íî â ëþáîé ïî÷òè ïðî-
ñòîé ãðóïïå ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì |A|, ïðîñòîé öîêîëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ïðîñòîé
ãðóïïîé, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.



Ãëàâà 3. Ñîïðÿæ¼ííîñòü â êîíå÷íûõ

ïðîñòûõ ãðóïïàõ

�1 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

Íàïîìíèì, ÷òî ââèäó ëåììû 2.4.2 íèêàêîé ýëåìåíò èç öåíòðà êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû íå
ìîæåò áûòü ñîïðÿæ¼í ñî ñâîåé íåòðèâèàëüíîé ñòåïåíüþ (åñëè åãî öåíòðàëèçàòîð óäîâëåòâî-
ðÿåò (C)). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ñóìååì äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà
r ãðóïïû G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîåé íåòðèâèàëüíîé ñòåïåíüþ è ïðè ýòîì åãî öåíòðàëèçàòîð óäî-
âëåòâîðÿåò (C), òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîðÿäîê êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû (åñëè îíà ñóùå-
ñòâóåò) íå äåëèòñÿ íà r.

Â äàííîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì èíôîðìàöèþ î ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî ïîðÿäêà
â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ è, èñïîëüçóÿ å¼, ïîëó÷èì îïèñàíèå êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â øè-
ðîêîì êëàññå ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï. Íà ñàìîì äåëå, â ïðîñòûõ ãðóïïàõ, îòëè÷íûõ îò Aεn(q)
(ε = ±), êàðòåðîâû ïîäãðóïïû äîëæíû áûòü 2-ãðóïïàìè, êàê áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî
èçëîæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñïèñêà ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï A, êî-
òîðûå íå ìîãóò áûòü ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì (ñì. òåîðåìó 3.3.5). Äàííûé ñïèñîê ïðè-
âåä¼í â òàáëèöå 3.1.1, ãäå Field(S) îáîçíà÷àåò ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ïîëåâûìè è âíóòðåííå-
äèàãîíàëüíûìè àâòîìîðôèçìàìè êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû ëèåâà òèïà S.

Òàáëèöà 3.1.1. Êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì.

Soc(A)= G Óñëîâèÿ äëÿ A
çíàêîïåðåìåííûå, ñïîðàäè÷åñêèå;

A1(p
t), B`(p

t), C`(p
t), t ÷¼òíî åñëè p = 3;

2B2(2
2n+1),G2(p

t), F4(p
t), 2F4(2

2n+1);
E7(p

t), p 6= 3; E8(p
t), p 6= 3, 5 íèêàêèõ

3D4(p
3t), D2`(p

t), 2D2`(p
2t),

t ÷¼òíî åñëè p = 3 â ïîñëåäíèõ 2 ñëó÷àÿõ è,

åñëè G = D4(p
t), |(Field(G) ∩ A) : (Ĝ ∩ A)|2′ > 1

B`(3
t), C`(3

t), D2`(3
t), 3D4(3

3t), 2D2`(3
2t),

D2`+1(r
t), 2D2`+1(r

2t), 2G2(3
2n+1), A = G

E6(p
t), 2E6(p

2t), E7(3
t), E8(3

t), E8(5
t)

Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà A íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ñëó÷àåâ, êîãäà
A = Aε`(q).
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�2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p, t � ýëåìåíò ïîðÿäêà r ãðóïïû G, íå äåëÿùåãîñÿ íà p. Òîãäà CG(t)/CG(t)0

ÿâëÿåòñÿ π(r)-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó p íå äåëèò r, òî t ïîëóïðîñò. Ïî ëåììå 1.5.1, CG(t)0 åñòü ñâÿç-
íàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G è ëþáîé p-ýëåìåíò ãðóïïû CG(t)
ñîäåðæèòñÿ â CG(t)0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî s 6∈ π(r) äåëèò ïîðÿäîê
|CG(t)/(CG(t)0)|. Òîãäà s 6= p è CG(t) ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò x ïîðÿäêà sk, ÷òî x 6∈ CG(t)0.
Ïîñêîëüêó x, t êîììóòèðóþò, ìû èìååì, ÷òî x · t � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïûG, ñîäåðæàùèé x·t. Òîãäà (xt)r = xr ∈ T . Ïî-
ñêîëüêó (s, r) = 1, ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî rm ≡ 1 (mod sk), òàêèì îáðàçîì, (xr)m = x ∈ T .
Òàê êàê xt, x ∈ T , òî t ∈ T , ïîýòîìó T ≤ CG(t)0, çíà÷èò, x ∈ CG(t)0; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü s ∈ G � òàêîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ïîðÿäêà r, ÷òî (r,∆(G)) = 1.
Òîãäà CG(s) ñâÿçåí. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà Ôðîáå-
íèóñà σ ãðóïïû G, äâà ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòà s, s′ ∈ Gσ ñîïðÿæåíû â Gσ â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè îíè ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç è ëåìì 1.5.2 è 3.2.1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èãðàåò âàæíóþ ðîëü, òàê êàê ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò
íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà, êàê ïðàâèëî ñîïðÿæ¼í, ñî ñâîèì îáðàòíûì.

Ëåììà 3.2.3. Ïóñòü G = Or′(Gσ), G èìååò ïðèñîåäèí¼ííûé òèï è êîðíåâàÿ ñèñòåìà
ãðóïïû G èìååò òèï îòëè÷íûé îò A` (` > 1), D2`+1, E6. Òîãäà ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò

íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà s ∈ Ĝ ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G, äëÿ êîòîðî-
ãî s ∈ T . Òîð T ïîðîæä¼í ìíîæåñòâîì {hα(λ) | α ∈ Φ, λ ∈ F

∗
p} è ôàêòîðãðóïïà NG(T )/T

èçîìîðôíà ãðóïïå Âåéëÿ W ãðóïïû G. Åñëè w ∈ W è nw � ïðîîáðàç ýëåìåíòà w îòíîñè-
òåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà NG(T ) → W , òî hα(λ)nw = hαw(λ). Äàëåå ïóñòü w0 �
åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ ãðóïïûW , òàêàÿ ÷òî w0(Φ

+) = Φ− è ïóñòü n0 � ïðîîáðàç ýëåìåíòà
w0. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì Φ 6= A` (` > 1), D2`+1 è E6, ìû èìååì αw0 = −α äëÿ âñåõ
α ∈ Φ, çíà÷èò, hα(λ)n0 = h−α(λ) = hα(λ)−1. Çàêëþ÷àåì, ÷òî sn0 = s−1, ò. å. ÷òî s ñîïðÿ-
æ¼í ñ s−1 â G. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, s è s−1 ñîïðÿæåíû â Gσ. Íàêîíåö, èç
ðàâåíñòâà Gσ = T σG, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî s è s−1 ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü C � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W è WC ãðóïïû Âåéëÿ ãðóïï G è C ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç W⊥

C
ïîäãðóïïó

ãðóïïû W , ïîðîæä¼ííóþ îòðàæåíèÿìè â êîðíÿõ, îðòîãîíàëüíûõ êîðíÿì èç Φ(C) è ÷åðåç
∆C äèàãðàììó Äûíêèíà ãðóïïû C. Òîãäà:

(à) NW (WC)/(WC ×W⊥
C

) ' AutW (∆C);

(á) NG(C)/C ' NW (WC)/WC.

Ïóñòü G = Op′(Gσ) ëèáî ðàñùåïë¼ííàÿ, ëèáî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïàìè 2A`(p
2t), 2D2`+1(p

2t),
èëè 2E6(p

2t). Åñëè s ∈ G � òàêîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò, ÷òî CG(s) ñâÿçåí è NG(CG(s)) >
CG(s), òî NG(CG(s)) > CG(s).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (à) ïðèâåä¼í â [13, ïðåäëîæåíèå 4]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (á), ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèéñÿ â C, òàê ÷òî ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü W = NG(T )/T è WC = NC(T )/T . Âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ãðóïïû C ñîïðÿæå-
íû â C, ïîñêîëüêó C ñâÿçíà. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî NG(C) = CNNG(T )(C). Áîëåå òîãî,

â [13, ïðåäëîæåíèå 5] äîêàçàíî, ÷òî NNG(T )(C) = NNG(T )(NC(T )). Ñëåäîâàòåëüíî,

NG(C)

C
=
CNNG(T )(NC(T ))

C
'
NNG(T )(NC(T ))

NC(T )
' NW (WC)

WC

. (3.1)

Äàëåå, ïóñòü G = Op′(Gσ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû, è ïîëîæèì C = CG(s). Çà-
ïèøåì σ = τϕ, ãäå τ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííûé ñèììåòðèåé ρ
äèàãðàììû Äûíêèíà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ = Φ(G) è ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç τ èçîìåòðèþ, ïðîäîëæàþùóþ ρ íà åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R⊗ZZΦ. Åñëè T 1 �
σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïë¼ííûé òîð ãðóïïû G, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ NG(T 1)/T 1,
ìû èìååì xσ = τx (ðàññìàòðèâàÿ NG(T 1)/T 1 = W1 êàê ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà
R⊗Z ZΦ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè G ðàñùåïë¼ííàÿ, ò. å. ρ = τ = e, òî σ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî
íà W1. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé, ñëåäîâàòåëüíî, òèïà A`, D2`+1 èëè E6, ìîæíî ïîêàçàòü
íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî −τ ∈ W1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ¾ñêðóòèòü¿ òîð T 1 ýëåìåíòîì −τ ,
ïîëó÷èâ σ-èíâàðèàíòíûé òîð (T 1)−τ . Èç ðàâåíñòâà (1.2):

(NG((T 1)−τ )))σ

((T 1)−τ ))σ
' CW1,σ(−τ) = {x ∈ W1 | τx(−τ)x−1 = −τ} = W1.

Ïóñòü {Xα | α ∈ Φ} � ìíîæåñòâî T 1-êîðíåâûõ ïîäãðóïï è ïîëîæèì C1 = 〈T 1, Xα |
α ∈ Φ(C) 〉. Ïîñêîëüêó Φ(C) ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C1 òàêæå σ-
èíâàðèàíòíà. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó τ(Φ(C)) = Φ(C), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî −τ ∈ NW1(WC1

).

Èç [13, ïðåäëîæåíèÿ 1 è 2], ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà (C1)−τ , ïîëó÷åííàÿ èç C1

ñêðó÷èâàíèåì ýëåìåíòîì −τ . Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
(T 1)−τ ≤ (C1)−τ . Îïðåäåëèì T 0 = T 1 è C0 = C1 åñëè G ðàñùåïë¼íàÿ, è T 0 = (T 1)−τ è
C0 = (C1)−τ åñëè G ñêðó÷åíà.

Ïîñêîëüêó Φ(C) = Φ(C0), ñóùåñòâóåò òàêîé g ∈ G, ÷òî gC0 = C è gT 0 = T . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ẇ = g−1σ(g) ∈ NG(C0) ∩ NG(T 0). Çíà÷èò, îáðàç w ýëåìåíòà ẇ â W0 = NG(T 0)/T 0

ïðèíàäëåæèò NW0(WC0).
Èç Gσ = T σG ñëåäóåò (NG(C))σ = NGσ

(C) = T σNG(C). Çíà÷èò, ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëü-

ñòâî, åñëè ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ ãðóïïà íåòðèâèàëüíà
(NG(C))σ

Cσ
= TσNG(C)

TσCG(s)
' NG(C)

CG(s)
,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû NG(CG(s))
CG(s)

.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.1) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(NG(C))σ

Cσ

'
(NNG(T )(NC(T ))/T )σ

(NC(T )/T )σ
'
NNG(T )(NC(T ))/T ∩ (NG(T )/T )σ

NC(T )/T ∩ (NG(T )/T )σ
.

Ââèäó íàøåãî âûáîðà òîðà T 0 ìû èìååì
NG(T 0)

T 0
=

(
NG(T 0)

T 0

)
σ
, ò. å. σ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà

êîíå÷íîé ãðóïïå
NG(T 0)

T 0
. Äàëåå, åñëè w ∈ WC0

, ïî [13, ïðåäëîæåíèå 1] ìîæíî ïðåäïîëàãàòü

w = e, T = T 0, C = C0. Ñëåäîâàòåëüíî, NG(T )/T = (NG(T )/T )σ, çíà÷èò,

(NG(C))σ

Cσ

' NW (WC)

WC

' NG(C)

C
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êîòîðàÿ íåòðèâèàëüíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî w 6∈ WC0
, ò. å. ẇ =

g−1σ(g) 6∈ C0. Ñëåäîâàòåëüíî,
gẇ = σ(g)g−1 6∈ C, ò. å. gẇT 6∈ NC(T )/T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

gẇ ∈ NG(C) ∩ NG(T ). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó σ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà NG(T 0)/T 0, ìû ïî-
ëó÷àåì, ÷òî σ(ẇT 0) = ẇT 0, ò. å. σ(g)−1gσ(g)−1σ2(g) = t0 ∈ T 0. Çíà÷èò,

gt0 = t ∈ T è σ(g)g−1
t =

(gẇ)−1σ(gẇ) ∈ T . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ(gẇT ) = gẇT . Çíà÷èò, åñëè w 6∈ WC0
, ìû çàêëþ÷àåì,

÷òî gẇT îòîáðàæàåòñÿ íà íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
NN

G
(T )(NC(T ))/T∩(NG(T )/T )σ

NC(T )/T∩(NG(T )/T )σ
.

Îñòàòîê äàííîãî ïàðàãðàôà áóäåò ïîñâÿù¼í èçó÷åíèþ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ
ëèåâà òèïà.

Ëåììà 3.2.5. Ïóñòü G = Op′(Gσ) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ñ áàçîâûì ïîëåì GF (pt),
ïðè÷¼ì p íå÷¼òíî. Åñëè p = 3, ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ÷¼òíî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
Φ(G) 6= G2, F4, E6, E7, E8 åñëè p = 3, è Φ(G) 6= E8 åñëè p = 5. Òîãäà ëþáîé óíèïîòåíòíûé
ýëåìåíò u ïîðÿäêà p ñîïðÿæ¼í â G ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ uk 6= u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ p ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðîñòûì ÷èñëîì. Ïî
ïóíêòó (i) èç [39, òåîðåìà 1.4], ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà A1(Fp)
ãðóïïû G, ÷òî u ∈ A1(Fp). Î÷åâèäíî, Op′((A1(Fp))σ) èçîìîðôíà ëèáî SL2(p

tm), ëèáî
PSL2(p

tm), äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãîm > 0. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â A1(Fp), ìîæíî

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u =

(
1 ζ
0 1

)
(èëè ïðîåêòèâíîìó îáðàçó ýòîé ìàòðèöû) äëÿ íåêîòîðîãî

ζ ∈ GF (ptm). Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò òàêîé η ∈ GF (pt), ÷òî 1 6= η2 =

k ∈ GF (p). Ïóñòü x � ìàòðèöà

(
η−1 0
0 η

)
èëè å¼ ïðîåêòèâíûé îáðàç. Òîãäà x ∈ G, è u,

ux =

(
1 kζ
0 1

)
= uk ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà 3.2.6. Ïóñòü u ∈ G = G2(3
t) � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Òîãäà u ñîïðÿæ¼í ñ u−1 â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó [25, ïðåäëîæåíèå 6.4] ñóùåñòâóåò 9 ñîïðÿæ¼ííûõ êëàññîâ óíèïî-
òåíòíûõ ýëåìåíòîâ â G. Âñå îíè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.2.7, ãäå α, β îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåí-
íî êîðîòêèé è äëèííûé ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû G2, ζ � òàêîé ýëåìåíò
ïîëÿ GF (3t), ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 − x + ζ íåïðèâîäèì â GF (3t)[x] è η � íåêâàäðàò â GF (3t).
Ïîñêîëüêó |x1| = 9 è x2, x3 ñîïðÿæåíû ñ x1 â G2(F3), íàì íóæíî ïðîâåðèòü ëèøü, ÷òî

x4, x5, x6, x7, x8 ñîïðÿæåíû ñî ñâîèìè îáðàòíûìè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó xβ(u)
hα(t) = xβ(t

2(α,β)
(α,α) u)

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ (ñì. [11, ïðåäëîæåíèå 6.4.1]), ìû ïîëó÷àåì: x
hα(−1)
6 = x−1

6 , x
hβ(−1)
8 = x−1

8 ,

x
hβ(−1)
4 = x−1

4 è x
hβ(−1)
5 = x−1

5 . Íàêîíåö, |CK(x7)| 6= |CK(xi)| äëÿ âñåõ i 6= 7: òàêèì îáðàçîì, x7

òàêæå ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì.

Òàáëèöà 3.2.7. Êëàññû óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ â G2(q), q = 3t.

ïðåäñòàâèòåëü x |CK(x)|
x0 = 1, q6(q2 − 1)(q6 − 1),
x1 = xα(1)xβ(1), 3q2,
x2 = xα(1)xβ(1)x3α+β(ζ), 3q2,
x3 = xα(1)xβ(1)x3α+β(−ζ), 3q2,
x4 = xα+β(1)x3α+β(1), 2q4,
x5 = xα+β(1)x3α+β(η), 2q4,
x6 = x2α+β(1), q6(q2 − 1),
x7 = x2α+β(1)x3α+2β(1), q6,
x8 = x3α+2β(1), q6(q2 − 1).
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Ëåììà 3.2.8. Ïóñòü u ∈ G = F4(3
t) � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Òîãäà u ñîïðÿæ¼í ñ u−1 â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó [38, òàáëèöà 6], ñóùåñòâóåò 28 êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè óíèïîòåíò-
íûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. Âñå îíè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.2.9. Íàïîìíèì, ÷òî â ÷åòûð¼õìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ε1, ε2, ε3, ε4, âñå êîðíè êîðíåâîé
ñèñòåìû F4 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå {±εi±εj,±εi, 1

2
(±ε1±ε2±ε3±ε4)}. Â òàáëèöå 3.2.9 ñèìâîëû

±i±j, ±i, è ±1±2±3±4 îáîçíà÷àþò êîðíè ±εi±εj, ±εi, è 1
2
(±ε1±ε2±ε3±ε4) ñîîòâåòñòâåííî,

η � ôèêñèðîâàííûé íåêâàäðàò ïîëÿ GF (3t), ξ � òàêîé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (3t),
÷òî x2 + ξx+ η � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí â GF (3t)[x], ζ � òàêîé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò
ïîëÿ GF (3t), ÷òî x3−x+ζ � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí â GF (3t)[x]. Èñïîëüçóÿ [38, òàáëèöà 7]
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî |x9| = |x10| > 3, |xi| > 3 äëÿ âñåõ i ≥ 12. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó [38, òàá-
ëèöà 7], ìû èìååì, ÷òî ýëåìåíòû x9 è x10 ñîïðÿæåíû â F4(F3). Îíè òàêæå ñîïðÿæåíû ñ
ýëåìåíòîì c7 = xr1(1)xr2(1)xr3(1), ãäå êîðíè r1, r2 è r3 ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè êîðíÿ-
ìè â êîðíåâîé ñèñòåìå A3. Íî î÷åâèäíî, ÷òî |c7| > 3. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà |xi| > 3, ìû
äåéñòâóåì ïî òîé æå ñõåìå. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî |CK(xi)| 6= |CK(xj)|
ïðè i 6= j. Çíà÷èò, åñëè |xi| = 3, òî i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, è xi ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì
â G.

Òàáëèöà 3.2.9. Êëàññû óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ â F4(q), q = 3t.

ïðåäñòàâèòåëü x |CK(x)|
x0 = 1 |K|
x1 = x1+2(1) q24(q2 − 1)(q4 − 1)(q6 − 1)
x2 = x1−2(1)x1+2(−1) 2q21(q2 − 1)(q3 − 1)(q4 − 1)
x3 = x1−2(1)x1+2(−η) 2q21(q2 − 1)(q3 + 1)(q4 − 1)
x4 = x2(1)x3+4(1) q20(q2 − 1)2

x5 = x2−3(1)x4(1)x2+3(1) 2q17(q2 − 1)(q3 − 1)
x6 = x2−3(1)x4(1)x2+3(η) 2q17(q2 − 1)(q3 + 1)
x7 = x2(1)x1−2+3+4(1) q14(q2 − 1)(q6 − 1)
x8 = x2−3(1)x4(1)x1−2(1) q16(q2 − 1)
x9 = x2−3(1)x3−4(1)x3+4(−1) 2q12(q2 − 1)2

x10 = x2−3(1)x3−4(1)x3+4(−η) 2q12(q4 − 1)
x11 = x2+3(1)x1+2−3−4(1)x1−2+3+4(1) q14(q2 − 1)
x12 = x2−3(1)x4(1)x1−4(1) 2q12(q2 − 1)
x13 = x2−3(1)x4(1)x1−4(η) 2q12(q2 − 1)
x14 = x2−4(1)x3+4(1)x1−2(−1)x1−3(−1) 24q12

x15 = x2−4(1)x3+4(1)x1−2(−η)x1−3(−1) 8q12

x16 = x2−4(1)x2+4(−η)x1−2+3+4(1)x1−3(−1) 4q12

x17 = x2−4(1)x3+4(1)x1−2−3+4(1)x1−2(−η)x1−3(ξ) 4q12

x18 = x2(1)x3+4(1)x1−2+3−4(1)x1−2(−1)x1−3(ζ) 3q12

x19x2−3(1)x3−4(1)x4(1) q8(q2 − 1)
x20 = x2(1)x3+4(1)x1−2−3−4(1) q8(q2 − 1)
x21 = x2−4(1)x3(1)x2+4(1)x1−2−3+4(1) 2q8

x22 = x2−4(1)x3(1)x2+4(η)x1−2−3+4(1) 2q8

x23 = x2−3(1)x3−4(1)x4(1)x1−2(1) 2q6

x24 = x2−3(1)x3−4(1)x4(1)x1−2(η) 2q6

x25 = x2−3(1)x3−4(1)x4(1)x1−2−3−4(1) 3q4

x26 = x2−3(1)x3−4(1)x4(1)x1−2−3−4(1)x1−2+3+4(ζ) 3q4

x27 = x2−3(1)x3−4(1)x4(1)x1−2−3−4(1)x1−2+3+4(−ζ) 3q4
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Ëåììà 3.2.10. Ïóñòü u ∈ G � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, ãäå G = E6(3
t) èëè G = 2E6(3

2t) �
êàíîíè÷åñêàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà. Òîãäà u ñîïðÿæ¼í ñ u−1 â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G è σ òàêîâû, ÷òî G = Op′(G). Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà
3, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Z(Gsc) = 1. Çíà÷èò, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G = Gsc ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, G îäíîñâÿçíà è G = Gσ. Èíôîðìàöèÿ èç [35, ëåììû 4.2, 4.3,
4.4, è òåîðåìà 4.13] î ñîïðÿæ¼ííûõ êëàññàõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ñîáðàíà â
òàáëèöå 3.2.11. Â òàáëèöå 3.2.11 êîðåíü α1r1 + α2r2 + α3r3 + α4r4 + α5r5 + α6r6, ãäå êîðíè
r1, r2, r3, r4, r5, r6 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó êîðíåâîé ñèñòåìû E6, çàìåíÿåòñÿ íà
øåñò¼ðêó α1α2α3α4α5α6 ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òàáëèöà 3.2.11. Óíèïîòåíòíûå êëàññû â E6(F3).

ïðåäñòàâèòåëü x C = CG(x)
|C : C0|

x1 = x10000(1) 1
x2 = x100000(1)x001000(1) 2
x3 = x100000(1)x000100(1) 1
x4 = x100000(1)x001000(1)x000100(1) 1
x5 = x100000(1)x001000(1)x000010(1) 1
x6 = x100000(1)x000100(1)x000001(1) 1
x7 = x100000(1)x001000(1)x000100(1)x000010(1) 1
x8 = x100000(1)x001000(1)x000100(1)x000001(1) 1
x9 = x100000(1)x001000(1)x000010(1)x000001(1) 1
x10 = x100000(1)x001000(1)x010000(1)x000010(1) 1
x11 = x100000(1)x001000(1)x000100(1)x010000(1)x000001(1) 1
x12 = x100000(1)x001000(1)x000010(1)x000001(1)x010000(1) 1
x13 = x100000(1)x001000(1)x000100(1)x000010(1)x000001(1) 1
x14 = x010000(1)x001000(1)x000100(1)x000010(1) 1
x15 = x010000(1)x001000(1)x000100(1)x010110(1) 6
x16 = x000001(1)x000010(1)x001000(1)x010000(1) 1
x17 = x010000(1)x001000(1)x000010(1)x101100(1) 1
x18 = x000010(1)x000100(1)x001000(1)x100000(1)x000001(1)x111111(1) 2
x19 = x010000(1)x000100(1)x000010(1)x000001(1)x101000(1)x001110(1) 1
x20 = x100000(1)x010000(1)x001000(1)x000100(1)x000010(1)x000001(1) 3

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n > 3 è r1, r2, . . . , rn � ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû
òèïà An, òî |xr1(1)xr2(1) . . . xrn(1)| > 3. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ïîëó÷àåì, ÷òî |x4| > 3, |x7| > 3,
|x8| > 3, |xi| > 3, ãäå i > 10, i 6= 12, 16. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ëèøü

îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Ìû èìååì, ÷òî x
hr1 (λ)
1 = x−1

1 , ãäå λ� êîðåíü èç−1 â F3. Äëÿ ëþáîãî x ∈ G,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ccl(x) åãî êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè â G. Ïîñêîëüêó CG(x1) = CG(x1)

0, èç [31,
òåîðåìà 8.5] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðàæåíèÿ Ôðîáåíèóñà σ è äëÿ ëþáîãî x ∈ Ccl(x1)∩Gσ,
ýëåìåíòû x è x−1 ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî Gσ. Çíà÷èò, åñëè x ∈ Ccl(x1) ∩G, òî x ñîïðÿæ¼í
ñî ñâîèì îáðàòíûì.

Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ xi ïîðÿäêà 3, ïðè i 6= 2, ìû äåéñòâóåì òàêèì æå îáðàçîì.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ëèøü ýëåìåíò x2. Ââèäó [31, òåîðåìà 8.5] äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ
Ôðîáåíèóñà σ âûïîëíåíî, Ccl(x2) ∩Gσ ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû G =
Gσ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = E6(3

t). Òîãäà èç [35, ëåììû 4.2 è 4.4] ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈
Ccl(x2)∩G, òî x ñîïðÿæ¼í âG ëèáî ñ ýëåìåíòîì y1 = x100000(1)x001000(1), ëèáî ñ ýëåìåíòîì y2 =
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x100000(1)x001000(1)x000001(1)x122321(η), ãäå η � íåêâàäðàò â GF (3t). Èç [35, ëåììà 4.2] ïîëó÷àåì,
÷òî |CG(y1)| = 2q26(q2 − 1)2(q3 − 1)2, èç [35, ëåììà 4.4] ïîëó÷àåì, ÷òî |CG(y2)| = 2y26(q4 −
1)(q6 − 1). Äëÿ i = 1, 2, ïóñòü CclG(yi) � êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòà yi â G. Ïîñêîëüêó
|CG(y1)| 6= |CG(y2)| ìû ïîëó÷àåì, ÷òî yi ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì îòíîñèòåëüíî G äëÿ
i = 1, 2. Çíà÷èò, åñëè x ∈ CclG(y1), èëè x ∈ CclG(y2), òî x ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì â G.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G = 2E6(3

2t) è îáîçíà÷èì E6(3
2t) ÷åðåç G1. Òîãäà G = (G1)τ äëÿ

íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà τ ãðóïïû G1. Ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà σ, ÷òî
G1 = Gσ, G = Gστ (ñì. [29, (7-2)]). Ïóñòü Ccl1 è Ccl2 � äâà êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû G1,
ñîäåðæàùèåñÿ â Ccl(x2) ∩ G1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé x ∈ Ccli, i = 1, 2, ñîïðÿæ¼í ñ x−1 â
G1. Ïîñêîëüêó Ccl(x2) ∩G ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû G, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî Ccl1 ∩ G ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè è Ccl2 ∩ G ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà
ñîïðÿæ¼ííîñòè. Çíà÷èò, ëþáîé x ∈ Ccli ∩G, i = 1, 2 ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì â G.

Ëåììà 3.2.12. Ïóñòü Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà
íàä ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêè p è êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ ãðóïïû G � îäíà èç ñëåäóþ-
ùèõ: An (n > 2), Dn (n > 4), Bn (n > 3), G2, F4, E6, E7 èëè E8; è G 6' 2G2(3

2n+1). Ïóñòü
U � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû
G, íîðìàëèçóþùàÿ U , è Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Òîãäà CU(Q) = {e}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ G = Op′(Gσ) = Op′(G),
ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïðèñîåäèí¼ííîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ãðóïïà G ðàñùåïë¼ííàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CU(Q) 6= {e}
è u ∈ CU(Q) \ {e}. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (1.1) ýëåìåíòà u =

∏
r∈Φ+ xr(tr), ãäå tr � ýëå-

ìåíòû èç ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ GF (q) ãðóïïû G. Ââèäó [11, òåîðåìà 5.3.3(ii)] ýòî ðàçëîæåíèå
åäèíñòâåííî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî h(χ) ∈ H, r ∈ Φ, t ∈ GF (q) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
h(χ)xr(t)h(χ)−1 = xr(χ(r)t) (ñì. [11, ñòð. 100]), òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé ìíîæèòåëü
xr(tr) â ðàçëîæåíèè (1.1) ýëåìåíòà u ëåæèò â CU(Q). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u = xr(t)
äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ Φ+ è t ∈ GF (q)∗. Â íàøèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà Φ, â ñèëó ëåììû Õàðòëè-Øóòà
1.5.5, ñóùåñòâóåò h(χ) ∈ H òàêîé, ÷òî χ(r) = −1. Ïîñêîëüêó h(χ)2 = h(χ2) (ñì. [11, ñòð. 98]),
òî ìû èìååì, ÷òî χ2(r) = 1, ò. å. |h(χ)2| < |h(χ)|. Çíà÷èò, ïîðÿäîê |h(χ)| ÷¼òåí è ìîæíî çàïè-
ñàòü h(χ) = h2 · h2′ = h(χ1) · h(χ2) � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà h(χ) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ åãî 2- è
2′- ÷àñòåé. Äàëåå, χ(r) = χ1(r) ·χ2(r), ñëåäîâàòåëüíî, χ1(r) = −1 è χ2(r) = 1. Òàêèì îáðàçîì,
h(χ1)xr(t)h(χ1)

−1 = xr(−t) 6= xr(t). Òàê êàê h(χ1) ∈ Q, ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó xr(t) ∈ CU(Q).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ' 2An(q
2), G ' 2Dn(q

2) èëè G ' 2E6(q
2), òîãäà Φ(G) ðàâíà An, Dn

è E6 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r̄ îáðàç êîðíÿ r êîðíåâîé ñèñòåìû Φ îòíîñèòåëüíî
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèè. Â òåðìèíàõ èç [11], êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ(G) ïðåäñòàâèìà â âèäå
îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Ψi, ïðè÷¼ì êàæäûé èç Ψi èìååò òèï ëèáî A1, ëèáî
A1 × A1, ëèáî A2. Ââèäó [11, ïðåäëîæåíèå 13.6.1], ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U =

∏
iXΨi

, ãäå

XΨi
= {xr(t) | t ∈ GF (q)},

åñëè Ψi = {r} èìååò òèï A1 (ïðè ýòîì r = r̄);

XΨi
= {xr(t)xr̄(tq) | t ∈ GF (q2)},

åñëè Ψi = {r, r̄} èìååò òèï A1 × A1 (ïðè ýòîì r 6= r̄ è r + r̄ 6∈ Φ(G));

XΨi
= {xr(t)xr̄(tq)xr+r̄(u) | t ∈ GF (q2), u+ uq = −Nr,r̄tt

q},
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åñëè Ψi = {r, r̄, r + r̄} èìååò òèï A2 (ïðè ýòîì r 6= r̄ è r + r̄ ∈ Φ(G)). Äàëåå, åñëè h(χ) �
ýëåìåíò èç ãðóïïû H, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (ñì. [11, ñòð. 263]):

h(χ)xr(t)h(χ)−1 = xr(χ(r)t),

åñëè r = r̄ è Ψi = {r} èìååò òèï A1;

h(χ)xr(t)xr̄(t
q)h(χ)−1 = xr(χ(r)t)xr̄(χ(r̄)tq),

åñëè r 6= r̄, r + r̄ 6∈ Φ(G) è Ψi = {r, r̄} èìååò òèï A1 × A1;

h(χ)xr(t)xr̄(t
q)xr+r̄(u)h(χ)−1 = xr(χ(r)t)xr̄(χ(r̄)tq)xr+r̄(χ(r + r̄)u),

åñëè r 6= r̄, r + r̄ ∈ Φ(G) è Ψi = {r, r̄, r + r̄} èìååò òèï A2.
Ïóñòü u � íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò èç CU(Q). Òîãäà u ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ìíîæè-

òåëü èçXΨi
äëÿ íåêîòîðîãî i. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

∏
iXΨi

(ñì. [11, ïðåäëîæåíèå 13.6.1]) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ XΨ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψ èìååò òèï A1, ò. å. u = xr(t), t ∈ GF (q), r = r̄. Ââèäó ëåììû Õàðòëè-

Øóòà 1.5.5 äëÿ ëþáîãî s ∈ GF (q) ñóùåñòâóåò h(χ) ∈ H òàêîé, ÷òî χ(r) = s. Âîçüìåì s = −1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò h(χ) ∈ H òàêîé, ÷òî χ(r) = −1. Ïîñêîëüêó h(χ)2 = h(χ2) (ñì. ôîðìóëó
íà ñòð. 98 èç [11]), òî ìû èìååì, ÷òî χ2(r) = 1, ò. å. |h(χ)2| < |h(χ)|. Çíà÷èò, ïîðÿäîê |h(χ)|
÷¼òåí è ìîæíî çàïèñàòü h(χ) = h2 · h2′ = h(χ1) · h(χ2) � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà h(χ) â âèäå
ïðîèçâåäåíèå åãî 2- è 2′- ÷àñòåé. Äàëåå, χ(r) = χ1(r) · χ2(r), ñëåäîâàòåëüíî, χ1(r) = −1 è
χ2(r) = 1. Òàêèì îáðàçîì, h(χ1)xr(t)h(χ1)

−1 = xr(−t) 6= xr(t). Çíà÷èò, ñëó÷àé u = xr(t) è
Ψ = {r} èìååò òèï A1 íåâîçìîæåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψ = {r, r̄} èìååò òèï A1×A1. Ïî ëåììå Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 äëÿ ëþáîãî
s ∈ GF (q2) ñóùåñòâóåò òàêîé h(χ) ∈ H, ÷òî χ(r) = s2. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò òàêîé s ∈
GF (q2), ÷òî s2 = −1, òî ñóùåñòâóåò òàêîé h(χ) ∈ H, ÷òî χ(r) = −1. Êàê è ðàíüøå h(χ)
ïðåäñòàâèì â âèäå h(χ1) · h(χ2) � ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ 2- è 2′- ÷àñòåé. Òîãäà χ1(r) = −1,
ñëåäîâàòåëüíî

h(χ1)xr(t)xr̄(t
q)h(χ1)

−1 = xr(−t)xr̄(−tq) 6= xr(t)xr̄(t
q).

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé u = xr(t)xr̄(t
q) è Ψ = {r, r̄} èìååò òèï A1 × A1 íåâîçìîæåí.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî Ψ = {r, r̄, r + r̄} èìååò òèï A2. Ïî ëåììå Õàðòëè-Øóòà 1.5.5
äëÿ ëþáîãî s ∈ GF (q2) ñóùåñòâóåò h(χ) ∈ H òàêîé, ÷òî χ(r) = s3. Âûáåðåì s = −1, òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé h(χ) ∈ H, ÷òî χ(r) = −1. Âíîâü h(χ) = h(χ1) · h(χ2) ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ 2- è 2′- ÷àñòåé è χ1(r) 6= 1. Òîãäà

h(χ1)xr(t)xr̄(t
q)xr+r̄(u)h(χ1)

−1 =

xr(−t)xr̄(χ1(−tq)xr+r̄(χ1(r + r̄)u) 6=
xr(t)xr̄(t

q)xr+r̄(u)

ïðè t 6= 0. Åñëè t = 0, òî âûáåðåì s òàê, ÷òî s2 = −1. Òîãäà χ1(r + r̄) = −1 è, êàê è âûøå,
ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî. Çíà÷èò, è ýòîò ïîñëåäíèé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî G ' 3D4(q
3). Â òåðìèíàõ èç [11], êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ(G)

ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Ψi, ïðè÷¼ì êàæäûé èç Ψi èìååò
òèï ëèáî A1, ëèáî A1 × A1 × A1. Ââèäó [11, ïðåäëîæåíèå 13.6.1], ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
U =

∏
iXΨi

, ãäå

XΨi
= {xr(t) | t ∈ GF (q)},
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åñëè Ψi = {r} èìååò òèï A1 (ïðè ýòîì r = r̄);

XΨi
= {xr(t)xr̄(tq)x¯̄r(t

q2) | t ∈ GF (q3)},

åñëè Ψi = {r, r̄, ¯̄r} èìååò òèï A1 × A1 × A1 (ïðè ýòîì r 6= r̄ è r + r̄ 6∈ Φ(G)). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïî ëåììå Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 ñóùåñòâóåò òàêîé h(χ) ∈ H, ÷òî χ(r) = −1. Êàê è âûøå, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî h(χ) ÿâëÿåòñÿ 2-ýëåìåíòîì, ò. å. h(χ) ∈ Q è h(χ) íå öåíòðàëèçóåò íèêàêîé
íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èç XΨi

, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 3.2.12 â ýòîì ïîñëåäíåì
ñëó÷àå.

Ëåììà 3.2.13. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 3.2.12, ñ íå÷¼òíûì p, ïóñòü K � òàêàÿ êàðòåðîâà
ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî |K| = 2apb. Òîãäà a > 0. Áîëåå òîãî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ
Op(K) ≤ CU(Q). Â ÷àñòíîñòè, â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû 3.2.12, K åñòü 2-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå a = 0 âëå÷¼òK = U . ÍîH íåòðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó p íå÷¼òíî è G
ïðîñòà, è íîðìàëèçóåò U . Òàêèì îáðàçîì, a > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b > 0. Ïî òåîðåìå Áîðåëÿ-
Òèòñà (ëåììà 1.5.4), K ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P ãðóïïû G è
Op(K) ≤ Op(P ). Ïîñêîëüêó P = LOp(P ), ãäå L � ôàêòîð Ëåâè ïîäãðóïïû P , èç ëåììû 2.4.1
ñëåäóåò, ÷òî KOp(P )/Op(P ) ∼= O2(K) � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû P/Op(P ) ∼= L. Òàêèì
îáðàçîì, O2(K) ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû L. Íî L ñîäåðæèò H, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî Q ≤ K. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Op(K) ≤ CU(Q).

Ëåììà 3.2.14. Ïóñòü G � èçâåñòíàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîñòîé
ãðóïïîé ëèåâà òèïà. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò z íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæ¼í ñ íåêî-
òîðîé ñòåïåíüþ zk 6= z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, G ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíàêîïå-
ðåìåííîé, ëèáî ñïîðàäè÷åñêîé. Íàøå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî â ïåð-
âîì ñëó÷àå è èñïîëüçóÿ îïèñàíèå êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè, äàííîå â [17] âî âòîðîì ñëó÷àå.

�3 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì

Â äàííîì ïàðàãðàôå A îáîçíà÷àåò ïî÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì êîíòðïðèìåðîì (ñì. îïðåäåëåíèå 2.4.7). Åñëè G � ãðóïïà ëèåâà òèïà, òî ÷åðåç Field(G)
îáîçíà÷åíà ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut(G) ïîðîæä¼ííàÿ âíóòðåííèìè, äèàãîíàëüíûìè è ïîëåâû-
ìè àâòîìîðôèçìàìè. Åñëè G � ïðîñòàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà,
òî äëÿ óíèôèêàöèè îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì Ĝ = G. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ G ìû ïîëà-
ãàåì, ÷òî êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçàòîðà CG(s) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ïðîñòûìè
ãðóïïàìè, è ïîòîìó CG(s) óäîâëåòâîðÿåò (C). Êàê ìû çàìå÷àëè â � 4 ãëàâû 2, ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå âñåãäà âûïîëíåíî. Ìû äåëàåì ïîäîáíóþ îãîâîðêó çäåñü, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âñå
ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï.

Ëåììà 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò z ∈ Ĝ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñî-
ïðÿæ¼í ñ íåêîòîðûì zk 6= z îòíîñèòåëüíî G è âñå êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçà-
òîðà CG(z) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè. Òîãäà A íå ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì, ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(à) |A : Ĝ ∩ A| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè;
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(á) |Ĝ : (Ĝ ∩ A)| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè è, åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ(G) èìååò òèï

D4, òî |(Field(G) ∩ A) : (Ĝ ∩ A)|2′ > 1;

(â) äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî r è ëþáîé ñèëîâñêîé r-ïîäãðóïïû R ãðóïïû A, ëèáî
R ∩G íå èìååò äîïîëíåíèÿ â R, ëèáî âñå ýòè äîïîëíåíèÿ ñîïðÿæåíû â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî èç ëåììû 2.4.2(á) ñëåäóåò, ÷òî K∩Ĝ è H∩Ĝ ÿâëÿþòñÿ
2-ãðóïïàìè. Ìû äîêàæåì ñíà÷àëà (â), à ïîòîì ïîêàæåì, ÷òî (à) è (á) ñëåäóþò èç (â).

(â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K,H � íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A. Òîãäà,
ââèäó òåîðåìû 2.1.4 è ëåììû 2.4.1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî KG/G = HG/G = A/G. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè r � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà |A/G|, òî r äåëèò è |K|, è |H|. Ïî ëåììå 2.4.2 è
èç óñëîâèé íàøåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òîK∩Ĝ èH∩Ĝ íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî
ïîðÿäêà, ò. å. ÿâëÿþòñÿ 2-ãðóïïàìè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà R∩G íå èìååò äîïîëíåíèÿ â R ìû
ñðàçó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè æå âñå ýòè äîïîëíåíèÿ ñîïðÿæåíû â A, ìû ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.4.2(â). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |A/G| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè, çíà÷èò K è H ÿâëÿþòñÿ 2-ãðóïïàìè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òåïåðü (à) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (â). ×òî êàñàåòñÿ (á), òî îí òàêæå ñëåäóåò èç
(â), èñïîëüçóÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü äîïîëíåíèé, âûòåêàþùóþ èç ëåììû 5.2.6.

Îòìåòèì, ÷òî íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçàòîðà ëþáîãî ýëåìåíòà èç
çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû Altn ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ãðóïïàìè ìåíüøåé ñòåïåíè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ëåììû 3.2.14 è 3.3.1 âìåñòå ñ èíäóêöèåé ïî n ñðàçó âëåêóò, ÷òî êàðòåðîâû ïîä-
ãðóïïû â ïîäãðóïïàõ ãðóïïû Aut(Altn) ïðè n > 5 ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè 2-ïîäãðóïïàìè èëè
íå ñóùåñòâóþò. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï. Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3.2. Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèáî ñïîðàäè÷å-
ñêîé, ëèáî çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû A ãðóïïû Aut(S) êàðòåðîâà
ïîäãðóïïà ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü G � òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, ÷òî
G = PΩ±

2(2`+1)(p
t), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ` > 2. Òîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòð-

ïðèìåðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå ëîæíî. ÒîãäàG ñîäåðæèò êàðòåðîâó
ïîäãðóïïó K, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ïóñòü s ∈ Z(K) � ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî
ïîðÿäêà r. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s ïîëóïðîñò, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ñëó÷àÿ, êîãäà
p 6= 2 è |K| = 2apb. Íî ýòî íåâîçìîæíî ââèäó ëåìì 3.2.12 è 3.2.13. Çíà÷èò, s ïîëóïðîñò è
èç K ≤ CG(s), ñëåäóåò, ÷òî CG(s) ñàìîíîðìàëèçóåì â G (ñì. ëåììó 2.4.2(à)). Äàëåå, ïóñòü
G = Ω2(2`+1)(Fp) è ïóñòü îòîáðàæåíèå σ òàêîâî, ÷òî Gσ = Ω±

2(2`+1)(p
t). Áîëåå òîãî, ïîëîæèì

K0 ðàâíûì ïðîîáðàçó ãðóïïû K â Gσ. Î÷åâèäíî, K0 ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû Gσ è ìîæíî îòîæäåñòâèòü s ñ åãî ïðîîáðàçîì â Gσ, ïîñêîëüêó öåíòð Gσ èìååò ïîðÿäîê
2 èëè 4. Ïîñêîëüêó |s| íå÷¼òåí, ëåììà 3.2.1 âëå÷¼ò, ÷òî C = CG(s) � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ
ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G (ñì. ëåììû 1.5.1 è 1.5.2). Áîëåå òîãî, C ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïîñêîëüêó s /∈ Z(G). Ïî ëåììå 3.2.4 ãðóïïà NW (WC)/WC

èçîìîðôíà ãðóïïå NG(C)/C. Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ãðóïï NW (WC)/WC , äàííîå â [14, ïðåäëî-
æåíèå 10] è ëåììó 3.2.4, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî NG(CG(s))/CG(s) òðèâèàëåí òîëüêî êîãäàW⊥

C

è AutW (∆C) îáå òðèâèàëüíû. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ` ≥ 2 ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ñëó÷àåòñÿ â òî÷íî-
ñòè êîãäà m1 = 0 è m2`+1 = 1 (â îáîçíà÷åíèÿõ èç [14]). Â ýòîì ñëó÷àå C = A2`(Fp) ∗ S, ãäå
S � îäíîìåðíûé òîð. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî G ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí êëàññ ñâÿçíûõ
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ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïå C, è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî G ñîõðàíÿåò áèëèíåéíóþ

ôîðóìó, èíäóöèðîâàííóþ ìàòðèöåé J =

(
0 I
I 0

)
, ìîæíî îòîæäåñòâèòü C ñ îáðàçîì ãðóïïû

GL2`+1(Fp) îòíîñèòåëüíî òàêîãî ìîíîìîðôèçìà ϕ, ÷òî

A 7→
(
A 0
0 (A−1)t

)
.

Ââèäó òåîðåìû Ëåíãà-Ñòåéíáåðãà (ëåììà 1.5.3), ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëèáî

Cσ = ϕ(GL2`+1(p
t)),

ëèáî
Cσ = ϕ(GU2`+1(p

2t)).

Ïîñêîëüêó K0 ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Cσ è ` ≥ 2, èç [23] è [24] (à òàêæå
òåîðåìû 4.1.1, äîêàçàííîé â ãëàâå 4 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû) ñëåäóåò,
÷òî K0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû P ãðóïïû Cσ, è ëèáî pt = 2 (è
Cσ = ϕ(GL2`+1(p

t))), ëèáî p íå÷¼òíî. Èç s ∈ Z(Cσ) ñëåäóåò, ÷òî r = |s| äåëèò pt − 1 åñëè
Cσ ' GL2`+1(p

t), è ÷òî r äåëèò pt+1 åñëè Cσ ' GU2`+1(p
2t). Â ÷àñòíîñòè p íå÷¼òíî. Èñïîëüçóÿ

èçâåñòíîå ñòðîåíèå íîðìàëèçàòîðîâ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ (ñì. [5]
è [16]), ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî K0 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñëåäóþùåé ãðóïïû

L =

{(
B 0
0 β

)ϕ

| B ∈ GL2`(p
t) , β ∈ F∗q

}
åñëè Cσ ' GL2`+1(p

t)

L =

{(
B 0
0 β

)ϕ

| B ∈ GU2`(p
2t) , βp

t+1 = 1

}
åñëè Cσ ' GU2`+1(p

2t).

Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ L, ÷òî y =

(
I2` 0
0 γ

)ϕ

ãäå γ èìååò ïîðÿäîê r.

Ïîñêîëüêó y ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû L, îí òàêæå ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû K0. Òàêèì îáðàçîì,
K0 ≤ CCGσ (s)(y) =

(
CC(y)

)
σ
. Èç èçîìîðôèçìà C ' GL2`+1(Fp), ñëåäóåò, ÷òî CC(y) � ñâÿçíàÿ

ðåäóêòèâíàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì,
ââèäó óïîìÿíóòîãî âûøå ðåçóëüòàòà Êàðòåðà [14, ïðåäëîæåíèå 10],

(
CC(y)

)
σ
ÿâëÿåòñÿ ñàìî-

íîðìàëèçóåìûì â Gσ òîëüêî åñëè CC(y) ñîïðÿæ¼í ñ C. Íî dim(CC(y)) < dim(C), ïîñêîëüêó y
íå ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû C. Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà (CC(y))σ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëè-
çóåìîé â Gσ. Ïîñêîëüêó Z(G) ≤ CC(y), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðãðóïïà (CC(y))σ/(Z(G))σ
íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëèçóåìîé â Gσ/(Z(G))σ = G. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ ëåììîé 2.4.2(à), ïîñêîëüêó K ñîäåðæèòñÿ â (CC(y))σ/(Z(G))σ è (CC(y))σ/(Z(G))σ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C).

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü Eε
6(p

t) ≤ G ≤ Êε
6(p

t). Òîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòð-
ïðèìåðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ñèëó ëåììû 2.4.2(â),G äîëæíà ñîäåðæàòü êàð-
òåðîâó ïîäãðóïïó K, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè,
K íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ïóñòü s ∈ Z(K) èìååò íå÷¼òíûé ïðîñòîé ïîðÿäîê r. Â ñèëó ëåìì
3.2.5, 3.2.10 è 2.4.2, p íå äåëèò |K|. Çíà÷èò, s ïîëóïðîñò è K ñîäåðæèòñÿ â CG(s), êîòîðûé,
âíîâü ïî ëåììå 2.4.2(à), ñàìîíîðìàëèçóåì. Åñëè |s| 6= 3, òî ïî ëåììå 3.2.2, ñëåäóåò, ÷òî CG(s)
ñâÿçåí. Åñëè |s| = 3, òî ïî ëåììå 1.5.2, ñëåäóåò, ÷òî |C : C0| äåëèò ∆ = 3. Íåïîñðåäñòâåííûå
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âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì [20] è [35] ïîêàçûâàþò, ÷òî CG(s) íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëè-
çóåìûì, åñëè |s| = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |s| 6= 3 è ÷òî CG(s) ñâÿçåí.
Ïîñêîëüêó CG(s) ñàìîíîðìàëèçóåì, ëåììà 3.2.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî C = CG(s) òàêæå ñàìîíîð-
ìàëèçóåì. Ïî [35], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòðàëèçàòîð C ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëèçóåìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà C = A4(Fp) ∗ A1(Fp) ∗ S, èëè C = D5(Fp) ∗ S, ãäå S � 1-ìåðíûé òîð
ãðóïïû G.

Åñëè C = A4(Fp) ∗ A1(Fp) ∗ S, òî, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.3, ìîæíî íàéòè
òàêîé ýëåìåíò y ∈ Z(K), ÷òî |y| = r è CG(〈s〉 × 〈y〉) íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëèçóåìûì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.4.2.

Çíà÷èò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî C = D5(Fp)∗S. Òîãäà CG(s) = C∩G = HL, ãäå H � ïîäãðóïïà

Êàðòàíà ãðóïïûG è L = Op′(CG(s)) ñîâïàäàåò ëèáî ñD5(p
t) ëèáî ñ 2D5(p

2t). Ïîñêîëüêó |L̂ : L|
äåëèò 4, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

O2′(H) = (O2′(H) ∩ Z(CG(s)))× (O2′(H) ∩ L).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Q ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(s), ìû óòâåðæäàåì, ÷òî NCG(s)(Q) =
QZ(CG(s)).Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x� ýëåìåíò èçNCG(s)(Q). ÈçH = O2(H)×O2′(H) è CG(s) =
HL, ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü x = h1zl, ãäå h1 ∈ O2(H), z ∈ O2′(H) ∩ Z(CG(s)), l ∈ L.
Î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî O2(H) ≤ Q, òàêèì îáðàçîì l ∈ NCG(s)(Q). Ïîñêîëüêó
L íîðìàëüíà â CG(s), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l ∈ NL(Q ∩ L). Â ñèëó [5], NL(Q ∩ L) = Q ∩ L,
çíà÷èò, l ∈ Q. Ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî NCG(s)(Q) = QZ(CG(s)) íèëüïîòåíòåí, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû CG(s). Ïîñêîëüêó CG(s) < G, âñå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â
CG(s) ñîïðÿæåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, K = NCG(s)(Q). Ïî ôîðìóëå
|(C)σ| = |Mσ| · |(Z(C)0)σ|, ãäå Mσ = L â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. [14]), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
|G : CG(s)| íå÷¼òåí, çíà÷èò, Q ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïðîòèâîðå÷èå.

Íàøè ðåçóëüòàòû ìîæíî îáúåäèíèòü â ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3.5. Ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà A ñ öîêîëåì G íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòð-
ïðèìåðîì â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(à) G ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, ñïîðàäè÷åñêîé èëè îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: A1(p
t),

B`(p
t), C`(p

t), ãäå t ÷¼òíî, åñëè p = 3; 2B2(2
2n+1), G2(p

t), F4(p
t), 2F4(2

2n+1), 3D4(q
3);

E7(p
t), ãäå p 6= 3; E8(p

t), ãäå p 6= 3, 5, D2`(p
t), 3D4(p

3t), 2D2`(p
2t), ãäå t ÷¼òíî åñëè p = 3

è, áîëåå òîãî, åñëè G = D4(p
t), òî |(Field(G) ∩ A) : (Ĝ ∩ A)|2′ > 1;

(á) A ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: B`(3
t), D2`(3

t), 2D2`(3
2t), D2`+1(p

t), 3D4(3
3t),

2D2`+1(r
2t), 2G2(3

2n+1), Eε
6(r

t), Êε
6(r

t), E7(3
t), E8(3

t), E8(5
t), C`(3

t);

Â ÷àñòíîñòè, íèêàêàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ãðóïï, èçîìîðôíûõ
Aεn(q), íå ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì. Áîëåå òîãî, åñëè ëþáàÿ ïî÷òè ïðî-
ñòàÿ ãðóïïà ñ èçâåñòíîé ïðîñòîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé óäîâëåòâîðÿåò (C), òî âî âñåõ
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ãðóïïàõ êàðòåðîâà ïîäãðóïïà (åñëè ñóùåñòâóåò) ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò z ∈ Ĝ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà
ñîïðÿæ¼í â G, ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ zk 6= z. Êîãäà G ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé èëè ñïîðàäè-
÷åñêîé ýòî âûïîëíåíî ïî ëåììå 3.2.14, è êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà è z ïîëóïðîñò,
ýòî âåðíî ïî ëåììå 3.2.3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà z ÿâëÿåòñÿ óíèïîòåíòíûì (ñëåäîâàòåëüíî
p íå÷¼òíî), íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 3.2.6, 3.2.8 åñëè G = G2(3

t), F4(3
t) è èç ëåììû
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3.2.5 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Íàêîíåö, åñëè G ' 3D4(q
3), òî ââèäó [42, òåîðåìà 1.2(vi)] ëþáîé

ýëåìåíò ãðóïïû G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Òàêèì îáðàçîì, (à) ñëåäóåò èç ëåììû 3.3.1,

ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï ìû èìååì, ÷òî ëèáî |Ĝ : G| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè è ïîòîìó ïî ëåììå 5.2.6 âñå äîïîëíåíèÿ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæåíû, ëèáî ÷òî
|A : A ∩ Ĝ| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè (ñì. [17], íàïðèìåð).

(á) Íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [24] (è òåîðåìû 4.1.1, ïîëó-
÷åííîé íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû â ãëàâå 4), êîãäà G = B2(3

t) ' C2(3
t) èëè

G = C`(3
t), è èç òåîðåì 3.3.3 è 3.3.4, êîãäà G ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï Dε

2`+1(p
t), Eε

6(p
t) èëè

Êε
6(p

t). Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåí îäèí èç îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ. Ëþáîé ïîëóïðî-

ñòîé ýëåìåíò z ∈ Ĝ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæ¼í ñ íåêîòîðûì z−1 ïî ëåììå 3.2.3.
Òàêèì îáðàçîì, â õàðàêòåðèñòèêå 2 êàðòåðîâà ïîäãðóïïà K ãðóïïû G ìîæåò áûòü ëèøü
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé, â íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêå K ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê ðàâíûé òîëüêî
2apb. Åñëè G 6= 2G2(3

2n+1), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.2.12 è, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2.13,
ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî K âíîâü ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G = 2G2(3
2n+1) (ïðè ýòîì n > 1). Òîãäà |K| = 2a3b. Ïîñêîëüêó

íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 7 (ñì. [7]), òî ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî b > 0. Ïî ëåììå 1.5.4, ïîäãðóïïà K ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïå P ãðóïïû G. Òàê êàê ëèåâ ðàíã ãðóïïû G ðàâåí 1, òî P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
Áîðåëÿ, ò. å. P = U h H, ãäå H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà è U � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê ãðóïïà P ðàçðåøèìà, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C) è, ïî
ëåììå 2.4.1, KU/U ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû P/U ' H. Íî ïðè n > 1 ïîä-
ãðóïïà H ñîäåðæèò ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, K ñîäåðæèò ïîëóïðîñòîé
ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî |K| = 2a3b.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîé èçâåñòíîé êîíå÷íîé ïðî-
ñòîé ãðóïïû S è íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû N ≤ Aut(S), êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû
〈N,S 〉 ñîïðÿæåíû, ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà 3.3.5 âëå÷¼ò, ÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ,
ïåðå÷èñëåííûõ â äàííîé òåîðåìå, îáÿçàíû ñîäåðæàòü ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó. Â ñèëó ëåì-
ìû 2.4.3 ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Q
â A óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó NA(Q) = QCA(Q), ò. å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A óäî-
âëåòâîðÿåò (ESyl2). Â ðàáîòå [5] è ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëíîñòüþ
îïèñàíû ïðîñòûå ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (ESyl2). Êðîìå òîãî, ëåììû 5.3.1 è
5.3.3 ïîçâîëÿþò ¾ïîäíèìàòü¿ ñâîéñòâî (ESyl2) ñ ïðîñòîé íà ïî÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó. Òàêèì
îáðàçîì ïîëíîñòüþ èçâåñòíà êëàññèôèêàöèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ, óêàçàííûõ â
òåîðåìå 3.3.5



Ãëàâà 4. Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû

êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

�1 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ G, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ Op′(L) ≤ G ≤ L, ãäå L � îäíà èç ïîëíûõ êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï:
GUn(q), Sp2n(q), GOε

n(q), ãäå ε = ± åñëè n ÷¼òíî è îòñóòñòâóåò, åñëè n íå÷¼òíî. À èìåííî,
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü q = pα, ãäå p ïðîñòîå, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = Spn(q), èëè
SOε

n(q) ≤ G ≤ GOε
n(q), ãäå q íå÷¼òíî èëè SUn(q) ≤ G ≤ GUn(q). Åñëè â G ñóùåñòâóåò êàð-

òåðîâà ïîäãðóïïà K, òî ëèáî K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû
G, ëèáî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(a) G ∈ {Sp2(3), SL2(3), 2.SU2(3)} è K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïû
ãðóïïû G;

(á) G = GU3(2) èìååò ïîðÿäîê 23 · 34, è K èìååò ïîðÿäîê 2 · 32.

Áîëåå òîãî, êîãäà G � îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà, K ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, çà èñêëþ÷åíèåì, âîç-
ìîæíî, ñëó÷àÿ, êîãäà G = SOε

2(q).

Íà ïðîòÿæåíèè äàííîé ãëàâû ÷åðåç GLn(q) (ñîîòâåòñòâåííî, SLn(q), Spn(q), GOε
n(q),

SOε
n(q), GUn(q), SUn(q)) áóäåì îáîçíà÷àòü îáùóþ ëèíåéíóþ (ñîîòâ. ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ,

ñèìïëåêòè÷åñêóþ, îáùóþ îðòîãîíàëüíóþ è ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ, è îáùóþ è ñïå-
öèàëüíóþ óíèòàðíûå) ãðóïïû íàä ïîëåì GF (q), ïðè÷¼ì â îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå è ÷¼òíîé
ðàçìåðíîñòè ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±, à â íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè ìû ε íå ïèøåì.

Õîòÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ
ëþáîé ãðóïïû G, òàêîé ÷òî SLn(q) ≤ G ≤ GLn(q), ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü ýòè
ãðóïïû, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçáîðà äîïîëíèòåëüíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ. Äëÿ ýòèõ ãðóïï
êàðòåðîâû ïîäãðóïïû îïèñàíû â [2] è [23], è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò.

�2 Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü GF (q) � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p è ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ GF (q).
Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A = (αij) ∈ Matn(q) îáîçíà÷èì ÷åðåç Aϕ ìàòðèöó (αϕij) è ÷åðåç At

òðàíñïîíèðîâàííóþ ê A ìàòðèöó. Íàïîìíèì, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà J íàçûâàåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíîé åñëè îíà ëèáî ñèììåòðè÷åñêàÿ, ëèáî êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, ëèáî ýðìèòîâà. Áîëåå
òî÷íî, ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî J t = J , ëèáî J = A−At äëÿ íåêîòîðîé A,
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ëèáî J t = Jϕ, ãäå τ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ GF (q) ïîðÿäêà 2. Ïóñòü G � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ
ãðóïï, óïîìÿíóòûõ â òåîðåìå 4.1.1. Õîðîøî èçâåñòíî (íàïðèìåð, ñì. [21]), ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ïîðÿäêà 6 2 è òàêàÿ ðåôëåêñèâíàÿ ìàòðèöà J , ÷òî, äëÿ ïîäõîäÿùåãî
d ∈ N:

G = {X ∈ Matn(q) | XJXϕt = J, det(X)d = 1} = Gd
n(q, J, ϕ).

Äî êîíöà äàííîé ãëàâû, äëÿ êðàòêîñòè, ìû ÷àñòî îáîçíà÷àåì Gd
n(q, J, ϕ) ÷åðåç Gd

n(q) èëè
ïðîñòî ÷åðåç G. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî G ðàçðåøèìà (â ÷àñòíîñòè, èìååò åäèíñòâåííûé
êëàññ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï) â òî÷íîñòè êîãäà îíà ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:
GO1(q) = C2, GU1(q) = C√

q+1, GOε
2(q) = D2(q±1), GO3(3), GO+

4 (3), GU2(2), GU2(3) è GU3(2).
Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû G ãðóïïû GLn(q) ÷åðåç GF (q)G îáîçíà÷åíà ïîäàëãåáðà àëãåáðû

Matn(q), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç G ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
GF (q). Äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ n = n1+· · ·+nk, ïðÿìóþ ñóììó àëãåáð Matn1(q)⊕· · ·⊕Matnk

(q)
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ñ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Matn(q), à èìåííî ñ:

{blockdiag(A1, . . . , Ak) | Ai ∈ Matni
(q), i 6 k} .

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q, J, τ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

n = n1 + · · · + nk, GF (q)K ≤ Matn1(q) ⊕ · · · ⊕ Matnk
(q) è J = blockdiag(J1, . . . , Jk), ãäå

Ji ∈ Matni
(q). Äëÿ êàæäîãî i ≤ k, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ki ïðîåêöèþ ãðóïïû K â Matni

(q) è
ïîëîæèì di = |{det(x) | x ∈ Gi}|. Òîãäà:

(à) åñëè ni = n`, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ji = J`, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî,
ñëó÷àÿ, êîãäà Gd

n(q, J, τ) îðòîãîíàëüíà;

(á) Ki � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Gdi
ni

(q, Ji, τ);

(â) ïóñòü k > 1, ïðåäïîëîæèì, ÷òî K1 � íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé p1-ïîäãðóïïû P1 ãðóï-
ïû Kd1

n1
(q) (äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p1) è ÷òî ëèáî K2 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì

ñèëîâñêîé p2-ïîäãðóïïû P2 ãðóïïû Kd2
n2

(q) (p2 ïðîñòîå) ëèáî, ÷òî K
q−1
n2

(q) ðàçðåøèìà.
Òîãäà d1 = d2 = 2 â îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå è d1 = d2 = q + 1 â óíèòàðíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó Gdi
ni

(q, Ji, τ) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé, óíèòàðíîé èëè îðòîãîíàëüíîé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàêîé òèï èìååò ãðóïïà Gd

n(q, J, τ).
(á) Î÷åâèäíî, êàæäàÿ Ki ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gdi

ni
(q). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó K

íèëüïîòåíòíà è ñàìîíîðìàëèçóåìà, ìû ïîëó÷àåì:

K = (K1 × · · · ×Kk) ∩Gd
n(q).

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî Ki ñàìîíîðìàëèçóåìà â Gdi
ni

(q). Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé
i = 1 è ïîëîæèì h1 ∈ N

G
d1
n1

(K1). Ïî îïðåäåëåíèþ d1, äàííîìó â ôîðìóëèðîâêå, ñóùåñòâóåò

òàêîé x1 ∈ K1, ÷òî det(x1) = det(h1). Ïóñòü y ∈ K2 × · · · ×Kk òàêîâ, ÷òî

g =

(
x1 0
0 y

)
∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

h =

(
h1 0
0 y

)
èìååò òîò æå îïðåäåëèòåëü, ÷òî è ìàòðèöà g. Òàêèì îáðàçîì, h ∈ Gd

n(q), ïîñêîëüêó îí ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê J . Î÷åâèäíî, h íîðìàëèçóåò K1× · · · ×Kk, ñëåäîâàòåëüíî,
íîðìàëèçóåò K. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h ∈ K, è ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî h1 ∈ K1.



�2. ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ 35

(â)Gd1
n1

(q)� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûGq−1
n1

(q). Çíà÷èò, ìû èìååì P1 = P̂1∩Gd1
n1

(q), ãäå

P̂1 ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p1-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gq−1
n1

(q). Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå det ïåðå-
âîäèò íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé p1-ãðóïïû Gq−1

n1
(q) íà íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé p1-ïîäãðóïïû

â å¼ îáðàçå GF (q)∗. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé x1 ∈ NGq−1
n1

(q)(P̂1), ÷òî | det(x1)| ðàâåí 2 â

îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå è q+1 â óíèòàðíîì ñëó÷àå. Èç P1 = P̂1∩Gd1
n1

(q), ñëåäóåò, ÷òî P x1
1 = P1,

çíà÷èò, (N
G

d1
n1

(q)
(P1))

x1 = N
G

d1
n1

(q)
(P1) ò. å. K

x1
1 = K1. Åñëè K2 � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû P2,

òå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé x2 ∈ Gq−1
n2

(q), ÷òî det(x1) = det(x2)
è Kx2

2 = K2. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà blockdiag
(
x1, x

−1
2 , In−n1−n2

)
ëåæèò â G1

n(q) ≤ Gd
n(q) è

íîðìàëèçóåò K. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x1 ∈ K1, x2 ∈ K2, è íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî â ýòîì
ñëó÷àå. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gq−1

n2
(q) ðàçðåøèìà è ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

d2 < | det(x1)|. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå det ïåðåâîäèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó ãðóïïû Gq−1
n2

(q)
íà êàðòåðîâó ïîäãðóïïó îáðàçà (ëåììà 2.4.1), K2 íå ìîæåò áûòü êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Gq−1

n2
(q). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé y2 â Gq−1

n2
(q) \ K2, ÷òî K

y2
2 = K2. Î÷å-

âèäíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü y1 ýëåìåíòà x1, ÷òî det(y1) = det(y2). Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó
blockdiag

(
y1, y

−1
2 , In−n1−n2

)
, êàê è âûøå, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî y2 ∈ K2, ïðîòèâîðå÷èå. Ìû

çàêëþ÷àåì, ÷òî d2 = | det(x1)| è îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî d1 = | det(x1)|.

Ëåììà 4.2.2. Ïóñòü n = 2m è

J =

(
0 Im

±Im 0

)
.

Òîãäà ãðóïïà

L = Gd
n(q, J, ϕ) ∩

{(
X 0
0 Y

)
| X, Y ∈ GLm(q)

}
íå ñîäåðæèò êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Gd

n(q, J, ϕ), çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà Gd
n(q) =

SO+
2 (q). Â ýòîì ñëó÷àå L = Gd

n(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

L =

{(
X 0
0 (Xϕt)−1

)
| X ∈ G

}
,

ãäå G = GLm(q) åñëè Gd
n(q) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè îðòîãîíàëüíîé, â òî âðåìÿ êàê

SLm(q) ≤ G ≤ GLm(q) åñëè Gd
n(q) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K � êàðòåðîâà

ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q), ñîäåðæàùàÿñÿ â L ' G. Òîãäà ïî [23], K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì

ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû L, çàìåòèì, ÷òî åñëè p = 3 è Gd
n(q) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé,

òî q > 9.

Åñëè m íå÷¼òíî, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Gd
n(q) 6= SO+

n (q). (Â îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå
èíäåêñ Âèòòà äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíûì èç-çà âèäà ìàòðèöû J .) Êîãäà m íå÷¼òíî è Gd

n(q)
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, ïîëîæèì

h =

(
0 D

(Dτ )−1 0

)
,

ãäå D = diag(1, . . . 1, α), ïðè÷¼ì α ∈ GF (q) òàêîâ, ÷òî α1−q = −1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëîæèì h = J . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ h ∈ Gd

n(q) è íîðìàëèçóåò L. Ñëåäîâàòåëüíî, Kh = Kx äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈ L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî hx−1 ∈ K, çíà÷èò, h ∈ L, ïðîòèâîðå÷èå.
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Íàêîíåö ïðåäïîëîæèì, ÷òî m íå÷¼òíî è Gd
n(q) = SO+

n (q). Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè N îáîçíà-
÷àåò íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GLm−1(q), ïî [16, òåîðåìà 1] ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

G = N ×GF (q)∗ =
{
blockdiag

(
Y, η, (Y t)−1, η−1

)
| Y ∈ N, η ∈ GF (q)∗

}
.

ßñíî òàêæå, ÷òî N t åñòü íîðìàëèçàòîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GLm−1(q). Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà U ∈ GLm−1(q), ÷òî N

U = N t. Â ýòîì ñëó÷àå áåð¼ì

h =


0 0 U 0
0 1 0 0

(U t)−1 0 0 0
0 0 0 1

 .

Òîãäà h ∈ Gd
n(q) è íîðìàëèçóåò K, ïðîòèâîðå÷èå ïðè m > 1.

Åñëè T � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî GF (q)T � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Matn(q),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, GF (q)T ìîæíî çàïèñàòü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì â âèäå A1 ⊕ · · · ⊕ Ak, ãäå k > 1 è êàæäîå ñëàãàåìîå Ai ÿâëÿåòñÿ íåðàç-
ëîæèìûì äâóñòîðîííèì èäåàëîì àëãåáðû GF (q)T . Çàïèøåì In =

∑k
i=1 ei, òîãäà ëþáîé ei

ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé Ai = eiA = Aei, è eiej = 0 åñëè i 6= j. Ýëåìåíòû ei-ûå áóäåò íàçû-
âàòüñÿ ìèíèìàëüíûìè öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè àëãåáðû A. Ïîñêîëüêó îíè ïîïàðíî
êîììóòèðóþò, îíè îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó
îíè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â Matn(q) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
e1 = diag(In1 , 0n−n1), . . . , ek = diag(0n−nk

, Ink
), ïðè÷¼ì n1 + · · · + nk = n.

Ëåììà 4.2.3. Ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q, J, ϕ) è ïóñòü T � ïðîèçâîëü-

íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû K, òàêàÿ ÷òî K ≤ TCK(T ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî GF (q)T ðàçëîæèìà
è ïóñòü E = {e1, . . . , ek} � ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû
GF (q)T , ðàíãîâ n1, . . . , nk ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

(à) GF (q)K ðàçëîæèìà è GF (q)K ≤ Matn1(q)⊕ · · · ⊕Matnk
(q);

(á) îòîáðàæåíèå σ, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì X 7→ JXϕtJ−1, ïåðåñòàâëÿåò ìíîæåñòâî E
äåéñòâóÿ êàê (e1, e2) · · · (e2h−1, e2h), äëÿ íåêîòîðîãî h > 0, è îñòàâëÿÿ íåïîäâèæíûìè
e2h+1, · · · , ek;

(â) ïîëàãàÿ mi = n2i−1 + n2i äëÿ i 6 h è mi = ni äëÿ i > 2h, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

J = blockdiag(J1, · · · , Jh, J2h+1, · · · , Jk) ãäå Ji ∈ Matmi
(q);

(ã) ñëó÷àé h > 1 ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî åñëè Gd
n(q, J, ϕ) îðòîãîíàëüíà. Áîëåå òîãî,

â ýòîì ñëó÷àå, Matmi
(q) = Mat2(q) è ïðîåêöèÿ Ki ãðóïïû K ñîâïàäàåò ñ SO+

2 (q), äëÿ
âñåõ i 6 h.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Èç GF (q)T ≤ GF (q)K ñëåäóåò, ÷òî èäåìïîòåíòû ei ëåæàò â GF (q)K è,
èç ïðåäïîëîæåíèÿ K ≤ TCK(T ), ñëåäóåò, ÷òî èäåìïîòåíòû ei öåíòðàëüíû â GF (q)G. Òàêèì
îáðàçîì,

GF (q)K =
k⊕
i=1

ei(GF (q)K)ei ≤ Matn1(q)⊕ · · · ⊕Matnk
(q). (4.1)
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Â ÷àñòíîñòè (4.1) äà¼ò ðàçëîæåíèå àëãåáðû GF (q)K â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóñòîðîííèõ
èäåàëîâ ei(GF (q)K)ei, i 6 k. Çíà÷èò, GF (q)K ðàçëîæèìà.

(á) Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïûGd
n(q), ëþáîéX ∈ T óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ σ(X) = X−1,

çíà÷èò, σ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé àëãåáðó GF (q)T . Èç åäèíñòâåííîñòè öåíòðàëüíûõ èäåìïî-
òåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî σ ôèêñèðóåò òàêæå ìíîæåñòâî E, èíäóöèðóÿ ïîäñòàíîâêó ïîðÿäêà 6 2.

(â) Äëÿ i 6 h, σ ïåðåñòàâëÿåò e2i−1 ñ e2i. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî J ïåðåñòàâëÿåò
ñîïðÿæåíèåì e2i−1 ñ e2i. Äëÿ i > 2h, σ ôèêñèðóåò ei. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî J öåíòðà-
ëèçóåò ei.

(ã) Äëÿ ðàçëîæåíèÿ n = m1 + · · ·+mh+m2h+1 + · · ·+mk, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû
4.2.1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî i 6 h ïðîåêöèÿ Ki ãðóïïû K â Matmi

(q) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gdi

mi
(q, Jmi

, ϕ), äëÿ íåêîòîðîãî di. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïóíêòó (à), Ki

ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà (
X 0
0 Y

)
.

Ïî ëåììå 4.2.2 ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ëèøü åñëè mi = 2 è Ki = SO+
2 (q).

Ëåììà 4.2.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

(1) Ïóñòü P 6= {e} � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî NGd

n(q)(P )
íèëüïîòåíòåí. Òîãäà q = 2 è Gd

n(q) íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, èëè q = 2 è Gd
n(q) ∈

{SU2(2), GU2(2), SU3(2)}, èëè q = 3 è Gd
n(q) ∈ {Sp2(3), SU2(3), 2.SU2(3)}.

(2) Ïóñòü R � íåàáåëåâà ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q), ãäå r íå÷¼òíî è p 6= r. Òîãäà

NGd
n(q)(R) íèëüïîòåíòíà òîëüêî êîãäà n = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Çàìåòèì, ÷òî P ≤ G′, ãäå G′ îáîçíà÷àåò êîììóòàíò ãðóïïû G =
Gq−1
n (q). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî NG′(P ) íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé â ñëó-

÷àÿõ, íåóêàçàííûõ â óòâåðæäåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýòî äëÿ ïðîåêòèâ-
íîãî îáðàçà PG′ ãðóïïû G′. Êîãäà PG′ � ãðóïïà ëèåâà òèïà ðàíãà ` = `(n), èçâåñòíî, ÷òî
P íîðìàëèçóåòñÿ äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïîé D. Ïîñêîëüêó CD(P ) ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå PG′,
êîòîðûé òðèâèàëåí, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî D íåòðèâèàëüíà â ñëó÷àÿõ, íåóêàçàííûõ â
óòâåðæäåíèè. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì èíôîðìàöèþ, ñîáðàííóþ â ñëåäóþùåé òàáëèöå, ãäå
ηj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èçîìåòðèè τ , èíäóöèðîâàííîé ñèììåòðèåé äèàãðàììû Äûíêèíà.

PG′ A` B` èëè C` D`
2A`

2D`

d (`+ 1, q − 1) (2, q − 1) (4, q` − 1) (`+ 1, q + 1) (4, q` + 1)

|D| 1
d
(q − 1)` 1

d
(q − 1)` 1

d
(q − 1)` 1

d

∏̀
j=1

(q − ηj)
1
d

∏̀
j=1

(q − ηj)

Åñëè PG′ èìååò òèï D`, ìû ïðåäïîëàãàåì ` > 4. Â íåñêðó÷åííîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî D òðèâèàëüíà òîëüêî åñëè q = 2 èëè ` = 1 è q = 2, 3. Â
ñêðó÷åííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ` > 2, ïîñêîëüêó SL2(q) ' SU2(q). Â ÷àñòíî-
ñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü η1 = −1. Âíîâü èñïîëüçóåì ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ, ÷òîáû
ïîëó÷èòü |D| > 1.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî SL2(q) ' Sp2(q) ' SU2(q), ãðóïïû G, êîòîðûå îñòàëèñü ïîñëå ïðåäûäóùå-
ãî àíàëèçà � â òî÷íîñòè îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû ðàçìåðíîñòè 6 6 (ñì., íàïðèìåð, [33, ïðåä-
ëîæåíèå 2.9.1]). Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû SO3(q) ' PGL2(q), PΩ−

4 (q) ' PSL2(q
2), PΩ+

4 (q) '
PSL2(q)×PSL2(q), Ω5(q) ' PSp4(q), PΩ+

6 (q) ' PSL4(q), PΩ−
6 (q) ' PSU4(q), ëåãêî óáåäèòüñÿ,

÷òî ìû íå ïîëó÷àåì èñêëþ÷åíèé ê íàøåìó óòâåðæäåíèþ (÷óòü áîëåå àêêóðàòíàÿ ïðîâåðêà
òðåáóåòñÿ, êîãäà G ≤ GO+

4 (3)).
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(2) Íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [34, òåîðåìà 3.3], åñëè G ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè
îðòîãîíàëüíîé íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â [34, òåîðåìà 3.4] ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè R ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé r-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òî ñóùåñòâóåò r′-ýëåìåíò èç êîììóòàíòà
G′, íîðìàëèçóþùèé R, íî íåöåíòðàëèçóþùèé R ∩G′.

Ëåììà 4.2.5. Ïóñòü Gd
n(q) è K � ìèíèìàëüíûå êîíòðïðèìåðû ê òåîðåìå 4.1.1, ñ ìèíè-

ìàëüíûì n. Òîãäà GF (q)K íåðàçëîæèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî GF (q)K ðàçëîæèìà è ïóñòü {e1, . . . , ek} �
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû GF (q)K, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàíãîâ n1, . . . , nk. Ïóñòü h > 0 � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëüíûõ îðáèò ïîäñòàíîâêè
σ íà E. Ïî ëåììå 4.2.3, è â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ ìû èìååì

GF (q)K ≤ Mat2(q)⊕ · · · ⊕Mat2(q)︸ ︷︷ ︸
h>0 ðàç

⊕Matm2h+1
(q) · · · ⊕Matmk

(q).

Êàê è ðàíüøå äëÿ êàæäîãî i, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ki ïðîåêöèþ ãðóïïû K â Matmi
(q). Ïî ëåììå

4.2.1 êàæäàÿ Ki ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gdi
mi

(q, Ji, id), ãäå di = |{det(x) | x ∈
Ki}|. Â âèäó òåîðåìû 3.3.5 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Gd

n(q) íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gd

n(q) îðòîãîíàëüíà. Åñëè ïðèâåä¼ííîå âûøå ðàçëîæåíèå èìååò
ëèøü îäíî ñëàãàåìîå, òî h = 1 è n = 2, ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ k > 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Gd
n(q) = SO+

2 (q) è ýòîò ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê òåîðåìå 4.1.1. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî. Ïî èíäóêöèè, êàæäàÿ Ki ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñè-
ëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Pi ãðóïïû Gdi

mi
(q), è ïî ëåììå 4.2.1(â), ãðóïïà Gdi

mi
(q) äîëæíà ñîâïàäàòü

ñ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé GOεi
mi

(q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h = 0 è êàæäàÿ Ki ÿâëÿåòñÿ
2-ãðóïïîé. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñàìà ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé è âíîâü Gd

n(q) è K íå
ÿâëÿþòñÿ êîíòðïðèìåðàìè ê òåîðåìå 4.1.1.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gd
n(q) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå h = 0. Ïîêàæåì, ÷òî

ìèíèìàëüíûå öåíòðàëüíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû GF (q)K èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ðàíãè.
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî e1 è e2 èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã n1 = n2. Êàê çàìå÷åíî â ëåììå
4.2.1, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî J1 = J2. Ïî èíäóêöèè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ
i = 1, 2, ïîäãðóïïà Ki ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé pi-ïîäãðóïïû ãðóïïû Gdi

ni
(q), çà

èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ñëó÷àÿ êîãäà n1 = 3 è q = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî ëåììå 4.2.1(â), ìû
èìååì d1 = d2 = q+1, çíà÷èò,K1 = K2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååìK1 = K2, çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àÿ, êîãäà 1 = d1 < d2 = 3. Â ýòîì ñëó÷àå K1 äîëæíà áûòü íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé 2-
ïîäãðóïïû ãðóïïû SU3(2). Çàìå÷àÿ, ÷òî GU3(2) ðàçðåøèìà, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 4.2.1(â)
è ïîëó÷èòü d1 = d2 = 3, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
K1 = K2. Äàëåå ðàññìîòðèì ìàòðèöó

x =

 0 (−In1)
n1 0

In1 0 0
0 0 In−2n1

 .

Î÷åâèäíî, x ∈ G1
n(q) ≤ Gd

n(q), è íîðìàëèçóåò K. Çíà÷èò x ∈ K, ÷òî íåâîçìîæíî.
Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî q íå÷¼òíî, è ÷òî K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé 2-ïîä-

ãðóïïû ãðóïïû Gd
n(q), ÷òî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4.1.1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q ÷¼òíî. Çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî èíäåêñà i, ÷òî Gdi
ni

(q) =
GU3(2). Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àë-
ãåáðà GF (q)Ki áûëà áû ðàçëîæèìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè, Ki ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Pi ãðóïïû Gdi

ni
(q). Â ÷àñòíîñòè, ïî ëåììå 4.2.1(â), di = q + 1,
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äëÿ âñåõ i. Äàëåå çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ òàê, ÷òîáû n1 < n2 < · · · < nk. Åñëè Pk = 1, òî
Gdk
nk

(q) = Kk äîëæíà áûòü íèëüïîòåíòíîé. Íî ýòî äà¼ò nk = 1, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè P 6= 1,
ïî ëåììå 4.2.4, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü GUnk

(q) = GU2(2), çíà÷èò, Gd
n(q) ≤ GU3(2), ÷òî íå

ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4.1.1.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü íå÷¼òíîå q. Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè Ki ÿâëÿåòñÿ íîðìàëè-

çàòîðîì ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Pi ãðóïïû GUni
(q), äëÿ âñåõ i. Ââèäó ñòðîåíèÿ íîðìàëè-

çàòîðîâ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â ãðóïïàõ GUni
(q), ïîëó÷åííîãî â [16], ãðóïïîâàÿ àëãåáðà

GF (q)Ki íåðàçëîæèìà òîëüêî åñëè ni � ñòåïåíü äâîéêè. Íî òîãäà, ïî òîé æå ñàìîé ðàáîòå,

P̂ = P1×· · ·×Pk ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû GUn(q). Òàêèì îáðàçîì, P ÿâëÿåò-

ñÿ ïîäãðóïïîé íîðìàëèçàòîðà N ïîäãðóïïû P̂ â Gd
n(q). Ïîëàãàÿ P = P̂ ∩Gd

n(q) ìû ïîëó÷àåì,
÷òî P åñòü ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd

n(q) è K ≤ NGd
n(q)(P ). Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó P

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû P̂ , öåíòð ãðóïïû P ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû
P̂ , êîòîðûé èìååò âèä Z1×· · ·×Zk, ãäå êàæäàÿ èç Zi öèêëè÷åñêàÿ. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ðàíãè n2, . . . , nk èäåìïîòåíòîâ e2, . . . , ek áîëüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâîëþöèè U2, . . . , Uk êîòî-
ðûå ïåðåâîäÿò ñîîòâåòñòâåííî e2, . . . , ek â èõ ïðîòèâîïîëîæíûå è îñòàâëÿþò íåïîäâèæíûìè
îñòàëüíûå, èìåþò îïðåäåëèòåëü 1. Áîëåå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè èíâîëþöèÿìè
â öåíòðå ãðóïïû P̂ , ÷üè ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −1 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòè n2 < · · · < nk. Äàëåå
ïóñòü x ∈ NGd

n(q)(P ). Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî x öåíòðàëèçóåò êàæäóþ èí-
âîëþöèþ U2, . . . , Uk. Îòñþäà ñëåäóåò x ∈ Matn1(q)⊕ · · · ⊕Matnk

(q), çíà÷èò, x = x1 · · ·xk, ãäå
xi ∈ GUni

(q). Âíîâü, ïîñêîëüêó P ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû P̂ , êàæäûé

xi äîëæåí íîðìàëèçîâàòü ïðîåêöèþ Pi ãðóïïû P̂ . Òàêèì îáðàçîì, xi ∈ Ki äëÿ âñåõ i, ò. å.
x ∈ K. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî K = NGd

n(q)(P ), ãäå P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q).

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìû ôîðìóëèðóåì â òåõ îáîçíà÷åíèÿõ, â êîòîðûõ îíà áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.1. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå σ : Matm(qh) →
Matm(qh) íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîðôèçìîì ïîðÿäêà 2. Äëÿ èí-
âîëþöèè σ îáðàç ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî σ óäîáíåå çàïèñûâàòü êàê σ(x), ÷åì ìû è áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ.

Ëåììà 4.2.6. Ïóñòü σ � èíâîëþöèÿ àëãåáðû Matm(qh) è ïîëîæèì

GUσ
m(qh) = {X ∈ Matm(qh)| X σ(X) = Im}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ1 ïîëÿ GF (qh), ïîðÿäêà 6 2, è ðåôëåêñèâíàÿ ìàòðèöà
J1 ∈ Matm(qh) òàêèå, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì X 7→ J1X

ϕ1 t J−1
1 . Áîëåå òîãî:

(à) GUσ
m(qh) = Gqh−1

m (qh, J1, ϕ1) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï
èëè

(á) q ÷¼òíî, ϕ1 = id, J1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, à íå êîñîñèììåòðè÷åñêîé è âûïîëíåíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) m = 2`+ 1 è GUσ
m(q) ' Sp2`(q);

(2) m = 2` + 2 è GUσ
m(q) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïë¼ííûì ðàñøèðåíèåì N · Sp2`(q), ãäå N

ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé (ìû ïîëàãàåì Sp0(q) = {e}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåíòð Z àëãåáðû Matm(qh) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî σ. Ñëåäîâàòåëüíî,
σ äåéñòâóåò íà Z êàê àâòîìîðôèçì ϕ1 ïîðÿäêà 6 2. Îòîæäåñòâèì Z ñ GF (qh) è ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå Matm(qh) → Matm(qh), îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì:

X 7→ σ(Xϕ1 t).
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Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Z-àëãåáðû. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Í¼òåð-Ñêîëå-
ìà (ñì. [36, 12.6]), ñóùåñòâóåò òàêàÿ J1 ∈ GLm(qh), ÷òî σ(Xϕ1 t) = J1XJ

−1
1 , äëÿ âñåõ X ∈

Matm(qh). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ(X) = J1X
ϕ1 tJ−1

1 . Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî J1 ðåôëåêñèâíà.

Èç X = σ2(X) = J1J
ϕ1

1
t−1
XJϕ1

1
tJ−1

1 , ìû ïîëó÷àåì Jϕ1

1
t = γJ1, ïðè÷¼ì γ ∈ GF (qh). Ïðèìå-

íÿÿ ϕ1t ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó, äåëàåì âûâîä, ÷òî γϕ1+1 = 1. Åñëè ϕ1 = id, òî γ = ±1 è ëèáî
J1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, ëèáî q íå÷¼òíî è J1 ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé. Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì ϕ1 6= id. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé µ ∈ GF (qh), ÷òî γ = µ

µϕ1
. Â ýòîì ñëó÷àå ìû

çàìåíÿåì J1 íà µJ1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, ÷òî çàâåðøàåò ðàññóæäåíèå.
(à) Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [21]). Åñëè ϕ1 = id, J1

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è q íå÷¼òíî, òî GUσ
m(qh) = GOm(qh). Åñëè ϕ1 = id è J1 ÿâëÿåòñÿ

êîñîñèììåòðè÷åñêîé, òî GUσ
m(qh) = Spm(qh). Åñëè ϕ1 6= id è J t1 ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, òî

GUσ
m(qh) = GUm(qh).
(á) Äàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [24].

Ëåììà 4.2.7. Ïóñòü T � òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Gd
n(q), ÷òî C = GF (q)T ÿâëÿåòñÿ

ïîäïîëåì àëãåáðû Matn(q) ïîðÿäêà q
n. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò ψ ∈ Gal(GF (qn) : GF (q)) ðåàëè-

çóåòñÿ êàê ñîïðÿæåíèå íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç NG1
n(q)(C

∗), êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà Gq−1
n (q) =

GO−
n (q), ïðè q íå÷¼òíîì. Â ýòîì ñëó÷àå n ÷¼òíî è òî æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþ-

áîãî àâòîìîðôèçìà ψ, êîòîðûé ëåæèò â ïîäãðóïïå èíäåêñà 2 ãðóïïû Gal(GF (qn) : GF (q)).
Â ÷àñòíîñòè, NGd

n(q)(T ) > T êàê òîëüêî n > 1 è Gd
n(q) 6= SO−

2 (q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà NGLn(q)(C
∗) èíäóöèðóåò íà C ñîïðÿæåíèåì

âñþ ãðóïïó Gal(GF (qn) : G(Fq)) (ñì., íàïðèìåð, [32]). Åñëè G
d
n(q) = Gd

n(q, J, ϕ), îáîçíà÷èì
÷åðåç σ îòîáðàæåíèå X 7→ JXϕtJ−1. Èç σ(T ) = T ñëåäóåò, ÷òî σ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì
C, èíäóöèðóÿ àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 6 2. Åñëè σ|C èìååò ïîðÿäîê 1, òî îòíîøåíèå X2 =
σ(X)X = 1 äëÿ âñåõ X ∈ T âëå÷¼ò |T | 6 2. Çíà÷èò, GF (q)T = GF (q), ÷òî äà¼ò n = 1 è íàøå
óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî. Çíà÷èò, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî σ|C èìååò ïîðÿäîê 2, òàê ÷òî
|C : Cσ| = 2. Áîëåå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ σ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî GF (q)In ≤ Cσ,
êîãäà ϕ = id, è GF (q)In ∩ Cσ = GF (q)In, êîãäà ϕ 6= id. Ïîñêîëüêó Gal(GF (qn) : GF (q))
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ýòè óòâåðæäåíèÿ âëåêóò, ÷òî n ÷¼òíî, êîãäà ϕ = id, â òî âðåìÿ êàê n
íå÷¼òíî, åñëè ϕ 6= id. Â [24] ïîêàçàíî, ÷òî

NGLn(q)(C
∗) = C∗NGq−1

n (q)(C
∗). (4.2)

Î÷åâèäíî, ýòî ðàâåíñòâî ñðàçó äà¼ò óòâåðæäåíèå ëåììû â ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëó÷àå, ïîñêîëü-
êó âñå ýëåìåíòû èìåþò îïðåäåëèòåëü 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gq2−1

n (q) = GUn(q). Òîãäà n íå÷¼ò-
íî, çíà÷èò,

s = (1 + q , 1 + q + · · ·+ qn−1) = 1. (4.3)

Äàëåå ïóñòü C∗ = 〈c〉. Èç σ(c) = cq
n
ìû äåëàåì âûâîä:

cq
n−1 σ(cq

n−1) = cq
n−1 (cq

n−1)
qn

= In.

Ýòî âëå÷¼ò cq
n−1 ∈ GUn(q). Ïîñêîëüêó det(c) èìååò ïîðÿäîê q2 − 1, det(cq

n−1) èìååò ïîðÿäîê
q + 1 â âèäó ðàâåíñòâà (4.3). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî C∗ ∩ GUn(q) ñîäåðæèò ìàòðèöû âñåõ âîç-
ìîæíûõ îïðåäåëèòåëåé ýëåìåíòîâ èç GUn(q) è ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå èç ðàâåíñòâà (4.2).
Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gq−1

n (q) = GOε
n(q) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ:

N ∩Gq−1
n (q) = NGOε

n(q)(C
∗) → {±1}.

Ïîñêîëüêó ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò èíäåêñ íå áîëåå 2, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåí-
ñòâà (4.2).
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Ëåììà 4.2.8. Ïóñòü K = R × Or′(K) � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, ãäå r
ïðîñòîå è R � ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïû K. Åñëè CG(R) íèëüïîòåíòåí, òî K = NG(R).
Â ÷àñòíîñòè, R � ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, Z(R)×Or′(K) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû CG(R).
Çíà÷èò, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà íèëüïîòåíòíà, ìû èìååì Z(R)×Or′(K) = CG(R). Çàìå÷àÿ,
÷òî NG(R) íîðìàëèçóåò CG(R), ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëèçóåò Or′(CG(R)) = Or′(K), ìû äåëàåì
âûâîä, ÷òî NG(R) íîðìàëèçóåò K.

�3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 4.1.1.
Ïóñòü G = Gd

n(q) è K � ìèíèìàëüíûå êîíòðïðèìåðû ê íàøåé òåîðåìå ñ ìèíèìàëüíûì n.
Î÷åâèäíî, n > 1 è K íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî GF (q)K
íåðàçëîæèìà, ïî ëåììå 4.2.5, è Gd

n(q) 6' Spn(q) ââèäó [24].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû K, òàêàÿ ÷òî K = TCK(T ). Èç

ëåììû 4.2.3 ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà GF (q)T íåðàçëîæèìà. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
ïîðÿäîê ïîäãðóïïû T íå äåëèòñÿ íà p, òî GF (q)T ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé. Ïî õîðîøî
èçâåñòíîé òåîðåìå Âåääåðáåíà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ n = mht, ÷òî (ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåíèÿ):

GF (q)T = Matm(qh)⊗ It, CMatn(q)(GF (q)T ) = Im ⊗Matt(q
h). (4.4)

Ïóñòü σ îáîçíà÷àåò èíâîëþöèþ àëãåáðû Matn(q), îïðåäåë¼ííóþ ïðàâèëîì

X 7→ JXϕtJ−1.

Óñëîâèå σ(X) = X−1 äëÿ âñåõ X ∈ T âëå÷¼ò σ(GF (q)T ) = GF (q)T . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
σ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì òàêæå CMatn(q)(GF (q)T ), èíäóöèðóÿ (àíòè)èçîìîðôèçì ïîðÿäêà
6 2. Ìû ïîëîæèì

Lm = Gd
n(q) ∩GF (q)T, Lt = Gd

n(q) ∩ CMatn(q)(GF (q)T ). (4.5)

Åñëè σ|GF (q)T = id, òî Lm ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïî ëåììå 4.2.6 ëèáî (1) Lm ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, èëè
(2) q ÷¼òíî è Lm = 2a · Spm−s(q

h), ïðè÷¼ì a > 0, s ∈ {1, 2}. Â ýòîì ñëó÷àå öåíòð ãðóïïû
Lm ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Áîëåå òîãî, êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Lm ìîæåò áûòü ëèøü 2-
ãðóïïîé, ââèäó [24]. Î÷åâèäíî, òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ê Lt. Çàìåòèì, ÷òî
ïî ëåììå 4.2.4, ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîíîðìàëèçóåìîé,
òàêèì îáðàçîì, Op′(K) 6= {e}.

Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Op′(K) àáåëåâà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì T = Op′(K).
Çíà÷èò, m = 1, GF (q)T = GF (qh)⊗ It ñîäåðæèòñÿ â C = CMatn(q)(GF (q)T ), è K ≤ CGd

n(q)(T ).
Ïîýòîìó K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Lt. Â ÷àñòíîñòè, σC 6= id è Lt íå èìååò
òèï (2), ïîñêîëüêó K íå ìîæåò áûòü 2-ãðóïïîé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé t = 1, h =
n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî GF (q)T = CMatn(q)(GF (q)T ) = GF (qn) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì àëãåáðû
Matn(q) è K = T ≤ GF (qn)∗. Ïî ëåììå 4.2.7 ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå T < NKd

n(q)(T ), çà
èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà Gd

n(q) = SO−
2 (q), íî ýòà ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê

òåîðåìå 4.1.1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé t > 1. Ïîñêîëüêó T ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé íàä ïîëåì GF (qh),

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû Lt, ãðóïïû òèïà (1). Ñëåäîâàòåëüíî,
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ëèáî P = {e}, K = T = Lt, ëèáî K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì íåòðèâèàëüíîé ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû Lt. Ïåðâûé âàðèàíò íåâîçìîæåí, òàê êàê îí âëå÷¼ò, ÷òî Lt äîëæíà
áûòü ñêàëÿðíîé ñ t > 1, è ýòî ìîæåò âûïîëíèòüñÿ ëèøü åñëè Lt ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé 2-
ãðóïïîé. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî K = NLt(P ). Ïî ëåììå 4.2.4, ìû èìååì, ÷òî qh ∈ {2, 3}.
Â ÷àñòíîñòè, h = 1. Òàêèì îáðàçîì T ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé íàä GF (q) è K = P × T ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû ãðóïïû Gd

n(q). Ïî ëåììå 4.2.4 èìååì, ÷òî p = 2 èëè
Gd
n(q) ∈ {Sp2(3), SU2(3), 2.SU2(3)}, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé 4.1.1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî Op′(K) íå ìîæåò áûòü àáåëåâîé, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà R ãðóïïû K, ãäå p 6= r.
Ñëó÷àé 2. Ïîëîæèì T = R è çàïèøåì K = T ×S. Çàìåòèì, ÷òî σ|GF (q)T 6= id, ïîñêîëüêó

T íåàáåëåâà. Êàê äîêàçàíî â îñíîâíîé òåîðåìå [24], ïîäãðóïïà T × (GF (q)T ∩ S) ÿâëÿåòñÿ
êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Lm è Z(T )× S ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Lt.
Òàêèì îáðàçîì, èçGF (q)T∩S ≤ Z(GF (q)T )∩Gd

n(q) ≤ Z(Lm) ñëåäóåò ðàâåíñòâî T×(GF (q)T∩
S) = NLm(T ). Â ÷àñòíîñòè, T äîëæíà áûòü àáñîëþòíî íåïðèâîäèìîé ñèëîâñêîé r-ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Lm ñ íèëüïîòåíòíûì íîðìàëèçàòîðîì. Ïîñêîëüêó êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïï òèïà
(2) ÿâëÿþòñÿ 2-ãðóïïàìè, åñëè Lm èëè Lt èìåëè áû òèï (2), òî T áûëà áû 2-ãðóïïîé è
p = r = 2, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, è Lm, è Lt èìåþò òèï (1)
è ëåììà 4.2.4 âëå÷¼ò, ÷òî r = 2. Ââèäó àáñîëþòíîé íåïðèâîäèìîñòè ãðóïïû T íàä GF (qh),
m ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2. Ïîñêîëüêó T íåàáåëåâà, 1 < m è t < n. Èç íåðàâåíñòâà r 6= p = 2 è
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû èìååì Z(T )× S = NLt(Rt) ïðè÷¼ì ëèáî (à) Rt ∈ Syl2(Lt),
ëèáî (á) Rt ∈ Syl3(Lt).

Â ñëó÷àå (à), Rt = Z(T ) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé: ñëåäîâàòåëüíî, Z(T )×S = Lt íèëüïîòåíòíà.
Ïîñêîëüêó Lt = CK(T ), ïî ëåììå 4.2.8 ìû ïîëó÷àåì K = NG(T ), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Çàìåòèì,
÷òî êîãäà Gd

n(q) îðòîãîíàëüíà è n > 2, òî öåíòðàëèçàòîð ãðóïïû T â Gd
n(q) åñòü 2-ãðóïïà. Ýòî

ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ãðóïïû T , äàííîå â [16], ãðóïïû NG(T ), äàííîå â [5],
è ýòîò ôàêò äîêàçàí â [6]. Òàêèì îáðàçîì, â îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå K ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Íàêîíåö ðàññìîòðèì ñëó÷àé (á), â êîòîðîì Z(T )×S ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ñèëîâñêîé
3-ïîäãðóïïû ãðóïïû Lt, è Lt ∈ {Sp2(3), SU2(3), 2.SU2(3)}. Òîãäà S èìååò ïîðÿäîê 3, è T
äîëæíà áûòü ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïûNGd

n(q)(S). Èç |NGd
n(q)(S) : CGd

n(q)(S)| 6 2 ñëåäóåò
NGd

n(q)(S) = CGd
n(q)(S). Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàþùèé s ãðóïïû S íåñîïðÿæ¼í ñ s−1 â Gd

n(q).
Íî ýòî ìîæåò âûïîëíèòüñÿ ëèøü åñëè m = 1 è Gd

n(q) = Lt. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì
m = 2a ïðè÷¼ì a > 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

J =

(
0 J0

±J0 0

)
, s =

(
I 0
I I

)
,

ãäå J0⊗It � ôîðìà, îñòàâëÿåìàÿ íåïîäâèæíîé ãðóïïîé Lm. Ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü,
÷òî

J0 =

(
0 I
±I 0

)
.

Ïóñòü A = blockdiag(I,−I). Ìû èìååì AJ0A
t = −J0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà

blockdiag(A,−A) ïðèíàäëåæèò ãðóïïå G1
n(q) è èíâåðòèðóåò s. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çà-

âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1.
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òèïà

Â äàííîé ãëàâå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ïîëóëèíåéíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà è ïåðåíåñ¼ì íà
íèõ ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ãðóïï ëèåâà òèïà. Äàííàÿ òåîðèÿ ïîíàäîáèòñÿ ïðè èçó÷åíèè
êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ ëèåâà òèïà, ðàñøèðåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîëåâûõ, ãðàôîâûõ
èëè ãðàôîâî-ïîëåâûõ àâòîìîðôèçìîâ â ãëàâå 6. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû ìû èçó÷èì
âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïîëóëèíåéíûõ ãðóïïàõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà
êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ëèáî ñîäåðæàò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó, ëèáî ñîäåðæàòñÿ â íîðìàëèçà-
òîðå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ.

�1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå íàäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà. Ñíà÷àëà ìû äà-
äèì áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ Ôðîáåíèóñà σ. Îòìåòèì, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ,
ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîì ïàðàãðàôå, ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè, åñëè ãðóïïó G ðàññìàò-
ðèâàòü êàê àáñòðàêòíóþ ãðóïïó è ýíäîìîðôèçìàìè, åñëè å¼ ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ãðóïïó. Ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçóåì îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçàííûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ è ãðóïïàõ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, ìû ñ÷èòàåì
óìåñòíûì â äàííîì ïàðàãðàôå íàçûâàòü âñå îòîáðàæåíèÿ àâòîìîðôèçìàìè. Ïóñòü G � ïðî-
ñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðèñîåäèí¼ííîãî òèïà íàä àëãåáðàè÷åñêèì
çàìûêàíèåì Fp êîíå÷íîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p. Âåçäå äàëåå, åñëè íå îãî-
âîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ïðèñîåäèí¼ííîãî òèïà. Âûáåðåì ïîäãðóï-
ïó Áîðåëÿ B ãðóïïû G, ïóñòü U = Ru(B) � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû B. Ñóùåñòâóåò

ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B
−
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó B ∩ B

−
= T , ãäå T � ìàêñèìàëüíûé

òîð ãðóïïû B (çíà÷èò, è ãðóïïû G). Ìû ÷àñòè÷íî äóáëèðóåì îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
èç � 2 ãëàâû 1 çäåñü. Ïóñòü Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G è ïóñòü {Xr | r ∈ Φ+} �
ìíîæåñòâî T -èíâàðèàíòíûõ 1-ìåðíûõ êîðíåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû U . Êàæäàÿ Xr èçîìîðôíà
àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Fp, çíà÷èò, ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû Xr ìîæíî çàïèñàòü êàê xr(t), ãäå

t � îáðàç ýëåìåíòà xr(t) îòíîñèòåëüíî ýòîãî èçîìîðôèçìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U
−

= Ru(B
−
)

óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû B
−
. Êàê è âûøå, îïðåäåëèì T -èíâàðèàíòíûå 1-ìåðíûå ïîä-

ãðóïïû {Xr | r ∈ Φ−} ãðóïïû U
−
. Òîãäà G = 〈U,U−〉. Ïóñòü ϕ̄ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì

ãðóïïû G (êàê àáñòðàêòíîé ãðóïïû) è γ̄ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Èçâåñòíî, ÷òî
ϕ̄ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îí äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó xr(t)

ϕ̄ = xr(t
p) (ñì., íàïðèìåð, [11, 12.2]

è [15, 1.7]). Ââèäó [11, ïðåäëîæåíèÿ 12.2.3 è 12.3.3], ìû ìîæåì âûáðàòü γ̄ òàê, ÷òî îí äåé-
ñòâóåò ïî ïðàâèëó xr(t)

γ̄ = xr̄(t), åñëè Φ íå ñîäåðæèò êîðíåé ðàçëè÷íîé äëèíû, è ïî ïðàâèëó
xr(t)

γ̄ = xr̄(t
λr) äëÿ ïîäõîäÿùåãî λr ∈ {1, 2, 3}, åñëè Φ ñîäåðæèò êîðíè ðàçëè÷íîé äëèíû.

Íàïîìíèì, ÷òî r̄ � ýòî îáðàç êîðíÿ r îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè ρ (ñîîòâåòñòâóþùåé àâòî-
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ìîðôèçìó γ̄) êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì çàïèñàòü xr(t)
γ̄ = xr̄(t

λr), ãäå
λr ∈ {1, 2, 3}. Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ϕ̄ · γ̄ = γ̄ · ϕ̄. Ïóñòü nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t)
è N = 〈nr(t) | r ∈ Φ, t ∈ F

∗
p〉. Ïóñòü hr(t) = nr(t)nr(−1) è H = 〈hr(t) | r ∈ Φ, t ∈ F

∗
p〉.

Ââèäó [11, ãëàâû 6 è 7], H åñòü ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, N = NG(H), è ïîäãðóïïû
Xr ÿâëÿþòñÿ êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî H. Çíà÷èò, ìû ìîæåì çàìåíèòü T íà
H è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî íàøåãî âûáîðà òîð T ÿâëÿåòñÿ ϕ̄- è γ̄- èíâàðèàíòíûì.
Áîëåå òîãî, ϕ̄ èíäóöèðóåò òðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóïïû N/H. Îòìåòèì, ÷òî

H ≤ B ∩B−
, ñëåäîâàòåëüíî, H = T .

Àâòîìîðôèçì ϕ̄k, ãäå k ∈ N íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà. Ìû
áóäåì íàçûâàòü àâòîìîðôèçì σ àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà, åñëè σ ñîïðÿæ¼í îòíîñèòåëüíî
G ñ γ̄εϕ̄k, ε ∈ {0, 1}, k ∈ N. Èç òåîðåìû Ëåíãà-Ñòåéíáåðãà [41, òåîðåìà 10.1] ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ḡ ∈ G ýëåìåíòû σ è σḡ ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî G. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó
[41, 11.6], ìû èìååì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà, îïðåäåë¼ííîå â � 4 ãëàâû 1, ñîâïàäàåò ñ
àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà, îïðåäåë¼ííûì çäåñü.

Äàëåå, çàôèêñèðóåì G, ϕ̄, γ̄, è σ = γ̄εϕ̄k; è ïðåäïîëîæèì, ÷òî |γ̄| 6 2, ò. å. ìû íå ðàññìàò-
ðèâàåì òðîéñòâåííûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ(G) = D4. Ïîëîæèì
B = Bσ, H = Hσ, è U = Uσ. Ïîñêîëüêó B,H, è U ÿâëÿþòñÿ ϕ̄- è γ̄- èíâàðèàíòíûìè, îíè
äàþò íàì ñîîòâåòñòâåííî ïîäãðóïïó Áîðåëÿ, ïîäãðóïïó Êàðòàíà è ìàêñèìàëüíóþ óíèïî-
òåíòíóþ ïîäãðóïïó (ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó) ãðóïïû Gσ (ñì. áîëåå ïîäðîáíî [15, 1.7�1.9]
èëè [28, ãëàâà 2]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε = 0, ò. å. Op′(Gσ) íåñêðó÷åíà (ðàñùåïë¼ííàÿ). Òîãäà U = 〈Xr | r ∈
Φ+〉, ãäå Xr èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ GF (pk) = GF (q) è ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû

Xr ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå xr(t), t ∈ GF (q). Ïîëîæèì òàêæå U− = U
−
σ . Êàê è äëÿ U ,

ìû ìîæåì çàïèñàòü U− = 〈Xr | r ∈ Φ−〉 è ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû Xr ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå xr(t), t ∈ GF (q). Äàëåå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àâòîìîðôèçì ϕ êàê îãðàíè÷åíèå àâòîìîð-
ôèçìà ϕ̄ íà Gσ è àâòîìîðôèçì γ êàê îãðàíè÷åíèå àâòîìîðôèçìà γ̄ íà Gσ. Ïî îïðåäåëåíèþ
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà xr(t)

ϕ = xr(t
p) è xr(t)

γ = xr̄(t
λr) äëÿ âñåõ r ∈ Φ (ñìîòðè îïðåäåëåíèå

àâòîìîðôèçìà γ̄ âûøå). Îïðåäåëèì àâòîìîðôèçì ζ ãðóïïû Gσ ðàâíûì ζ = γεϕ`, ϕ` 6= e,
ε ∈ {0, 1}, è àâòîìîðôèçì ζ̄ ãðóïïû G ðàâíûì ζ̄ = γ̄ε · ϕ̄`. Âûáåðåì ζ-èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóï-
ïó G, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà
Φ ãðóïïû G íå ðàâíà D2n, òî ôàêòîðãðóïïà Gσ/(O

p′(Gσ)) öèêëè÷åñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
áîëüøèíñòâà ãðóïï è àâòîìîðôèçìîâ, êðîìå ãðóïï òèïà D2n íàä ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè, ëþáàÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû Gσ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ O

p′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ, ÿâëÿåòñÿ γ- è ϕ-
èíâàðèàíòíîé. Îïðåäåëèì ΓG êàê ìíîæåñòâî ïîäãðóïï âèäà 〈G, ζg〉 ≤ Gσ h 〈ζ〉, ãäå g ∈ Gσ,
〈ζg〉 ∩Gσ ≤ G; è ΓG êàê ìíîæåñòâî ïîäãðóïï âèäà Gh 〈ζ̄〉. Ñëåäóÿ [28, îïðåäåëåíèå 2.5.13],
áóäåì íàçûâàòü àâòîìîðôèçì ζ ïîëåâûì, åñëè ε = 0, ò. å. ζ = ϕ` è ãðàôîâî-ïîëåâûì â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ (íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì ϕ` 6= e).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ε = 1, ò. å. Op′(Gσ) ñêðó÷åíà. Òîãäà U = Uσ è U− = U
−
σ .

Îïðåäåëèì ϕ íà U± êàê ñóæåíèå àâòîìîðôèçìà ϕ̄ íà U±. Ïîñêîëüêó Op′(Gσ) = 〈U+, U−〉,
ìû ïîëó÷àåì àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû Op′(Gσ). Ðàññìîòðèì ζ = ϕ` 6= e, è ïóñòü G � ζ-
èíâàðèàíòíàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Òîãäà ζ̄ = ϕ̄` ÿâëÿåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G. Îïðåäåëèì ΓG êàê ìíîæåñòâî ïîäãðóïï âèäà 〈G, ζg〉 ≤ Gσ h
〈ζ〉, ãäå g ∈ Gσ, 〈ζg〉 ∩ Gσ ≤ G; è ΓG êàê ìíîæåñòâî ïîäãðóïï âèäà Gh 〈ζ̄〉. Ñëåäóÿ [28,
îïðåäåëåíèå 2.5.13], ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìîðôèçì ζ ÿâëÿåòñÿ ïîëåâûì, åñëè |ζ| íå
äåëèòñÿ íà |γ| (ýòî îïðåäåëåíèå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è â òîì ñëó÷àå, åñëè |γ| = 3 è Gσ '
3D4(q

3)), è ÷òî àâòîìîðôèçì ζ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâûì â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ãðóïïû èç ìíîæåñòâà ΓG, îïðåäåë¼ííîãî âûøå, íàçûâàþòñÿ ïîëóëèíåéíûìè êîíå÷íûìè
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ãðóïïàìè ëèåâà òèïà (îíè íàçûâàþòñÿ òàêæå ïîëóëèíåéíûìè êàíîíè÷åñêèìè êîíå÷íûìè
ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, åñëè G = Op′(Gσ)), à ãðóïïû èç ìíîæåñòâà ΓG íàçûâàþòñÿ ïîëóëè-
íåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Çàìåòèì, ÷òî ΓG íåëüçÿ îïðåäåëèòü áåç ΓG, ïîñêîëüêó
íàì íåîáõîäèìî çíàíèå òîãî, ÷òî ϕ` 6= e. Åñëè G çàïèñàíà â îáîçíà÷åíèÿõ èç [11], ò. å.
Op′(G) = G = An(q) èëè Op′(G) = G = 2An(q

2) è ò. ä., òî ìû áóäåì çàïèñûâàòü ΓG êàê
ΓAn(q), Γ2An(q

2), è ò. ä.
Ðàññìîòðèì A ∈ ΓG è x ∈ A \ G. Òîãäà x = ζky äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N è y ∈ Gσ.

Îïðåäåëèì x̄ ðàâíûì ζ̄ky. Îáðàòíî, åñëè x̄ = ζ̄ky äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Gσ, ζ
k 6= e è 〈ζky〉 ∩

Gσ ≤ G, îïðåäåëèì x ðàâíûì ζky. Çàìåòèì, ÷òî íàì íå íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x̄ /∈ G
ïîñêîëüêó |ζ̄| = ∞. Åñëè x ∈ G, ïîëàãàåì x̄ = x.

Ëåììà 5.1.1. Âî ââåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó X ãðóïïû G. Ýëå-
ìåíò x íîðìàëèçóåò X â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x̄ íîðìàëèçóåò X êàê ïîäãðóïïó
ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ζ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì àâòîìîðôèçìà ζ̄ íà G íàøå óòâåð-
æäåíèå òðèâèàëüíî.

Ïóñòü X1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû A ∈ ΓG. Òîãäà X1 ïîðîæäàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
X = X1 ∩ G è ýëåìåíòîì x = ζky. Ââèäó ëåììû 5.1.1, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó
X1 = 〈x̄, X〉 ãðóïïû Gh 〈ζ̄〉. Äàëåå, ìû íàõîäèì ðàçóìíûì îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìû èñïîëüçó-
åì ñòîëü çàïóòàííûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ìû èìååì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà ζ âñåãäà
êîíå÷åí, íî ïîðÿäîê ýëåìåíòà ζ̄ âñåãäà áåñêîíå÷åí. Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè Z(G) òðèâè-
àëåí, ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü G h 〈ζ̄〉 êàê ïîäãðóïïó ãðóïïû Aut(G). Ñëåäîâàòåëüíî,
íàì íóæíî îïðåäåëèòü êàêèì-íèáóäü îáðàçîì (îäèí âîçìîæíûé ñïîñîá òîëüêî ÷òî äàí) ñâÿçü
ìåæäó ýëåìåíòàìè èç Aut(G) è ýëåìåíòàìè èç Aut(G) äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òåõíèêó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Ïóñòü R � σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð (ñîîòâ. ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñè-
ìàëüíîãî ðàíãà, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà) ãðóïïû G, è ýëåìåíò y ∈ NGh〈ζ̄〉(R), âûáðàí òàê,

÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ 〈G, ζg〉, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó y = x̄. Òîãäà R1 = 〈x,R∩G〉
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì (ñîîòâ. ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, ïà-
ðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé) ãðóïïû 〈G, ζg〉.

�2 Ïåðåíîñ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü M = 〈x,X〉, ãäå X = M ∩G�M � òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 〈G, ζg〉,
÷òî ïîäãðóïïà Op(X) íåòðèâèàëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ σ- è x̄- èíâà-
ðèàíòíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà P ãðóïïû G, ÷òî X ≤ P è Op(X) ≤ Ru(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì U0 = Op(X), N0 = NG(U0), äàëåå ïî èíäóêöèè Ui = U0Ru(Ni−1)
è Ni = NG(Ui). Î÷åâèäíî Ui, Ni ÿâëÿþòñÿ x̄- è σ- èíâàðèàíòíûìè äëÿ âñåõ i. Ââèäó [8, ïðåä-
ëîæåíèå 30.3], öåïü ïîäãðóïï N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nk ≤ . . . êîíå÷íà è P = ∪iNi ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ σ- è x̄- èíâà-
ðèàíòíîé, X ≤ P è Op(X) ≤ Ru(P ).

Ëåììà 5.2.2. Ïóñòü Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ñ
áàçîâûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p è ïîðÿäêà q. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ãðóïïà Op′(G) íå
èçîìîðôíà ãðóïïàì 2D2n(q

2), 3D4(q
3), 2B2(2

2n+1), 2G2(3
2n+1), 2F4(2

2n+1). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ìàêñèìàëüíûé σ-èíâàðèàíòíûé òîð T ãðóïïû G, ÷òî
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(à) (NG(T )/T )σ ' (NG(T ))σ/(T σ) = N(Gσ, T σ)/T σ ' W , ãäå W � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû G;

(á) åñëè r � íå÷¼òíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà q−(ε1), ãäå ε = +, åñëè G ðàñùåïë¼ííàÿ è
ε = −, åñëè G ñêðó÷åííàÿ, òî N(Gσ, T σ) ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ r-ïîäãðóïïó ãðóïïû Gσ;

(â) åñëè r � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà q − (ε1), è s � òàêîé ýëåìåíò ïîðÿäêà r ãðóïïû
G, ÷òî CG(s) ñâÿçåí, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì èç G, ýëåìåíò s
ñîäåðæèòñÿ â T = T σ ∩G;

Òîð T åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â Op′(Gσ) è |T σ| = (q− ε1)n, ãäå n � ðàíã
ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóïïû Gσ âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî Gσ = TOp′(Gσ), áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G = Gσ. Åñëè G
ðàñùåïë¼ííàÿ, òî ëåììà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå T ÿâëÿåòñÿ òàêèì ìàêñèìàëüíûì
òîðîì, ÷òî T σ � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû Gσ (ò. å. T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðàñùåïë¼í-
íûì òîðîì) è (à) î÷åâèäåí. Ïóíêò (á) ñëåäóåò èç [29, (10.1)]. Êðîìå òîãî, èç [29, (10.2)]
ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê òîðà T σ îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ðàâåí (q−1)n, ãäå n � ðàíã
ãðóïïû G. Ïî [1, F, �6] âûïîëíåíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîðÿäêà r ãðóïïû T ñîäåðæèòñÿ â Gσ.
Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîé g ∈ G, ÷òî sg ∈ T , çíà÷èò, sg ∈ G. Â ñèëó ñâÿçíîñòè öåíòðàëèçàòîðà
ýëåìåíòà s, ýëåìåíòû s è sg ñîïðÿæåíû â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîïðÿæåíû â
G, ïîýòîìó s è sg ñîïðÿæåíû â G, îòêóäà ñëåäóåò (â). Èíôîðìàöèÿ î êëàññàõ ìàêñèìàëü-
íûõ òîðîâ, äàííàÿ â [1, G] è [12], âëå÷¼ò, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì èç G,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òîð T òàêîé, ÷òî |T σ| = (q − 1)n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Op′(G) ' 2An(q
2). Òîãäà T ÿâëÿåòñÿ òàêèì ìàêñèìàëüíûì òîðîì, ÷òî

|T σ| = (q + 1)n. Îòìåòèì, ÷òî òîð T σ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàêñèìàëüíîãî ðàñùåïë¼ííîãî òîðà
ñêðó÷èâàíèåì ýëåìåíòîì w0σ. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì [15, ïðåä-
ëîæåíèå 3.3.6] ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà N(Gσ, T σ)/T σ èçîìîðôíà ãðóïïå W (G), êîòîðàÿ â
ñâîþ î÷åðåäü èçîìîðôíà Symn+1. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç [14, ïðåäëîæåíèå 8]. Ïóíêò (á)
ñëåäóåò èç [29, (10.1)]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (â) ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
ïîðÿäêà r èç T ëåæèò â G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t � ýëåìåíò ïîðÿäêà r â T (íàïîìíèì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå r äåëèò q + 1). Ïóñòü H � σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïë¼ííûé
òîð ãðóïïû G. Òîð T σ ïîëó÷åí èç H ¾ñêðó÷èâàíèåì¿ ýëåìåíòîì w0σ, ãäå w0 ∈ W (G) �
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, îòîáðàæàþùèé ïîëîæèòåëüíûå êîðíè â îòðèöàòåëüíûå è T σ ' Hσw0 .
Ïóñòü r1, . . . , rn � ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé êîðíåâîé ñèñòåìû An. Òîãäà t, êàê
ýëåìåíò ãðóïïû H, ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê hr1(λ1) · . . . · hrn(λn). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî i, ìû
èìååì σw0 : hri(λ) 7→ h−ri(λ

q) = hri(λ
−q), ò. å. tσw0 = t−q. Ïîñêîëüêó r äåëèò q+1, ìû ïîëó÷à-

åì, ÷òî tq+1 = e, ò. å., t = t−q. Çíà÷èò, tσw0 = t è t ∈ T σ. Äàëåå, êàê è â íåñêðó÷åííîì ñëó÷àå,
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî sg ∈ T , ñëåäîâàòåëüíî, sg ∈ T σ. Â ñèëó ñâÿçíîñòè CG(s),
ýëåìåíòû s è sg ñîïðÿæåíû â G.

Äëÿ Op′(G) = 2D2n+1(q
2) ìû áåð¼ì T ðàâíûì åäèíñòâåííîìó (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæå-

íèÿ â G) ìàêñèìàëüíîìó òîðó, äëÿ êîòîðîãî ïîðÿäîê |T σ| ðàâåí (q + 1)2n+1 (åäèíñòâåííîñòü
ñëåäóåò èç [14, ïðåäëîæåíèå 10]), à äëÿ Op′(G) = 2E6(q

2) ìû áåð¼ì T ðàâíûì åäèíñòâåí-
íîìó (âíîâü ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G) ìàêñèìàëüíîìó òîðó, äëÿ êîòîðîãî ïîðÿäîê
|T σ| ðàâåí (q + 1)6 (åäèíñòâåííîñòü òîðà ñëåäóåò èç [20, òàáëèöà 1, ñòð. 128]). Êàê â ñëó÷àå
G = 2An(q

2) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî T óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì (à), (á) è (â) ëåììû.

Ëåììà 5.2.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤
G ≤ Gσ. Ïóñòü s � ðåãóëÿðíûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà r ãðóï-
ïû G. Òîãäà NG(CG(s)) 6= CG(s).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó [31, ïðåäëîæåíèå 2.10] ìû èìååì, ÷òî ôàêòîðãðóïïà CG(s)/CG(s)0

èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû ∆(G). Äàëåå, åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ ãðóïïû G íå ðàâíà
ëèáî An, ëèáî E6, òî |∆(Φ)| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2. Ïîñêîëüêó ∆(G) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé
ãðóïïû ∆(Φ(G)), òî ëåììà 3.2.1 âëå÷¼ò, ÷òî CG(s) = CG(s)0 = T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
òîðîì è CG(s) = CG(s)∩G = T . Ïîñêîëüêó NG(T ) = N(G, T ) 6= T , ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ëåììû â ýòîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëèáî Φ = An, ëèáî Φ = E6.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Φ = An, ò. å. O
p′(G) = Aεn(q), ãäå ε ∈ {+,−}. Î÷åâèäíî, ÷òî

T = CG(s)0 ∩ G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû CG(s), çíà÷èò, CG(s) ≤ N(G, T ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî NG(CG(s)) = CG(s). Òîãäà CG(s) = NN(G,T )(CG(s)) è CG(s)/T ÿâëÿåòñÿ
ñàìîíîðìàëèçóåìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû N(G, T )/T . Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, CG(s)/T èçî-
ìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû ∆(An), ò. å. ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ïî ëåììå 3.2.1, ìû òàêæå
ïîëó÷àåì, ÷òî CG(s)/T ÿâëÿåòñÿ r-ãðóïïîé, òàêèì îáðàçîì, CG(s)/T = 〈x〉 äëÿ íåêîòîðî-
ãî r-ýëåìåíòà x ∈ N(G, T )/T . Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x〉 ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
N(G, T )/T . Äàëåå, ââèäó [15, ïðåäëîæåíèå 3.3.6], âûïîëíåíî N(G, T )/T ' CW (G)(y) äëÿ íåêî-

òîðîãî y ∈ W (G) ' Symn+1. ßñíî, ÷òî CCW (G)(y)
(x) ñîäåðæèò y. Òàêèì îáðàçîì, y äîëæåí

áûòü r-ýëåìåíòîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå NCW (G)(y)
(〈x〉) ñîäåðæàë áû ýëåìåíò y ïîðÿäêà âçà-

èìíî ïðîñòîãî ñ r, ò. å. NCW (G)(y)
(〈x〉) 6= 〈x〉. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî 〈x〉 åñòü êàðòåðîâà

ïîäãðóïïà ãðóïïû CW (G)(y).
Äàëåå ïóñòü y = τ1 · . . . � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà y â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ è

l1, . . . � äëèíû öèêëîâ τ1, . . . ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî m1 öèêëîâ èìåþò
îäèíàêîâóþ äëèíó l1, m2 èìåþò äëèíó l2 è ò. ä. Ïóñòü m0 = n+ 1− (l1m1 + . . .+ lkmk). Òîãäà

CW (G)(y) '
(
Zl1 o Symm1

)
× . . .×

(
Zlk o Symmk

)
× Symm0

,

ãäå Zli � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà li. Åñëè mj > 1 äëÿ íåêîòîðîãî j > 0, òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïàN ãðóïïû CW (G)(y), ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì CW (G)(y)/N '
Symmj

6= {e}. Ïî ëåììå 3.3.2 êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ãðóïïå S, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
Alt` ≤ S ≤ Aut(Alt`), ñîïðÿæåíû äëÿ âñåõ ` > 5. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû CW (G)(y), N
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (C) è 〈x〉 � åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, êàðòåðî-
âà ïîäãðóïïà â CW (G)(y). Ïî ëåììå 2.4.1 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 〈x〉 îòîáðàæàåòñÿ íà êàðòåðîâó
ïîäãðóïïó ãðóïïû CW (G)(y)/N ' Symmj

. Ïî ëåììå 3.3.2 òîëüêî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû Symmj

ìîæåò áûòü êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Symmj
. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x

ÿâëÿåòñÿ r-ýëåìåíòîì è r íå÷¼òíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî CW (G)(y) ' (Zl1 × . . .× Zlk) è li 6= lj åñëè

i 6= j. Èç èçâåñòíîãî ñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ è èõ íîðìàëèçàòîðîâ â ãðóïïå Aεn(q)
(ñì., íàïðèìåð, [14, ïðåäëîæåíèÿ 7,8]) ìû ïîëó÷àåì ñòðîåíèå ãðóïï T è N(G, T ), êîòîðîå
ìû ïîÿñíèì ñ ïîìîùüþ ìàòðèö. Âåçäå íèæå ãðóïïà GLεn(q) èçîìîðôíà GLn(q), åñëè ε = + è
èçîìîðôíà GUn(q), åñëè ε = −. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ l1 + l2 + . . . + lk = n + 1 â ãðóïïå GLεn+1(q)
ðàññìîòðèì ãðóïïó L, ñîñòîÿùóþ èç êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö âèäà

A1 0 . . . 0
0 A1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Ak

 ,

ãäå Ai ∈ GLεi
li
(q). Òîãäà L ' GLε1l1 (q)× . . .×GLεk

lk
(q). Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè GLεi

li
(q) ÷åðåç

Gi. Â êàæäîé èç ãðóïï Gi ðàññìîòðèì öèêë Çèíãåðà Ti. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî NGi
(Ti)/Ti �

öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà li è N(Gi, Ti) = NGi
(Ti). Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà Z ãðóïïû

Z(SLεn+1(q)), ÷òî O
p′(G) ' SLεn+1(q)/Z. Òîãäà T '

(
(T1 × . . .× Tk) ∩ SLεn+1(q)

)
/Z è N(G, T ) '
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(N(G1, T1)× . . .×N(Gk, Tk)) ∩ SLεn+1(q)

)
/Z. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî öèêëà Çèíãåðà Ti ãðóï-

ïà N(Gi, Ti)/Ti öèêëè÷åñêàÿ, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N(G, T ) = CG(s) è T ÿâëÿåòñÿ

öèêëîì Çèíãåðà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà qn+1−(ε1)n+1

q−(ε1)
è n+1 = rk äëÿ íåêî-

òîðîãî k > 1 (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïîòîìó, ÷òî N(G, T )/T ÿâëÿåòñÿ r-ãðóïïîé).
Íî qr

k ≡ q (mod r), ñëåäîâàòåëüíî, r äåëèò q − (ε1). Ïî ëåììå 5.2.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî s ëå-
æèò â N(G,H), ãäå H � òàêîé ìàêñèìàëüíûé òîð, ÷òî ôàêòîðãðóïïà N(G,H)/H èçîìîðôíà
Symn+1 è |H| = (q − ε1)n. Â ÷àñòíîñòè, H íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì Çèíãåðà. Åñëè s ∈ H, òî ýòî
íåìåäëåííî âëå÷¼ò ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì s. Åñëè s 6∈ H, òî, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ýëåìåíòà
s ïðîñò, ïåðåñå÷åíèå 〈s〉∩H òðèâèàëüíî. Çíà÷èò, îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà
N(G,H) → N(G,H)/H ' Symn+1 ýëåìåíò s îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò ïîðÿäêà r. Îäíàêî, â
ãðóïïå Symn+1 ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Òàêèì îáðà-
çîì, ñóùåñòâóåò 2-ýëåìåíò z ãðóïïû G, íîðìàëèçóþùèé, íî íåöåíòðàëèçóþùèé ãðóïïó 〈s〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ NG(CG(s)) ≤ NG(CG(s)0) è |N(G, T )/T | äåëèòñÿ íà 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
äîêàçàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî N(G, T )/T ÿâëÿåòñÿ r-ãðóïïîé. Ýòî ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ Φ(G) = An.

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå Φ = E6 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ W (E6), öåíòðàëèçà-
òîð CW (E6)(y) íå ñîäåðæèò êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â CW (E6)(y)
åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 3, òî îíà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì y. Îäíàêî õîðîøî èç-
âåñòíî (è ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ [12, òàáëèöà 9]), ÷òî â W (E6) íåò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 3, öåíòðàëèçàòîð êîòîðûõ òàêæå èìååò ïîðÿäîê 3. Ïîñêîëüêó |CG(s)/T | äåëèò 3 è
ãðóïïà CG(s)/T ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé â CW (E6)(y) äëÿ íåêîòîðîãî y, ìû ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.2.3 ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò è â ïîëóëèíåéíûõ ãðóï-
ïàõ.

Ëåììà 5.2.4. Ïóñòü 〈G, ζg〉 � êîíå÷íàÿ ïîëóëèíåéíàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è G, σ âûáðàíû
òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Ïóñòü s � ðåãóëÿðíûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî
ïðîñòîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G. Òîãäà N〈G,ζg〉(C〈G,ζg〉(s)) 6= C〈G,ζg〉(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ýëåìåíò s ïîëóïðîñò, ñóùåñòâóåò σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé
òîð S ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé s. Ïîñêîëüêó Gσ = Op′(Gσ)Sσ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g ∈ Sσ,
ò. å. ýëåìåíòû g è s ïåðåñòàíîâî÷íû. Åñëè C〈G,ζg〉(s)G 6= 〈G, ζg〉, òî ãðóïïó 〈G, ζg〉 ìîæ-
íî çàìåíèòü ãðóïïîé C〈G,ζg〉(s)G è äîêàçûâàòü ëåììó äëÿ ýòîé ãðóïïû. Êðîìå òîãî, åñëè
C〈G,ζg〉(s) = CG(s), òî ëåììà ñëåäóåò èç ëåììû 5.2.3, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ζ öåíòðà-
ëèçóåò s. Åñëè ëèáî ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé, ëèáî |ζ| íå÷¼òåí, òî èç [28, ïðåäëî-
æåíèå 2.5.17] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ζ1 ∈ Aut(G), ÷òî σ = ζk1 äëÿ íåêîòîðîãî k > 0
è ζ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì àâòîìîðôèçìà ζ1 íà G. Ïî ëåììå 5.2.3 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò èç
NGζg

(CG(s)), íå ëåæàùèé â CGζg
(s), îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé è |ζ| ÷¼òåí. Òîãäà σ = γ̄ϕ̄k, ζ̄ = ϕ̄`, ãäå
` äåëèò k. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò s ëåæèò â Gγ̄. Â çàâèñèìîñòè îò êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(G),
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Gγ̄ èçîìîðôíà ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé ðàâíîé
Bm (äëÿ íåêîòîðîãî m > 1), Cm (äëÿ íåêîòîðîãî m > 2), èëè F4. Â ñèëó ëåììû 3.2.3 ýëåìåíò
s ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì îòíîñèòåëüíî Op′((Gγ̄)σζ̄g) ≤ Gζg, çíà÷èò N〈G,ζg〉(C〈G,ζg〉(s)) 6=
C〈G,ζg〉(s).

Ëåììà 5.2.5. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì íå÷¼ò-
íîé õàðàêòåðèñòèêè p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G è σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ.
Ïóñòü ψ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû Op′(Gσ).
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Òîãäà ψ öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû G, è ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ψ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà Êàðòàíà H, ÷òî ψ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó
ãðóïïû H. Áîëåå òîãî, åñëè G 6' 2G2(3

2n+1), 3D4(q
3), 2D2n(q

2), òî ñóùåñòâóåò òàêîé ψ-
èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G, ÷òî ψ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó
òîðà T , è ôàêòîðãðóïïà N(G, T )/T èçîìîðôíà NG(T )/T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ G = Gσ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî |ψ| = k. Ïóñòü GF (q) � áàçîâîå ïîëå ãðóïïû G. Òîãäà q = pα è α = k · m.
Äàëåå, |G| ìîæíî çàïèñàòü â âèäå |G| = qN(qm1 + ε11) · . . . · (qmn + εn1) äëÿ íåêîòîðî-
ãî N , ãäå n � ýòî ðàíã ãðóïïû G, εi = ± (ñì. [11, òåîðåìû 9.4.10 è 14.3.1]). Àíàëîãè÷-
íî ìû èìååì, ÷òî |Gψ| = (pm)N((pm)m1 + ε11) · . . . · ((pm)mn + εn1). Òàê êàê k íå÷¼òíî, òî
((pkm)mi + εi1)2 = ((pm)mi + εi1)2 äëÿ âñåõ i, ò. å. |G|2 = |Gψ|2 è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû Gψ ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Â ñèëó [28, ïðåäëîæåíèå 2.5.17] ñó-
ùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ψ1 ãðóïïû G, ÷òî σ = ψk1 è ψ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ψ1

íà Gσ. Îòìåòèì, ÷òî ψ1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ àâòîìîðôèçìîì ψ̄, îïðåäåë¼ííûì
ðàíüøå. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïë¼ííûé òîð Hψ1 ãðóïïû Gψ1 . Òîãäà H = Hσ �
ψ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû G. Ïîñêîëüêó |H| = (qk1 + ε11) · . . . · (qkl + εl1),
ãäå εi = ±, ðàâåíñòâî |H|2 = |Hψ|2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G 6' 2G2(3
2n+1), 3D4(q

3), 2D2n(q
2). Ïî ëåììå 5.2.2 ñóùåñòâóåò

òàêîé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû Gψ, ÷òî N(Gψ, T )/T ' NG(T )/T è |Tψ| = (pm − ε1)n.
Ïîñêîëüêó |ψ| íå÷¼òåí è Tψ1 ïîëó÷åí ñêðó÷èâàíèåì ìàêñèìàëüíîãî ðàñùåïë¼ííîãî òîðà H
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà w0, òî T σ òàêæå ïîëó÷åí ñêðó÷èâàíèåì ìàêñèìàëüíîãî ðàñùåïë¼ííîãî
òîðà H ýëåìåíòîì w0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, |T σ| = (q − ε1)n,
|Tψ1| = (pm − ε1)n, çíà÷èò |T σ|2 = |T |2 = |Tψ|2.

Ëåììà 5.2.6. [29, (7-2)] Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, σ � îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà ãðóïïû G è G = Gσ � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà ëèåâà òèïà. Ïóñòü ϕ � ïîëåâîé èëè ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G (åñëè
àâòîìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâî-ïîëåâûì, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì
èìååò ïîðÿäîê 2), è ïóñòü ϕ′ � òàêîé ýëåìåíò ãðóïïû (G h 〈ϕ〉) \ G, ÷òî |ϕ′| = |ϕ| è
Gh 〈ϕ〉 = Gh 〈ϕ′〉.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî 〈ϕ〉g = 〈ϕ′〉. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôàêòîð-
ãðóïïà G/Op′(G) ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé è ϕ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, òî g ìîæíî âûáðàòü â Op′(G).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, [27]).

Ëåììà 5.2.7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ðàñùåïë¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà; G,
σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâûì àâòîìîð-
ôèçìîì ïîðÿäêà 2 ãðóïïû Op′(G).

Òîãäà ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s ∈ G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì ýëåìåíòîì â
ãðóïïå 〈Op′(Gσ), τa〉, ãäå a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Gσ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Φ(G) íå èìååò òèï An, D2n+1, E6, òî ëåììà ñëåäóåò èç ëåììû 3.2.3,
òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû òèïà An, D2n+1, E6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ̄
ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G òàêîé, ÷òî τ̄ |G = τ . Ïóñòü T � òàêîé ìàêñèìàëüíûé σ-
èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G, ÷òî T σ ∩ G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Êàðòàíà ãðóïïû G. Ïóñòü
r1, . . . , rn � ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(G) è ρ � ñèììåòðèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ τ̄ . Îáîçíà÷èì rρi ÷åðåç r̄i. Òîãäà T = 〈hri(ti) | 1 6 i 6 n, ti 6= 0〉 è hri(ti)

τ̄ = hr̄i(ti).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ãðóïïó Âåéëÿ ãðóïïû G. Ïóñòü w0 � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ãðóïïû W ,
îòîáðàæàþùèé âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè â îòðèöàòåëüíûå êîðíè, è ïóñòü n0 � åãî ïðîîáðàç
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â NG(T ) îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà NG(T ) → NG(T )/T ' W . Ïîñêîëüêó σ
äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà W = N(G, T )/T (ñì. ëåììó 5.2.2), ìû ìîæåì âûáðàòü n0 ∈ G, ò. å.
nσ0 = n0. Òîãäà äëÿ âñåõ ri è t ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

hri(t)
n0τ̄ = hrw0ρ

i
(t) = h−ri(t) = hri(t

−1).

Òàêèì îáðàçîì, xn0τ̄ = x−1 äëÿ âñåõ x ∈ T .
Äàëåå ïóñòü s � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé σ-

èíâàðèàíòíûé òîð S ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé s. Ïîñêîëüêó âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ãðóïïû G
ñîïðÿæåíû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé g ∈ G, ÷òî Sg = T . Òàê êàê Gσ = Op′(Gσ)T σ,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ T σ. Ñëåäîâàòåëüíî, s

gn0τ̄ag−1
= s−1. Ïîñêîëüêó nσ0 = n0 è

τ̄σ = τ̄ , ìû èìååì, ÷òî (gn0τ̄ ag
−1)σ = gσn0τ̄ a(g

−1)σ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ
σ-èíâàðèàíòíûì, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ S âûïîëíåíî xgn0τ̄ag−1

= xg
σn0τ̄a(g−1)σ

= x−1, ò. å.
gn0τ̄ ag

−1S = gσn0τ̄ a(g
−1)σS. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò t ∈ S, ÷òî gn0τ̄ ag

−1t =
gσn0τ̄ a(g

−1)σ. Ââèäó òåîðåìû Ëåíãà-Ñòåéíáåðãà [41, òåîðåìà 10.1] ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
y ∈ S, ÷òî t = y · (y−1)σ. Ñëåäîâàòåëüíî, gn0τ̄ ag

−1y = (gn0τ̄ ag
−1y)σ, ò. å. gn0τag

−1y ∈ Gσh〈τ〉,
è sgn0τag−1y = s−1. Ïîñêîëüêó Op′(Gσ)Sσ = Gσ, è ïîäãðóïïà Sσ àáåëåâà, ìû ìîæåì íàéòè
òàêîé ýëåìåíò z ∈ Sσ, ÷òî gn0τag

−1yz ∈ 〈Op′(Gσ), τa〉.

�3 Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå âîïðîñû î ñòðîåíèè è ñóùåñòâîâàííèè êàð-
òåðîâûõ ïîäãðóïï ïîëóëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èëè ëåæàùèõ
â íîðìàëèçàòîðå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ.

Ëåììà 5.3.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè è G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Òîãäà åñëè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2), òî ëþáàÿ ãðóïïà L, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî G ≤ L ≤ Gσ óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüQ� ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïûGσ è ïåðåñå÷åíèåQ
0 = Op′(Gσ)∩

Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Op′(Gσ). ßñíî, ÷òî åñëè NGσ
(Q0) = QCGσ

(Q), òî óòâåð-

æäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî. Ââèäó [5, òåîðåìà 1], åñëè Gσ � êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ðàâåí-
ñòâî NGσ

(Q0) = QCGσ
(Q) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðíåâàÿ ñèñòåìà

ãðóïïû G èìååò òèï A1 èëè Cn. Åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G èìååò òèï A1 èëè Cn, òî
|Gσ : Op′(Gσ)| = 2 è óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.6.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G � ãðóïïà èñêëþ÷èòåëüíîãî òèïà. Åñëè Gσ = Op′(Gσ), òî
óòâåðæäåíèå ëåììû, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî NGσ

(Q0) = QCGσ
(Q), âîç-

ìîæíî, íå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G èìååò òèï E6

èëè E7. Åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G èìååò òèï E7, òî |Gσ : Op′(Gσ)| = 2 è óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G èìååò òèï E6. Òîãäà ëèáî Gσ = Op′(Gσ),
ëèáî |Gσ : Op′(Gσ)| = 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî, ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|Gσ : Op′(Gσ)| = 3. Ïîñêîëüêó ãðóïïà G ñîâïàäàåò ëèáî ñ Gσ, ëèáî ñ O

p′(Gσ), è ïîñêîëüêó â
òîì ñëó÷àå, åñëè G = Gσ äîêàçûâàòü íå÷åãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G = Op′(Gσ). Ââèäó [28, òåî-
ðåìà 4.10.2] ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû Gσ, ÷òî Q ñîäåðæèòñÿ â N(Gσ, T ).
Ïîñêîëüêó |Gσ : G| = 3, òî Q = Q0 ≤ N(G, T∩G). Ââèäó [6, òåîðåìà 6] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
NG(Q) = Q × R0, ãäå R0 ≤ T � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Äàëåå, ïîñêîëüêó
Gσ = TG, òî NGσ

(Q) = 〈NT (Q), NG(Q)〉. Äåéñòâèòåëüíî, N(G, T ∩ G)/(T ∩ G) ' N(G, T )/T .



�3. ÊÀÐÒÅÐÎÂÛ ÏÎÄÃÐÓÏÏÛ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ 51

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà QT/T ãðóïïû N(G, T )/T ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìà-
ëèçàòîðîì. Ïîñêîëüêó ôàêòîðãðóïïà Gσ/G öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 3, òî NGσ

(Q) = 〈tg,NG(Q)〉,
ãäå t ∈ T è g ∈ G. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó |Gσ : G| = 3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tg ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì ïîðÿäêà 3k äëÿ íåêîòîðîãî k > 0. Òàê êàê t ∈ T ≤ N(Gσ, T ), òî Qt ≤ N(G, T ∩ G).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g1 ∈ N(G, T ∩ G) òàêîé, ÷òî Qt = Qg−1
1 . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî tg = tg1 ∈ N(Gσ, T ). Ïðè åñòåñòâåííîì ýïèìîðôèçìå π : N(Gσ, T ) → N(Gσ, T )/T
îáðàç NN(Gσ ,T )(Q) ñîâïàäàåò ñ Q. Çíà÷èò, (tg)π = e, ïîýòîìó tg ∈ T . Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé

ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû Gσ, íîðìàëèçóþùèé Q, ëåæèò â T . Ïîñêîëüêó T � òîð,
òî T � àáåëåâà ãðóïïà, çíà÷èò, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû NGσ

(Q) îá-

ðàçóåò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó R ãðóïïû NGσ
(Q). Ñëåäîâàòåëüíî, NGσ

(Q) = Q × R, ò. å. Gσ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåìåäëåííî âûòåêàåò èç [5, òåîðåìà 1].

Ëåììà 5.3.2. Ïóñòü Op′(Gσ) = G � êàíîíè÷åñêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è G ëèáî
èìååò òèï A1, ëèáî èìååò òèï Cn, p íå÷¼òíî, q = pα � ïîðÿäîê áàçîâîãî ïîëÿ ãðóïïû
G. Òîãäà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè q ≡ ±1
(mod 8).

Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 5.3.1 âìåñòå ñ [5, òåîðåìà 1] è [6, òåîðåìà 6] âëå÷¼ò, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà
ëèåâà òèïà íàä ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íàÿ îò ãðóïïû Ðè è ãðóïï èç ëåììû
5.3.2, óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2).

Ëåììà 5.3.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì íå÷¼ò-
íîé õàðàêòåðèñòèêè, G 6' 3D4(q

3) è G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ. Ïóñòü A �
òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut(Op′(Gσ)), ÷òî A∩Gσ = G. Åñëè Op′(G) ' D4(q), ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî A ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûìè è ïîëåâûìè
àâòîìîðôèçìàìè è ãðàôîâûì àâòîìîðôèçìîì ïîðÿäêà 2. Òîãäà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Â óñëîâèÿõ ëåììû
ôàêòîðãðóïïà A/G àáåëåâà, ïîýòîìó A/G = A1 × A2, ãäå A1 � õîëëîâà 2′-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû A/G è A2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû A/G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ïîëíûé ïðîîáðàç
ãðóïïû A1 â A. Åñëè A1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2), òî ïî ëåììå 2.4.6 ãðóïïà A òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê |A/G| íå÷¼-
òåí. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3 íå ñîäåðæèòñÿ â
A, òî ãðóïïà A/G öèêëè÷åñêàÿ, çíà÷èò A = 〈G,ψg〉, ãäå ψ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì íå÷¼ò-
íîãî ïîðÿäêà, à g ∈ Gσ. Ïîñêîëüêó |A : G| = |ψ| íå÷¼òåí, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |ψg| òàêæå
íå÷¼òåí. Â ñèëó ëåììû 5.2.5, ψ öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû Gσ,
ñëåäîâàòåëüíî, g � ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Äàëåå ôàêòîðãðóïïà Gσ/G àáåëåâà è ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå L×Q, ãäå L � õîëëîâà 2′-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gσ/G è Q � ñèëîâ-
ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gσ/G. Ïóñòü L � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû L â Gσ îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà. Òîãäà g ∈ L. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Lh 〈ψ〉 ≥ A. Ïî ïîñòðîåíèþ,
èíäåêñ |Lh 〈ψ〉 : A| = |L : G| íå÷¼òåí. Â ñèëó ëåììû 5.3.1 ãðóïïà L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2). Ïî ëåììå 5.2.5 ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ψ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q
ãðóïïû L. Òàêèì îáðàçîì,

NLh〈ψ〉(Q) = NL(Q)× 〈ψ〉 = QCL(Q)× 〈ψ〉 = QCLh〈ψ〉(Q),

ò. å. ãðóïïà L h 〈ψ〉 óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2). Ïîñêîëüêó |L h 〈ψ〉 : A| íå÷¼òåí, òî A óäîâëå-
òâîðÿåò (ESyl2).
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2). Åñëè G íå óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2),
òî [5, òåîðåìà 1] è [6, òåîðåìà 6] âëåêóò, ÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G ëèáî èìååò òèï
A1, ëèáî èìååò òèï Cn. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà Aut(Op′(Gσ))/Gσ öèêëè÷åñêàÿ è ïîðîæäàåò-
ñÿ ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì ϕ. Êðîìå òîãî, èç [5, òåîðåìà 1] ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê áàçîâîãî
ïîëÿ (êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïîëåì îïðåäåëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ãðóïïà G íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé) ðàâåí q = pt è q ≡ ±3 (mod 8). Ñëåäîâàòåëüíî, t íå÷¼òíî è, çíà÷èò,
|Aut(Op′(Gσ))/Gσ| íå÷¼òåí. Ïîýòîìó |A : G| íå÷¼òåí, çíà÷èò, G óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2).

Ëåììà 5.3.4. Ïóñòü 〈G, ζg〉 � êîíå÷íàÿ ïîëóëèíåéíàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè p (ìû íå èñêëþ÷àåì ñëó÷àÿ 〈G, ζg〉 = G) è ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðè-
ñîåäèí¼ííîãî òèïà (íàïîìíèì, ÷òî g ∈ Gσ, íî íåîáÿçàòåëüíî g ∈ G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
B = UhH, ãäå H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû G, åñòü ζg-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ
ãðóïïû G, è 〈B, ζg〉 ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K ãðóïïû 〈G, ζg〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
K ∩ U 6= {e}. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(à) ëèáî 〈G, ζg〉 = 〈2A2(2
2t), ζg〉, ëèáî 〈G, ζg〉 = ̂2A2(22t) h 〈ζ〉, ïîðÿäîê |ζ| = t íå÷¼òåí è íå

äåëèòñÿ íà 3, CG(ζ) ' ̂2A2(22), ïîäãðóïïà K ∩G àáåëåâà è èìååò ïîðÿäîê 2 · 3;

(á) 〈G, ζg〉 = 〈2A2(2
2t), ζg〉, ïîðÿäîê |ζ| = t íå÷¼òåí, CG(ζ) ' 2A2(2

2), ïîäãðóïïà K ∩ G
ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gζ;

(â) ëèáî 〈G, ζg〉 = 〈A2(2
2t), ζg〉, ëèáî 〈G, ζg〉 = Â2(22t) h 〈ζ〉, ζ � ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîð-

ôèçì ïîðÿäêà 2t, t íå äåëèòñÿ íà 3, è CG(ζ) ' ̂2A2(22), ïîäãðóïïà K ∩ G àáåëåâà è
èìååò ïîðÿäîê 2|ζ2′ | · 3;

(ã) 〈G, ζg〉 = 〈A2(2
2t), ζg〉, ζ � ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì è CG(ζ) ' 2A2(2

2), ïîäãðóïïà
K ∩G ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gζ2′

;

(ä) ãðóïïà G îïðåäåëåíà íàä GF (2t), 〈G, ζg〉 = Gh〈ζg〉, ζ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà
t ãðóïïû O2′(G), åñëè ãðóïïà O2′(G) ðàñùåïë¼ííàÿ èëè ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà
t, åñëè ãðóïïà O2′(G) ñêðó÷åííàÿ, è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G, K = Qh 〈ζg〉,
ãäå Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G(ζg)2′

;

(å) ãðóïïà G ðàñùåïë¼ííàÿ è îïðåäåëåíà íàä GF (2t), 〈G, ζg〉 = Gh 〈ζg〉, ζ � ïðîèçâåäåíèå
ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà t ãðóïïû O2′(G) è ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà
ïîðÿäêà 2, ζ è ζg ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî Gσ, è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G,
K = Qh 〈ζg〉, ãäå Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G(ζg)2′

;

(æ) G/Z(G) ' PSL2(3
t), ïîðÿäîê |ζ| = t íå÷¼òåí (çíà÷èò, ζ ∈ 〈G, ζg〉), è K ñîäåðæèò

ñèëîâñêóþ 3-ïîäãðóïïó ãðóïïû Gζ3′
;

(ç) 〈G, ζg〉 = 2G2(3
2n+1) h 〈ζ〉, |ζ| = 2n + 1, K ∩ 2G2(3

2n+1) = Q × P , ãäå Q èìååò ïîðÿäîê
2 è |P | = 3|ζ|3.

Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç ïóíêòîâ (à)�(ç) ëåììû êàðòåðîâû ïîäãðóïïû, èìåþùèå óêàçàí-
íîå ñòðîåíèå, ñóùåñòâóþò. Ñóùåñòâîâàíèå êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïóíêòàõ (à) è (â) ñëåäóþò
èç ñóùåñòâîâàíèÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 6 â ãðóïïå PGU3(2) (ñì. [24]). Ñóùåñòâîâà-
íèå êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïóíêòàõ (á), (ã)�(å) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â
ãðóïïå ëèåâà òèïà, îïðåäåë¼ííîé íàä ïîëåì ïîðÿäêà 2, ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì.
Ñóùåñòâîâàíèå êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïóíêòå (æ) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ñèëîâñêàÿ 3-
ïîäãðóïïà ãðóïïû PSL2(3) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì. Ñóùåñòâîâàíèå êàðòåðîâîé
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ïîäãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùåé ïóíêòó (ç) ëåììû, ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ êàðòåðîâîé ïîä-
ãðóïïû K ïîðÿäêà 6 â (íåïðîñòîé) ãðóïïå 2G2(3). Ñóùåñòâîâàíèå êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû K
ïîðÿäêà 6 â ãðóïïå 2G2(3) ñëåäóåò èç ñòðóêòóðíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåä¼ííûõ â ðàáîòàõ [7]
è [44].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãðóïï A1(q), G2(q), F4(q),
2B2(2

2n+1) èëè
2F4(2

2n+1), òî ëåììà ñëåäóåò èç òàáëèöû 3.1.1. Åñëè 〈G, ζg〉 = G, òî ëåììà ñëåäóåò èç ðå-
çóëüòàòîâ ãëàâ 3 è 4. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 〈G, ζg〉 6= G, ò. å. ÷òî ζ ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíûì ïîëåâûì, ãðàôîâî-ïîëåâûì èëè ãðàôîâûì àâòîìîðôèçìîì. Åñëè Φ(G) = Cn,
òî ëåììà ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.2.3 íèæå, â êîòîðîé íå èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 5.3.4, ïîýòîìó ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Φ(G) 6= Cn. Åñëè Φ(G) = D4 è ëèáî ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ζ ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà è ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà ïîðÿäêà 3,
ëèáî G ' 3D4(q

3), òî ëåììà ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.3.1 íèæå, â êîòîðîé íå èñïîëüçóåòñÿ ëåììà
5.3.4, ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 〈G, ζg〉 ëåæèò â ãðóïïå A1, îïðåäåë¼ííîé â òåîðåìå 6.3.1,
è G 6' 3D4(q

3). Ïîñêîëüêó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåììó 5.3.4 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.4.1,
ïîñëå òåîðåì 6.2.3 è 6.3.1, ìû âïðàâå ñäåëàòü òàêèå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q íå÷¼òíî è Φ(G) èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òèïîâ: An (n > 2), Dn

(n > 4), Bn (n > 3), E6, E7 èëè E8. Ïî ëåììå 2.4.1 ìû èìååì, ÷òî KU/U ÿâëÿåòñÿ êàðòå-
ðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈B, ζg〉/U ' 〈H, ζg〉. Òàê êàê Gσ = GHσ, ãäå H � ìàêñèìàëüíûé
ðàñùåïë¼ííûé òîð ãðóïïû G è Hσ ∩ G = H, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g ∈ Hσ, â ÷àñòíîñòè,
g öåíòðàëèçóåò H. Ïîýòîìó Hζ ≤ Z(〈H, ζg〉), è ìû ïîëó÷àåì, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ
â B, ÷òî Hζ ≤ K. Ïî ëåììå 5.2.5, àâòîìîðôèçì ζ2′ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q
ãðóïïû H. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈H, ζg〉 öåíòðàëèçóåò
Q è ëåììà 2.4.3 âëå÷¼ò, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â B, ñïðàâåäëèâî Q ≤ K. Èç ëåììû
3.2.12 ñëåäóåò, ÷òî CU(Q) = {e}; ïðîòèâîðå÷èå ñ íåòðèâèàëüíîñòüþ K ∩ U .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ' 2G2(3
2n+1) è 〈G, ζg〉 = G h 〈ζ〉 (â ýòîì ñëó÷àå Op′(Gσ) = Gσ).

Âíîâü ïî ëåììå 2.4.1 KU/U ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû (Bh 〈ζ〉)/U ' H h 〈ζ〉.
Ïî ëåììå 3.2.3 ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Òàê
êàê íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçàòîðà ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà
ãðóïïû G ìîãóò áûòü èçîìîðôíû ëèøü ãðóïïàì A1(q), èç òàáëèöû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî öåí-
òðàëèçàòîð ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C). Ïîýòîìó
ëåììà 2.4.2 âëå÷¼ò, ÷òî KU/U ∩ B/U ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |H|2 = 2 è
KU/U ≥ Z(B/U) ≥ Hζ , îòêóäà |Hζ | = 2 è |ζ| = 2n+1. Òàêèì îáðàçîì, K∩G = (K ∩ U)×〈t〉,
ãäå t � èíâîëþöèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K ∩ U = CG(t) ∩ Gζ3′

. Òåïåðü ñòðóêòóðíûå ðåçóëü-
òàòû èç [7, òåîðåìà 1] è [44] âëåêóò ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà (ç) ëåììû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q = 2t. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Φ(G) èìååò îäèí èç òèïîâ
An (n > 2), Dn (n > 4), Bn (n > 3), E6, E7 èëè E8, G ðàñùåïë¼ííàÿ, è ζ ÿâëÿåòñÿ ïîëåâûì
àâòîìîðôèçìîì. Êàê è âûøå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Hζ ≤ K è O2′(Gζ) � ðàñùåïë¼ííàÿ ãðóïïà
ëèåâà òèïà ñ ïîëåì îïðåäåëåíèÿ q = 2t/|ζ|. Ïî ëåììå Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 äëÿ ëþáîãî r ∈ Φ(G)
è äëÿ ëþáîãî s ∈ GF (2t/|ζ|)∗ ñóùåñòâóåò òàêîé h(χ) ∈ Hζ∩O2′(Gζ), ÷òî χ(r) = s. Ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.2.12, âëåêóò, ÷òî ïðè t

|ζ| 6= 1 ñïðàâåäëèâî K ∩ U ≤
CU(Hζ) = {e}; ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, |ζ| = t è Hζ = {e}. Ïîñêîëüêó g ìîæíî âûáðàòü â Hσ

è 〈ζg〉 ∩ Gσ ≤ 〈ζg〉 ∩ Hσ ≤ Hζ = {e}, òî 〈ζg〉 ∩ Gσ = {e}. Ïî ëåììå 5.2.6 ýëåìåíòû ζg è ζ
ñîïðÿæåíû â Gσ, îòêóäà ñëåäóåò ïóíêò (ä) ëåììû.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ(G) èìååò îäèí èç òèïîâ An (n > 3), Dn (n > 4) èëè E6, è
ëèáî ζ åñòü ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì è G ðàñùåïë¼ííàÿ, ëèáî G ñêðó÷åííàÿ. Ïóñòü
ρ � ñèììåòðèÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(G), ñîîòâåòñòâóþùàÿ àâòîìîðôèçìó γ (íàïîìíèì, ÷òî
ïî îïðåäåëåíèþ ζ = γεϕ`), è r̄ îáîçíà÷àåò rρ äëÿ r ∈ Φ(G). Êàê è âûøå, ìîæíî äîêàçàòü,
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÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, Hζ ≤ K. Åñëè Hζ 6= {e}, òî ïî ëåììå Õàðòëè-Øóòà 1.5.5
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî CU(Hζ) = {e}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ K ∩ U 6= {e}. Åñëè Hζ = {e},
òî ëèáî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé è |ζ| = t ÷òî âëå÷¼ò óòâåðæäåíèå (ä) ëåììû; ëèáî
ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïë¼ííîé, |ζ| = 2t, â ÷àñòíîñòè ÷èñëî t íå÷¼òíî, ÷òî âëå÷¼ò ïóíêò (å)
ëåììû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O2′(G) ' A2(2
t), ζ � ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì è t íå÷¼òíî. Åñëè

|ζ| 6= 2t, òî ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ëåììó Õàðòëè-Øóòà 1.5.5, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëü-
ñòâó ëåììû 2.4.2 ïîêàçûâàþò, ÷òî CU(Hζ) = {e}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ K ∩ U 6= {e}.
Åñëè |ζ| = 2t, òî ìû ïîëó÷àåì ïóíêò (å) ëåììû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî O2′(G) ' A2(2
2t) è ζ � ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì. Âíîâü

ïðè |ζ| 6= 2t èç ëåììû Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 ñëåäóåò, ÷òî CU(Hζ) = {e}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ K ∩ U 6= {e}. Åñëè |ζ| = 2t, òî ëèáî Gζ ' 2A2(2
2), ëèáî Gζ ' ̂2A2(22). Åñëè Gζ '

2A2(2
2), òî Hζ = {e} è ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (ã) ëåììû. Åñëè Gζ ' ̂2A2(22), òî |Hζ | = 3, è

ïîýòîìó KU/U ∩HU/U ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈y〉 ïîðÿäêà (2t3 +1)3 = 3k, ãäå 3k−1 =
t3. Åñëè k > 1, òî ëåììà Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 âëå÷¼ò, ÷òî CU(y) = {e}, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì
îáðàçîì, t íå äåëèòñÿ íà 3 è K ∩U ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå ýëåìåíòà x, ïîðîæäàþùåãî
Hζ . Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì GL3(2

2t) → PGL3(2
2t). Òîãäà íåêîòîðûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà x

ïîäîáåí ìàòðèöå  λ 0 0
0 λ2 0
0 0 λ

 ,

ãäå λ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ GF (22). Ïðîîáðàç ãðóïïû
U ñîïðÿæ¼í ñ ìíîæåñòâîì âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, íà äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò îäèíàêî-
âûå ýëåìåíòû. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî CU(x) èçîìîðôíà àääèòèâíîé
ãðóïïå ïîëÿ GF (22t). Íèëüïîòåíòíîñòü ãðóïïû K âëå÷¼ò, ÷òî K∩U = (CU(x))ζ2′ , îòêóäà ñëå-
äóåò ïóíêò (â) ëåììû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî O2′(G) ' 2A2(2
2t). Ïî ëåììå 2.4.1 KU/U ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈B, ζg〉/U ' 〈H, ζg〉 è, êàê è âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hζ ≤ K. Åñëè
|ζ| = 2t, òî Gζ ' SL2(2) è Hζ = {e}, îòêóäà ñëåäóåò ïóíêò (ä) ëåììû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
÷èñëî t ÷¼òíî è |ζ| 6 t. Òîãäà ëèáî O2′(Gζ) ' SL2(2

2t/|ζ|) (åñëè ïîðÿäîê |ζ| ÷¼òåí), ëèáî
O2′(Gζ) ' 2A2(2

2t/|ζ|) (åñëè ïîðÿäîê |ζ| íå÷¼òåí, ñëåäîâàòåëüíî, |ζ| < t). Î÷åâèäíî, ÷òî Hζ

ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî K ∩ U ≤ CU(Hζ) = {e}, è ýòî äà¼ò ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì
K ∩ U 6= {e}. Åñëè ÷èñëî t íå÷¼òíî è t 6= |ζ|, òî O2′(Gζ) ' 2A2(2

2t/|ζ|), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Hζ ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî CU(x) = {e}. Åñëè |ζ| = t è ÷èñëî t íå÷¼òíî, òî ïîðÿäîê
|KU/U∩B/U | ìîæåò äåëèòüñÿ òîëüêî íà 3 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ëåììû Õàðòëè-Øóòà 1.5.5
âíîâü ñëåäóåò, ÷òî CU(Hζ) = {e}). ÅñëèGζ ' 2A2(2

2t/|ζ|), òîHζ = {e} è ìû ïîëó÷àåì ïóíêò (á)

ëåììû. Åñëè Gζ ' ̂2A2(22t/|ζ|), òî KU/U ∩HU/U ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈y〉 ïîðÿäêà
(2t3 +1)3 = 3k, ãäå 3k−1 = t3. Åñëè k > 1, òî ëåììà Õàðòëè-Øóòà 1.5.5 âëå÷¼ò, ÷òî CU(y) = {e},
÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, t íå äåëèòñÿ íà 3 è K ∩ U ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå
ýëåìåíòà x, ïîðîæäàþùåãî Hζ . Êàê è â íåñêðó÷åííîì ñëó÷àå âûøå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî CU(x)
èçîìîðôíà àääèòèâíîé ïîäãðóïïå ïîëÿ GF (2t). Íèëüïîòåíòíîñòü ãðóïïû K âëå÷¼ò, ÷òî K ∩
U = (CU(x))ζ2′ , îòêóäà ñëåäóåò ïóíêò (à) ëåììû.



Ãëàâà 6. Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â

ïîëóëèíåéíûõ ãðóïïàõ

�1 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

Â äàííîé ãëàâå ìû, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 5, êëàññèôèöè-
ðóåì êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà. Ñíà÷àëà
ìû äàäèì òàêóþ êëàññèôèêàöèþ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà ëèåâà òèïà èìååò òèï Cn èëè
å¼ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò àâòîìîðôèçì òðîéñòâåííîñòè, ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ
â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò îñòàëüíûõ. Íàêîíåö, ìû ñôîðìóëèðóåì îêîí-
÷àòåëüíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó è áóäåì å¼ äîêàçûâàòü íà ïðîòÿæåíèè äâóõ ïàðà-
ãðàôîâ. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïå ñ èçâåñòíûìè
êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.

�2 Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A òàêèõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï A, ÷òî åäèíñòâåííûé íåàáåëåâ êîì-
ïîçèöèîííûé ôàêòîð S = F ∗(A) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà è A ñî-
äåðæèò íåñîïðÿæ¼ííûå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû. Åñëè ìíîæåñòâî A íåïóñòî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Cmin íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ïîðÿäîê ïîäãðóïïû F ∗(A), ïðè A ∈ A. Åñëè ìíîæåñòâî A
ïóñòî, òî ïîëîæèì, ÷òî Cmin = ∞. Ìû äîêàæåì, ÷òî Cmin = ∞, ò. å. ÷òî A = ∅. Îòìåòèì,
÷òî åñëè A ∈ A è G = F ∗(A), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà A1 ãðóïïû A, ÷òî A1 ∈ A è
A1 = KG äëÿ íåêîòîðîé êàðòåðîâîé ïîäãðóïïû K ãðóïïû A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ëþ-
áîé íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû N ãðóïïû A êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû NG ñîïðÿæåíû, òî
A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), ñëåäîâàòåëüíî, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A ñîïðÿæåíû,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó A. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà N ãðóïïû
A, ÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû NG íåñîïðÿæåíû. Ïóñòü K � íåêîòîðàÿ êàðòåðîâà
ïîäãðóïïà ãðóïïû NG. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî KG/G ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
NG/G, ò. å. ñîâïàäàåò ñ NG/G. Ñëåäîâàòåëüíî, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû KG íåñîïðÿ-
æåíû è KG = A1 ∈ A. Ïîýòîìó óñëîâèå A = KG â òåîðåìàõ 6.2.3, 6.3.1 è 6.4.1 íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì è èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êàðòåðîâû ïîäãðóïïû â ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïå A ñ
ïðîñòûì öîêîëåì G = F ∗(A) ' PSp2n(q). Ìû ðàññìîòðèì òàêèå ãðóïïû çäåñü, ïîñêîëüêó äëÿ
ãðóïï òèïà PSp2n(q) ëåììà 3.2.12 íåâåðíà è ìû èñïîëüçóåì ðàññóæäåíèÿ, íåìíîãî îòëè÷íûå
îò òåõ, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.4.1.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå äâå òåõíè÷åñêèå ëåììû.

Ëåììà 6.2.1. Ïóñòü Op′(Gσ) = G � êàíîíè÷åñêàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëè-
åâà òèïà íàä ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêè p è −1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â áàçî-
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âîì ïîëå ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ ãðóïïû G ðàâíà Cn. Ïóñòü
U � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóï-
ïû G, íîðìàëèçóþùàÿ U , è Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Òîãäà CU(Q) = 〈Xr |
r ÿâëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè r � êîðîòêèé êîðåíü, òî ñóùåñòâóåò êîðåíü s, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ < s, r >= 1. Òàêèì îáðàçîì,

xr(t)
hs(−1) = xr((−1)<s,r>t) = xr(−t)

(ñì. [11, ïðåäëîæåíèå 6.4.1]). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x ∈ CU(Q) è xr(t) � íåòðèâèàëüíûé ìíî-
æèòåëü â ðàçëîæåíèè (1.1) ýëåìåíòà x, òî r ÿâëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì. Äàëåå, åñëè r ÿâ-
ëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì, òî äëÿ ëþáîãî êîðíÿ s ëèáî | < s, r > | = 2, ëèáî < s, r >= 0,
ò. å. xr(t)

hs(−1) = xr(t). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, ÷òî −1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â áà-
çîâîì ïîëå ãðóïïû G (ò. å. â ïîëå GF (q)) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî q ≡ −1 (mod 4), ïîýòîìó
〈hs(−1) | s ∈ Φ〉 = Q, îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

Ëåììà 6.2.2. Ïóñòü G = PSp2n(q) � ïðîñòàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, J �
ïîäìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé, ñîäåðæàùåå äëèííûé ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü
rn, PJ � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ B è ãðóïïàìè Xr ïðè
−r ∈ J , L � ôàêòîð Ëåâè ïîäãðóïïû PJ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êâàçèïðîñòóþ íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó ãðóïïû L, èçîìîðôíóþ Sp2k(q) (îíà âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó rn ∈ J). Òî-
ãäà AutL(S/Z(S)) = S/Z(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî, îíî äîêàçàíî, íàïðèìåð, â íåîïóáëèêîâàí-
íîé ðàáîòå Í.À. Âàâèëîâà. Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.
Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, L ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóï-

ïû G, è ïîòîìó ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ S/Z(S) ≤ AutL(S/Z(S)) ≤ Ŝ/Z(S). Ïîñêîëüêó

|Ĉn(q) : Cn(q)| = (2, q − 1), òî äëÿ ÷¼òíîãî q óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè æå q íå÷¼òíî, òî

ëèáî AutL(PS) = PS, ëèáî AutL(PS) = P̂S. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû ãðóïïû S � ýòî êîð-

íè rn−k+1, . . . , rn. Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AutL(S/Z(S)) = Ŝ/Z(S), òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ýëåìåíòû s1, . . . , sk ðåø¼òêè ZΦ = ZCn, ÷òî

< si, rn−k+j >=
(si, rn−k+j)

(si, si)
=

{
1 åñëè i = j,
0 åñëè i 6= j.

(Îíè ïîðîæäàþò ðåø¼òêó ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ è, òàêèì îáðàçîì, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
âñå äèàãîíàëüíûå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû S.) Íî äëÿ ëþáîãî êîðíÿ r èç Cn ìû èìååì, ÷òî
ëèáî < r, rn >= 0, ëèáî < r, rn >= ±2, ò. å. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s ∈ ZΦ ÷èñëî < s, rn > ÷¼òíî,
â ÷àñòíîñòè, îòëè÷íî îò 1. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ s1, . . . , sk íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 6.2.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà (íå îáÿçàòåëüíî
ïðîñòàÿ) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, è G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî PSp2n(p

t) ' Op′(Gσ) ≤
G ≤ Gσ. Âûáåðåì ïîäãðóïïó A ãðóïïû Aut(PSp2n(p

t)) òàê, ÷òîáû A ∩Gσ = G. Ïóñòü K �
êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî |PSp2n(p

t)| 6 Cmin è A = KG.
Òîãäà âûïîëíåíî â òî÷íîñòè îäíî èç óòâåðæäåíèé:

(1) G îïðåäåëåíà íàä GF (2t), ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ζ ëåæèò â A, |ζ| = t, è, ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåíèÿ â G, âûïîëíåíî K = Sh〈ζ〉, ãäå S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Gζ2′

.
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(2) G ' PSL2(3
t) ' PSp2(3

t), ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ζ ëåæèò â A, ïîðÿäîê |ζ| = t íå÷¼òåí,
è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G, âûïîëíåíî K = S h 〈ζ〉, ãäå S � ñèëîâñêàÿ 3-
ïîäãðóïïà ãðóïïû Gζ3′

.

(3) p íå äåëèò |K∩G| è K ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëèçàòîðå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû A.

Â ÷àñòíîñòè, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A ñîïðÿæåíû, ò. å., åñëè A1 ∈ A è F ∗(A1) =
Cmin, òî F ∗(A1) 6' PSp2n(p

t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è A � òàêîé êîíòðïðè-
ìåð, ÷òî |F ∗(A)| ìèíèìàëåí. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷íîñòè îäíî èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó åñëè âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (2), òî, ââèäó ëåììû 5.3.2, äëÿ
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû S ãðóïïû A íå âûïîëíåíî óñëîâèå NG(S) = SCG(S), ò. å. íå âû-
ïîëíåíî óòâåðæäåíèå (3) òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè A1 � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà, äëÿ
êîòîðîé F ∗(A1) � ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì |F ∗(A)|, òî êàðòåðîâû
ïîäãðóïïû ãðóïïû A1 ñîïðÿæåíû. Ââèäó òåîðåìû 4.1.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= G. Êðîìå
òîãî, ââèäó òåîðåìû 3.3.5, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q íå÷¼òíî, ò. å. Aut(PSp2n(q)) íå ñîäåðæèò
ãðàôîâûõ àâòîìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A = 〈G, ζg〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈G, ζg〉 è K íå óäîâëåòâî-
ðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Çàïèøåì K = 〈x,K ∩ G〉. Åñëè ëèáî p 6= 3, ëèáî t ÷¼òíî, ëèáî
n = 1, òî òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.5. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
q = 3t, t íå÷¼òíî è n > 2. Ïîñêîëüêó |Gσ : Op′(Gσ)| = 2 è ïîðÿäîê |ζ| íå÷¼òåí, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïîðÿäîê |ζg| òàêæå íå÷¼òåí è ïîýòîìó ζ ∈ 〈G, ζg〉, ò. å. 〈G, ζg〉 = Gh 〈ζ〉. Ïî ëåììå 3.2.3
ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì â G. Äàëåå,
äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà t ∈ G êàæäûé íåàáåëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð öåí-
òðàëèçàòîðà CG(t) åñòü ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà (ñì. [13]) ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì Cmin.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íåàáåëåâà êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà S ãðóïïû CG(t) è ëþáîé
íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû N ≤ CG(t) êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû 〈AutN(S), S〉 ñîïðÿæå-
íû. Çíà÷èò, CG(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C). Ïîýòîìó, ïî ëåììå 2.4.2, |K ∩G| = 2α · 3β äëÿ
íåêîòîðûõ α, β > 0.

Åñëè G = ̂PSp2n(q), òî ïî [45, òåîðåìà 2] ëþáîé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì
îáðàòíûì. Ïîñêîëüêó 3 ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðîñòûì ÷èñëîì äëÿ G, òî [39, òåîðåìû 1.2 è 1.4]
âëåêóò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u ∈ G ïîðÿäêà 3 âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû
ãðóïïû CG(u) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åìCmin. Òàêèì
îáðàçîì, CG(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), çíà÷èò, ïî ëåììå 2.4.2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K ∩
G åñòü 2-ãðóïïà. Ââèäó ëåìì 5.2.5 è 5.2.6 ëþáîé ýëåìåíò x ∈ A \ G íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà,
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó 〈x〉 ∩G = {e}, öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó
ãðóïïû G. Ïîýòîìó K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû G, è çíà÷èò, ãðóïïû A, ò. å.
K óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (â) òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G = PSp2n(q) è β > 1, ò. å. ñèëîâñêàÿ
3-ïîäãðóïïà O3(K ∩ G) ãðóïïû K ∩ G íåòðèâèàëüíà. Èç ëåììû 5.2.1 ñëåäóåò, ÷òî K ∩ G
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé K-èíâàðèàíòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P ãðóïïû G ñ ôàêòî-
ðîì Ëåâè L è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â P , ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà O2(K ∩ G) ãðóïïû
K ∩ G ñîäåðæèòñÿ â L. Çàìåòèì, ÷òî âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû P
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì Cmin, ïîýòîìó P è ëþáîé
å¼ ãîìîìîðôíûé îáðàç óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (C). Ãðóïïà K̃ = KO3(P )/O3(P ) èçîìîðôíà

K/O3(K ∩ G) è, ïî ëåììå 2.4.1, K̃ ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈K̃, P/O3(P )〉.
Äàëåå K̃ ∩P/O3(P ) ' O2(K ∩G) åñòü 2-ãðóïïà è ëþáîé ýëåìåíò x ∈ 〈K̃, P/O3(P )〉 \P/O3(P )
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íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó 〈x〉 ∩ P/O3(P ) = {e}, öåíòðàëèçóåò íåêî-
òîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû P/O3(P ) ' L (ñì. ëåììû 5.2.5 è 5.2.6). Ñëåäîâà-
òåëüíî, O2(K ∩ G) ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû L, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò ñè-
ëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó H2 ãðóïïû H. Ïîñêîëüêó K íèëüïîòåíòíà, ëåììà 6.2.1 âëå÷¼ò, ÷òî
O3(K ∩ G) ≤ CU(H2) = 〈Xr | r � äëèííûé êîðåíü èç Φ(G)+〉. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ
äëèííûõ êîðíåé r, s èç Φ(G)+ âûïîëíåíî r + s 6∈ Φ(G), êîììóòàòîðíàÿ ôîðìóëà Øåâàë-
ëå [11, òåîðåìà 5.2.2] âëå÷¼ò, ÷òî ïîäãðóïïà 〈Xr | r � äëèííûé êîðåíü èç Φ(G)+〉 àáåëåâà.

Ïîñêîëüêó ζ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì, îí íîðìàëèçóåò ëþáóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóï-
ïó ãðóïïû G, ñîäåðæàùóþ ζ-èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþ-
áîãî ïîäìíîæåñòâà J ìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé Π = {r1, . . . , rn} êîðíåâîé ñè-
ñòåìû Φ = Φ(G) ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà PJ ÿâëÿåòñÿ ζ-èíâàðèàíòíîé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P = PJ , ãäå J � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé Π êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Âûáåðåì íóìåðàöèþ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ êîðíåé òàêèì îáðàçîì, ÷òî rn � äëèííûé ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü, à âñå îñòàëüíûå
ri � êîðîòêèå êîðíè. Åñëè rn ∈ J , òî îäíà èç êîìïîíåíò ôàêòîðà Ëåâè L, íàïðèìåð,
G1, èçîìîðôíà ãðóïïå Sp2k(q) äëÿ íåêîòîðîãî k < n (îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó A 6= G, òî
q 6= 3). Â ñèëó ëåììû 6.2.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L/CL(G1) = AutL(G1/Z(G1)) = G1/Z(G1).
Ïî ëåììå 2.4.1, K1 = KCL(G1)O3(P )/CL(G1)O3(P ) � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû (P h
〈ζ〉)/CL(G1)O3(P ). Ïîñêîëüêó |K1∩P/CL(G1)O3(P )| íå äåëèòñÿ íà 3, è ζ öåíòðàëèçóåò íåêîòî-
ðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïûG1/Z(G1) (ñì. ëåììó 5.2.5), òîK1 ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-
ïîäãðóïïó ãðóïïû P/CL(G1)O3(P ) ' G1/Z(G1) ' PSp2k(q). Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 5.2.5 ñèëîâ-
ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû (P/CL(G1)O3(P ))ζ ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ôàêòîðãðóïïû
P/CL(G1)O3(P ). Òàêèì îáðàçîì,K1∩P/CL(G1)O3(P ) ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû (P/CL(G1)O3(P ))ζ ' PSp2k(3). Íî ïî ëåììå 5.3.2 â ãðóïïå PSp2k(3) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x
íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé íîðìàëèçóåò, íî íå öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó; ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî K1 ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû (P h 〈ζ〉)/CL(G1)O3(P ).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî rn 6∈ J .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Jn = Π \ {rn} è ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó PJn . Èç ïðåäûäóùèõ
ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî K ≤ PJ h 〈ζ〉 ≤ PJn h 〈ζ〉. Äàëåå, ïîäãðóïïà

〈Xr | r � äëèííûé êîðåíü èç Φ(G)+〉

ñîäåðæèòñÿ â O3(PJn) è O3(K∩G) ñîäåðæèòñÿ â 〈Xr | r � äëèííûé êîðåíü èç Φ(G)+〉, ïîýòî-
ìó O3(K ∩G) ≤ O3(PJn) è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P = PJn . Ïî ëåììå 2.4.1, K̃ = KO3(P )/O3(P )
ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû (P h 〈ζ〉)/O3(P ). Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûé íåà-
áåëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð ãðóïïû P h 〈ζ〉 èçîìîðôåí An−1(q) ' PSLn(q). Ââèäó [5, òåî-

ðåìà 1] è [6, òåîðåìà 4] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K̃ = R × 〈ζ〉, ãäå R � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû P , öåíòðàëèçóåìàÿ ýëåìåíòîì ζ. Òàêèì îáðàçîì, O3(K ∩ G) ≤ CP (R). Ðàññìîòðèì
Q = O3(K ∩ G) ∩ Pζ . Ïîñêîëüêó O3(K ∩ G) íåòðèâèàëüíà è K íèëüïîòåíòíà, òî ãðóïïà
Q = O3(K ∩G) ∩ Pζ = Z(K) ∩ O3(K ∩G) íåòðèâèàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, NG(Q) � ñîáñòâåí-
íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è ïî ëåììå 5.2.1 NG(Q) ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K ≤ NG(Q) è P = PJn � ìàêñèìàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ
ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè NG(Q) íå ñîäåðæèòñÿ â P , òî NG(Q) è K ñîäåð-
æàòñÿ â íåêîòîðîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå PJ , äëÿ êîòîðîé rn ∈ J . Âûøå áûëî äîêàçàíî,
÷òî rn 6∈ J , çíà÷èò, NG(Q) ñîäåðæèòñÿ â P .

Ïîêàæåì, ÷òî R × Q � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Gζ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ Gζ íîðìàëèçóåò R×Q. Òîãäà x íîðìàëèçóåò Q, ïîýòîìó x ëåæèò
â P è íîðìàëèçóåò O3(P ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x íîðìàëèçóåò R, çíà÷èò, íîðìàëèçóåò CP (R),
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ïîýòîìó x íîðìàëèçóåò CO3(P )(R). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, x è ζ ïåðåñòàíîâî÷íû. Òàêèì îáðà-
çîì, x íîðìàëèçóåò (R×CO3(P )(R))h〈ζ〉. Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, K ≤ (R×CO3(P )(R))h〈ζ〉 è
ãðóïïà (R×CO3(P )(R))h〈ζ〉 ðàçðåøèìà. Ëåììà 2.4.2(à) âëå÷¼ò, ÷òî ãðóïïà (R×CO3(P )(R))h〈ζ〉
ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì â Gh 〈ζ〉, çíà÷èò, x ∈ R×CO3(P )(R). Ãðóïïà CO3(P )(R) ≤
〈Xr | r � ÿâëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì〉 àáåëåâà, ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò èç R× CO3(P )(R) öåí-
òðàëèçóåò CO3(P )(R) ≥ O3(K ∩G). Ñëåäîâàòåëüíî, x íîðìàëèçóåò (R×O3(K ∩G))h 〈ζ〉 = K,
ò. å. x ∈ K. Ïî ïîñòðîåíèþ R×Q = K∩Gζ , çíà÷èò, x ∈ R×Q è R×Q � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà
ãðóïïû Gζ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, O3′(Gζ) ' PSp2n(3

t/|ζ|) è ïî èíäóêöèè ãðóïïû PSp2n(3
t/|ζ|) è

̂PSp2n(3
t/|ζ|) íå ñîäåðæàò êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï, ïîðÿäîê êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3. Ýòî ïîñëåäíåå

ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

�3 Ãðóïïû ñ àâòîìîðôèçìîì òðîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 6.3.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè p; G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ è Op′(G) èçîìîðôíà D4(q)
èëè 3D4(q

3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3 ãðóïïû Op′(G) (íà-
ïîìíèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû G ' 3D4(q

3) àâòîìîðôèçì τ � ýòî òàêîé àâòîìîðôèçì, ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîòîðîãî èçîìîðôíî G2(q)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ïîäãðóïïó
ãðóïïû Aut(D4(q)), ïîðîæä¼ííóþ âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûìè è ïîëåâûìè àâòîìîðôèçìàìè,
à òàêæå ãðàôîâûì àâòîìîðôèçìîì ïîðÿäêà 2. Ïóñòü ïîäãðóïïà A ≤ Aut(Op′(G)) òàêîâà,
÷òî A 6≤ A1 (åñëè Op′(G) ' D4(q)), è K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî G = A∩Gσ, A = KG è |Op′(G)| 6 Cmin. Òîãäà ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(à) G ' 3D4(q
3), (|A : G|, 3) = 1, q íå÷¼òíî è K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóï-

ïû A;

(á) (|A : G|, 3) = 3, q íå÷¼òíî, τ ∈ A, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì èç G,
ïîäãðóïïà K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CA(τ) ∈ ΓG2(q) è τ ∈ K;

(â) (|A : G|, 3) = 3, q = 2t, |A : G| = 3t, A = Gh 〈τ, ϕ〉 (A = Gh 〈ϕ〉, åñëè G ' 3D4(q
3)), ãäå

ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà t (|ϕ| = 3t, åñëè G ' 3D4(q
3)), ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ

τ , ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì èç G, ïîäãðóïïà K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(〈τ, ϕ〉2′) ' G2(2

t2′ ) è τ ∈ K;

(ã) Op′(G) ' D4(p
3t), p íå÷¼òíî, ôàêòîðãðóïïà A/G öèêëè÷åñêàÿ, τ 6∈ A, A = Gh 〈ζ〉, ãäå,

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m, ζ = τϕm ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâî-ïîëåâûì àâòîìîðôèç-
ìîì, è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì èç G, K = Q h 〈ζ〉, ãäå Q ÿâëÿåòñÿ
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gζ2′

' 3D4(p
3t/|ζ2′ |).

Â ÷àñòíîñòè, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A ñîïðÿæåíû, ò. e. åñëè A2 ∈ A è |F ∗(A2)| =
Cmin, òî ãðóïïà A2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, çíà÷èò, F ∗(A2) 6' 3D4(q

3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà è A � òàêîé êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäå-
íèþ òåîðåìû, ÷òî |Op′(G)| ìèíèìàëåí. Ââèäó [42, òåîðåìà 1.2(vi)] êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Ïî [13] è [39, òåîðåìû 1.2 è 1.4] äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà t ∈ G
íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû öåíòðàëèçàòîðà CG(t)
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì Cmin. Òàêèì îáðàçîì,
CA(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C) è ëåììà 2.4.2 âëå÷¼ò, ÷òî K∩G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Äàëåå,
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ëåììà 5.2.6 âëå÷¼ò, ÷òî âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, ïîðîæä¼ííûå ïîëåâûìè àâòîìîðôèçìàìè
îäèíàêîâîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G, ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî G. Ïîñêîëüêó öåíòðàëè-
çàòîð ëþáîãî ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà â G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà, ïîðÿäêà ìåíüøåãî,
÷åì Cmin, ìû âíîâü ïðèìåíÿåì ëåììó 2.4.2 è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïî èíäóêöèè.
Ëåììà 5.2.6 òàêæå âëå÷¼ò, ÷òî åñëè Op′(G) ' D4(q), òî âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, ïîðîæ-
ä¼ííûå ãðàôîâî-ïîëåâûìè àâòîìîðôèçìàìè, ñîïðÿæåíû. Ïîñêîëüêó öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî
ãðàôîâî-ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà â G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà, ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì
Cmin, ìû âíîâü ïðèìåíÿåì ëåììó 2.4.2 è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (ã) òåîðåìû ïî èíäóêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A íå ñîäåðæèò ïîëåâîãî èëè ãðàôîâî-ïîëåâîãî àâòîìîð-
ôèçìà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî G ' 3D4(q

3) è A/G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, ëèáî
K ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò s ïîðÿäêà 3, ÷òî 〈s〉 ∩ A1 = {e} (äëÿ ãðóïï 3D4(q

3) ñïðàâåäëèâî
〈s〉 ∩G = {e}), Gh 〈s〉 = Gh 〈τ〉, è K ∩G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (à) òåîðåìû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (|A :
G|, 3) = 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå íåñîïðÿæ¼ííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïïû
〈τ〉 è 〈x〉 ïîðÿäêà 3 ãðóïïû A òàêèå, ÷òî 〈τ〉 ∩ A1 = 〈x〉 ∩ A1 = {e} è G h 〈x〉 = G h 〈τ〉
(ñì. [29, (9-1)]). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî s = τ ∈ K, ëèáî s = x ∈ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q 6= 3t. Â
ïåðâîì ñëó÷àå èç èçâåñòíîãî ñòðîåíèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïå èç ìíîæåñòâà ΓG2(q),
ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå 3.3.5, ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ (á) èëè (â) òåîðåìû, âî âòîðîì ñëó÷àåK ≤
CA(x). Ââèäó [29, (9-1)] CG(x) ' PGLε3(q), ãäå q ≡ ε1 (mod 3), ε = ± è PGL+

3 (q) = PGL3(q),
PGL−

3 (q) = PGU3(q). Òîãäà K = (K ∩ G) × 〈y, ϕ〉, ãäå ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû
Op′(G), ïîðÿäîê êîòîðîãî åñòü ñòåïåíü 2, y � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì, ïîðÿäîê êîòîðîãî
åñòü ñòåïåíü 3 è x ∈ 〈y〉. Â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè K ìû ïîëó÷àåì, ÷òî yϕ = ϕy, îòêóäà
CCG(ϕ)(x) = CCG(x)(ϕ). Òåïåðü ìû èìååì, ÷òî

Op′(CG(ϕ)) =

{
D4(q

1/|ϕ|), åñëè Op′(G) ' D4(q),
3D4(q

3/|ϕ|), åñëè G ' 3D4(q
3).

Çíà÷èò, CCG(x)(ϕ) = CCG(ϕ)(x) ' PGLµ3(q1/|ϕ|), ïðè÷¼ì q1/|ϕ| ≡ µ1 (mod 3), ãäå µ = ± (çàìå-
òèì, ÷òî ε è µ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû). Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, K ∩ G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó [6, òåîðåìà 4], ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ïîðÿäêà 3, öåíòðàëèçóþùèé
ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(x) = PGLε3(q) è ëåæàùèé â CCG(x)(ϕ) ' PGLµ3(q1/|ϕ|). Òà-
êèì îáðàçîì, ýëåìåíò z öåíòðàëèçóåò K, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â K. Íî K ∩G íå ñîäåðæèò
ýëåìåíòîâ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q = 3t. Òîãäà CG(τ) ' G2(q) è ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ
(á) èëè (â) òåîðåìû. Âî âòîðîì ñëó÷àå CG(x) ' SL2(q) i U , ãäå U ÿâëÿåòñÿ 3-ãðóïïîé è
Z(CG(x)) ∩ U 6= {e}; ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.4.2.

�4 Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 6.4.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà (G íå îáÿçà-
òåëüíî ïðîñòàÿ) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p è G, σ âûáðàíû òàê, ÷òî Op′(Gσ) ≤ G ≤ Gσ.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî G 6' 3D4(q

3). Âûáåðåì ïîäãðóïïó A ãðóïïû Aut(Op′(Gσ)), äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A ∩ Gσ = G, è, åñëè Op′(G) = D4(q), ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå A1, îïðåäåë¼ííîé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 6.3.1. Ïóñòü K �
êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû A è A = KG.

Òîãäà âûïîëíåíî â òî÷íîñòè îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(à) G îïðåäåëåíà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, A = 〈G, ζg, t〉, ãäå t � 2-ýëåìåíò, K ñî-
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äåðæèòñÿ â íîðìàëèçàòîðå íåêîòîðîé t-èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ãðóïïû G è
K ∩ 〈G, ζg〉 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óòâåðæäåíèé (à)�(å) ëåììû 5.3.4;

(á) G ' PSL2(3
t), ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ζ ëåæèò â A, ïîðÿäîê |ζ| = t íå÷¼òåí, è, ñ

òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî K = Q h 〈ζ〉, ãäå Q ÿâëÿåòñÿ
ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gζ3′

;

(â) A = 2G2(3
2n+1) h 〈ζ〉, |ζ| = 2n + 1 è ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî K = (K ∩G) h 〈ζ〉 è K ∩ 2G2(3
2n+1) = Q× P , ãäå Q ïîðÿäêà 2 è |P | = 3|ζ|3;

(ã) p íå äåëèò |K∩G| è K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû A, ââèäó ëåììû 5.3.3
ãðóïïà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).

Â ÷àñòíîñòè, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A ñîïðÿæåíû.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ äèõîòîìèÿ äëÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ àâòîìîð-
ôèçìîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, íåñîäåðæàùèõ ãðàôîâûé èëè ïîëåâî-ãðàôîâûé àâòî-
ìîðôèçì ïîðÿäêà 3. Îíè ëèáî ñîäåðæàòñÿ â íîðìàëèçàòîðå íåêîòîðîé ïîäãðóïïû Áîðåëÿ,
ëèáî õàðàêòåðèñòèêà íå÷¼òíà è êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó âñåé
ãðóïïû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è A � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû, äëÿ êîòîðîãî |F ∗(A)| ìèíèìàëåí. Ñðåäè êîíòðïðèìåðîâ ñ ìèíèìàëüíûì |F ∗(A)|
âûáåðåì òîò, äëÿ êîòîðîãî |A| ìèíèìàëåí. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû
A1, äëÿ êîòîðîé |F ∗(A1)| < |F ∗(A)|, F ∗(A1) � ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è A1 óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì,
÷òî ëèøü îäíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ïðè âûïîëíåíèè
óòâåðæäåíèé (á) èëè (â) óñëîâèå NA(Q) = QCA(Q) äëÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû Q ãðóïïû
A íå âûïîëíåíî, ò. å. íå âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (ã) òåîðåìû (òî, ÷òî íèêàêèå äðóãèå äâà
óòâåðæäåíèÿ íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî, î÷åâèäíî). Òàêèì îáðàçîì, êàðòå-
ðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A1 ñîïðÿæåíû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
|F ∗(A)| 6 Cmin. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A2 ∈ A è F ∗(A2) = Cmin, òî ëèáî A2 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû 6.3.1, ëèáî A2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1. Êàê ìû îòìå÷àëè
â òåîðåìå 6.3.1, ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Âòîðîé ñëó÷àé, êàê ìû òîëüêî ÷òî çàìåòèëè,
âîçìîæåí ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè |F ∗(A)| 6 |F ∗(A2)| = Cmin (ïîñêîëüêó A � êîíòðïðèìåð
ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû äëÿ êîòîðîãî |F ∗(A)| ìèíèìàëåí).

Ìû äîêàæåì òåîðåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè F ∗(A) ' PSp2n(q), òî òåîðåìà ñëåäóåò èç
òåîðåìû 6.2.3. Åñëè A = G, òî òåîðåìà ñëåäóåò èç [23], [24] è ðåçóëüòàòîâ ãëàâ 3 è 4 íàñòîÿùåé
ðàáîòû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A/(A∩G) íåòðèâèàëüíà. Ïóñòü K � êàðòåðîâà
ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Ìû ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè p äåëèò |K ∩G|, òî âûïîëíåíî îäíî èç
óòâåðæäåíèé (à)�(â) òåîðåìû. Çàòåì ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè p íå äåëèò |K∩G|, òîK ñîäåðæèò
ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû A. Ïîñêîëüêó îáà ýòèõ øàãà äîñòàòî÷íî çàïóòàííûå, ìû
ðàçäåëèëè èõ íà äâà ïàðàãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî ïî [13] äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà t ∈
G, âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû CG(t), çíà÷èò, ãðóïïû CA(t), ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì |F ∗(A)|, à çíà÷èò, ìåíüøåãî, ÷åì
Cmin. Ïîýòîìó CA(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíÿòü ëåììû 2.4.1
è 2.4.2, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò áåç äàëüíåéøèõ ññûëîê.
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�5 Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà õà-

ðàêòåðèñòèêó

Îáîçíà÷èì K ∩G ÷åðåç KG. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû A, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû
6.4.1, ôàêòîðãðóïïà A/G ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t, èçîìîðôíà
ïîäãðóïïå ãðóïïû Z2 × Zt, ãäå Zt îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà t. Åñëè ôàê-
òîðãðóïïà A/G íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî ãðóïïà Op′(G) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïë¼ííîé è A ñî-
äåðæèò ýëåìåíò τa, ãäå τ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Op′(G) è a ∈ Gσ. Òîãäà ëþ-
áîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì â A (ñì. ëåììó
5.2.7). Ïî ëåììå 2.4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |KG| äåëèòñÿ òîëüêî íà 2 è p. Åñëè p = 2, òî KG

ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, îíà ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé K-èíâàðèàíòíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïå P ãðóïïû G è ïî ëåììå 2.4.1 ôàêòîðãðóïïà KO2(P )/O2(P ) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû KP/O2(P ). Ïîñêîëüêó KG ≤ O2(P ), òî (KO2(P )/O2(P )) ∩ (P/O2(P )) =
{e}. Çíà÷èò, P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ ãðóïïû G, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû èìåëè
CP/O2(P )(KO2(P )/O2(P )) 6= {e}; ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òîKO2(P )/O2(P ) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû KP/O2(P ). Òàêèì îáðàçîì, P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ, è òåîðåìà
ñëåäóåò èç ëåììû 5.3.4. Äàëåå, åñëè p 6= 2, òî âíîâü KG ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P ãðóïïû G òàêîé, ÷òî Op(KG) ≤ Op(P ) è O2(KG) ≤ L. Òîãäà ëåììû
5.2.5 è 5.2.6 âëåêóò, H2 ≤ O2(K ∩G) ≤ K, ãäå H2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Äàëåå,
ëåììà 3.2.12 âëå÷¼ò, ÷òî Op(KG) ≤ CU(H2) = {e}. Ñëåäîâàòåëüíî, K ∩G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.
Ïî ëåììàì 5.2.5 è 5.2.6 ëþáîé ýëåìåíò x ∈ A\G íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà òàêîé, ÷òî 〈x〉∩G = {e},
öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû G. Çíà÷èò, K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó ãðóïïû A, ò. å. K óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (ä) òåîðåìû. Ïîýòîìó ôàêòîð-
ãðóïïà A/G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, è ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A = 〈G, ζg〉 ∈ ΓG.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.4.1, A = 〈G, ζg〉 ïðåäïîëàãàåòñÿ
êîíòðïðèìåðîì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, äëÿ êîòîðîãî |Op′(G)| è |A| ìèíèìàëüíû, è K
ÿâëÿåòñÿ òàêîé êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈G, ζg〉, ÷òî p äåëèò |KG|. Ìû èìååì, ÷òî
K = 〈ζkg,KG〉. Ïîñêîëüêó |Op′(G)| 6 Cmin, ëåììà 2.4.1 âëå÷¼ò, ÷òîKG/G ÿâëÿåòñÿ êàðòåðî-
âîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A/G. Ñëåäîâàòåëüíî, |ζk| = |ζ|, è ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k = 1
è K = 〈KG, ζg〉.

Ââèäó ëåììû 5.2.1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ σ- è ζ̄g- èíâàðèàíòíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ

ïîäãðóïïà P ãðóïïû G, ÷òî Op(KG) ≤ Ru(P ) è KG ≤ P . Â ÷àñòíîñòè, P è P
ζ̄
ñîïðÿæåíû

â G. Ïóñòü Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G è Π � ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé
êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ââèäó [11, ïðåäëîæåíèå 8.3.1], P ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé P J = B ·NJ ·B,
ãäå J ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Π è NJ � ïîëíûé ïðîîáðàç ïîäãðóïïû WJ â N
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà N/T → W . Äàëåå, P J ÿâëÿåòñÿ ϕ̄-èíâàðèàíòíîé,

çíà÷èò, P
ζ̄

J = P
γ̄ε

J (íàïîìíèì, ÷òî ζ̄ = γ̄εϕ̄k ïî îïðåäåëåíèþ). Ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ ρ
äèàãðàììû Äûíêèíà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ, ñîîòâåòñòâóþùóþ γ̄. Ïóñòü J � îáðàç ìíîæåñòâà

J îòíîñèòåëüíî ρ. ßñíî, ÷òî P
γ̄

J = P J . Ïîñêîëüêó P è P
ζ̄
ñîïðÿæåíû â G, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

P J è P
ζ̄

J ñîïðÿæåíû â G. Èç [11, òåîðåìà 8.3.3] ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ε = 0, ëèáî J = J ; ò. å. P J

ÿâëÿåòñÿ ζ̄-èíâàðèàíòíîé.
Äàëåå, ìû èìååì, ÷òî P

ȳ
= P J äëÿ íåêîòîðîãî ȳ ∈ G. Çíà÷èò, 〈ζ̄g, P 〉ȳ = 〈(ζ̄g)ȳ, P J〉 è

P
(ζ̄g)ȳ

J = P J . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(ζ̄g)ȳ = ȳ−1ζ̄gȳ = ζ̄
(
ζ̄−1ȳ−1ζ̄gȳ

)
= ζ̄ · h,

ãäå h =
(
ζ̄−1ȳ−1ζ̄gȳ

)
∈ G. Ïîñêîëüêó P

ζ̄

J = P J = P
h−1

J , ïîëó÷àåì, ÷òî h ∈ NG(P J). Ïî [11,
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òåîðåìà 8.3.3], NG(P J) = P J , òàêèì îáðàçîì, 〈ζ̄g, P 〉y = 〈ζ̄ , P J〉. Äàëåå îáå ãðóïïû P è P J

ÿâëÿþòñÿ σ-èíâàðèàíòíûìè. Çíà÷èò, ìû èìååì ȳσ(ȳ−1) ∈ NG(P ) = P . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå Ëåíãà-Ñòåéíáåðãà [41, òåîðåìà 10.1], ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ȳ = σ(ȳ), ò. å. ȳ ∈ Gσ.
Ïîñêîëüêó Gσ = T σ ·Op′(Gσ) è T ≤ P J , òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ȳ ∈ Op′(Gσ). Òàêèì
îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â G, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî K ≤ 〈ζ̄ , P J〉 = P J h 〈ζ̄〉 è

K ≤ 〈(P J ∩G), ζg〉 = 〈PJ , ζg〉,

â ÷àñòíîñòè, g ∈ (P J)σ. Áîëåå òîãî, åñëè LJ = 〈T ,Xr | r ∈ J ∪ −J〉, òî LJ åñòü σ- è ζ̄-
èíâàðèàíòíûé ôàêòîð Ëåâè ãðóïïû P J è LJ = LJ ∩ G åñòü ζ-èíâàðèàíòíûé ôàêòîð Ëåâè
ãðóïïû PJ . Ïîñêîëüêó âñå ôàêòîðû Ëåâè ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî Op(PJ), ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî LJ ÿâëÿåòñÿ ζg-èíâàðèàíòíûì ôàêòîðîì Ëåâè. Ëåììà 2.4.1 âëå÷¼ò, ÷òî

KOp(PJ)/Op(PJ) = X

ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈PJ , ζg〉/Op(PJ) è

KZ(LJ)Op(PJ)/Z(LJ)Op(PJ) = X̃

ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈PJ , ζg〉/Z(LJ)Op(PJ). Íàïîìíèì, ÷òîK = 〈ζg,KG〉,
çíà÷èò, åñëè v è ṽ � îáðàçû ýëåìåíòà g îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ

ω : 〈PJ , ζg〉 → 〈LJ , ζv〉 ' 〈PJ , ζg〉/Op(PJ),

ω̃ : 〈PJ , ζg〉 → 〈PJ , ζg〉/Z(LJ)Op(PJ) ' 〈LJ , ζv〉/Z(LJ),

òî X = 〈ζv,Kω
G〉 è X̃ = 〈ζṽ,K ω̃

G〉. Çàìåòèì, ÷òî Op(P ) è Z(LJ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîä-
ãðóïïû ãðóïï P è LJ ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ζ êàê àâòîìîðôèçì
ôàêòîðãðóïï LJ ' P/Op(P ) è L̃ = LJ/Z(LJ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöè-
îííûå ôàêòîðû ãðóïïû P ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ïîðÿäêà ìåíüøåãî, ÷åì
Cmin, çíà÷èò, 〈P, ζg〉 óäîâëåòâîðÿåò (C). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü ëåììó 2.4.1

ê 〈L̃, ζṽ〉, 〈LJ , ζv〉 è 〈P, ζg〉.
Åñëè PJ � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 5.3.4.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî LJ 6= Z(LJ), ò. å. ÷òî PJ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áî-
ðåëÿ ãðóïïû G. Òîãäà LJ = H(G1 ∗ . . . ∗ Gk), ãäå Gi � ïîäñèñòåìíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G,
k > 1, è H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû G. Ïóñòü ζg = (ζ2g2) · (ζ2′g2′) � ðàçëîæåíèå â ïðîèç-
âåäåíèå 2- è 2′- ÷àñòåé ýëåìåíòà ζg (ïðè÷¼ì g2, g2′ ∈ (P J)σ). Äàëåå, ζ2′ = ϕk, äëÿ íåêîòîðîãî
k, ÿâëÿåòñÿ ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì (íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì òðîéñòâåííûé
àâòîìîðôèçì) è îí íîðìàëèçóåò êàæäóþ Gi, ïîñêîëüêó ϕ íîðìàëèçóåò êàæäóþ Gi. Áîëåå
òîãî, ââèäó ëåììû 5.2.5, ìû èìååì, ÷òî ζ2′ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû H.
Â ÷àñòíîñòè, îí öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû Z(LJ) ≤ H. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈LJ , ζ2′v2′〉 öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó
ãðóïïû Z(LJ) (çäåñü v2′ � îáðàç ýëåìåíòà g2′ îòíîñèòåëüíî ω).

Äàëåå, L̃ = (PG1 × . . . × PGk)H̃, ãäå H̃ = H ω̃ è PG1, . . . ,PGk � êàíîíè÷åñêèå êîíå÷íûå
ãðóïïû ëèåâà òèïà ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì. Ïîëîæèì Mi = CeL(PGi), î÷åâèäíî, ÷òî Mi =

(PG1 × . . . × PGi−1 × PGi+1 × . . . × PGk)C eH(PGi); îáîçíà÷èì ÷åðåç Li ôàêòîðãðóïïó L̃/Mi

è ÷åðåç πi ñîîòâåòñòâóþùèé åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà Li � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà
òèïà è PGi ≤ Li ≤ P̂Gi.

Ïîëîæèì Mi,j = CeL(PGi × PGj) è îáîçíà÷èì ÷åðåç πi,j ñîîòâåòñòâóþùèé åñòåñòâåííûé

ãîìîìîðôèçì L̃ → L̃/Mi,j. Åñëè Mi (ñîîòâ. Mi,j) ÿâëÿåòñÿ ζ-èíâàðèàíòíîé, òî Mi (ñîîòâ.
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Mi,j) íîðìàëüíà â 〈L̃, ζṽ〉 è ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç πi (ñîîòâ. πi,j) åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

πi : 〈L̃, ζṽ〉 → 〈L̃, ζṽ〉/Mi (πi,j : 〈L̃, ζṽ〉 → 〈L̃, ζṽ〉/Mi,j).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ζ. Ïîñêîëüêó ζ2 � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì, ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äâà

ñëó÷àÿ: ëèáî ζ íîðìàëèçóåò PGi, ëèáî ζ
2 íîðìàëèçóåò PGi è PGζ

i = PGj äëÿ íåêîòîðîãî
j 6= i. Ðàññìîòðèì ýòè äâà ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Ïóñòü ζ íîðìàëèçóåò PGi. Òîãäà ζ íîðìàëèçóåò Mi, è ëåììà 2.4.1 âëå÷¼ò, ÷òî X̃πi = Ki

åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû 〈Li, (ζṽ)πi〉. Ïîñêîëüêó 〈Li, (ζṽ)πi〉 � ïîëóëèíåéíàÿ ãðóïïà
ëèåâà òèïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1 (ïî ïîñòðîåíèþ ζ2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåâûì
àâòîìîðôèçìîì è ïîòîìó ìû íå ïîïàäàåì â óñëîâèÿ òåîðåìû 6.3.1), |Li| < |G|, è p íå äåëèò
|Ki|, ìû èìååì, ÷òî Ki ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Qi ãðóïïû 〈Li, (ζṽ)πi〉 (â ÷àñòíîñòè,
p 6= 2) è ïî ëåììå 2.4.3 ãðóïïà 〈Li, (ζṽ)πi〉 óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2).

Ïóñòü ζ2 íîðìàëèçóåò PGi è PGζ
i = PGj. Òîãäà ïîäãðóïïà Mi,j íîðìàëüíà â 〈L̃, ζṽ〉. Ìû

õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî 〈L̃, ζṽ〉πi.j óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2). Ïîñêîëüêó Mi,j ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû 〈L̃, ζṽ〉, òî ïî ëåììå 2.4.1 (X̃)πi,j ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû

〈L̃, ζṽ〉πi,j . Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

〈(PGi)
πi,j × (PGj)

πi,j , X̃πi,j〉

ãðóïïû 〈L̃, ζṽ〉πi,j (îòìåòèì, ÷òî (PGi)
πi,j ' PGi è (PGj)

πi,j ' PGj, è äî êîíöà äàííîãî àáçàöà
äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè ãðóïïû). Äàëåå ìû íàõîäèìñÿ

â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2.3, à èìåííî, ìû èìååì êîíå÷íóþ ãðóïïó G̃ = (X̃)πi,j(PGi × PGj),
ãäå PGi ' PGj èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð. Òîãäà Aut( eX)πi,j (PGi) ' Aut eX(PGi) ÿâëÿåòñÿ

êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Aut eG(PGi). Äàëåå, PGi � êàíîíè÷åñêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà
ëèåâà òèïà è

PGi ≤ Aut eG(PGi) ≤ Aut(PGi),

ò. å. Aut eG(PGi) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1 (ïî ïîñòðîåíèþ ζ2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåâûì

àâòîìîðôèçìîì è ïîòîìó ìû íå ïîïàäàåì â óñëîâèÿ òåîðåìû 6.3.1) è (X̃)πi,j ∩(PGi×PGj) íå
äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó. Ïî èíäóêöèè, Aut eX(PGi) ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóï-
ïû Aut eG(PGi) (â ÷àñòíîñòè, p 6= 2). Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Aut eX(PGj) ñî-
äåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû Aut eG(PGj). Ñëåäîâàòåëüíî, Aut eG(PGi) è Aut eG(PGj)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (ESyl2). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Aut eG(PGi) ≤ Aut〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi)

è

Aut eG(PGj) ≤ Aut〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj),

ëåììû 5.3.1 è 5.3.3 âëåêóò, ÷òî ãðóïïû èíäóöèðîâàííûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi) è

Aut〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (ESyl2). Ðàññìîòðèì íîðìàëèçàòîðû

N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi) è N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj). Ïîñêîëüêó

|〈L̃, ζṽ〉πi,j : N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi)| = |〈L̃, ζṽ〉πi,j : N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj)| = 2,

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h èç 〈L̃, ζṽ〉πi,j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ñìåæíûõ
êëàññîâ hN〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi) = hN〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi) = N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj).
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Ïî ïîñòðîåíèþ C〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi) ∩ C〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj) = {e}, ïîýòîìó ëåììà 2.4.5 (ñ C〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi)

è C〈eL,ζṽ〉πi,j (PGj) â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï) âëå÷¼ò, ÷òî íîðìàëèçàòîð N〈eL,ζṽ〉πi,j (PGi)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Äàëåå, |〈L̃, ζṽ〉πi,j : N〈eL,ζṽ〉πi,j (PG1)| = 2, òàêèì îáðàçîì

ëåììà 2.4.6 âëå÷¼ò, ÷òî ãðóïïà 〈L̃, ζṽ〉πi,j óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà 〈LJ , ζv〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Ïîñêîëüêó

L̃ 6= {e}, òî, êàê ìû çàìåòèëè âûøå, p 6= 2. Ïóñòü Q � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû
〈LJ , ζv〉. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x ∈ N〈LJ ,ζv〉(Q) íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî x
öåíòðàëèçóåò Q. Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈LJ , ζv〉
öåíòðàëèçóåò Q ∩ Z(LJ), çíà÷èò, åñëè x̃ = xω̃ öåíòðàëèçóåò Q̃ = Qω̃ ' Q/(Q ∩ Z(LJ)), òî

x öåíòðàëèçóåò Q. Äàëåå, ëèáî Mi íîðìàëüíà â 〈L̃, ζṽ〉, ëèáî Mi,j íîðìàëüíà â 〈L̃, ζṽ〉 è
(∩iMi)

⋂
(∩i,jMi,j) = {e}. Áîëåå òîãî, êàê ìû äîêàçàëè âûøå, x̃πi öåíòðàëèçóåò Q̃Mi/Mi, è

x̃πi,j öåíòðàëèçóåò Q̃Mi,j/Mi,j. Ïî ëåììå 2.4.5 (ñ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè Mi è Mi,j) ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî x̃ öåíòðàëèçóåò Q̃.

Òàêèì îáðàçîì, 〈L, ζv〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) è ïî ëåììå 2.4.3 ñóùåñòâóåò êàð-
òåðîâà ïîäãðóïïà F ãðóïïû 〈L, ζv〉, ñîäåðæàùàÿ Q. Ïîñêîëüêó 〈L, ζv〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (C), òåîðåìà 2.1.4 âëå÷¼ò, ÷òî X = Kω è F ñîïðÿæåíû, ò. å. X ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó ãðóïïû 〈L, ζv〉 è, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â 〈PJ , ζg〉, K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó ãðóïïû 〈PJ , ζv〉. Â ÷àñòíîñòè, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà H2 ïîäãðóïïû Êàðòàíà H
ëåæèò â K è H2 öåíòðàëèçóåò K ∩Op(PJ) 6= {e}; ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3.2.12.

�6 Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ íå äåëèòñÿ

íà õàðàêòåðèñòèêó

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå K ∩G îáîçíà÷åíî ÷åðåç KG. Ìû âíîâü íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 6.4.1. Êàê ìû îòìå÷àëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, äëÿ ëþáîé ãðóïïû A, óäîâëåòâî-
ðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1, ôàêòîðãðóïïà A/G ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è, äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî t, èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû Z2×Zt. Åñëè ôàêòîðãðóïïà A/G íå ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé, òî ãðóïïà Op′(G) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïë¼ííîé è A ñîäåðæèò ýëåìåíò τa, ãäå τ �
ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Op′(G) è a ∈ Gσ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãðóïïà A/G íå ÿâëÿ-
åòñÿ öèêëè÷åñêîé èëè Φ(G) 6= An, D2n+1, E6, òî ïî ëåììàì 3.2.3 è 5.2.7 ëþáîé ïîëóïðîñòîé
ýëåìåíò ãðóïïû G ñîïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Ïî ëåììå 2.4.2 ìû èìååì, ÷òî KG = K ∩G
ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.4.1 ãðóïïà A/G àáåëåâà è, åñëè A1 � õîëëîâà
2′-ïîäãðóïïà ãðóïïû A/G, òî A1 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïóñòü x � ïðîîáðàç ïîðîæäàþùåãî
ýëåìåíòà ãðóïïû A1, âçÿòûé â K. Òîãäà 〈x〉∩G ≤ 〈x〉∩Gσ ≤ K ∩Gσ = K ∩ (A∩Gσ) = K ∩G.
Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, K ∩G ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, ñëåäîâàòåëüíî 〈x〉 ∩Gσ = {e}. Ïî ëåììå
5.2.6 ýëåìåíò x îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Gσ ñîïðÿæ¼í ñ íåêîòîðûì ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì
íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà è ïî ëåììå 5.2.5 ýëåìåíò x öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû
G. Çíà÷èò, KG ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G (â ÷àñòíîñòè, p 6= 2) è, òàê êàê
A/G àáåëåâà, ëåììà 2.4.5 âëå÷¼ò, ÷òî K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû A. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà 6.4.1. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
A = 〈ζg,G〉 � ïîëóëèíåéíàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, K = 〈ζkg,KG〉 � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû A, è Φ(G) ∈ {An, D2n+1, E6}. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî k = 1. Ïîñêîëüêó Gζ íåòðèâèàëüíà, òî öåíòðàëèçàòîð CG(ζg) íåòðèâèàëåí, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîäãðóïïà KG òàêæå íåòðèâèàëüíà. Ïîýòîìó, Z(K) ∩ KG 6= {e}. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò
x ∈ Z(K)∩KG ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Òîãäà K ∈ CA(x) = 〈ζg, CG(x)〉. Äàëåå, CG(x)0 = C ÿâëÿåò-
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ñÿ ñâÿçíîé σ-èíâàðèàíòíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G. Áîëåå
òîãî, C ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû CG(x) è CG(x)/C èçîìîðôíà ïîä-
ãðóïïå ãðóïïû ∆ (ñì. [31, ïðåäëîæåíèå 2.10]). Òàêèì îáðàçîì, K ñîäåðæèòñÿ â 〈K,C〉, ãäå
C = C ∩G. Áîëåå òîãî, ïî ëåììå 5.1.1 ïîäãðóïïà C = C ∩G = T (G1 ∗ . . . ∗Gm) íîðìàëüíà â
CA(x) è KGC/C èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû ∆. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |KG| íå äåëèòñÿ íà 2.

Åñëè m = 0, òî C = T = Z(C) � ìàêñèìàëüíûé òîð. Òîãäà òîð T ÿâëÿåòñÿ ζ̄g-èíâàðèàíò-
íûì. Ââèäó ëåììû 5.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî NA(CA(x)) 6= CA(x). Ïîñêîëüêó CA(x) â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé ýòî äà¼ò ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.4.2.

Åñëè m > 1, òî Z(C) è G1 ∗ . . . ∗ Gm � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû 〈K,C〉. Çíà-
÷èò, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü G̃ = 〈K,G1 ∗ . . . ∗ Gm ∗ Z(C)〉/Z(C) ≤ 〈K,C〉/Z(C). Òîãäà

G̃ = K̃(PG1 × . . . × PGm), ãäå K̃ = KZ(C)/Z(C) � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G̃ (ñì.

ëåììó 2.4.1) è Z(PGi) òðèâèàëåí. Ãðóïïà K̃ äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà {PG1, . . . ,PGm} è
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî {PG1, . . . ,PGm} ÿâëÿåòñÿ K̃-îðáèòîé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2.3, è Aut eK(PG1) � êàðòåðîâà ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû Aut eG(PG1). Áîëåå òîãî |K̃ ∩ PG1 × . . . × PGm| íå äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó.
Ïî èíäóêöèè ëèáî Aut eK(PG1) ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû Aut eG(PG1), ëèáî
Aut eG(PG1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.3.1 è Aut eK(PG1) ∩ PG1 � íåòðèâèàëüíàÿ 2-
ãðóïïà, â ÷àñòíîñòè õàðàêòåðèñòèêà p íå÷¼òíà. Â ëþáîì ñëó÷àå |K ∩ G| äåëèòñÿ íà 2, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê |KG| ÷¼òåí è ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî x ∈ Z(K) ∩KG ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé.

Çàïèøåì ζg = ζ2g1 · ζ2′g2, ãäå ζ2g1 ÿâëÿåòñÿ 2-÷àñòüþ è ζ2′g2 ÿâëÿåòñÿ 2′-÷àñòüþ ýëåìåíòà
ζg. Ïî ëåììå 5.2.5 ýëåìåíò ζ2′ öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó QG ãðóïïû
G, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà g2 íå÷¼òåí. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â
ãðóïïå G ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ζ2′ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû KG. Â ÷àñò-
íîñòè, ζ2′ öåíòðàëèçóåò x. Ïóñòü Q � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû CG(x), ñî-
äåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû KG. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ G òàêîé, ÷òî Qy ≤ QG.
Çàìåíÿÿ ïîäãðóïïó K íà ñîïðÿæåííóþ ïîäãðóïïó Ky, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ζ2′ öåíòðàëèçó-
åò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(x). Òàê êàê ζ2′g2 öåíòðàëèçóåò x, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
g2 ∈ CGσ

(x). Áîëåå òîãî, ïî ëåììå 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî g2 ∈ CG(x)0. Â ÷àñòíîñòè, g2 íîðìàëèçóåò
êàæäóþ èç Gi è öåíòðàëèçóåò Z(C) è Z(CG(x)).

Çàìåòèì, ÷òî ζ2′ íîðìàëèçóåò êàæäóþ èç Gi è öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóï-
ïû Z(CG(x)) (íàïîìíèì, ÷òî ζ2′ öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(x)). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ζ2′ íîðìàëèçóåò C, çíà÷èò, íîðìàëèçóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû Op′(C) =
G1 ∗ . . . ∗Gm è Z(C) ãðóïïû C. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçì
ζ2′ ãðóïïû

Op′(C)/(Z(C) ∩Op′(C) = PG1 × . . .×PGm.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðóïïà PGi èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð è íåðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êðóëëÿ-Ðåìàêà-Øìèäòà [37, 3.3.10]
âëå÷¼ò, ÷òî ζ2′ ïåðåñòàâëÿåò ðàçëè÷íûå PGi. Ïîñêîëüêó ζ2′ öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâ-
ñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû CG(x) è C � CG(x), òî ζ2′ öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-
ïîäãðóïïó ãðóïïû C, çíà÷èò, öåíòðàëèçóåò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q1× . . .×Qm

ãðóïïû PG1 × . . . × PGm, ãäå Qi � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû PGi. Åñëè áû ζ2′ èíäó-
öèðîâàë íåòðèâèàëüíóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {PG1, . . . ,PGm}, òî îí áû èíäóöèðîâàë
íåòðèâèàëüíóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {Q1, . . . , Qm}. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðóïïàQi íåòðè-
âèàëüíà, ýòî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈K,C〉
öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû Z(C) è íîðìàëèçóåò êàæäóþ èç Gi.

Åñëè Φ(G) = E6, òî ïî ëåììå 3.2.1 öåíòðàëèçàòîð ëþáîé èíâîëþöèè ãðóïïû G â ãðóïïå
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G ñâÿçåí. Ïî ëåììå 5.2.2 ëþáàÿ èíâîëþöèÿ ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â òàêîì ìàêñèìàëüíîì
òîðå T , ÷òî N(G, T )/T ' W , ãäå W � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû G. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî C
ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T è T -êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè. Çàïèøåì C = T (G1 ∗ . . . ∗Gk). Ïîñêîëü-
êó T σ ëèáî ïîëó÷åí èç ìàêñèìàëüíîãî ðàñùåïë¼ííîãî òîðà H ñêðó÷èâàíèåì ýëåìåíòîì w0

ïîðÿäêà 2, ëèáî ñîâïàäàåò ñHσ, è ëþáîé ïîëåâîé àâòîìîðôèçì äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ôàê-
òîðãðóïïå NG(H)/H, òî ζ̄2′ íîðìàëèçóåò êàæäóþ ïîäãðóïïó Gi è èíäóöèðóåò òðèâèàëüíóþ
ñèììåòðèþ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(Gi). Çíà÷èò, åñëè Φ(Gi) = D4, òî ζ̄2′ èíäóöèðóåò ïîëåâîé
(à íå ãðàôîâûé èëè ãðàôîâî-ïîëåâîé) àâòîìîðôèçì ãðóïïû Gi. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó σ
äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ôàêòîðãðóïïå NG(T )/T (ñì. ëåììó 5.2.5), òî [13, ïðåäëîæåíèå 6]
âëå÷¼ò, ÷òî σ íîðìàëèçóåò êàæäóþ ïîäãðóïïó Gi è èíäóöèðóåò ñèììåòðèþ ïîðÿäêà 6 2 íà
Φ(Gi). Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêàÿ ãðóïïà Gi íå èçîìîðôíà

3D4(q
3). Åñëè Φ(G) ñîâïàäàåò ñ An

èëè Dn, òî [14, ïðåäëîæåíèÿ 7, 8, 10] âëåêóò, ÷òî íèêàêàÿ ãðóïïà Gi íå èçîìîðôíà
3D4(q

3).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå íèêàêàÿ ãðóïïà Gi íå èçîìîðôíà

3D4(q
3). Êðîìå òîãî, ëåììà

3.2.1 âëå÷¼ò, ÷òî |KG : (KG ∩ C)| äåëèò |CG(x)/CG(x)0| è CG(x)/CG(x)0 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.
Â [14] äîêàçàíî, ÷òî åñëè êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ èìååò òèï Dn è Ψ � å¼ ïîäñèñòåìà òèïà D4, òî
íèêàêîé ýëåìåíò èç NW (Φ)(W (Ψ)) íå èíäóöèðóåò ñèììåòðèþ ïîðÿäêà 3 äèàãðàììû Äûíêèíà
êîðíåâîé ñèñòåìû Ψ. Ïîñêîëüêó ζ2 � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì, îòñóòñòâèå ñèììåòðèè ïîðÿä-
êà 3 âìåñòå ñ [13, ïðåäëîæåíèå 6] âëå÷¼ò, ÷òî äëÿ êàæäîé èç Gi àâòîìîðôèçì ζ2′ ÿâëÿåòñÿ
ïîëåâûì (à íå ãðàôîâûì èëè ãðàôîâî-ïîëåâûì). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà èíäóöèðîâàííûõ
àâòîìîðôèçìîâ 〈Aut eK(PGi),PGi〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1 äëÿ âñåõ i.

Äàëåå ðàññìîòðèì G̃ = K̃(PG1 × . . . × PGm) ≤ 〈K,C〉/Z(C) (âîçìîæíî, m = 0), ãäå

K̃ = KZ(C)/Z(C) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G̃ (ñì. ëåììó 2.4.1); äëÿ âñåõ i,
ãðóïïà PGi íåðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï è Z(PGi) = {e}. Ïî
ëåììå 2.2.3 ìû èìååì, ÷òî Aut eK(PG1) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Aut eG(PG1).
ÏîñêîëüêóPG1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà, èAut eG(PG1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 6.4.1, ïî èíäóêöèè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Aut eG(PG1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2).
Àíàëîãè÷íî ìû èìååì, ÷òî Aut eG(PGi) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) äëÿ âñåõ i. Ïîñêîëüêó

Aut〈K,C〉/Z(C)(PGi) ≥ Aut eG(PGi),

ëåììû 5.3.1 è 5.3.3 âëåêóò, ÷òî Aut〈K,C〉/Z(C)(PGi) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Ïîñêîëü-
êó C〈K,C〉/Z(C)(PG1 × . . .×PGm) = {e}, ëåììà 2.4.5 ñ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè

C〈K,C〉/Z(C)(PG1) ∩N〈K,C〉/Z(C)(PG1), . . . , C〈K,C〉/Z(C)(PGm) ∩N〈K,C〉/Z(C)(PG1)

âëå÷¼ò, ÷òî N〈K,C〉/Z(C)(PG1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Äàëåå,

|〈K,C〉/Z(C) : N〈K,C〉/Z(C)(PG1)| = 2t

è ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈K,C〉/Z(C) íîðìàëèçóåò PG1, òàêèì îáðàçîì,
ïî ëåììå 2.4.6, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôàêòîðãðóïïà 〈K,C〉/Z(C) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2)
è ïî ëåììå 2.4.5 ãðóïïà 〈K,C〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Ïîñêîëüêó |PGi| < Cmin
äëÿ âñåõ i, òî 〈K,C〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C). Ïî ëåììå 2.4.3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò êàðòåðîâà ïîäãðóïïà F ãðóïïû 〈K,C〉, ñîäåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ãðóïïû
〈K,C〉. Ïî òåîðåìå 2.1.4 ïîäãðóïïû F è K ñîïðÿæåíû â 〈K,C〉, òàêèì îáðàçîì, K ñîäåð-
æèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q ãðóïïû 〈K,C〉. Ïîñêîëüêó |CG(x) : C| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè è 〈K,C〉 íîðìàëèçóåò öåíòðàëèçàòîð CG(x), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |〈K,CG(x)〉 : 〈K,C〉|
åñòü ñòåïåíü äâîéêè. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû
〈K,CG(x)〉 ëåæèò â 〈K,C〉. Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 2.4.6 〈K,CG(x)〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2) è K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó Q ãðóïïû 〈K,CG(x)〉.
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Ïóñòü QA � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû A = 〈G, ζg〉, ñîäåðæàùàÿ Q, è t ∈ Z(QA)∩G.
Òîãäà t ∈ CG(x), çíà÷èò, t ∈ Z(Q), ïîýòîìó t ∈ Z(K). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàìåíèòü
x íà t â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ è ïîëó÷èòü, ÷òî Q = QA, ò. å. K ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ
2-ïîäãðóïïó ãðóïïû A = 〈G, ζg〉, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.1.

�7 Êàðòåðîâû ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï ñîïðÿæåíû

Äî ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû, îòìåòèì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 6.4.1.

Ñëåäñòâèå 6.7.1. Cmin = ∞, ò. å. A = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüA 6= ∅ è ãðóïïà A ∈ A òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî |F ∗(A)| = Cmin. Ïîñêîëüêó F ∗(A) = Op′(Gσ) äëÿ íåêîòîðîé ïðèñîåäèí¼ííîé ïðîñòîé
ñâÿçíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ Ôðîáåíèóñà σ, îáî-
çíà÷èì ïåðåñå÷åíèå A∩Gσ ÷åðåç G. Êàê ìû îòìå÷àëè â íà÷àëå � 1 íàñòîÿùåé ãëàâû, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî A = KF ∗(A) = KG. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà A ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 6.3.1, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.4.1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû äîêàçàëè,
÷òî êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû A ñîïðÿæåíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ãðóïïû A.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ìû äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ K-ãðóïïîé, åñëè âñå å¼ êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ïðîñòûìè
ãðóïïàìè.

Òåîðåìà 6.7.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ K-ãðóïïà. Òîãäà êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû G
ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìàì 3.3.5, 4.1.1, 6.2.3, 6.3.1 è 6.4.1 èç íàñòîÿùåé ðàáîòû, à òàê-
æå [23] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé èçâåñòíîé ïðîñòîé ãðóïïû S è ëþáîé íèëüïîòåíòíîé
ïîäãðóïïû N èç ãðóïïû å¼ àâòîìîðôèçìîâ, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû 〈N,S〉 ñîïðÿæå-
íû. Ïîýòîìó G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.1.4, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû
ãðóïïû G ñîïðÿæåíû.

Èç ëåììû 2.4.1 è îñíîâíîé òåîðåìû 6.7.2 ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 6.7.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ K-ãðóïïà, H � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G è
N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà HN/N ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G/N .
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�1 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

Â äàííîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íîé
ãðóïïå â òåðìèíàõ å¼ íîðìàëüíîãî ðÿäà. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ãðóïïû áåç
êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï, ìèíèìàëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Alt5. Áóäåò ïîñòðîåí ïðè-
ìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå êðèòåðèÿ íåâîçìîæíî. Â êîíöå ãëàâû ìû,
äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåä¼ì êëàññèôèêàöèþ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ïî÷òè
ïðîñòûõ ãðóïïàõ, ïîëó÷åííóþ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Íàïîìíèì, ÷òî ââèäó òåîðåìû 6.7.2 â ëþáîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïå ñ èçâåñòíûì ïðî-
ñòûì öîêîëåì êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Òàêèì îáðàçîì, ïî ìîäóëþ êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, â ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Â
íàñòîÿùåé ãëàâå ïîä êîíå÷íîé ãðóïïîé ìû âñåãäà èìååì ââèäó êîíå÷íóþ ãðóïïó, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ (C), òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ãëàâû íå çàâèñÿò îò êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Ïóñòü G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gn = {e} � ãëàâíûé ðÿä ãðóïïû G
(íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G óäîâëåòâîðÿåò (C)). Òîãäà Gi/Gi+1 = Ti,1 × . . .× Ti,ki

,
ãäå Ti,1 ' . . . ' Ti,ki

' Ti è Ti � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Åñëè i > 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç Ki êàðòåðîâó
ïîäãðóïïó ãðóïïû G/Gi (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) è ÷åðåç Ki å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç â G/Gi+1.
Åñëè i = 0, òî K0 = {e} è K0 = G/G1 (îòìåòèì, ÷òî K0 âñåãäà ñóùåñòâóåò). Ìû ãîâîðèì, ÷òî
êîíå÷íàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E), åñëè äëÿ ëþáûõ i, j, ëèáî Ki íå ñóùåñòâóåò,
ëèáî AutKi

(Ti,j) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Èç òåîðåìû 7.2.2 è èç òåîðåìû 6.7.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò (E),
òî äëÿ ëþáîãî i ïîäãðóïïà Ki ñóùåñòâóåò, òàê ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ (E)
íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 6.7.3 ãîìîìîðôíûé îáðàç êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé. Ìû áóäåì ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò.

�2 Êðèòåðèé

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñòðîåíèè êàðòåðîâûõ ïîä-
ãðóïï â ãðóïïàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü A′ � ãðóïïà ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé T ′. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A1 × . . . × Ak, ãäå A1 ' . . . ' Ak ' A′ è åãî íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó T = T1 × . . . × Tk, ãäå T1 ' . . . ' Tk ' T ′. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
Symk, äåéñòâóþùóþ íà A1× . . .×Ak ïî ïðàâèëó Asi = Ais äëÿ âñåõ s ∈ S è îïðåäåëèì X ðàâ-
íûì ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ (A1 × . . .× Ak) h Symk (ïîäñòàíîâî÷íîå ñïëåòåíèå ãðóïï
A′ è Symk). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A1 × . . . × Ak è ÷åðåç πi ïðîåêöèþ
πi : A→ Ai. Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 7.2.1. Ïóñòü G � òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X, ÷òî T ≤ G, G/(G ∩ T ) íèëüïî-
òåíòíà è (G∩A)πi = Ai. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî A ðàçðåøèìà. Ïóñòü K � êàðòåðîâà
ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Òîãäà (K ∩ A)πi ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ìèíè-
ìàëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìèíèìàëüíûì k. Òîãäà S = G/(G∩A) òðàíçèòèâíà è ïðèìèòèâíà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè S íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîé, òî S ≤ Symk1 × Symk−k1 , çíà÷èò, G ≤ G1×G2.
Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi : G → Gi åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì, òî Gψi = Gi óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ëåììû è Kψi = Ki ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gi. Î÷åâèäíî,
(G ∩ A)πj = (Gi ∩ Aψi)πj , ãäå i = 1 åñëè j ∈ {1, . . . , k1} è i = 2 åñëè j ∈ {k1 + 1, . . . , k}, ò. å.
ñëåäóþùèå äèàãðàììû êîììóòàòèâíû:

G ∩ A
πj //

ψ1

%%LLLLLLLLLL Aj, G ∩ A
πj //

ψ2

%%LLLLLLLLLL Aj.

G1 ∩ Aψ1

πj
::uuuuuuuuuu

G2 ∩ Aψ2

πj
::uuuuuuuuuu

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Åñëè S òðàíçèòèâíà, íî íåïðèìè-
òèâíà, ïóñòü

Ω1 = {T1, . . . , Tm},Ω2 = {Tm+1, . . . , T2m}, . . . ,Ωl = {T(l−1)m+1, . . . , Tlm}

ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè. Òîãäà îíà ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ íåòðàíçèòèâíóþ íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó

F ′ ≤ Symm × . . .× Symm︸ ︷︷ ︸
l ðàç

,

ãäå k = m · l. Ðàññìîòðèì ïîëíûé ïðîîáðàç F ãðóïïû F ′ â X. Òîãäà G ∩ F ≤ F1 × . . . × Fl.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi : F → Fi åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ, òîãäà (G ∩ F )ψi = Fi. Çàìåòèì, ÷òî
âñå Fi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû è, åñëè ìû îïðåäåëèì T ′

i = T(i−1)m+1 × . . .× Tim, òî G
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû ñ T ′ = T ′

1 × . . . × T ′
l è A

′ = F . Ïî èíäóêöèè ìû èìååì, ÷òî
(K ∩ F )ψi ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Fi è, åñëè j ∈ {m · (i − 1) + 1, . . .m · i},
òî

(
(K ∩ F )ψi ∩ Aψi

)πj ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Aj. Ïîñêîëüêó (G ∩ A)πj =(
(K ∩ F )ψi ∩ Aψi

)πj (äëÿ ïîäõîäÿùåãî i), ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü Y ′ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â T (åñëè Y ′

òðèâèàëüíà, òî T òðèâèàëüíà è äîêàçûâàòü íå÷åãî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àåG íèëüïîòåíòíà).
Òàêèì îáðàçîì, Y ′ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé. Ïóñòü Yi = (Y ′)πi ,
òîãäà Y = Y1 × . . .× Yk � íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (Y ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G ïîñêîëüêó T ≤ G). Ïóñòü π̄i : (G ∩A) → Ai/Yi = Ai � ïðîåêöèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïðîåêöèè πi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = KY/Y ñîîòâåòñòâóþùóþ êàðòåðîâó ïîäãðóïïó
ãðóïïû G = G/Y . Òîãäà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Ïî èíäóêöèè, (K∩A)π̄i ÿâëÿåòñÿ
êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ai. Ïóñòü K1 � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû K â G è ïóñòü Q �
õîëëîâà p′-ïîäãðóïïà ãðóïïû K1. Òîãäà (Q ∩ A)πi ÿâëÿåòñÿ õîëëîâîé p′-ïîäãðóïïîé ãðóïïû
(K1∩A)πi . Â âèäó äîêàçàòåëüñòâà [4, òåîðåìà 20.1.4], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K = NK1(Q) ÿâëÿåòñÿ
êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïûG è (NK1∩A(Q∩A))πi ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
Ai. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî (NK1∩A(Q ∩ A))πi = (NK1∩S(Q))πi . Ïî èíäóê-
öèè, ðàâåíñòâî (NK∩A(A ∩Q))π̄i = (NK∩G(Q))π̄i âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî (NY (Q∩A))πi = (NY (Q))πi . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (NY (Q∩A))πi ≤ NYi

((Q∩A)πi).
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Ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîé è ïðèìèòèâíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Symk, òî k = r
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è S = 〈s〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Åñëè r = p, òî Q ∩ A = Q è äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü h � r-ýëåìåíò èç K, ïîðîæäàþùèé S ïî ìîäóëþ K ∩ A.
Î÷åâèäíîQ = (Q∩A)〈h〉. Ïóñòü t ∈ Yi � ýëåìåíò ãðóïïûNYi

((Q∩A)πi). Òîãäà (t·th·. . .·thr−1
) ∈

NY (Q) è tπi = (t · th · . . . · thr−1
)πi , çíà÷èò, (NY (Q ∩ A))πi ≤ NYi

((Q ∩ A)πi) ≤ (NY (Q))πi ≤
(NY (Q ∩ A))πi .

Òåîðåìà 7.2.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà G ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó
åñëè è òîëüêî åñëè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ÷àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà H = T1 × . . . × Tk, ãäå T1 ' . . . ' Tk ' T � ïðîñòûå
ãðóïïû.

Åñëè H ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà (ò. å., T öèêëè÷åñêàÿ ïðîñòîãî ïîðÿäêà), òî Aut(T ) ðàçðå-
øèìà è ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà.
Î÷åâèäíî, K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû KH. Ïî ëåììå 2.2.3 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî AutKH(Ti) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó äëÿ âñåõ i. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè.

Òåïåðü äîêàæåì ÷àñòü ¾òîãäà¿. Âíîâü ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî G � êîíòðïðèìåð
ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, ò. å., ÷òî G íå ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó, íî G óäîâëåòâîðÿåò
(E). Ïóñòü H � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà H = T1× . . .×Tk, ãäå
T1 ' . . . ' Tk ' T , è T � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Ïî îïðåäåëåíèþ G/H óäîâëåòâîðÿåò (E), òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò êàð-
òåðîâà ïîäãðóïïà K ãðóïïû G = G/H. Ïóñòü K � ïîëíûé ïðîîáðàç äëÿ K, òîãäà K óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (E). Åñëè K 6= G, òî, ïî èíäóêöèè K ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K ′.
Çàìåòèì, ÷òî K ′ ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî x ∈ NG(K ′) \ K ′. Ïîñêîëüêó K ′H/H = K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ K. Íî K ′ ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû K, òàêèì îáðà-
çîì x ∈ K ′. Çíà÷èò, G = K, ò. å. G/H íèëüïîòåíòíà.

Åñëè H àáåëåâà, òî G ðàçðåøèìà, ñëåäîâàòåëüíî, G ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Çíà-
÷èò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî CG(H)
òðèâèàëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CG(H) = M íåòðèâèàëåí. Ïîñêîëüêó T � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ
ãðóïïà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M ∩ H = {e}, ïîýòîìó M íèëüïîòåíòíà. Ïî ëåììå 2.1.2 ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî G/M óäîâëåòâîðÿåò (E). Ïî èíäóêöèè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî G/M ñîäåðæèò êàð-
òåðîâó ïîäãðóïïó K. Ïóñòü K ′ � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû K â G. Òîãäà K ′ ðàçðåøèìà,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K. Êàê è ðàíüøå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K ÿâëÿ-
åòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, CG(H) = {e}.

Ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî AutG(T1) ' AutG(T2) ' . . . ' AutG(Tk). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì

ϕ : G→ (AutG(T1)× . . .× AutG(Tk)) h Symk = G1

è ìû îòîæäåñòâëÿåì G ñ Gϕ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ki êàðòåðîâó ïîäãðóïïó ãðóïïû AutG(Ti)
è ÷åðåç A ïîäãðóïïó AutG(T1) × . . . × AutG(Tk). Ïîñêîëüêó G/H íèëüïîòåíòíà, òî KiTi =
AutG(Ti) è G1 = (K1T1 × . . .×KkTk) h Symk. Ïóñòü πi : G ∩ A → (G ∩ A)/C(G∩A)(Ti) �
êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè. Ïîñêîëüêó G/(G ∩ A) òðàíçèòèâíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (G ∩ A)πi =
KiTi.

Ïîñêîëüêó AutG∩A(Ti) = KiTi, òî G ∩ A óäîâëåòâîðÿåò (E). Ïî èíäóêöèè îíà ñîäåðæèò
êàðòåðîâó ïîäãðóïïó M . Ïî ëåììå 2.2.3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Mπi ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû KiTi, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü Mπi = Ki. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
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R = (K1∩T1)× . . .×(Kk∩Tk), òîM ≤ NG(R). Â âèäó òåîðåì 2.1.4 è 6.7.2, êàðòåðîâû ïîäãðóï-
ïû â ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïå ñîïðÿæåíû. Ïîñêîëüêó (G∩A)/H íèëüïîòåíòíà, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî G ∩ A = MH, çíà÷èò, G = NG(M)H. Áîëåå òîãî, NG(M) ∩ A = M , çíà÷èò NG(M) ðàç-
ðåøèìà. Ïîñêîëüêó M íîðìàëèçóåò R, è Mπi = Ki, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî NG(M) íîðìàëèçóåò
R, çíà÷èò, NG(M)R ðàçðåøèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó K. Ïî
ëåììå 7.2.1, (K ∩ A)πi åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû (NG(M)R ∩ A)πi (R èãðàåò ðîëü
ïîäãðóïïû T èç ëåììû 7.2.1 â ýòîì ñëó÷àå), ïîýòîìó (K ∩ A)πi = Ki. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x ∈ NG(K) \K. Ïîñêîëüêó G/H = NG(M)H/H = KH/H, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ H. Ñëå-
äîâàòåëüíî, xπi ∈ (NG(K) ∩ A)πi ≤ NTi

((K ∩ A)πi) = Ki. Ïîñêîëüêó
⋂
i Ker(πi) = {e}, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî x ∈ R ≤ NG(M)R. Íî K åñòü êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû NG(M)R, çíà÷èò,
x ∈ K. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

�3 Ïðèìåð

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ìû íå ìîæåì çàìåíèòü
óñëîâèå (E) áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì: äëÿ êàæäîãî êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà S ãðóïïû G,
AutG(S) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî ðàñøèðåíèå
ãðóïïû, ñîäåðæàùåé êàðòåðîâó ïîäãðóïïó, ñ ïîìîùüþ ãðóïïû, ñîäåðæàùåé êàðòåðîâó ïîä-
ãðóïïó, ìîæåò íå ñîäåðæàòü êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Ðàññìîòðèì L = PSL2(3
3) h 〈ϕ 〉, ãäå ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû PSL2(3

3). Ïóñòü
X = (L1 × L2) h Sym2, ãäå L1 ' L2 ' L è åñëè σ = (1, 2) ∈ Sym2 \ {e}, (x, y) ∈ L1 × L2,
òî σ(x, y)σ = (y, x) (ïîäñòàíîâî÷íîå ñïëåòåíèå ãðóïïû L è Sym2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H =
PSL2(3

3)×PSL2(3
3) ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû X è ÷åðåç M = L1 × L2.

Ïóñòü G = (H h 〈(ϕ, ϕ−1) 〉) h Sym2 � ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà S ãðóïïû G, AutG(S) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîä-
ãðóïïó.

2. G ∩M �G ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

3. G/(G ∩ L) íèëüïîòåíòíà.

4. G íå ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

1. Î÷åâèäíî, íàì íóæíî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå ëèøü äëÿ íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ
ôàêòîðîâ. Ëþáîé íåàáåëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð S ãðóïïû G èçîìîðôåí PSL2(3

3) è
AutG(S) = L. Ïî òåîðåìå 6.4.1, L ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó (ñîâïàäàþùóþ ñ ñèëîâ-
ñêîé 3-ïîäãðóïïîé).

2. Ïîñêîëüêó (G ∩M)/H íèëüïîòåíòíà è èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî G∩M óäîâëåòâîðÿåò (E), ïîýòîìó ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó (ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ∩M ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ∩M).

3. Î÷åâèäíî.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òîãäà KH/H ÿâ-
ëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/H. Íî G/H åñòü íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 6,
çíà÷èò, G/H ' Sym3 è KH/H åñòü ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G/H. Ïî ëåììå 2.1.2
AutK(PSL2(3

3)) ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû AutKH(PSL2(3
3)) = PSL2(3

3). Íî
PSL2(3

3) íå ñîäåðæèò êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï ââèäó òåîðåìû 6.4.1.
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�4 Êëàññèôèêàöèÿ êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï

Ââèäó óñëîâèÿ (E) è òåîðåìû 7.2.2, èçó÷åíèå êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ
ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè êàðòåðîâûõ ïîäãðóïï â ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïïàõ A, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ A/F ∗(A) íèëüïîòåíòíà. Êëàññèôèêàöèÿ êàðòåðîâûõ ïîä-
ãðóïï â ãðóïïàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêîìó óñëîâèþ ïîëó÷åíà â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ è ìû
ïðèâåäåì å¼ çäåñü â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîä-
ãðóïïû S ãðóïïû Aut(G) ñóùåñòâóåò êàðòåðîâà ïîäãðóïïà, òî îíà ñóùåñòâóåò è â ëþáîé
á�îëüøåé ãðóïïå S ≤ A ≤ Aut(G) (çäåñü G � èçâåñòíàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà).

Òåîðåìà 7.4.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà è G ≤ A ≤ Aut(G) � ïî÷òè ïðîñòàÿ
ãðóïïà ñ ïðîñòûì öîêîëåì G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ñîäåðæèò òàêóþ ïîäãðóïïó S, ÷òî
G ≤ S è S ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Òîãäà A ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû S. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî S = KG.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî G ' Altn äëÿ íåêîòîðîãî n > 5, ëèáî G ÿâëÿåòñÿ ñïîðàäè÷åñêîé.
Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 3.2.14 ëþáîé ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G ñîïðÿæ¼í ñî
ñâîåé íåòðèâèàëüíîé ñòåïåíüþ, è ïîñêîëüêó |Aut(G) : G| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, ëåììû
2.4.2 è 2.4.6 âëåêóò, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ G ≤ S ≤ Aut(G) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó
K, òî K ñîâïàäàåò ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû S. Òàê êàê |A : S| ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = 3D4(q
3). Ïî [42, òåîðåìà 1.2(vi)] êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ñî-

ïðÿæ¼í ñî ñâîèì îáðàòíûì. Åñëè q íå÷¼òíî, òî ëåììà 5.2.5 âëå÷¼ò ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé
2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû S. Ïîýòîìó èç ëåìì 2.4.6 è 5.2.5 ñëåäóåò, ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(ESyl2), ò. å. ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Åñëè q = 2t ÷¼òíî, òî èç òåîðåì 6.3.1 è 6.4.1
ñëåäóåò, ÷òî S = Aut(G) è äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà, G 6' 3D4(q
3) è, åñëè G ' D4(q), òî

S ≤ A1, ãäå A1 ≤ Aut(D4(q)) îïðåäåëåíà â òåîðåìå 6.3.1. Òîãäà ãðóïïà S óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìó èç óòâåðæäåíèé (à)�(ã) òåîðåìû 6.4.1. Ðàññìîòðèì âñå ýòè ñëó÷àè ïî îòäåëüíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (à). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî |Aut(G) : S| 6 2 è ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òàêîé ãðóïïû A, ÷òî S ≤ A ≤ Aut(G) ëèáî
A = S, ëèáî A = Aut(G). Â ëþáîì ñëó÷àå A óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (à) òåîðåìû 6.4.1 è
ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (á). Òîãäà |Aut(G) : S| = 2 è ëèáî
A = S, ëèáî A = Aut(G). Â ïåðâîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ãðóïïà

Ĝ = PGL2(3
t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2), çíà÷èò, ïî ëåììå 5.3.3 ãðóïïà A òàêæå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2) è ïî ëåììå 2.4.3 ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ (â) òåîðåìû 6.4.1. Òîãäà S = Aut(G) è

äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ã) òåîðåìû 6.4.1. Ïî ëåììå 5.3.1 ãðóïïà

S ∩ Ĝ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2). Ïî ëåììå 5.3.3 ëþáàÿ ïîäãðóïïà A ãðóïïû AutG,

ñîäåðæàùàÿ S ∩ Ĝ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ESyl2), çíà÷èò, ïî ëåììå 2.4.3 ñîäåðæèò
êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G = D4(q) è S óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 6.3.1. Ïîñêîëüêó ãðàôî-
âûå àâòîìîðôèçìû ïîðÿäêà 2 è 3 íå êîììóòèðóþò, ëèøü îäèí èç íèõ ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â
íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëèøü îäèí èç íèõ



74 ÃËÀÂÀ 7. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß

ñîäåðæèòñÿ â A. Òîãäà ëþáàÿ ïîäãðóïïà A, ñîäåðæàùàÿ S, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 6.3.1,
ëèáî óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 6.4.1, óñëîâèþ (à), åñëè q ÷¼òíî è óñëîâèþ (ã), åñëè q íå÷¼òíî,
ò. å. ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 7.4.1 è èç [5] âûòåêàåò ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå.

Ëåììà 7.4.2. Ïóñòü S � èçâåñòíàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, S 6' J1 è G = Aut(S).
Òîãäà ãðóïïà G ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó [5, òåîðåìû 2 è 3] åñëè S íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà è îòëè÷íà
îò J1, òî ãðóïïà å¼ àâòîìîðôèçìîâ Aut(S) óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2) è, ïî ëåììå 2.4.3, ñîäåð-
æèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Äàëåå, åñëè S � ãðóïïà ëèåâà òèïà â ÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêå, òî
Aut(S) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó ââèäó òåîðåìû 6.4.1(à). Åñëè S � ãðóïïà ëèåâà òèïà

â íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêå è S 6' 2G2(3
2n+1), òî Ŝ óäîâëåòâîðÿåò (ESyl2), ñëåäîâàòåëüíî,

ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó ïî ëåììå 2.4.3. Ïî òåîðåìå 7.4.1 ãðóïïà Aut(S) ñîäåðæèò êàð-
òåðîâó ïîäãðóïïó. Íàêîíåö, åñëè S ' 2G2(3

2n+1), òî Aut(S) ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó
ââèäó òåîðåìû 6.4.1(â).

Òàáëèöû, ïðèâåä¼ííûå íèæå, óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ñòîëáöå óêàçàíà
ïðîñòàÿ ãðóïïà S, â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ êîòîðîé êëàññèôèöèðóþòñÿ êàðòåðîâû ïîäãðóï-
ïû. Âî âòîðîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ íà ïîäãðóïïó A å¼ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, ïðè
êîòîðûõ A ñîäåðæèò êàðòåðîâó ïîäãðóïïó. Â òðåòüåì ñòîëáöå ïðèâåäåíî ñòðîåíèå êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïû K. Äëÿ âñåõ ïîäãðóïï, ãðóïïû Aut(S), íåñîäåðæàùèõ A, êàðòåðîâû ïîäãðóïïû
íå ñóùåñòâóþò. ×åðåç Pr(G) îáîçíà÷åíà ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. ×åðåç ϕ îáîçíà÷åí
ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû ëèåâà òèïà S, ÷åðåç τ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû ëèåâà
òèïà S, ñîäåðæàùèéñÿ â K (ïîñêîëüêó ãðàôîâûå àâòîìîðôèçìû ïîðÿäêà 2 è 3 ãðóïïû D4(q)
íå êîììóòèðóþò, ëèøü îäèí èç íèõ ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â K). Åñëè A íå ñîäåðæèò ãðàôîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ, òî ìû ïîëàãàåì τ = e. ×åðåç ψ îáîçíà÷åí ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû S
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèéñÿ â A (îí ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ϕ, íî 〈ψ〉 ìîæåò íå ñîâ-
ïàäàòü ñ 〈ϕ〉). ×åðåç K(U3(2)) îáîçíà÷åíà êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû ̂2A2(22) ïîðÿäêà 2 · 3.
Åñëè G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî ÷åðåç K(G) îáîçíà÷åíà êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â
òàáëèöå 7.4.5 ÷åðåç ζ îáîçíà÷åí ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû A2(2

2t) ïîðÿäêà 2t.

Òàáëèöà 7.4.3. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèå êàðòåðîâû
ïîäãðóïïû.

Ãðóïïà S Óñëîâèÿ íà A Ñòðîåíèå K
Alt5 A = Sym5 K = P2(Sym5)

Altn, n > 6 íèêàêèõ K = P2(S)

Òàáëèöà 7.4.4. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï, ñîäåðæàùèå êàðòåðîâû ïîä-
ãðóïïû.

Ãðóïïà S Óñëîâèÿ íà A Ñòðîåíèå K
J2, J3, Suz,HN A = Aut(S) K = P2(A)

6' J1, J2, J3, Suz,HN íèêàêèõ K = P2(A)

Òàáëèöà 7.4.5. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, ñîäåðæàùèå êàðòåðîâû ïîä-
ãðóïïû.
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Ãðóïïà S Óñëîâèÿ íà A Ñòðîåíèå K
A1(q), q ≡ ±1 (mod 8) íèêàêèõ K = NA(P2(S))

A1(q), q ≡ ±3 (mod 8) Ŝ ≤ A K = NA(P2(Ŝ))

An(2
t), t > 2, åñëè n = 1 ϕg ∈ A, g ∈ Ŝ K = 〈ϕ, τ〉i Sϕ2′

A2(2
2t), 3 - t 〈S, ζg 〉 ≤ A ≤ S h 〈 ζ 〉, K = 〈ζg〉 ×K(PGU3(2))

CA∩bS(ϕ2′) ' PGU3(2)
An(q), q íå÷¼òíî, n > 2 íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
2A2(2

2t), t íå÷¼òíî, 3 - t 〈S, ϕ2′g〉 ≤ A ≤ Ŝ h 〈ϕ2′〉
CA∩bS(ϕ2′) ' PGU3(2) K = 〈ϕ2′〉 ×K(PGU3(2))
CA∩bS(ϕ2′) ' PSU3(2) K = 〈ϕ2′〉 × P2(PSU3(2))

2A2(2
2t) A = Aut(S) K = 〈ϕ〉i P2(Sϕ2′

)
2An(q

2), q íå÷¼òíî íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
2An(2

2t), n > 3 A = Aut(S) K = 〈ϕ〉i P2(Sϕ2′
)

B2(q), q ≡ ±1 (mod 8) íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
B2(2

t), t > 2 ϕ ∈ A K = 〈ϕ, τ〉i P2((Sτ )ϕ)

B2(q), q ≡ ±3 (mod 8) Ŝ ≤ A K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
Bn(q), q íå÷¼òíî, n > 3 íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
Cn(q), q ≡ ±1 (mod 8) íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))

Cn(q), q ≡ ±3 (mod 8) Ŝ ≤ A K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
Cn(2

t), n > 3 A = Aut(S) K = 〈ϕ〉 × P2(Sϕ2′
)

D4(q), q íå÷¼òíî íèêàêèõ åñëè |τ | 6 2, òî
K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))));

åñëè |τ | = 3, òî
K = 〈τ, ψ〉i P2(Sτ )

D4(2
t) ϕ ∈ A åñëè |τ | 6 2, òî

K = 〈τ, ϕ〉i P2(Sϕ2′
);

åñëè |τ | = 3, òî
K = 〈τ, ϕ〉i P2((Sτ )ϕ2′

)
Dn(q), q íå÷¼òíî, n > 5 íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))

Dn(2
t), n > 5 ϕ ∈ A K = 〈τ, ϕ〉i P2(Sϕ2′

)
2Dn(q

2), q íå÷¼òíî íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))
2Dn(2

2t) A = Aut(S) K = 〈ϕ〉i P2(Sϕ2′
)

Òàáëèöà 7.4.6. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, ñîäåðæàùèå
êàðòåðîâû ïîäãðóïïû.

Ãðóïïà S Óñëîâèÿ íà A Ñòðîåíèå K
2B2(2

2n+1), n > 1 A = Aut(S) K = 〈ϕ〉 × P2(
2B2(2))

(2F4(2))′ íèêàêèõ K = P2(A)
2F4(2

2n+1), n > 1 A = Aut(S) K = 〈ϕ〉 × P2(
2F4(2))

2G3(3
2n+1) A = Aut(G) 〈ϕ〉i (2× P ),

ãäå |P | = 3|ϕ|3

îñòàëüíûå, q íå÷¼òíî íèêàêèõ K = P2(A)×K(O(NA(P2(A))))

îñòàëüíûå, q = 2t ϕg ∈ A, g ∈ Ŝ 〈τ, ϕ〉i P2(Sϕ2′
)
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