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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

�1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðà-

áîòû

Ïîñëå îáúÿâëåíèÿ î çàâåðøåíèè êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï â 1980 ãîäó
îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñòàëà çàäà÷à èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñâîéñòâ èçâåñòíûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, âàæíóþ ðîëü ïðèîáðåòàåò
çàäà÷à èçó÷åíèÿ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ èçâåñòíûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Îñî-
áûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé âûçûâàþò ìàêñèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå ðàçðåøèìûå,
ìàêñèìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå è ìàêñèìàëüíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû. Èçó÷åíèþ àáå-
ëåâûõ è íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï
ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Îñíîâíîé ïëàñò èçâåñòíûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ñîñòàâëÿþò êîíå÷íûå ïðî-
ñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà. Ãðóïïû ëèåâà òèïà óñëîâíî äåëÿòñÿ íà 16 êëàññîâ. Øåñòü
êëàññîâ ñîñòàâëÿþò, òàê íàçûâàåìûå, êëàññè÷åñêèå ãðóïïû, è äåñÿòü � èñêëþ÷è-
òåëüíûå. Ïîñêîëüêó èìåííî â ãðóïïàõ ëèåâà òèïà èçó÷åíèå ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü, á�îëüøàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó-
÷åíèþ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà. Èç-çà òåñíîé ñâÿçè ìåæäó êîíå÷íûìè ãðóïïàìè
ëèåâà òèïà è ñâÿçíûìè ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè, îïðåäåëåííûìè íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, â äàííîé ðàáîòå
ïîëó÷åíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ïîäãðóïïîâîì ñòðîåíèè ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñòðîåíèå è ïîðÿäêè ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï ñïåöèàëüíîãî âèäà êîíå÷íûõ ãðóïï
ëèåâà òèïà èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü ðÿäîì ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Ñòðîåíèå ñèëîâñêèõ
p-ïîäãðóïï â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëó÷åíî ïåðâîîòêðûâàòåëåì êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà � Øåâàëëå. Â åãî ÷åñòü
êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò êîíå÷íûìè ãðóïïàìè Øåâàëëå.
Äàëåå, Êàðòåð, Ôîíã, Âåéð è Óîíã â ðàáîòàõ [23], [45] è [50] íàøëè ñòðîåíèå ñèëîâ-
ñêèõ r-ïîäãðóïï â òîì ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ îòëè÷íà îò r.
Â 60-õ ãîäàõ ðÿäîì ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ áûëè íàéäåíû ñòðîåíèå è ïîðÿäêè ìàêñè-
ìàëüíûõ òîðîâ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ Øåâàëëå. Â 1972 Êàðòåð â ñâîåé ðàáîòå [21]
ïðåäëîæèë ïðîñòîé óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîðÿäêîâ ìàêñèìàëüíûõ òî-
ðîâ âî âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïïàõ Øåâàëëå íåñêðó÷åííîãî òèïà â òåðìèíàõ äèàãðàììû
Äûíêèíà è äîïóñòèìûõ äèàãðàìì. Â êîíöå 60-õ è íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ðÿäîì àâòîðîâ
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ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè èçó÷èòü ñòðîåíèå àáåëåâûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â êîíå÷íûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Â ïåðèîä ñ 1979 ïî 1982 ãîä
âûøëè ðàáîòû Áàððè è Óîíãà [13], [14], [48] è [49], â êîòîðûõ áûëè íàéäåíû p-ðàíãè,
ïîäãðóïïû Òîìïñîíà è àáåëåâû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ìàêñèìàëüíûõ
óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷íûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ
èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ íåðåøåííûì, åãî, â ÷àñòíîñòè, îòìå-
òèë À. Ñ. Êîíäðàòüåâ â ñâîåé îáçîðíîé ðàáîòå [6].

Â ðàáîòå çàâåðøåíî èçó÷åíèå àáåëåâûõ è íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ. Êðîìå òîãî, óäîáíî âìåñòå ñ êîíå÷íûìè ïðî-
ñòûìè ãðóïïàìè èçó÷àòü è êîíå÷íûå ãðóïïû, áëèçêèå ê ïðîñòûì: ñèììåòðè÷åñêèå
ãðóïïû è êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûå). Ïîýòîìó íàéäå-
íû àáåëåâû è íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà è â ýòèõ ãðóïïàõ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü èçó÷åíèå àáåëåâûõ ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà,
ïîëó÷åíû àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà, p-ðàíãè è ïîä-
ãðóïïû Òîìïñîíà ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï Øåâàëëå,
ïðè ýòîì ðåøåíà îòìå÷åííàÿ âûøå ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ À. Ñ. Êîíäðàòüåâûì.
Ïîñëå ýòîãî äîêàçàíî, ÷òî àáåëåâà ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ïðîñòîé êî-
íå÷íîé ãðóïïå ëèåâà òèïà ñîâïàäàåò ëèáî ñ íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì òîðîì, ëèáî
ñ óíèïîòåíòíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Â ñèììåòðè÷åñêèõ è
çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ ìû íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè óêàçûâàåì àáåëå-
âû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè èçó÷åíèè ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï, â îñíîâ-
íîì èñïîëüçóåòñÿ ¾Àòëàñ êîíå÷íûõ ãðóïï¿ [25]. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå
íàéäåíû ïîðÿäêè, ñòðîåíèå è êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íåñîïðÿæåííûõ àáåëåâûõ ïîä-
ãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà âî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ, çà èñêëþ÷åíèåì
íåñêîëüêèõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï áîëüøîãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî
îïèñàíèÿ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ îöåíêó ïîðÿäêà àáåëåâûõ ïîäãðóïï
â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü G � íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò
L2(q) è A � åå àáåëåâà ïîäãðóïïà. Òîãäà |A|3 < |G|.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî ðåøåíèå âîïðîñà 4.27 èç ¾Êîóðîâñêîé òåòðàäè¿
[10]. Ðàíåå ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà áûëî àíîíñèðîâàíî â ðàáîòå [2]. À èìåííî, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.2. Íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà G ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ ABA åå àáåëåâûõ ïîäãðóïï A è B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ∼= L2(2

t)
äëÿ íåêîòîðîãî t > 2, ïðè÷åì |A| = 2t + 1, |B| = 2t è A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé, à B � ýëåìåíòàðíîé 2-ãðóïïîé.

Ïðè èçó÷åíèè íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï äîêàçàíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íèëü-
ïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ñèëîâñêîé ïîä-
ãðóïïîé äàííîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ ïîä-
ãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ è ïîëó÷åíà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïîðÿäêà íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ,
êîòîðàÿ îáîáùàåò ðåçóëüòàò Â. È. Çåíêîâà è Â. Ä. Ìàçóðîâà [4].

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü G � íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, N � åå íèëüïî-
òåíòíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà |N |2 < |G|.
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Îòìåòèì, ÷òî ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ
ãðóïï (çà èñêëþ÷åíèåì ñïîðàäè÷åñêèõ) íàéäåíû â ðàáîòàõ Ìàííà [38] è Ñåãåâà [41].

Ïóñòü Ψ � íåêîòîðîå ñâîéñòâî, êîòîðîå íàñëåäóåòñÿ âñåìè ïîäãðóïïàìè Ψ-ãðóïïû
G (íàïðèìåð àáåëåâîñòü, íèëüïîòåíòíîñòü, ðàçðåøèìîñòü è ò. ä.). Ìû îáðàùàåìñÿ
ê âîïðîñó î òîì, íàñêîëüêî âåëèêà ìîæåò áûòü íîðìàëüíàÿ Ψ-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Áîëåå òî÷íî,

Âîïðîñ. Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñîäåðæèò Ψ-ïîäãðóïïó èíäåêñà n, òî âåðíî ëè,
÷òî G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ Ψ-ïîäãðóïïó èíäåêñ êîòîðîé îãðàíè÷åí íåêîòîðîé ôóí-
êöèåé f(n).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà Ψ, êîòîðîå íàñëåäóåòñÿ âñåìè ïîäãðóïïàìè, â êà-
÷åñòâå ôóíêöèè f(n) äîñòàòî÷íî âçÿòü n!. Ïîýòîìó îáû÷íî òðåáóþò, ÷òîáû ôóíêöèÿ
f(n) áûëà ïîëèíîìèàëüíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà (ñ f(n) = n9) â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñâîéñòâî Ψ � íèëüïîòåíòíîñòü. Îòìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñâîéñòâî Ψ � ðàçðåøèìîñòü èëè öèêëè÷íîñòü, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåí-
íûé âûøå âîïðîñ äàí â ðàáîòå Áàáàè, Ãóäìàíà è Ïûáåðà [12]. Òàì æå èìè ïîñòàâëåí
äàííûé âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñâîéñòâî Ψ � àáåëåâîñòü èëè íèëüïîòåíòíîñòü.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñâîéñòâî Ψ � àáåëåâîñòü, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò (ñ ôóíêöèåé
f(n) = n2) ïîëó÷åí â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå Ìóçû÷óêà.

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû Áàáàè, Ãóäìàíà è Ïûáåðà ïîçâîëÿþò ñâåñòè èçó÷åíèå âî-
ïðîñà ê ðàçðåøèìûì ãðóïïàì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èç êîòîðîé â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò îòâåò íà âîïðîñ â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1.1.4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà n. Òîãäà |G : F (G)| < n5.

Ðàáîòà ðàçáèòà íà øåñòü ãëàâ (âêëþ÷àÿ ââåäåíèå). Âî ââåäåíèè ââåäåíû îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äàëåå
íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.

Âî âòîðîé ãëàâå íàéäåíû àáåëåâû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ñèììåò-
ðè÷åñêèõ, çíàêîïåðåìåííûõ, ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïïàõ, à òàêæå â ìàêñèìàëüíûõ óíè-
ïîòåíòíûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷íûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï Øåâàëëå. Â ìàêñèìàëü-
íûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷íûõ ãðóïï Øåâàëëå òàêæå íàéäåíû p-ðàíãè è
ïîäãðóïïû Òîìïñîíà. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ñîáðàíû â
òàáëèöàõ 2.1, 2.4 è 2.5. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà
ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾ Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî
Óíèâåðñèòåòà. Îíè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ÌÍÑÊ (ñì. òåêñò òåçèñîâ [51], [54]), íà
ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè â Êðàñíîÿðñêå (ñì. [53]), íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ä. Ê. Ôàääååâà, ïðîõîäèâøåé â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (ñì.
[52]), íà ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Groups and Groups Rings¿,
ïðîõîäèâøåé â Ïîëüøå (ñì. [57]) è íà ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåí-
öèè ïàìÿòè Þ. È. Ìåðçëÿêîâà, ïðîõîäèâøåé â Íîâîñèáèðñêå (ñì. [58]). Ðåçóëüòà-
òû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [59] è [63]. Îòìåòèì, ÷òî Áàððè è Óîíã
â ñâîèõ ðàáîòàõ [13], [14], [48] è [49] äëÿ íàõîæäåíèÿ àáåëåâûõ óíèïîòåíòíûõ ïîä-
ãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ èñïîëüçîâàëè êàíîíè÷åñêèå
ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãðóïï. Òåîðåìû 2.2.1, 2.2.2 è 2.2.4 äàþò ïðîñòîé è ïî-
íÿòíûé ñïîñîá äëÿ íàõîæäåíèÿ íåñîïðÿæåííûõ óíèïîòåíòíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà âî âñåõ êîíå÷íûõ íåñêðó÷åííûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Áîëåå
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òîãî, ýòè ðåçóëüòàòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîñòûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû,
îïðåäåëåííûå íàä ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Èç ýòèõ òåîðåì, â ÷àñòíî-
ñòè, ëåãêî ñëåäóþò óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû Áàððè è Óîíãà äëÿ êëàññè÷åñêèõ
íåñêðó÷åííûõ ãðóïï. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ àáåëåâûõ îòíîñèòåëüíî p ïîä-
ìíîæåñòâ â êîðíåâûõ ñèñòåìàõ èñêëþ÷èòåëüíîãî òèïà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà
ÿçûêå TurboPascal. Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ðàáîòû ýòîé ïðîãðàììû ïðèâåäåí
ïîëíûé ñïèñîê àáåëåâûõ îòíîñèòåëüíî p ïîäìíîæåñòâ â êîðíåâûõ ñèñòåìàõ G2, D4

è F4.
Â òðåòüåé ãëàâå äîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäîê ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû â êî-

íå÷íîé ãðóïïå ëèåâà òèïà íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà íåêîòîðîé ïîëóïðîñòîé èëè íåêî-
òîðîé óíèïîòåíòíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû àáåëåâû ïîäãðóïïû
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà âî âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïïàõ Øåâàëëå (à íå òîëüêî â ïðîñòûõ).
Ïîðÿäêè àáåëåâûõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïïØåâàëëå, ïîëó÷åííûå â ýòîé ãëàâå, îáú-
åäèíåíû â òàáëèöå 3.2. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåî-
ðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà.
Îíè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ÌÍÑÊ (ñì. [54]), íà êîíôåðåíöèè ïàìÿòè À. Ã. Êóðî-
øà, ïðîõîäèâøåé â Ìîñêâå, íà êîíôåðåíöèè ¾Groups and Groups Rings¿ â Ïîëüøå
(ñì. [57]) è íà êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Þ. È. Ìåðçëÿêîâà, ïðîõîäèâøåé
â Íîâîñèáèðñêå (ñì. [58]). Ýòè ðåçóëüòàòû ñîñòàâèëè ñîäåðæàíèå ðàáîò [59], è [61].
Ãðóïïû An(q) è Cn(q) óäîáíî èçó÷àòü, èñïîëüçóÿ èõ êàíîíè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, à îñòàëüíûå � êàê ãðóïïû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï. Ãðóïïû 2B2(q) è

2G2(q) èçó÷åíû â [43], [44], ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì ïîðÿäêè
áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â íèõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå íàéäåíû ïîðÿäêè è ñòðîåíèå íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîðÿäêà âî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà òåîðå-
ìà 1.1.3. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è
¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, íà ÌÍÑÊ (ñì.
[56]), íà êîíôåðåíöèè ¾Groups and Groups Rings¿ â Ïîëüøå (ñì. [57]), è íà êîíôåðåí-
öèè ïàìÿòè Þ. È. Ìåðçëÿêîâà â Íîâîñèáèðñêå (ñì. [58]). Ýòè ðåçóëüòàòû ñîñòàâèëè
ñîäåðæàíèå ðàáîòû [62]. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ñòðîåíèå è ïîðÿäêè íèëüïîòåíòíûõ
ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ, êðîìå ñïîðàäè÷åñêèõ, ïðèâåäåíû â òàáëè-
öàõ 4.1 è 4.3.

Â ïÿòîé ãëàâå îáðàùàåìñÿ ê ðåøåíèþ âîïðîñà Áàáàè, Ãóäìàíà è Ïûáåðà äëÿ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. À èìåííî, äîêàçàíà òåîðåìà 1.1.4. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëà-
âû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèð-
ñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, íà ÌÍÑÊ (ñì. [56]), íà êîíôåðåíöèè ïàìÿòè
À. Ã. Êóðîøà (ñì. [55]), íà êîíôåðåíöèè ¾Groups and Groups Rings¿ â Ïîëüøå (ñì.
[57]) è íà êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Þ. È. Ìåðçëÿêîâà (ñì. [58]). Îíè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòå [60].

Â øåñòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ. Äî-
êàçàíà òåîðåìà 1.1.2 è ðåøåí âîïðîñ Áàáàè, Ãóäìàíà è Ïûáåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íîé ãðóïïû G. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåî-
ðèÿ ãðóïï¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà,
íà ÌÍÑÊ (ñì. [51] è [56]), íà ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè â Êðàñíîÿðñêå (ñì. [53]), íà
êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ä. Ê. Ôàääååâà â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (ñì. [52]), íà êîíôåðåíöèè
ïàìÿòè À. Ã. Êóðîøà â Ìîñêâå (ñì. [55]), íà êîíôåðåíöèè ¾Groups and Groups Rings¿
â Ïîëüøå (ñì. [57]) è íà êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Þ. È. Ìåðçëÿêîâà â Íîâîñèáèðñêå (ñì.
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[58]). Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [59] è [60].
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî. Îíè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé

êëàññèôèêàöèîííûé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê â äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàíèÿõ, òàê è ïðè ïðîâåäåíèè ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ãðóïï.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî-
ôåññîðó Âèêòîðó Äàíèëîâè÷ó Ìàçóðîâó çà âñåñòîðîííþþ ïîìîùü è ïîääåðæêó. Àâ-
òîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó Àíàòîëèþ Ñåìåíîâè÷ó Êîíäðàòüåâó çà ïîëåçíóþ ïîìîùü
è êîíñóëüòàöèè. Àâòîð áëàãîäàðèò êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àíäðåÿ
Âèêòîðîâè÷à Âàñèëüåâà çà îáñóæäåíèå îòäåëüíûõ ãëàâ äèññåðòàöèè, êîòîðîå ïîìîãëî
èñïðàâèòü îøèáêè ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðèàíòà è ñäåëàòü ðàññóæäåíèÿ áîëåå ïîíÿòíû-
ìè. Àâòîð òàêæå âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü êàíäèäàòàì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Àíäðåþ Âèòàëüåâè÷ó Çàâàðíèöèíó è Äàíèëå Îëåãîâè÷ó Ðåâèíó çà äðóæåñêóþ ïî-
ìîùü íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.

�2 Îáîçíà÷åíèÿ èç îáùåé òåîðèè ãðóïï

Îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ [40]. Åñëè
G � ãðóïïà, òî çàïèñè H 6 G è H � G îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé è íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. ×åðåç |G : H| îáîçíà÷àåòñÿ èíäåêñ
ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G, NG(H) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G. Åñëè
ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, òî ÷åðåç G/H îáîçíà÷àåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî
H. ÅñëèM � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, òî ñèìâîëîì 〈M〉 îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà, ïî-
ðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì M , ñèìâîëîì |M | � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M (èëè ïîðÿäîê
ýëåìåíòà, åñëè âìåñòî ìíîæåñòâà ñòîèò îäèí ýëåìåíò). ×åðåç CG(M) îáîçíà÷àåòñÿ
öåíòðàëèçàòîð ìíîæåñòâà M â ãðóïïå G, ÷åðåç Z(G) � öåíòð ãðóïïû G. Ñîïðÿæå-
íèå ýëåìåíòà x ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà y â ãðóïïå G çàïèñûâàåòñÿ êàê xy = y−1xy,
÷åðåç [x, y] = x−1xy îáîçíà÷åí êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x, y. Ñèìâîë [A,B] îçíà÷àåò
âçàèìíûé êîììóòàíò ïîäãðóïï A è B ãðóïïû G. Äëÿ ãðóïï A è B âûðàæåíèÿ A×B,
A ∗ B è A i B îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîå, öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå è ïî-
ëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï A è B ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé B. Åñëè A è B òàêèå
ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ÷òî A � B, òî ôàêòîðãðóïïà B/A íàçûâàåòñÿ ñåêöèåé ãðóï-
ïû G. Ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû G îáîçíà÷åíà ÷åðåç Φ(G), ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà
ãðóïïû G îáîçíà÷åíà ÷åðåç F (G).

Ìíîæåñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï êîíå÷íîé ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü Sylp(G).
Åñëè ϕ � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G, g � ýëåìåíò ãðóïïû G, òî Gϕ, gϕ � îáðàçû ãðóïïû
G è ýëåìåíòà g îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà ϕ ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìâîëîì Gϕ îáîçíà-
÷åíî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà ϕ. ×åðåç
Aut G è Out G îáîçíà÷åíû ãðóïïû âñåõ àâòîìîðôèçìîâ è âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ
ãðóïïû G ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π′ äîïîëíåíèå
ê ìíîæåñòâó π â ìíîæåñòâå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî π ñî-
ñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà p, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå p è p′ äëÿ ìíîæåñòâ
{p} è {p}′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ π-ãðóïïîé, åñëè
ïîðÿäîê ãðóïïû G äåëèòñÿ òîëüêî íà ïðîñòûå ÷èñëà èç π. ×åðåç Oπ(G) îáîçíà÷åíà
ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ π-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷åðåç Oπ(G) � ïîäãðóïïà, ïîðîæ-
äåííàÿ âñåìè π′-ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷åðåç ip(G)
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îáîçíà÷èì òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ïåðåñå÷åíèå k ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï èç
G ðàâíî Op(G).

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Àáåëåâà (ñîîòâåòñòâåííî íèëüïîòåíòíàÿ) ïîäãðóïïà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîðÿäêà êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ áîëüøîé.

Ìíîæåñòâî àáåëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ è íîðìàëüíûõ àáå-
ëåâûõ) ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà êîíå÷íîé ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
A(G) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ae(G) è An(G)). Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà èç A(G) (ñî-
îòâåòñòâåííî èç Ae(G) è An(G)) îáîçíà÷àåòñÿ a(G) (ñîîòâåòñòâåííî ae(G) è an(G)).
Ñèìâîëàìè J(G), Je(G) è Jn(G) îáîçíà÷åíû ãðóïïû, ïîðîæäåííûå ýëåìåíòàìè èç
A(G), Ae(G) è An(G) ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî íèëüïîòåíòíûõ ïîä-
ãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà îáîçíà÷åíî ÷åðåç N(G), à ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà
èç N(G) � ÷åðåç n(G). ×åðåç ca(G) (ñîîòâåòñòâåííî cn(G)) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî
êëàññîâ áîëüøèõ àáåëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî íèëüïîòåíòíûõ) ïîäãðóïï. Ñèìâîëmp(G)
îáîçíà÷àåò p-ðàíã ãðóïïû G, ò. å. ìàêñèìóì ðàíãîâ àáåëåâûõ p-ïîäãðóïï.

�3 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå,
ìîæíî íàéòè â [22]. Ïîä ãðóïïîé Øåâàëëå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîíèìàåòñÿ
êàê óíèâåðñàëüíàÿ ãðóïïà Øåâàëëå, òàê è ëþáàÿ åå ôàêòîðãðóïïà ïî ïîäãðóïïå èç
öåíòðà. Ïðè èçó÷åíèè ãðóïï Øåâàëëå GF (q) áóäåò îáîçíà÷àòü ïîëå ïîðÿäêà q, p �
åãî õàðàêòåðèñòèêó, GF (q)∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ GF (q). Ãðóïïà Øå-
âàëëå G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðíåâîé ñèñòåìå Φ íàä ïîëåì GF (q), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Φ(q), è ïîëå GF (q) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ïîëåì ãðóïïû G. Ãðóïïà Âåéëÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîðíåâîé ñèñòåìå Φ, îáîçíà÷àåòñÿW (Φ). Ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû ëèåâà òèïà
G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W (G).

Äëÿ ëþáîé íåñêðó÷åííîé êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà òèïà ñèìâîë Xr îáîçíà÷àåò êîð-
íåâóþ ïîäãðóïïó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó êîðíþ r ∈ Φ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ãðóïïà Xr èçîìîðôíà àääèòèâíîé ïîäãðóïïå ïîëÿ GF (q), è ñèìâîëîì xr(t) îáîçíà-
÷àåòñÿ ýëåìåíò èç Xr, ãäå t � ýëåìåíò èç GF (q), â êîòîðûé ïåðåõîäèò ýëåìåíò xr(t)
îòíîñèòåëüíî ýòîãî èçîìîðôèçìà. Ëþáàÿ ãðóïïà Øåâàëëå G ïîðîæäàåòñÿ êîðíåâû-
ìè ïîäãðóïïàìè Xr, (r ∈ Φ).

Îïðåäåëèì ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà òèïà G. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äèàãðàììà Äûíêèíà ãðóïïû G äîïóñêàåò íåêîòîðóþ ñèììåòðèþ ρ, êîòîðàÿ
ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G. Òîãäà ýòîò àâòîìîðôèçì íà ïîðîæäà-
þùèõ ýëåìåíòàõ {xr(t)|r ∈ Φ, t ∈ GF (q)} îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì xr(t)ϕ = xrρ(tλ), ãäå
λ � ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëåâîé àâòîìîðôèçì, è ϕ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåò-
ñÿ íà âñþ ãðóïïó. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü rρ ÷åðåç r, à rρ

2
÷åðåç r, äëÿ r ∈ Φ. Ïðè ýòîì

îáðàç ëþáîãî ýëåìåíòà t ∈ GF (qα) (α = 1, 2 èëè 3) îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà λ áóäåì îáîçíà÷àòü t = tλ, t = tλ
2
ñîîòâåòñòâåííî. Âîçíè-

êàþùèå ïðè ãðàôîâûõ àâòîìîðôèçìàõ ϕ ãðóïïû Op′(Gϕ) íàçûâàþòñÿ ñêðó÷åííûìè
ãðóïïàìè ëèåâà òèïà.

Ñêðó÷åííûå ãðóïïû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëàìè 2An(q
2), 2Dn(q

2), 2E6(q
2),

3D4(q
3), 2B2(q),

2G2(q), è
2F4(q), ïðè ýòîì ïîä îñíîâíûì ïîëåì äëÿ ãðóïïû G ïî-

íèìàåòñÿ GF (q), GF (q2), ëèáî GF (q3), â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ñòåïåíü q ñòîèò
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â îáîçíà÷åíèè ãðóïïû. Ïîëå GF (q) äëÿ âñåõ ãðóïï ëèåâà òèïà íàçûâàåòñÿ ïîëåì
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïðîèçâîëüíûé p-ýëåìåíò x èç ãðóïïû Øåâàëëå Φ(q) íàçûâà-
åòñÿ óíèïîòåíòíûì, à p′-ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ óíèïîòåíòíûå è ïîëóïðîñòûå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû Øåâàëëå G. Ìíîæå-
ñòâî ïîëóïðîñòûõ àáåëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî íèëüïîòåíòíûõ) ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíî-
ãî ïîðÿäêà áóäåì îáîçíà÷àòü As(G) (ñîîòâåòñòâåííî Ns(G)). Ìíîæåñòâî óíèïîòåíò-
íûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà îáîçíà÷àåòñÿ Au(G). Îòìåòèì, ÷òî
ââîäèòü îáîçíà÷åíèå Nu(G) íå òðåáóåòñÿ, ïîñêîëüêó Nu(G) = Sylp(G).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð êîð-
íåé r1, . . .,rn, ÷òî êàæäûé êîðåíü èç Φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå∑n

i=1 αiri, ãäå âñå êîýôôèöèåíòû αi öåëî÷èñëåííû è ëèáî âñå íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî
âñå íåïîëîæèòåëüíû. Òàêîé íàáîð êîðíåé íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé
êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ïðè ýòîì ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðî-
ñòðàíñòâà ZΦ ⊗Z R. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ZΦ ⊗Z R íàçîâåì ðàíãîì êîðíåâîé
ñèñòåìû Φ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè ïîëîæèòåëüíû.
Òîãäà êîðåíü r ïîëîæèòåëåí â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ïðåäñòàâèì â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ÷åðåç Φ+ (Φ−) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) êîðíåé. Âûñîòîé êîðíÿ r =

∑n
i=1 αiri íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

h(r) =
∑n

i=1 αi. Â ëþáîé íåïðèâîäèìîé êîðíåâîé ñèñòåìå Φ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé êîðåíü ìàêñèìàëüíîé âûñîòû, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ r0.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà êîðíåâîé ñèñòåìå Φ (èëè íà ïðîñòðàíñòâå ZΦ⊗Z R) çà-
äàí ÷àñòè÷íûé (èëè ëèíåéíûé) ïîðÿäîê, åñëè ýòîò ïîðÿäîê ñîãëàñîâàí ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ êîðíåé è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûé ñêàëÿð. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðå-
íî ïðîòèâíîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ZΦ ⊗Z R çàäàí ôèêñèðîâàííûé
ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6 (ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå r1, . . . , rn), îïðå-
äåëÿåìûé ïðàâèëîì 0 6 v =

∑n
i=1 αiri òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî v = 0, ëèáî

ïîñëåäíèé èç íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ αi áîëüøå 0. Çàïèñü r 6 s îçíà÷àåò, ÷òî
0 6 s−r, à çàïèñü r < s îçíà÷àåò r 6 s è r 6= s. Êðîìå ýòîãî çàôèêñèðóåì ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê �, çàäàííûé ïðàâèëîì r � s òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s− r =

∑n
i=1 αiri,

è âñå êîýôôèöèåíòû αi íåîòðèöàòåëüíû.
Äëÿ ëþáîé ãðóïïû Øåâàëëå G ñ ïîëåì îïðåäåëåíèÿ GF (q) õàðàêòåðèñòèêè p

÷åðåç U áóäåò îáîçíà÷åí íåêîòîðûé ýëåìåíò èç Sylp(G). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U = 〈Xr|r ∈ Φ+〉. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [22]), ÷òî åñëè
íà êîðíåâîé ñèñòåìå Φ çàäàí íåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òî ëþáîé ýëåìåíò èç
ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïû åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ xr(t), âçÿòûõ â çàäàííîì ïîðÿäêå. Äëÿ ýëåìåíòîâ xr(t), xs(u)
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ êîììóòàòîðíîé ôîðìóëîé Øåâàëëå.

Ëåììà 1.3.2. [22, 5.2.2] Ïóñòü xr(t), xs(u) � ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå êîðíå-
âûì ïîäãðóïïàì Xr è Xs ñîîòâåòñòâåííî è r 6= s. Òîãäà

[xr(t), xs(u)] =
∏

ir+js∈Φ;i,j>0

xir+js(Cijrs(−t)iuj),

ãäå êîíñòàíòû Cijrs íå çàâèñÿò îò t è u.
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Ñîäåðæàòåëüíî, äàííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî âçàèìíûé êîììóòàíò ïîäãðóïï
Xr è Xs ëåæèò â ãðóïïå, ïîðîæäåííîé êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Xir+js, ãäå i, j > 0 è
ir + js ∈ Φ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ïóñòü p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóï-
ïû ëèåâà òèïà G. Áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî Ψ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ àáåëåâûì
îòíîñèòåëüíî p, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ êîðíåé r, s ∈ Ψ ëèáî r + s íå ïðèíàäëåæèò
Ψ, ëèáî C11rs = 0 â õàðàêòåðèñòèêå p. Äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ÷åðåç a(Φ, p) îáî-
çíà÷èì ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ àáåëåâûõ îòíîñèòåëüíî p ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Φ+.
Ïîäìíîæåñòâî Ψ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íàçîâåì àáåëåâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ êîð-
íåé r, s ∈ Ψ âåêòîð r + s íå ïðèíàäëåæèò Φ. Àáåëåâû ïîäìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà íàéäåíû â ðàáîòå À. È. Ìàëüöåâà [7].

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Ïóñòü x ∈ U � íåêîòîðûé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò, òîãäà ðàç-
ëîæåíèå x =

∏
r∈Φ+ xr(tr), ãäå tr ∈ GF (q) è êîðíè r âûáðàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà 6, áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà x.
(Íåêîòîðûå èç tr ìîãóò áûòü ðàâíû 0.)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ëþáîãî óíèïîòåíòíîãî ýëåìåíòà x èç U òàêîå ðàçëîæå-
íèå åäèíñòâåííî. ×åðåç Φ(x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ êîðíåé r, ÷òî tr 6= 0. Åñëè
L 6 U � ïîäãðóïïà óíèïîòåíòíîé ãðóïïû U , òî ïîëîæèì Φ(L) =

⋃
x∈L Φ(x). Ïóñòü

íà êîðíåâîé ñèñòåìå Φ çàäàí ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òîãäà äëÿ óíèïîòåíòíîãî ýëåìåíòà
x ÷åðåç m(x) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Φ(x). Äëÿ óíèïîòåíòíîé
ïîäãðóïïû L 6 U ïîëîæèì m(L) =

⋃
x∈L{m(x)}.

Îïðåäåëåíèå 1.3.5. Îïðåäåëèì ðàñøèðåííóþ äèàãðàììó Äûíêèíà êàê äèàãðàì-
ìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê äèàãðàììå Äûíêèíà êîðíÿ −r0 è ñîåäèíåíèÿ
åãî ñ îñòàëüíûìè êîðíÿìè ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåì â òàáëèöå 1.1 ðàñøèðåííûå äèàãðàììû
Äûíêèíà äëÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì è êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè
ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè âõîäÿò â ðàçëîæåíèå êîðíÿ r0. Íóìåðàöèÿ â òàáëèöå 1.1
âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ [26].

Òàáëèöà 1.1. Êîðíåâûå ñèñòåìû è ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà

Òèï Φ Ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà

An u u u p p p p p p p p p p p p p p p p p p p ur1

1

r2

1

r3

1

rn

1
�������������

PPPPPPPPPPPPPu−r0
-1

Bn

uaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
r1

1 r2

2

r3

2

rn

2u!!!!!
−r0
-1

rn−1

2
〉

Cn u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u−r0
-1

r1

2

r2

2

rn

1

rn−1

2
〈〉
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Dn

uaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
u!!!!!

aaaaa

r1

1 r2

2

r3

2

rn−1

1

u!!!!!
−r0
-1

rn−2

2 rn

1

E6

u u u u u
uu

1

r1

2

r3

3

r4

2

r5

1

r6

2 r2

-1 -r0

E7
u u u u u u uu
-r0

-1

r1

2

r3

3

r4

4

r5

3

r6

2

r7

1
r22

E8

u u u u u u uu
r1

2

r3

4

r4

6

r5

5

r6

4

r7

3

r8

2
r23

u
-1

-r0

F4
u u u u u
-1

-r0

2

r1

3

r2

4

r3

2

r4
〉

G2
u u u
-1

-r0

2

r1

3

r2
〉

�4 Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè è ñâîéñòâàõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
ìîæíî íàéòè â [9]. Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü ëèíåéíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, ñëîâî ëèíåéíûå, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì îïóñêàòü.

Åñëè G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ÷åðåç G0 îáîçíà÷åíà êîìïîíåíòà åäèíèöû
ãðóïïû G. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè åå ðàäèêàë òðèâèà-
ëåí, è àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè åå óíèïîòåíòíûé ðàäè-
êàë òðèâèàëåí (â îáîèõ ñëó÷àÿõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñâÿç-
íà). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [9]), ÷òî ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà � ýòî öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, à
ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G � ýòî ïðîèçâåäåíèå òîðà S è ïîëóïðî-
ñòîé ãðóïïû M , ïðè÷åì S = Z(G)0, M = [G,G], è ãðóïïà S ∩M êîíå÷íà. Îòìåòèì,
÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïîëóïðîñòîé ãðóïïû âñòóïàåò â íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå ñ
îïðåäåëåíèåì ïîëóïðîñòûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà 1.3.1. Ïîýòîìó
êîãäà â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïîëóïðîñòûõ ïîäãðóïïàõ â àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïïàõ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ÷òî äàííûì îïðåäåëåíèåì. Â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïîëóïðîñòûõ ïîäãðóïïàõ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå 1.3.1.

Åñëè G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ïóñòü T � åå ìàêñè-
ìàëüíûé òîð (ïîä òîðîì âñåãäà ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíàÿ äèàãîíàëèçèðóåìàÿ (d-) ãðóïïà).
Ðàíãîì ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åå ìàêñèìàëüíîãî
òîðà.

Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå unwtv, ãäå
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v ∈ U , t ∈ T , u ∈ U ∩ nwU
−n−1

w (ñì., íàïðèìåð, [9, òåîðåìà 28.3]). Ýëåìåíòû nw
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé ôàêòîðãðóïïû NG(T )/T ∼= W , ýëåìåíòó
w èç ãðóïïû Âåéëÿ ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò nw èç ãðóïïû NG(T ). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ èõ ðàçëîæåíèåì Áðþà.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, π � åå íåêîòîðîå òî÷íîå ðàöè-
îíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, Γπ � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ π. ×åðåç
Γad îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ êîðíÿìè ñèñòåìû Φ, ÷åðåç Γsc � ðåøåòêà, ïî-
ðîæäåííàÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè. Ðåøåòêè Γsc, Γπ è Γad íå çàâèñÿò îò êîíêðåò-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ Γad 6 Γπ 6 Γsc.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû äàííîãî òèïà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èçîãåíèÿìè. Îíè ðàçëè-
÷àþòñÿ ñòðîåíèåì ãðóïïû Γπ è ïîðÿäêîì êîíå÷íîãî öåíòðà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ðåøåòêà Γπ ñîâïàäàåò ñ Γsc, ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G îäíîñâÿçíà, è îíà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Gsc. Åñëè ðåøåòêà Γπ ñîâïàäàåò ñ Γad, òî ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G èìååò ïðèñîåäè-
íåííûé òèï, è îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gad. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ ïîëó÷àåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû Gsc ïî ïîäãðóïïå èç åå
öåíòðà. Öåíòð ãðóïïû Gad òðèâèàëåí, è îíà ïðîñòà êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà.

Ïóñòü ci � êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü ri âõîäèò â ðàç-
ëîæåíèå êîðíÿ r0. Ïðîñòûå ÷èñëà, äåëÿùèå êîýôôèöèåíòû ci, íàçûâàþòñÿ ïëîõèìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Äàëåå íàïîìíèì ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò î ñòðîåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Ëåììà 1.4.1. [9, 21.3 è 22.2] Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà. Òîãäà âñå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ãðóïïû G ñîïðÿæåíû. Áîëåå òîãî, ìàêñèìàëüíûå
òîðû è ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â G � ýòî â òî÷íîñòè
ìàêñèìàëüíûå òîðû è ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïï Áî-
ðåëÿ. Êðîìå òîãî, âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû è ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå óíèïîòåíòíûå
ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû, è ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ëåæèò â íåêîòîðîì ìàêñè-
ìàëüíîì òîðå (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïå).

Òåïåðü íàïîìíèì, êàêèì îáðàçîì ñâÿçàíû êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà è ïðî-
ñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
îïðåäåëåííàÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0, σ � ýí-
äîìîðôèçì ãðóïïû G òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê Gσ êîíå÷íî.
Ýíäîìîðôèçì σ ñ òàêèì óñëîâèåì â äàëüíåéøåì áóäåò íàçûâàòüñÿ àâòîìîðôèçìîì
Ôðîáåíèóñà, õîòÿ îí ìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ êëàññè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì Ôðîáå-
íèóñà. Îòìåòèì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, åñëè ãðóïïà G ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, è σ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì, åñëè G ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Â îáùåì ñëó÷àå σ èìååò âèä qσ0, ãäå q = pα � âîçâåäåíèå â
q-óþ ñòåïåíü, à σ0 � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 1, 2 èëè 3. Òîãäà Op′(Gσ) �
ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä êîíå÷íûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, è ëþáóþ ãðóïïó ëèåâà
òèïà (íîðìàëüíóþ èëè ñêðó÷åííóþ) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì. Åñëè ãðóïïà G
îäíîñâÿçíà, òî ãðóïïà Gσ = Op′(Gσ) óíèâåðñàëüíà. Ðàíãîì êîíå÷íîé ãðóïïû ëèåâà
òèïà Op′(Gσ), ãäå G � ñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ìû áóäåì íàçûâàòü
ðàíã ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà G = Op′(Gσ) ïðîñòà, ãðóï-
ïà Gσ ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé âíóòðåííå-äèàãîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G, è
äëÿ ëþáîãî σ-èíâàðèàíòíîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî T σG = Gσ.
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Ïóñòü T � íåêîòîðûé σ-èíâàðèàíòíûé òîð ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóï-
ïû G. Â äàëüíåéøåì òîðîì ãðóïïû Gσ (ñîîòâåòñòâåííî Op′(Gσ)) áóäåì íàçûâàòü
ãðóïïó T σ (ñîîòâåòñòâåííî T σ ∩ Op′(Gσ)). Åñëè òîð T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, òî
ãðóïïà T σ (T σ∩Op′(Gσ)) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì. Õîðîøî èçâåñòíî âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè íåñîïðÿæåííûìè ìàêñèìàëüíûìè
òîðàìè ãðóïïû Gσ è êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ W (ñì., íà-
ïðèìåð, [20]). Åñëè Tw(q) � ìàêñèìàëüíûé òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó w ∈ W ,
òî |Tw(q)| = f(q), ãäå f(q) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà w. Ïîäðîáíóþ
èíôîðìàöèþ î êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ, èõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ è öåíòðàëèçàòîðàõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ Âåéëÿ äëÿ âñåõ
ïðîñòûõ àëãåáð Ëè ìîæíî íàéòè â [21].
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Ãëàâà 2

Àáåëåâû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî

ïîðÿäêà íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ãðóïï

�1 Àáåëåâû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ

Òåîðåìà 2.1.1. Áîëüøàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå An ñîïðÿ-
æåíà ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1) 〈(1, 2, 3), . . . , (3k − 2, 3k − 1, 3k)〉, åñëè n = 3k;
2) 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (5, 6, 7), . . . , (3k − 1, 3k, 3k + 1)〉, åñëè n = 3k + 1;
3) 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (5, 6)(7, 8), (5, 7)(6, 8), (9, 10, 11), . . . , (3k, 3k + 1, 3k + 2)〉,

åñëè n = 3k + 2, k > 2;
4) 〈(1, 2, 3, 4, 5)〉, åñëè n = 5.
Ïðè ýòîì ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â çíàêîïåðåìåííûõ (An) è ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ (Sn) ãðóïïàõ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè:
a(A3n) = 3n; a(A3n+1) = 4 · 3n−1; a(A3n+2) = 16 · 3n−2; a(A5) = 5; a(S3n) = 3n;

a(S3n+1) = 4 · 3n−1; a(S3n+2) = 2 · 3n.
Äëÿ ëþáîãî n áîëüøàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû An åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ

äî ñîïðÿæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü H 6 Sn, H ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé è äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}. Òîãäà |H| = n.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñòàáèëèçàòîð StH(i) íåêîòîðîãî ýëåìåíòà i ∈ {1, . . . ,
n} â ãðóïïå H. Ïîñêîëüêó H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî, äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , n} ñó-
ùåñòâóåò τ ∈ H, ïðè êîòîðîì iτ = j. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî σ ∈ StH(i) èìååì:

jσ = iτσ = iστ = iτ = j,

ò. å., åñëè σ ∈ StH(i), òî σ ∈ StH(j) äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , n}. Çíà÷èò, σ = ε �
òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, ò. å. StH(i) = {ε}. Äàëåå, |H| = |H : StH(i)| · |StH(i)|,
|H : StH(i)| = n, ñëåäîâàòåëüíî, |H| = n.

Äàëåå, âñå ìíîæåñòâî {1, . . . , n} ðàçáèâàåòñÿ íà îðáèòû I1, . . . , Ik, íà êàæäîé èç
êîòîðûõ àáåëåâà ïîäãðóïïà G ãðóïïû Sn äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî. Òàêèì îáðàçîì,
|G| 6

∏k
j=1 |Ij|.
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Îáîçíà÷èì Pn = maxn1+...+nk=n

(∏k
j=1 nj

)
. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå a(Sn) = Pn.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ Pn ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

Pn = max
0<m6n

(Pn−m ·m), P0 = 1.

Ïîëüçóÿñü óêàçàííûì ñîîòíîøåíèåì, ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåí-
ñòâà:

P3n = 3n;P3n+1 = 4 · 3n−1;P3n+2 = 2 · 3n.

Òåîðåìà äëÿ Sn äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî An < Sn, çíà÷èò, a(An) 6 a(Sn).
Â ãðóïïå A3n ñóùåñòâóåò àáåëåâà ïîäãðóïïà G, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâ-

êàìè (1, 2, 3), (4, 5, 6), . . . , (3n− 2, 3n− 1, 3n), ò. å. G ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 3. Åå ïîðÿäîê ðàâåí 3n, ïîýòîìó a(A3n) = 3n.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ áîëüøàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà F â ãðóïïå A3n ïðåäñòàâèìà â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 3, ò. å. îíà ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòà-
íîâêàìè (k1, k2, k3), (k4, k5, k6), . . . , (k3n−2, k3n−1, k3n), ïîýòîìó G

σ = F , ãäå σ � ïîä-
ñòàíîâêà èç S3n, ïåðåâîäÿùàÿ 1 â k1, 2 â k2 è ò. ä. Åñëè ïîäñòàíîâêà σ íå÷åòíà, òî
ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäñòàíîâêó τ = (1, 2)σ, êîòîðàÿ ÷åòíà. Ïîñêîëüêó G(1,2) = G,
èìååì Gτ = F , ò. å. G è F ñîïðÿæåíû â A3n.

Â ãðóïïå A3n+1 èìååòñÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà G, ïîðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêàìè (1, 2) ·
·(3, 4), (1, 3)(2, 4), (5, 6, 7), . . ., (3n − 1, 3n, 3n + 1), åå ïîðÿäîê ðàâåí 4 · 3n−1, ïîýòîìó
a(A3n) = 4 ·3n−1. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãðóïï A3n, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ áîëüøàÿ
àáåëåâà ãðóïïà è G ñîïðÿæåíû â A3n+1.

Íàêîíåö, åñëèG ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A3n+2, òî ëèáî |G| = 3n+2,
ëèáî G ïðåäñòàâèìà â âèäå G = G1 × G2, ãäå G1 < Ak1 , G2 < Ak2 , k1 + k2 = 3n + 2.
Ïðè n > 2 äëÿ èíäåêñîâ k1 è k2 âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) Ïóñòü k1 = 3n1 + 1, k2 = 3n2 + 1. Òîãäà

|G| = |G1 ×G2| = |G1| · |G2| 6 a(A3n1+1) · a(A3n2+1) = 16 · 3n−2.

2) Ïóñòü k1 = 3n1, k2 = 3n2 + 2. Îòñþäà

|G| = |G1 ×G2| = |G1| · |G2| 6 a(A3n1) · a(A3n2+2) = 16 · 3n−2.

Ïðèìåíåíèå èíäóêöèè ïî n äàåò îöåíêó a(A3n+2) 6 16 · 3n−2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè n > 2 â ãðóïïå A3n+2 ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà G, ïîðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêàìè
(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (5, 6)(7, 8), (5, 7)(6, 8), (9, 10, 11), . . ., (3n, 3n + 1, 3n + 2), åå ïî-
ðÿäîê ðàâåí 16 · 3n−2, ïîýòîìó a(A3n) = 16 · 3n−2. Êàê è ðàíüøå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ áîëüøàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà è G ñîïðÿæåíû â A3n+2. �

Ñâåäåíèÿ î áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ â ñèììåòðè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ
ãðóïïàõ ìû îáîáùèì â îäíîé òàáëèöå.

Òàáëèöà 2.1. Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû çíàêîïåðåìåííûõ è ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ãðóïï

G a(G) ca(G) ñòðîåíèå

A3n, S3n 3n 1 〈(1, 2, 3)〉 × . . .× 〈(3n− 2, 3n− 1, 3n)〉
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A3n+1 4 · 3n−1 1 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)〉 × 〈(5, 6, 7)〉 × . . .×
×〈(3n− 1, 3n, 3n + 1)〉

〈(1, 2)〉 × 〈(3, 4)〉 × 〈(5, 6, 7)〉 . . .× 〈(3n− 1, 3n, 3n + 1)〉,
S3n+1 4 · 3n−1 3 A ∈ A(A3n+1), 〈(1, 2, 3, 4)〉 × 〈(5, 6, 7)〉 × . . .×

×〈(3n− 1, 3n, 3n + 1)〉
A3n+2, n > 2 16 · 3n−2 1 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)〉 × 〈(5, 6)(7, 8), (5, 7)(6, 8)〉×

×〈(9, 10, 11)〉 × . . .× 〈(3n, 3n + 1, 3n + 2)〉
S3n+2 2 · 3n 1 〈(1, 2)〉 × 〈(3, 4, 5)〉 × . . .× 〈(3n, 3n + 1, 3n + 2)〉
A5 5 1 〈(1, 2, 3, 4, 5)〉

�2 Àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ

ãðóïï Øåâàëëå. Îñíîâíûå òåîðåìû

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåñêðó÷åííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå ñ ïîëåì îïðå-
äåëåíèÿ GF (q). Ïóñòü L 6 U � íåêîòîðàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Òîãäà |L| 6 q|m(L)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî r ∈ m(L) âûáåðåì íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïî
êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâî X(r) = {x(r, tr)|tr ∈ GF (q)} ýëåìåíòîâ ãðóïïû
L, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì.

1. Äëÿ âñåõ x(r, tr) ∈ X(r) èìååì m(x(r, tr)) = r. Ýòî óñëîâèå îòðàæàåòñÿ â èñ-
ïîëüçîâàíèè êîðíÿ r â çàïèñè ýëåìåíòà x(r, tr).

2. Ýëåìåíò xr(tr) âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà x(r, tr) Ýòî óñëî-
âèå îòðàæàåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ýëåìåíòà tr èç ïîëÿ GF (q) â çàïèñè ýëåìåíòà
x(r, tr).

3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ x(r, tr) è x(r, ur) èç X(r) ñïðàâåäëèâî
tr 6= ur. Äàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x è y � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èç
X(r), òî ìíîæèòåëè èç êîðíåâîé ïîäãðóïïû Xr â èõ êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè
ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî X(r), îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êîðíåâîé ïîä-
ãðóïïû Xr ãðóïïû U â ãðóïïå L. Ìíîæåñòâî X(r), âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåòñÿ
íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîíÿòíî èç äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X(r) ïîñòîÿííà è, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, íå ïðåâîñõîäèò
|GF (q)| = q. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ çàäàííîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ìíîæåñòâ {X(r)|r ∈ m(L)} ëþáîé ýëå-
ìåíò x èç L ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x =

∏
r∈m(L),r>m(x) x(r, tr), âçÿòûõ â çàäàííîì

ïîðÿäêå 6. (∗)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (∗) íåâåðíî, è x � ìàêñèìàëüíûé ïî m(x) êîíòð-

ïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ (∗). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = m(x) è ýëåìåíò xr(tr) èç êîðíåâîé
ïîäãðóïïû Xr âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà x. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæå-
ñòâà X(r) ñëåäóåò, ÷òî îíî íåïóñòî, è ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x(r, u) èç X(r), ÷òî
u = tr. Òîãäà x = xr(tr)

∏
s>r xs(ts) è (x(r, tr))

−1 = xr(−tr)
∏

s>r xs(us). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ
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(x(r, tr))
−1 · x = xr(−tr) ·

∏
s>r

xs(us) · xr(tr) ·
∏
s>r

xs(ts) =

= xr(−tr) · xr(tr) ·
∏
s>r

xs(us) ·

[∏
s>r

xs(us), xr(tr)

]
·
∏
s>r

xs(ts) =

=
∏
s>r

xs(us) ·

[∏
s>r

xs(us), xr(tr)

]
·
∏
s>r

xs(ts).

Â ñèëó êîììóòàòîðíîé ôîðìóëû Øåâàëëå (ñì. ëåììó 1.3.2), êîììóòàòîð[∏
s>r

xs(us), xr(tr)

]

ëåæèò â ïîäãðóïïå 〈Xs|s > r〉. Ýëåìåíòû
∏

s>r xs(ts) è
∏

s>r xs(us) òàêæå ëåæàò â
ïîäãðóïïå 〈Xs|s > r〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò x1 = (x(r, tr))

−1 · x ëåæèò â ïîäãðóïïå
〈Xs|s > r〉. Â ÷àñòíîñòè, m(x1) > m(x). Ïîñêîëüêó m(x1) > m(x), è x � ìàêñè-
ìàëüíûé ïî m(x) êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ (∗), ýëåìåíò x1 ïðåäñòàâèì â âèäå
x1 =

∏
s∈m(L),s>m(x1) x(s, ts). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x = x(r, tr)
∏

s∈m(L),s>m(x1)

x(s, ts) =
∏

s∈m(L),s>m(x)

x(s, ts),

ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |L| 6

∏
r∈m(L) |X(r)| 6 q|m(L)|. �

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ íåñêðó÷åííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà
ñ ïîëåì îïðåäåëåíèÿ GF (q) õàðàêòåðèñòèêè p è U ∈ Sylp(G). Ïóñòü x, y ∈ U �
äâà óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòà è [x, y] = 1. Òîãäà ìíîæåñòâî {m(x),m(y)} ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâûì îòíîñèòåëüíî p. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A 6 U � àáåëåâà óíèïîòåíòíàÿ
ïîäãðóïïà, òî ìíîæåñòâî m(A) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì îòíîñèòåëüíî p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m(x) = r, m(y) = s. Ïî óñëîâèþ x = xr(t)v1xr+s(t1)v2 è
y = xs(u)w1xr+s(u1)w2, ãäå
v1 =

∏
f∈Φ, r<f<r+s xf (tf ), v2 =

∏
f∈Φ,f>r+s xf (tf ), w1 =

∏
f∈Φ,s<f<r+s xf (uf ), w2 =∏

f∈Φ,f>r+s xf (uf ) è t, t1, tf , u, u1, uf ∈ GF (q).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r 6 s. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ.
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xy = xr(t)v1xr+s(t1)v2 · xs(u)w1xr+s(u1)w2 =

= xr(t) ·

( ∏
f∈Φ,r<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
×

× xs(u) ·

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1)

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (uf )

)
=

= xr(t) ·

( ∏
f∈Φ,r<f<s

xf (tf )

)
·xs(u) ·

( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
·xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
×

×

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
×

×

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (uf )

)
=

= xr(t) ·

( ∏
f∈Φ,r<f<s

xf (tf )

)
· xs(u+ ts) ·

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1)×( ∏

f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1)×

×

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
×

×

[( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
,( ∏

f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1)

]
·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (uf )

)
=

= xr(t) ·

( ∏
f∈Φ,r<f<s

xf (tf )

)
· xs(u+ ts) ·

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf + uf )

)
· xr+s(t1 + u1)×

× z ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
×

×

[( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
,( ∏

f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1)

]
·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (uf )

)
,

ãäå ýëåìåíò z îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìèíèìàëü-
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íûé êîðåíü f1 èç ìíîæåñòâà Ψ1 = {s < f 6 r + s|f ∈ Φ}. Äàëåå, ýëåìåíò( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) · xf1(uf1)

ðàâåí ýëåìåíòó

xf1(uf1) ·

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

[( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1), xf1(uf1)

]
.

Ïîëîæèì

z1 =

[( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1), xf1(uf1)

]
.

Äàëåå, áåðåì ìèíèìàëüíûé êîðåíü f2 èç ìíîæåñòâà Ψ2 = {f1 < f 6 r + s|f ∈ Φ}.
Òåïåðü ýëåìåíò ( ∏

f∈Φ,f1<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) · z1 · xf2(uf2)

ðàâåí ýëåìåíòó

xf2(uf2)

( ∏
f∈Φ,f1<f<r+s

xf (tf )

)
xr+s(t1)z1

[( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
xr+s(t1)z1, xf2(uf2)

]
.

Ïîëàãàåì

z2 = z1 ·

[( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) · z1, xf2(uf2)

]
.

Äàííóþ ïðîöåäóðó ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íà íåêîòîðîì øàãå íå ïîëó÷èì ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî Ψi. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ψ1 êîíå÷íî, è íà êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Ψk óìåíüøàåòñÿ, â êîíöå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èì ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî. Ýëåìåíò z ïîëàãàåì ðàâíûì zi−1. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êîììóòàòîðíîé ôîðìóëû
Øåâàëëå 1.3.2, ýëåìåíò z ëåæèò â ãðóïïå 〈Xf |f > f1+f2〉. Ïîñêîëüêó f1 > r, à f2 > s,
èìååì m(z) > r + s, ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ 〈Xf |f > r + s〉.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó êîììóòàòîðíîé ôîðìóëû Øåâàëëå (ëåììà 1.3.2), âñå ìíî-
æèòåëè ýëåìåíòà

z

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
×

×

[( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
·

[( ∏
f∈Φ,s6f<r+s

xf (tf )

)
· xr+s(t1) ·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (tf )

)
, xs(u)

]
,( ∏

f∈Φ,s<f<r+s

xf (uf )

)
· xr+s(u1)

]
·

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (uf )

)

ëåæàò â ãðóïïå 〈Xf |f > r+s〉, çíà÷èò, äàííûé ýëåìåíò ëåæèò â ãðóïïå 〈Xf |f > r+s〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∏
f>r+s xf (af ), ãäå âñå ýëåìåíòû af âçÿòû

èç GF (q). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä ýëåìåíòà xy
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xy = xr(t) ·

( ∏
f∈Φ,r<f<s

xf (tf )

)
· xs(u+ ts) ·

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf + uf )

)
×

× xr+s(t1 + u1) ·
∏
f>r+s

xf (af ). (2.1)

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä ýëåìåíòà yx

yx = xr(t)

( ∏
f∈Φ,r<f<s

xf (tf )

)
xs(u+ ts)

( ∏
f∈Φ,s<f<r+s

xf (tf + uf )

)
×

× xr+s(t1 + u1 − C11rstu)

( ∏
f∈Φ,f>r+s

xf (bf )

)
, (2.2)

ãäå âñå ýëåìåíòû bf ëåæàò â GF (q). Èç ðàâåíñòâ (2.1) è (2.2), ñëåäóåò, ÷òî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî {m(x),m(y)} íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì îòíîñèòåëüíî p, êàíî-
íè÷åñêèé âèä ýëåìåíòîâ xy è yx íå ñîâïàäàåò, ïîñêîëüêó ýëåìåíò xr+s(t1+u1) îòëè÷åí
îò ýëåìåíòà xr+s(t1+u1−C11rstu). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî óíè-
ïîòåíòíîãî ýëåìåíòà â êàíîíè÷åñêîì âèäå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû xy è yx íå
ñîâïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ [x, y] = 1. �

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåñêðó÷åííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà ñ ïîëåì
îïðåäåëåíèÿ GF (q) õàðàêòåðèñòèêè p. Ïóñòü A � óíèïîòåíòíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà
ãðóïïû G, è Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G. Òîãäà |A| 6 qa(Φ,p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A � óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
A 6 U . Â ñèëó òåîðåìû 2.2.2 ìíîæåñòâî m(A) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì îòíîñèòåëüíî p.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.2.1, |A| 6 qm(A) 6 qa(Φ,p). �

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåñêðó÷åííàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà. Ïóñòü A1

è A2 � äâå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû U , è B = NG(U) � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ
ãðóïïû G. Òîãäà åñëè A1 è A2 ñîïðÿæåíû â B, òî m(A1) = m(A2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ag1 = A2 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ B. Òîãäà g = hu, ãäå
h � ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû Êàðòàíà H ãðóïïû B, à u ïðèíàäëåæèò U . Äëÿ ëþ-
áîãî êîðíÿ r ∈ Φ+ ñïðàâåäëèâî XH

r ⊆ Xr, ñëåäîâàòåëüíî, X
h
r ⊆ Xr. Â ñèëó êîì-

ìóòàòîðíîé ôîðìóëû Øåâàëëå (ëåììà 1.3.2), äëÿ ëþáîãî u ∈ U âûïîëíåíî âêëþ-
÷åíèå Xu

r ⊆ Xr〈Xs|s > r〉. Ïóñòü x ∈ A1 è r = m(x). Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùèõ
ðàññóæäåíèé, xg ∈ Xr〈Xs|s > r〉. Ñëåäîâàòåëüíî, m(xg) = m(x) ∈ m(A2). Çíà÷èò,

m(A1) ⊆ m(A2). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A
g−1

2 = A1, âûïîëíåíî è îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå m(A2) ⊆ m(A1). Òàêèì îáðàçîì, m(A1) = m(A2). �

�3 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ G2(q)

Ñòðîåíèå è ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï, à òàêæå ïîäãðóïï
Òîìïñîíà ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ G2(q) áóäåò çàâèñåòü îò
õàðàêòåðèñòèêè p ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ GF (q) ãðóïïû G2(q).
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Õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 2 Â ýòîì ñëó÷àå âñå ìàêñèìàëüíûå àáåëåâû îòíîñèòåëüíî
2 ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Φ+ ëåæàò â ñëåäóþùåì ñïèñêå.

{r1, r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r2, r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r2, 2r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{2r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2}.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè m(x) = r1, à m(y) = r1 + r2, òî òîãäà xy 6= yx. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè äëÿ íåêîòîðîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû A âûïîëíåíî

m(A) ⊆ {r1, r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

òî ëèáî
m(A) ⊆ {r1, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

ëèáî
m(A) ⊆ {r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2}.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, A ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ãðóïï:

〈Xr1 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

ëèáî
〈{xr1(a)xr1+r2(a)|a ∈ GF (q)}, X3r1+r2 , X3r1+2r2〉.

Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó òåîðåìû 2.2.1, |A| 6 q3. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ïîëíûé
ñïèñîê áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïû

〈Xr1 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

è
〈Xr2 , Xr1+r2 , X3r1+2r2〉

ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû U è ïîðîæäà-
þò âñþ ãðóïïó U . Åäèíñòâåííîé íîðìàëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà

〈X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, a(U) = ae(U) = an(U) = q3, J(U) = Je(U) = U ,

Jn(U) = 〈X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

è m2(G2(2
α)) = 3α.
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Õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 3 Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûå àáåëåâû îòíîñèòåëüíî 3
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Φ+ ëåæàò â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

{r1, 2r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r1 + r2, 2r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r2, r1 + r2, 2r1 + r2, 3r1 + 2r2}.

Òàêèì îáðàçîì, áîëüøàÿ àáåëåâà óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà A ãðóïïû U ∈ Sylp(G2(q))
ñîïðÿæåíà (â U) ñ

〈Xr1 , X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉,

ëèáî ñ
〈{xr1(a)xr1+r2(a)|a ∈ GF (q)}, X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉,

åñëè m(A) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ìíîæåñòâîì. Ãðóïïà A ñîïðÿæåíà ñ

〈Xr1+r2 , X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉,

åñëè m(A) ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ìíîæåñòâîì. Íàêîíåö, ãðóïïà A ñîïðÿæåíà ñ

〈Xr2 , Xr1+r2X2r1+r2 , X3r1+2r2〉,

ëèáî ñ
〈{xr2(a)x3r1+r2(a)|a ∈ GF (q)}, Xr1+r2 , X2r1+r2 , X3r1+2r2〉,

åñëèm(A) ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì ìíîæåñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, a(U) = ae(U) = an(U) =
q4, J(U) = Je(U) = U ,

Jn(U) = 〈Xr1+r2 , X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

è m3(G2(3
α)) = 4α.

Õàðàêòåðèñòèêà áîëüøå 3 Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûå àáåëåâû îòíîñèòåëüíî
p ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Φ+ ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè è ëåæàò â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

{r1, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r2, r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r2, 2r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2},

{2r1 + r2, 3r1 + r2, 3r1 + 2r2}.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ïîëíûé ñïèñîê áîëüøèõ óíèïîòåíòíûõ àáåëåâûõ ïîä-
ãðóïï. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî ãðóïïû

〈Xr1 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

è
〈Xr2 , Xr1+r2X3r1+2r2〉
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ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ïîäãðóïïàìè è ïî-
ðîæäàþò âñþ ãðóïïó U . Êðîìå òîãî, åäèíñòâåííàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà � ýòî

〈X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, a(U) = ae(U) = an(U) = q3, J(U) = Je(U) = U ,

Jn(U) = 〈X2r1+r2 , X3r1+r2 , X3r1+2r2〉

è mp(G2(p
α)) = 3α.

�4 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ 3D4(q
3)

Ïîñêîëüêó âñå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû D4 èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, âñå êîíñòàí-
òû Cijrs ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî p àáåëåâî îòíîñèòåëüíî p
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Φ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì. Íèæå â òàáëèöå 2.2 ïðèâåäåí ñïè-
ñîê ìàêñèìàëüíûõ àáåëåâûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà D+

4 . Â ýòîé òàáëèöå êîðíþ
α1r1 + α2r2 + α3r3 + α4r4 ñîïîñòàâëåíà ÷åòâåðêà α1α2α3α4.

Òàáëèöà 2.2. Ìàêñèìàëüíûå àáåëåâû ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà D+
4

1000 1000 1000 1000 0100 0100 0100 0100 0100 0100
0010 0010 0001 1100 1100 1100 1100 1100 0110 0110
0001 1110 1101 1110 0110 0110 0101 1110 0101 1110
1111 1111 1111 1101 0101 1110 1101 1101 0111 0111
1211 1211 1211 1111 1211 1211 1211 1211 1211 1211

1211
0100 0010 0010 0001 1100 1100 1100 0110 1110 0100
1110 0001 0110 0101 0110 0110 0101 0101 1101 0101
1101 0111 1110 1101 0101 1110 1101 0111 0111 1101
0111 1111 0111 0111 1111 1111 1111 1111 1111 0111
1211 1211 1111 1111 1211 1211 1211 1211 1211 1211

1211 1211

Ìû ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì èçó÷àþòñÿ óíèïîòåíòíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû ãðóï-
ïû 3D4(q

3), ñ ïîìîùüþ òàáëèöû 2.2 íà ïðèìåðå ïåðâûõ äâóõ àáåëåâûõ ïîäìíîæåñòâ
èç äàííîé òàáëèöû.

Ïóñòü A � àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû 3D4(q
3). Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîä-

ãðóïïîé ãðóïïû D4(q
3), ñîñòîÿùåé èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ãðàôîâîãî

àâòîìîðôèçìà σ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðèè ρ êîðíåâîé ñèñòåìû D4. Ïî òåîðåìå
2.2.2, ìíîæåñòâî m(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â îäíîì èç ìíîæåñòâ, óêàçàííûõ â
òàáëèöå 2.2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m(A) ⊆ {r1, r3, r4, r1 +r2 +r3 +r4, r1 +2r2 +r3 +r4}. Îïðåäåëèì
ìíîæåñòâà X(r) è èõ ýëåìåíòû x(r, t) òàêæå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2.1. Òî-
ãäà èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6

∏
r∈m(A) |X(r)|. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî r1 ∈ m(A). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî m(x) = r1. Ïîñêîëüêó
ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ σ-íåïîäâèæíûì, â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà x ìíîæè-
òåëè xr3(tr3) è xr4(tr4) îòëè÷íû îò åäèíèöû. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè
ìíîæèòåëè xr3(tr3) èëè xr4(tr4) â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà x îòëè÷íû îò åäèíèöû, òî è
ìíîæèòåëü xr1(tr1) îòëè÷åí îò 1. Ñëåäîâàòåëüíî, r3, r4 /∈ m(A). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
|X(r1)| 6 q3. Êîðíè r1+r2+r3+r4 è r1+2r2+r3+r4 ÿâëÿþòñÿ ρ-íåïîäâèæíûìè, ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x(r, t) (ïðè r = r1+r2+r3+r4 èëè r = r1+2r2+r3+r4)

ñïðàâåäëèâî t = t = t ∈ GF (q). Òàêèì îáðàçîì, |X(r)| 6 q (ïðè r = r1 + r2 + r3 + r4
èëè r = r1 + 2r2 + r3 + r4) è, çíà÷èò, |A| 6 q5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà

〈{xr1(t), xr3(t), xr4(t)|t ∈ GF (q3)}, {xr1+r2+r3+r4(t), xr1+2r2+r3+r4(s)|t, s ∈ GF (q)}〉

àáåëåâà è åå ïîðÿäîê ðàâåí q5.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òîm(A) ⊆ {r1, r3, r1+r2+r3, r1+r2+r3+r4, r1+2r2+r3+r4}.

Òîãäà íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè m(x) = r1, à m(y) = r1 +
r2 + r3, òî xy 6= yx. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî r1, ëèáî r1 + r2 + r3 íå ëåæàò â m(A). Òîãäà
êàê è ðàíüøå ïîëó÷àåì |A| 6 q5.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü âåñü ñïèñîê áîëüøèõ óíèïîòåíòíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï
â ãðóïïå 3D4(q

3) ââèäó åãî ãðîìîçäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïû

〈{xr1(t), xr3(t), xr4(t)|t ∈ GF (q3)}, {xr1+r2+r3+r4(t), xr1+2r2+r3+r4(s)|t, s ∈ GF (q)}〉

è

〈{xr1+r2(t), xr2+r3(t), xr2+r4(t)|t ∈ GF (q3)}, {xr2(t), xr1+2r2+r3+r4(s)|t, s ∈ GF (q)}〉

ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè ýëåìåíòàðíûìè óíèïîòåíòíûìè àáåëåâûìè ïîäãðóïïàìè ãðóï-
ïû
3D4(q

3) è ïîðîæäàþò âñþ ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó U . Åäèíñòâåííàÿ
íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà � ýòî ãðóïïà A, ðàâíàÿ

〈{xr1+r2+r3(t)xr1+r2+r4(t)xr2+r3+r4(t)|t ∈ GF (q3)},
{xr1+r2+r3+r4(t), xr1+2r2+r3+r4(s)|t, s ∈ GF (q)}〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, a(U) = ae(U) = an(U) = q5, J(U) = Je(U) = U , Jn(U) = A è
mp(

3D4(p
3α)) = 5α.

�5 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ F4(q) è
2F4(q)

Ñòðîåíèå è ïîðÿäîê áîëüøèõ óíèïîòåíòíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï è ïîäãðóïï Òîìï-
ñîíà â ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïï F4(q) çàâèñèò îò ÷åòíîñòè q,
ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ.

Õàðàêòåðèñòèêà ÷åòíà Íèæå â òàáëèöå 2.3 ìû ïðèâåäåì ñïèñîê âñåõ ìàêñèìàëü-
íûõ àáåëåâûõ îòíîñèòåëüíî 2 ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà F+

4 . Êàê è â òàáëèöå 2.2 êîðíþ
α1r1 + α2r2 + α3r3 + α4r4 ñîîòâåòñòâóåò ÷åòâåðêà α1α2α3α4.
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Òàáëèöà 2.3. Àáåëåâû îòíîñèòåëüíî 2 ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà F+
4

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 0100 0100 0100 0120 0111

0010 0010 0010 0001 0001 0001 0011 0011 0001 0001 0001 0121 1111

0011 1110 1110 1100 0011 1111 1120 1111 1100 0111 0111 1121 1220

1120 1120 1120 1111 1111 1121 1111 1121 0111 1111 0121 0122 1221

1121 1220 1121 1121 1121 1221 1121 1122 1111 0122 0122 1221 1231

1122 1121 1122 1221 1122 1122 1122 1231 1221 1221 0122 1231 1222

1231 1231 1231 1122 1222 1222 1231 1222 1222 1222 1222 1232 1232

1232 1232 1232 1222 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1242 1242

1242 1242 1242 1232 1242 1242 1242 1242 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 0100 0100 0100 0121 1111

1100 1100 1100 1100 1110 1110 1110 1110 1100 1100 1100 1121 1121

1110 1110 1110 1110 1120 1120 1111 1111 0110 0110 1110 0122 0122

1120 1120 1111 1111 1111 1111 1220 1121 1110 0111 1111 1221 1221

1111 1111 1220 1121 1220 1121 1121 1221 1220 1220 1220 1122 1122

1220 1121 1121 1221 1121 1221 1221 1122 1221 1221 1221 1231 1231

1121 1221 1221 1122 1221 1122 1231 1231 1231 1231 1231 1222 1222

1221 1122 1231 1231 1231 1231 1222 1222 1222 1222 1222 1232 1232

1231 1231 1222 1222 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1242 1242

1232 1232 1232 1232 1242 1242 1242 1242 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 1342

0100 0100 0100 0100 0100 0010 0010 0010 0010 0010 0010 0111 0111

1100 0110 0110 0110 0110 0110 0110 0011 0011 0011 0011 1111 0121

0111 0120 0120 0111 0111 1110 0120 0120 0120 1120 0121 0122 0122

1111 0111 0111 0121 0121 0120 1120 1120 0121 0121 1121 1221 1221

1220 0121 0121 1220 0122 1120 0121 0121 1121 1121 0122 1122 1122

1221 1220 0122 1221 1221 1220 1220 1121 0122 1122 1122 1231 1231

1231 1221 1221 1231 1231 1231 1231 1231 1231 1231 1231 1222 1222

1222 1231 1231 1222 1222 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232

1232 1232 1232 1232 1232 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242

1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342

0100 0100 0010 0010 0001 0001 1100 1100 0110 0011 0011 1120 0121

0110 0111 0110 1110 1100 1100 0110 0111 1110 0120 1120 0121 1220

1110 1111 0120 1120 0111 1111 1110 1111 1220 0111 1111 1121 1121

0120 0122 0121 1121 1111 1121 1120 1221 1221 0121 1121 1121 1121

1220 1221 0122 1122 1221 1221 1220 1122 1231 0122 1122 1122 1231

1221 1231 1231 1231 1122 1122 1221 1231 1222 1231 1231 1122 1231

1231 1222 1232 1232 1222 1222 1231 1222 1232 1232 1232 1232 1232

1232 1232 1242 1242 1232 1232 1232 1232 1242 1242 1242 1242 1242

1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342

0010 0010 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 1100 1110 0120

1110 0120 0011 0011 0011 0011 0111 0111 1111 0121 1110 1111 1120

0120 1120 0111 0111 1111 0121 1111 0121 1121 1121 1120 1121 0121

1120 0121 1111 0121 1121 1121 0122 0122 0122 0122 1111 1221 1220

1220 1220 0122 0122 0122 0122 1221 1221 1221 1221 1220 1122 1121

1121 1121 1122 1122 1122 1122 1122 1122 1122 1122 1121 1231 1221
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1231 1231 1222 1222 1222 1222 1222 1222 1222 1222 1221 1222 1231

1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1231 1232 1232

1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1232 1242 1242

1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342

1100 1100 1100 0110 0110 0110 0110 0110 0110 0011 0011 1110 1110

1110 1110 1110 1110 0120 0120 0120 0111 0111 0111 0111 1120 1111

1120 1111 1111 0120 0111 0111 1120 0121 0121 1111 0121 1111 1220

1111 1220 1121 1120 0121 0121 0121 1220 0122 0122 0122 1121 1121

1121 1121 1221 1220 1220 0122 1220 1221 1221 1122 1122 1221 1221

1221 1221 1122 1221 1221 1221 1221 1231 1231 1231 1231 1122 1231

1122 1231 1231 1231 1231 1231 1231 1222 1222 1222 1222 1231 1222

1231 1222 1222 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232 1232

1232 1232 1232 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242 1242

1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342 2342

0011 0011 1110 1110

1111 0121 0120 1120

1121 1121 1120 1111

0122 0122 1220 1220

1122 1122 1121 1121

1231 1231 1221 1221

1222 1222 1231 1231

1232 1232 1232 1232

1242 1242 1242 1242

1342 1342 1342 1342

2342 2342 2342 2342

ßñíî, ÷òî â ãðóïïå F4(q) äîâîëüíî ìíîãî áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï (êàæäî-
ìó àáåëåâó îòíîñèòåëüíî 2 ïîäìíîæåñòâó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà ïîäãðóïïà), è ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ïîëíûé ñïèñîê. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ψi,j ìàêñèìàëüíîå àáåëåâî îòíîñèòåëüíî 2 ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
F+

4 , êîòîðîå íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà òàáëèöû 2.3.
Òîãäà ãðóïïû 〈Xr|r ∈ Ψ2,1〉, 〈Xr|r ∈ Ψ2,9〉, 〈Xr|r ∈ Ψ3,7〉 è 〈Xr|r ∈ Ψ5,3〉 ÿâëÿþò-
ñÿ áîëüøèìè óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ïîäãðóïïàìè è ïîðîæäàþò
âñþ ãðóïïó U . Â ãðóïïå U ñóùåñòâóåò äâå íîðìàëüíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïû ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîðÿäêà: A1 = 〈Xr|r ∈ Ψ2,12〉 è A2 = 〈Xr|r ∈ Ψ2,13〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
a(U) = ae(U) = an(U) = q11, J(U) = Je(U) = U , Jn(U) = 〈A1, A2〉 è m2(F4(2

α)) = 11α.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó 2F4(q) è äîêàæåì, ÷òî a(2F4(q)) = 2q5. Ïóñòü A �

íåêîòîðàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû 2F4(q). Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû F4(q), ñîñòîÿùåé èç σ-íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðàôîâîãî àâòî-
ìîðôèçìà σ. Ïî òåîðåìå 2.2.2 ìíîæåñòâî m(A) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëü-
íîì àáåëåâîì îòíîñèòåëüíî 2 ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà Φ+, óêàçàííûõ â òàáëèöå 2.3.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà m(A) ⊆ Ψ1,1, îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ
òàêèì æå îáðàçîì.

Ïóñòü r1 ∈ m(A). Òîãäà, òàê êàê ãðóïïà A ñîñòîèò èç σ-íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ,
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x(r1, t) ìíîæèòåëü xr4(t) èç êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà
x(r1, t) îòëè÷åí îò åäèíèöû. Äàëåå, åñëè r3 ∈ m(A), òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x(r3, t)
åãî ìíîæèòåëü xr2(tr2) îòëè÷åí îò åäèíèöû. Íî r2 < r3, ñëåäîâàòåëüíî, r2 ∈ m(A),
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÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, r3 /∈ m(A). Â ñèëó òåõ æå ðàññóæäåíèé, êîðíè r3 + r4,
r1 + r2 + 2r3 + 2r4, r1 + 2r2 + 4r3 + 2r4 è 2r1 + 3r2 + 4r3 + 2r4 òàêæå íå ëåæàò â m(A).
Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè r1 +r2 +2r3 ∈ m(A),
òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y òàêèõ, ÷òî m(x) = r1 è m(y) = r1 + r2 +2r3 ñïðàâåäëèâî
xy 6= yx. Çíà÷èò, òîëüêî îäèí èç êîðíåé r1 è r1 + r2 + 2r3 ìîæåò ëåæàòü â m(A).
Ñëåäîâàòåëüíî, |m(A)| 6 4 è, ïî òåîðåìå 2.2.1, |A| 6 q4.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ñòðîåíèå áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ââåäåì äîïîë-
íèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè r + r /∈ F4, òî ÷åðåç X{r} îáîçíà÷èì ãðóïïó (XrXr)σ.
Åñëè r + r ∈ F4 è r � äëèííûé, à r � êîðîòêèé êîðíè èç F4, òî ÷åðåç X{r} îáîçíà-
÷èì ãðóïïó (XrXrXr+rXr+2r)σ. Â ïåðâîì ñëó÷àå X{r} � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà q,
à âî âòîðîì � ãðóïïà X{r} èçîìîðôíà ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïå ãðóï-
ïû 2B2(q) è ñîäåðæèò q − 1 áîëüøóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2q. Òîãäà áîëüøèå
àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû U ∈ Sylp(

2F4(q)) ñîïðÿæåíû ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ãðóïï:

〈X{r2+r3}, A1, X{r1+2r2+2r3}, X{r1+2r2+2r3+r4}, X{r1+2r2+3r3+2r4}〉

èëè
〈A2, X{r1+r2+r3+r4}, X{r1+r2+2r3+r4}, X{r1+2r2+2r3+r4}, X{r1+2r2+3r3+r4}〉,

ãäå A1 ∈ A(X{r1+r2+2r3}), A2 ∈ A(X{r1+r2+r3}). ßñíî, ÷òî ýòè ãðóïïû íîðìàëüíû â U .
Òîãäà a(U) = an(U) = 2q5, ae(U) = q5,

J(U) = Jn(U) = 〈X{r}|r � r2 + r3〉,

Je(q) = 〈X{r}|r � r2 + r3, r 6= r1 + r2 + r3, r 6= r1 + r2 + 2r3〉

è m2(
2F4(2

α)) = 5α.

Õàðàêòåðèñòèêà íå÷åòíà Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò 25 àáåëåâûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà F+

4 ïîðÿäêà 9 (ñì. [7]), êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå
áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû. Åäèíñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîðÿäêà � ýòî

A1 = 〈Xr2+2r3+2r4 , Xr1+2r2+2r3+r4 , Xr1+r2+2r3+2r4 , Xr1+2r2+3r3+r4 ,

Xr1+2r2+2r3+2r4 , Xr1+2r2+3r3+2r4 , Xr1+2r2+4r3+2r4 , Xr1+3r2+4r3+2r4 , X2r1+3r2+4r3+2r4〉.

Òàêèì îáðàçîì, a(U) = ae(U) = an(U) = q9, J(U) = Je(U) = 〈Xr|r 6= r1〉, Jn(U) = A
è mp(F4(p

α)) = 9α.

�6 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ E6(q) è
2E6(q

2)

Ïîñêîëüêó â êîðíåâîé ñèñòåìå E6 âñå êîðíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, âñå êîíñòàíòû
Cijrs ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî p àáåëåâî îòíîñèòåëüíî p ïîä-
ìíîæåñòâî êîðíåâîé ñèñòåìû E6 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì. Ñóùåñòâóåò ëèøü äâà àáåëåâûõ
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà E+

6 , ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí 16 (ñì. [7]). Èì ñîîòâåòñòâóþò
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ïîäãðóïïû 〈Xr|r � r1〉 è 〈Xr|r � r6〉, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè íîðìàëü-
íûìè àáåëåâûìè ïîäãðóïïàìè. Òàêèì îáðàçîì, J(U) = Je(U) = Jn(U) = 〈Xr|r �
r1 èëè r � r6〉, a(U) = ae(U) = an(U) = q16 è mp(E6(p

α)) = 16α.
Àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïå 2E6(q

2) èçó÷àþòñÿ òàêæå, êàê è àáåëåâû ïîäãðóïïû
ãðóïïû 3D4(q

3). Ñóùåñòâóåò îêîëî 2000 ðàçëè÷íûõ àáåëåâûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
E+

6 . Ìû íå áóäåì èõ çäåñü ïðèâîäèòü, çàïèøåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Èìååì
a(U) = ae(U) = an(U) = q12,

J(U) = Je(U) = 〈X{r}|r � r3 èëè r � r4〉,
Jn(U) = A = 〈X{r}|r ∈ Ψ〉,

ãäå
X{r} = (XrXr)σ

è mp(
2E6(p

2α)) = 12α. Ïðè ýòîì Ψ = {r1 + r3 + r4 + r5 + r6, r1 + r2 + r3 + 2r4 + r5, r1 +
r2 + r3 + r4 + r5 + r6, r2 + r3 +2r4 + r5 + r6, r1 + r2 +2r3 +2r4 + r5, r1 + r2 + r3 +2r4 + r5 +
r6, r2 + r3 + 2r4 + 2r5 + r6, r1 + r2 + 2r3 + 2r4 + r5 + r6, r1 + r2 + r3 + 2r4 + 2r5 + r6, r1 +
r2 + 2r3 + 2r4 + 2r5 + r6, r1 + r2 + 2r3 + 3r4 + 2r5 + r6, r1 + 2r2 + 2r3 + 3r4 + 2r5 + r6}.

�7 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ E7(q)

Âíîâü äëÿ ëþáîãî p àáåëåâî îòíîñèòåëüíî p ïîäìíîæåñòâî êîðíåâîé ñèñòåìû E7 ÿâ-
ëÿåòñÿ àáåëåâûì. Ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî àáåëåâî ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî ïî-
ðÿäêà 27 (ñì. [7]). Åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýëåìåíòàðíàÿ íîðìàëüíàÿ àáåëåâà
ïîäãðóïïà A ïîðÿäêà q27. Òàêèì îáðàçîì, J(U) = Je(U) = Jn(U) = A = 〈Xr|r � r7〉,
a(U) = ae(U) = an(U) = q27 è mp(E7(p

α)) = 27α.

�8 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â

ãðóïïàõ E8(q)

Ïîñêîëüêó âñå êîðíè êîðíåâîé ñèñòåìû E8 èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, êîíñòàíòû C11rs

ïî ìîäóëþ ðàâíû 1 äëÿ ëþáûõ äâóõ êîðíåé r è s. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p àáåëåâî îòíîñèòåëüíî p ïîäìíîæåñòâî êîðíåâîé ñèñòåìû E8 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì.
Àáåëåâû ïîäìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]. Ìû íå áóäåì
ïðèâîäèòü çäåñü âñå àáåëåâû ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà E+

8 ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.
Îòìåòèì ëèøü, ÷òî a(U) = ae(U) = an(U) = q36, J(U) = Je(U) = 〈Xr|r � r1, r �
r3, r � r4, r � r5 èëè r � r6〉 è mp(E8(p

α)) = 36α. Èç-çà ãðîìîçäêîé çàïèñè ìû òàêæå
íå áóäåì ïðèâîäèòü ñòðîåíèå ãðóïïû Jn(U).

�9 Áîëüøèå àáåëåâû óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû êî-

íå÷íûõ ãðóïï Øåâàëëå. Èòîãîâàÿ òàáëèöà

Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïîðÿäêè áîëüøèõ óíèïîòåíòíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà (êðîìå ãðóïï 2B2(q) è

3G2(q)), à òàêæå ñòðîåíèå
ïîäãðóïï Òîìïñîíà. Âåçäå â òàáëèöå ìû ïîëàãàåì, ÷òî q = pα.
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Òàáëèöà 2.4. Ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï,

p-ðàíãè è ïîäãðóïïû Òîìïñîíà ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï êî-

íå÷íûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

Ãðóïïà G a(U) ae(U) an(U) J(U) mp(G)
G2(q), p 6= 3 q3 q3 q3 U 3α

G2(q), p = 3 q4 q4 q4 U 4α

3D4(q3) q5 q5 q5 U 5α

F4(q), q9 q9 q9 〈Xr|r 6= r1〉 9α
q íå÷åòíî

F4(q), q11 q11 q11 U 11α
q ÷åòíî
2F4(q) 2q5 q5 2q5 〈X{r}|r � r2 + r3〉 5α

E6(q) q16 q16 q16 〈Xr|r � r1 èëè r � r6〉 16α

2E6(q2) q12 q12 q12 〈X{r}|r � r3 èëè r � r4〉 12α

E7(q) q27 q27 q27 〈Xr|r � r7〉 27α

E8(q) q36 q36 q36 〈Xr|r � r1, r � r3, r � r4, r � r5 èëè r � r6〉 36α

�10 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû ñïîðàäè÷åñêèõ

ãðóïï

Â äàííîì ïàðàãðàôå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ïðèíÿòûå â [25].
Åñëè A � àáåëåâà ïîäãðóïïà íåêîòîðîé ñïîðàäè÷åñêîé ãðóïïû G, òî A ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï âî âñåõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïïàõ, êðîìå ãðóïï Fi22, Th, Fi23, J4, Fi

′
24, B

è M , ïðèâåäåíî â [25]. Èçó÷àÿ ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû è ñòðîåíèå èõ áîëüøèõ
àáåëåâûõ ïîäãðóïï ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïîðÿäêà áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï âî
âñåõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïïàõ, êðîìå ïÿòè íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà, îòìå÷åííûõ âûøå.
Ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Fi22 îïèñàíû â ðàáîòàõ [32] è [33]. Â ãðóïïå
Th îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîëó÷èë Ëèíòîí â ðàáîòàõ [35] è [36]. Ìàê-
ñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Fi23 íàøëè Êëåéäìàí, Ïàðêåð è Óèëñîí â ðàáîòå
[31]. Ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû J4 èçó÷åíû â ðàáîòå [34]. Ãðóïïû Fi24 è Fi

′
24

èçó÷èëè Ëèíòîí è Óèëñîí â ðàáîòå [37]. Ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïå
B ïðèâåäåíî â íåäàâíåé ðàáîòå [46]. Ñòðîåíèå ãðóïïû M áóäåò èçó÷àòüñÿ îòäåëüíî.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó M11. Åñëè H � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû M11, òî, ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, H ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: M10

∼= (A6)
.2,

L2(11), (32 : Q8).2, S5 è 2 : S4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà èç A(M11) ñîäåðæèòñÿ â
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé ñM10

∼= (A6)
.2. Òîãäà âñå àáåëåâû ïîäãðóïïû

ãðóïïû A6 èìåþò ïîðÿäîê 2, 3, 4, 5 èëè 9. Åñëè A � àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû (A6)
.2,

òî â A ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà A1 èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì 2, êîòîðàÿ ëåæèò â A6. Åñëè
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A1 � 2-ãðóïïà, òî |A| 6 8. Åñëè A1 � 3-ãðóïïà è îíà íå ñîâïàäàåò ñ A, òî òîãäà ãðóïïà
A ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 6 è ëåæèò â öåíòðàëèçàòîðå ýòîãî ýëåìåíòà. Â ãðóïïå
M11 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà 6 è ïîðÿäîê åãî öåíòðàëèçàòîðà ðàâåí
6, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå |A| = 6. Åñëè A1 � 3-ãðóïïà è A1 = A, òî ïîðÿäîê
ãðóïïû A íå ïðåâîñõîäèò 9. Íàêîíåö, åñëè ïîðÿäîê A1 ðàâåí 5 è A1 íå ñîâïàäàåò
ñ A, òî â A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 10. Íî â M11 íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 10,
çíà÷èò, òàêîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû A1 ðàâåí 5,
A1 ñîâïàäàåò ñ A è ïîðÿäîê ãðóïïû A ðàâåí 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî a(M10) ðàâíî 9.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà èç A(M11) ëåæèò â L2(11). Òîãäà, â ñèëó òàáëèöû 3.2
(íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ln(q) ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå An−1(q) èç òàáëèöû 3.2),
a(L2(11)) = 11 è, êðîìå òîãî, ãðóïïà èç A(L2(11)) åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-
ïðÿæåíèÿ. Çíà÷èò, åñëè ãðóïïà èç A(M11) ëåæèò â L2(11), òî ca(M11) = 1.

Ïóñòü ãðóïïà èç A(M11) ëåæèò â M9 : 2 ∼= (32 : Q8).2. Ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ
2-ïîäãðóïï è 3-ïîäãðóïï ãðóïïû (32 : Q8).2 íå ïðåâîñõîäÿò, ñîîòâåòñòâåííî 8 è 9. Åñëè
àáåëåâà ãðóïïà ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 è ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, òî îíà ñîäåðæèò
ýëåìåíò ïîðÿäêà 6 è, êàê óæå çàìå÷àëîñü ðàíåå, åå ïîðÿäîê íå ïðåâîñõîäèò 6. Òàêèì
îáðàçîì, a(M9 : 2) = 9.

Åñëè ãðóïïà èç A(M11) ëåæèò â S5, òî, â ñèëó òàáëèöû 2.1, a(S5) = 6, çíà÷èò,
â ýòîì ñëó÷àå a(M11) = 6. Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî ãðóïïà èç A(M11) ëåæèò
â ãðóïïå M8 : S3

∼= 2.S4. Òîãäà, åñëè A ∈ A(2.S4) � 2-ãðóïïà, òî åå ïîðÿäîê íå
ïðåâîñõîäèò 8, åñëè A ∈ A(2.S4) � 3-ãðóïïà, òî åå ïîðÿäîê íå ïðåâîñõîäèò 3. Åñëè æå
â A ∈ A(2.S4) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 3, òî â íåé
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 6, è, çíà÷èò, |A| = 6. Òàêèì îáðàçîì, a(M11) = a(L2(11))
è ca(M11) = 1.

Îöåíêè ïîðÿäêîâ áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â îñòàëüíûõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóï-
ïàõ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè è ìû ïðèâåäåì èõ â îäíîé òàáëèöå
áåç òàêîãî ïîäðîáíîãî ðàçáîðà, êàê â ñëó÷àå ãðóïïûM11. Çàìåòèì, ÷òî ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè èçó÷åíèè ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé
ïîäãðóïïû â ãðóïïå M11 íå âñåãäà äàþò òî÷íóþ îöåíêó. Áîëåå òîãî, äàæå â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ïîëó÷åííàÿ îöåíêà òî÷íà, ò. å., êîãäà ñóùåñòâóåò àáåëåâà ïîäãðóïïà, ïîðÿ-
äîê êîòîðîé ñîâïàäàåò îöåíêîé, íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ
íåñîïðÿæåííûõ áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï. Ïîýòîìó â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå â
êîëîíêå ñòðîåíèå ãðóïï èç A(G) óêàçàíî ñòðîåíèå ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óäàëîñü
íàéòè âñå íåñîïðÿæåííûå áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê
áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû òî÷íî óêàçàòü íå óäàåòñÿ ïðèâîäèòñÿ ïîëó÷åííàÿ îöåí-
êà ñâåðõó è èçâåñòíàÿ îöåíêà ñíèçó, ò. å. íàèáîëüøèé èçâåñòíûé ïîðÿäîê àáåëåâîé
ïîäãðóïïû.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ãðóïïó M . Ïóñòü A � åå íåêîòîðàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà.
Â ãðóïïå M ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà (21+24

+ ).Co1, ñîäåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó.
Ïîðÿäîê àáåëåâîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå 21+24

+ íå ïðåâîñõîäèò 213, èç òàáëèöû 2.5 âèäíî,
÷òî ïîðÿäîê àáåëåâîé 2-ïîäãðóïïû â ãðóïïå Co1 íå ïðåâîñõîäèò 211, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîðÿäîê àáåëåâîé 2-ïîäãðóïïû â ãðóïïåM íå ïðåâîñõîäèò 224. Äàëåå, â ãðóïïåM ñó-
ùåñòâóåò ïîäãðóïïà (31+12

+ ).2Suz : 2, ñîäåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ 3-ïîäãðóïïó ãðóïïû M .
Ïîðÿäîê àáåëåâîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå 31+12

+ íå ïðåâîñõîäèò 37, èç òàáëèöû 2.5 âèä-
íî, ÷òî ïîðÿäîê àáåëåâîé 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû Suz íå ïðåâîñõîäèò 35, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîðÿäîê àáåëåâîé 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû M íå ïðåâîñõîäèò 312. Êðîìå òîãî, â ãðóïïå
M ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà 51+6 : 4J .22, ñîäåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ 5-ïîäãðóïïó ãðóïïû
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M . Ïîðÿäîê àáåëåâîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå 51+6 íå ïðåâîñõîäèò 54, ïîðÿäîê àáåëåâîé
5-ïîäãðóïïû â ãðóïïå J2 íå ïðåâîñõîäèò 52, ïîýòîìó ïîðÿäîê àáåëåâîé 5-ïîäãðóïïû
ãðóïïûM íå ïðåâîñõîäèò 56. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äåëÿùèõ ïîðÿäîê
ãðóïïû M , ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî S ∈ Sylp(M), òî |S| < 224. Ïîýòîìó åñëè
ãðóïïà èç A(M) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-ïîäãðóïïîé (p > 7), òî a(M) 6 224.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû A äåëèòñÿ íà 2 è 3. Òîãäà ãðóïïà
A ëåæèò â öåíòðàëèçàòîðå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîðÿäêà 3. Èç [25] ñëåäóåò, ÷òî A
ëåæèò â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: 3.Fi24, (31+12

+ ).2Suz : 2 èëè S3 × Th. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå |A| < 224. Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû A äåëèòñÿ íà 2 è íà 5,
òî A ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîðÿäêà 10. Èç [25] ñëåäóåò,
÷òî A ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: (D10 × HN).2, ëèáî â 51+6

− : 4J .22.
Âíîâü, èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ èç òàáëèöû 2.5, ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî |A| < 224. Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû A äåëèòñÿ íà äâà íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
÷èñëà p1 è p2, îäíî èç êîòîðûõ áîëüøå 5, òî â A ëåæèò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà
p1 ·p2 è, çíà÷èò, ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì öåíòðàëèçàòîðå ýëåìåíòà ïîðÿäêà
p1 · p2. Èçó÷åíèå ïîðÿäêîâ öåíòðàëèçàòîðîâ òàêèõ ýëåìåíòîâ ñðàçó âëå÷åò, ÷òî |A| <
224. Åñëè, íàêîíåö, ïîðÿäîê ãðóïïû A äåëèòñÿ íà 3 è 5, òî ãðóïïà A ñîäåðæèò ýëåìåíò
ïîðÿäêà 15, çíà÷èò, A ëåæèò â öåíòðàëèçàòîðå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîðÿäêà 15. Íî
ïîðÿäêè öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ ìåíüøå, ÷åì 224. Òàêèì îáðàçîì,
a(M) 6 224. Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïåM ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà 210+16, ïîýòîìó â ãðóïïå
M ñóùåñòâóåò àáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 218. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî
218 6 a(M) 6 224.

Òàáëèöà 2.5. Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï

ãðóïïà G a(G) ñòðîåíèå ãðóïïà G a(G) ñòðîåíèå

M11 a(M11) = 11 11 O′N a(O′N) = 81 34

M12 a(M12) = 16 42 Co3 a(Co3) = 35 �

J1 a(J1) = 19 19 Co2 210 6 a(Co2) 6 211 �

M22 a(M22) = 16 24, ? Fi22 a(Fi22) = 210 �

J2 a(J2) = 25 52 HN 125 6 a(HN) 6 512 �

M23 a(M23) = 23 23 Ly a(Ly) = 35 �

HS a(HS) = 64 43 Th a(Th) = 36 �

J3 a(J3) = 27 33 è 9× 3 Fi23 a(Fi23) = 211 �

M24 a(M24) = 64 � Co1 a(Co1) = 211 �

M cL a(M cL) = 81 34 J4 a(J4) = 211 �

He a(He) = 64 � Fi′24 37 6 a(Fi′24) 6 39 �

Ru 27 6 a(Ru) 6 29 � B 217 6 a(B) 6 220 �

Suz a(Suz) = 35 � M 218 6 a(M) 6 224 �
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Ãëàâà 3

Àáåëåâû ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî

ïîðÿäêà êîíå÷íûõ ãðóïï Øåâàëëå

�1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü R = S ∗M � σ-èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàê-
ñèìàëüíîãî ðàíãà ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, ãäå S � öåíòðàëü-
íûé òîð, à M � ïîëóïðîñòàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïóñòü ïðîñòûå êîìïîíåíòû ãðóï-
ïû Mσ � ýòî G1, . . . , Gk. Ïóñòü zi,j = |Z(Gi) ∩ Z(Gj)|, zi = |Z(Gi) ∩ Sσ|. Òîãäà
Op′(Rσ) = G1 ∗ . . . ∗Gk, R1 = G1 ∗ . . . ∗Gk ∗ Sσ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Rσ è
|Rσ : R1| 6

∏
i6=j zi,j

∏
i zi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî Op′(Rσ) = G1 ∗ . . . ∗ Gk ∗ (Sσ) è íîðìàëüíîñòü ãðóï-
ïû R1. õîðîøî èçâåñòíî, ïîýòîìó äîêàæåì ëèøü âòîðîå íåðàâåíñòâî. Â ðàáîòå [26,
ïðåäëîæåíèå 2.4.2] äîêàçàíî, ÷òî |Rσ| = |Mσ| · |Sσ| = |G1| · . . . · |Gk| · |Sσ|. Ïîñêîëüêó
Gi ∩Gj = Z(Gi)∩Z(Gj) ïðè i 6= j, |G1 ∗ . . . ∗Gk ∗ (Sσ)| 6 |Rσ|/(

∏
i6=j zi,j

∏
i zi), îòêóäà

íåìåäëåííî ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

Äàëåå ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè èçó÷åíèè àáåëåâûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ Øåâàëëå.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, R � åå ðåäóêòèâíàÿ (íå
îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ) ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, ïðè÷åì (|R : R0|, p) = 1, s ∈
R0 � íåêîòîðûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò, è T � ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé òîð â
R0, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò s. Òîãäà ãðóïïà CR(s) ðåäóêòèâíà (õîòÿ íå îáÿçàòåëüíî
ñâÿçíà). Îíà ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T âìåñòå ñ òåìè êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Uα, äëÿ
êîòîðûõ α(s) = 1, è òåìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ nw ∈ NR(T ),
êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ s. Êîìïîíåíòà åäèíèöû CR(s)0 ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T
è òåìè Uα, äëÿ êîòîðûõ α(s) = 1. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà CR(s)/CR(s)0 èçîìîðôíà
íåêîòîðîé ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ äëÿ G. Áîëåå òîãî, âñå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû
èç CR(s) ëåæàò â CR(s)0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B ãðóïïû R0, ñîäåðæàùóþ T .
ßñíî, ÷òî âñå óêàçàííûå â ëåììå ïîðîæäàþùèå ëåæàò â CR(s). Äîêàæåì, ÷òî CR(s)
ïîðîæäàåòñÿ óêàçàííûìè â ëåììå ýëåìåíòàìè. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â ãðóïïå R
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(êîòîðàÿ íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíà) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Áðþà. Ïóñòü x � ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò èç R. Òîãäà Bx � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû R0. Â ñèëó
ëåììû 1.4.1 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò r ∈ R0, ÷òî Bx = Br. Òîãäà ýëåìåíò xr−1

íîðìàëèçóåò ïîäãðóïïó B. Òîð T xr
−1

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì ãðóïïû B. Ïî-
ñêîëüêó âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû â B ñîïðÿæåíû (ëåììà 1.4.1), ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò g èç B, ÷òî T xr

−1
= T g. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xr−1 íîðìàëèçóåò òîð

T . Òîãäà xr−1 = nwt äëÿ íåêîòîðûõ nw ∈ NR(T ), t ∈ T . Ïîñêîëüêó t íîðìàëèçóåò B è
xr−1 íîðìàëèçóåò B, ýëåìåíò nw òàêæå íîðìàëèçóåò B, çíà÷èò, îí íîðìàëèçóåò U �
ìàêñèìàëüíóþ (ñâÿçíóþ) óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû B. Ïîñêîëüêó r ëåæèò
â R0, äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Áðþà, ò. å. îí ïðåäñòàâèì â âèäå u1nw1t1v1,
ãäå u1 ∈ U ∩ nw1U

−n−1
w1
, nw1 ∈ NR0(T ), t ∈ T è v1 ∈ U . Ïîýòîìó ýëåìåíò x ïðåä-

ñòàâèì â âèäå x = nwtu1nw1t1v1. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû t è nw íîðìàëèçóþò U , ìû
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x â âèäå x = u2nw2t2v2, ïðè÷åì u2 ∈ U ∩nw2U

−n−1
w2
,

nw2 ∈ NR(T ), t2 ∈ T è v2 ∈ U . Ïîñêîëüêó ýòî ðàçëîæåíèå Áðþà ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæå-
íèåì Áðþà ýëåìåíòà x â ãðóïïå G, òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Åñëè x ∈ CR(s), òî ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Áðþà ìîæíî çàïèñàòü x = unwtv, ãäå
v ∈ U , t ∈ T , u ∈ U∩nwU−n−1

w . Ïîñêîëüêó s íîðìàëèçóåò U , N(T ), U− è êîììóòèðóåò
ñ x åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ âëå÷åò, ÷òî êàæäûé èç u, nw, v êîììóòèðóåò ñ s. Áî-
ëåå òîãî, ïîñêîëüêó s íîðìàëèçóåò êàæäóþ êîðíåâóþ ïîäãðóïïó Uα, åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû U â ïðîèçâåäåíèå êîðíåâûõ ïîäãðóïï Uα (α > 0) âëå÷åò, ÷òî
α(s) = 1 êàê òîëüêî u èëè v ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü èç Uα. Òàêèì îáðà-
çîì, x ëåæèò â ãðóïïå, ïîðîæäåííîé òîðîì T è òåìè Uα, nw, êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû
ñ s.

Ïîñêîëüêó T è âñå Uα ñ α(s) = 1 ñâÿçíû, òî ïîäãðóïïà H, ïîðîæäåííàÿ èìè,
çàìêíóòà, ñâÿçíà è íîðìàëüíà â CR(s). Òàê êàê ãðóïïà Âåéëÿ êîíå÷íà, |CR(s) : H| <
∞, çíà÷èò, H = CR(s)0.

Òàê êàê êîðíè ãðóïïû CR(s) îòíîñèòåëüíî òîðà T âîçíèêàþò ïàðàìè (ò. å. åñëè
α(s) = 1, òî è −α(s) = 1), ãðóïïà CR(s) ðåäóêòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè CR(s) èìå-
åò íåòðèâèàëüíûé óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë V , òî îí íîðìàëèçóåòñÿ òîðîì T , çíà÷èò,
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ êîðíåâóþ ïîäãðóïïó Uα. V íîðìàëèçóåòñÿ êîðíåâîé ãðóïïîé
U−α, ÷òî äàåò íåóíèïîòåíòíûé ýëåìåíò â V , ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîñêîëüêó (|R : R0|, p) = 1, âñå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû èç ãðóïïû R ëåæàò â
R0, ïîýòîìó âñå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû èç CR(s) ëåæàò â CR0(s). Òîò ôàêò, ÷òî
â ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïå R0 ëþáîé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò èç CR0(s) ëåæèò â
CR0(s)0 õîðîøî èçâåñòåí, ñì. íàïðèìåð [30, òåîðåìà 2.2]. �

Ïóñòü x � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò â ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïå G . Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, CG(x)0 � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîä-
ãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà è [CG(x)0, CG(x)0] � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà, êîðíåâàÿ ñè-
ñòåìà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíî çàìêíóòîé ïîäñèñòåìîé êîðíåâîé ñèñòåìû ãðóïïû
G. Òàêèå ïîäãðóïïû â äàëüíåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ ïîäñèñòåìíûìè ïîäãðóïïàìè.
Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ãðóïïû, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ýëåìåíòû ïðîñòîãî ïîðÿäêà r 6= p. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 3.1.3. [29, 4.1] Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0, è ýëåìåíò x ∈ G
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èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê r 6= p. Ïóñòü C ′ = [CG(x)0, CG(x)0] � ïîäñèñòåìíàÿ ïîä-
ãðóïïà. Åñëè ∆ � äèàãðàììà Äûíêèíà êîðíåâîé ñèñòåìû ãðóïïû C ′, òî ñïðàâåäëèâî
îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. ∆ ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì âåðøèí èç äèàãðàììû Äûíêèíà ãðóïïû G;

2. ∆ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñøèðåííîé äèàãðàììû Äûíêèíà ãðóïïû G óäàëåíèåì îäíîé
âåðøèíû ri, ãäå r = ci � êîýôôèöèåíò ïðè êîðíå ri â ðàçëîæåíèè êîðíÿ r0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè r íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì ïðîñòûì ÷èñëîì äëÿ ãðóïïû G, òî
dim(Z(CG(x)0)) > 1.

Äàëåå íàïîìíèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû êîðíåé Φ, ïðè-
íàäëåæàùèé Áîðåëþ è äè Çèáåíòàëþ [16]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà
Äûíêèíà ñèñòåìû Φ. Äèàãðàììû âñåõ âîçìîæíûõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû Φ ïîëó÷àþòñÿ
âû÷åðêèâàíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà âåðøèí èç ðàñøèðåííîé äèàãðàììû Äûíêè-
íà äëÿ Φ è ïîâòîðåíèåì óêàçàííîé ïðîöåäóðû äëÿ êàæäîé ïîëó÷åííîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 3.1.4. [22, òåîðåìû 11.3.2, 14.5.1 è 14.5.2] Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èçî-
ìîðôèçìû:

1) An−1(q) ∼= Ln(q) ∼= PSLn(q), n > 2;
2) Bn(q) ∼= PΩ2n+1(q), n > 3;
3) Cn(q) ∼= PSp2n(q), n > 2;
4) Dn(q) ∼= PΩ+

2n(q), n > 4;
5) 2Dn(q

2) ∼= PΩ−
2n(q), n > 4;

6) 2An(q
2) ∼= PSUn+1(q

2), n > 2;
7) B2(3) ∼= 2A3(2

2), Bn(2
α) ∼= Cn(2

α), B2(q) ∼= C2(q).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáúåäèíÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [13], [14], [48] è [49].
Ñëó÷àè îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï ìàëîé ðàçìåðíîñòè, íå óêàçàííûå â íåé, ìîæíî íàéòè
â [48].

Ëåììà 3.1.5. Ïóñòü q = pα. Òîãäà

1) ap(GLn(q)) = q[n2

4
];

2) ap(Sp2n(q)) = q
n(n+1)

2 ;

3) ap(O2n+1(q)) = q
n(n−1)

2
+1 ïðè n > 3, p 6= 2;

4) ap(O
+
2n(q)) = q

n(n−1)
2 ïðè n > 4;

5) ap(O
−
2n(q)) = q

(n−2)(n−1)
2

+2 ïðè n > 5;
6) ap(O

−
8 (q)) = q6;

7) ap(Un(q
2)) = q[n2

4
].

Ëåììà 3.1.6. [28] Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì
ïîëåì GF (q), G 6 GL(V ), H � G, (|G/H|, q) = 1, ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè G/H
íå ïðåâîñõîäèò 2. Òîãäà

1) |G/H| < qn;
2) Åñëè G ñîõðàíÿåò íåâûðîæäåííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó f íà V , òî |G/H| 6

2ε(n)δ[n
2
], ãäå

ε(n) =

{
0, åñëè q èëè n ÷åòíîå,
1, åñëè q è n íå÷åòíûå,

δ =

{
8, åñëè q = 3 èëè 5,

1 + q â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ëåììà 3.1.7. [28, ëåììà 1.1] Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì GF (q). Ïóñòü A � ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(V ) è (|A|, q) = 1. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñîáñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ A-ïîä-
ìîäóëåé.

Ëåììà 3.1.8. [28, ëåììà 1.2] Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì GF (q) è f � íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Åñëè A ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(V ), A ñîõðàíÿåò f è (|A|, q) = 1, òî V = CV (A)⊕⊥ [V,A] �
îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà A-ïîäìîäóëåé CV (A) = {v ∈ V | va = v äëÿ âñåõ
a ∈ A} è [V,A] = {va− v | v ∈ V , a ∈ A}.

Ëåììà 3.1.9. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
A � åå çàìêíóòàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ãðóïïà A ïðåäñòàâèìà â âèäå As×Au � ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîåé ïîëóïðî-
ñòîé è óíèïîòåíòíîé ÷àñòåé ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà R ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G,
÷òî A 6 R, Au 6 R0 è As ∩R0 = As0 6 Z(R0).

3. Åñëè WR = NR(T )/T , WR0 = NR0(T )/T äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T
ãðóïïû R, òî ãðóïïà As/As0 èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó WR/WR0.

Åñëè A σ-èíâàðèàíòíà, òî R σ-èíâàðèàíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàçàíî â [9, 15.5].
2. Ïóñòü s � íåêîòîðûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò èç As. Ïîëîæèì R = CG(s). ßñíî,

÷òî A 6 R. Â ñèëó ëåììû 3.1.2 Au 6 R0 è R0 � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàê-
ñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G. Â ñèëó ëåììû 3.1.2 (|R : R0|, p) = 1. Åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s1 ∈ As, ÷òî s1 ∈ R0, íî s1 /∈ Z(R0), òî ðàññìîòðèì CR(s1).
ßñíî, ÷òî A 6 CR(s1). Â ñèëó ëåììû 3.1.2, CR(s1)

0 � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóï-
ïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G. Êàê è ðàíüøå Au 6 CR(s1)

0. Çàìåíÿÿ ãðóïïó R
íà CR(s1), ïîëó÷èì ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G, ñîäåð-
æàùóþ ãðóïïó A, ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ðàçìåðíîñòü äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ,
ïîñêîëüêó óìåíüøàåòñÿ ðàçìåðíîñòü êîìïîíåíòû åäèíèöû. Óêàçàííûé âûøå ïðî-
öåññ êîíå÷åí, ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ, à ðàçìåðíîñòü
ãðóïïû G êîíå÷íà. Îòìåòèì, ÷òî åñëè A � àáåëåâà ïîäãðóïïà íåêîòîðîé êîíå÷íîé
ãðóïïû ëèåâà òèïà, òî A ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà σ, è ïîýòîìó ãðóïïû, ïîëó÷àåìûå íà êàæäîì øàãå óêà-
çàííîãî âûøå ïðîöåññà, σ-èíâàðèàíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A 6 Gσ, òî ãðóïïà R
ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé.

3. Èìååì As/As0 ∼= AsR
0/R0 6 R/R0. Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.2 ëþáîé

ýëåìåíò èç R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå nwx, ãäå x ∈ R0, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà
R/R0 èçîìîðôíà ãðóïïå NR(T )/NR0(T ) ∼= WR/WR0 äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà
T èç R0. �

Îòìåòèì â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ëåììû 3.1.9, ÷òî åñëè ΦR = Φ, òî As =
As0 6 Z(G). Äåéñòâèòåëüíî, ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà R, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â ëåììå, â
ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ G (è ñîâïàäàåò ñ R0), íî As ∩R0 = As 6 Z(R0).
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Â ëåììå 3.1.9 âîçíèêàþò ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ïî-
ðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Âåéëÿ äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò âîçíèêàòü ñèòóàöèÿ,
êîãäà íåêîòîðàÿ ïîëóïðîñòàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà íåêîòîðîãî òîðà T ðàçìåðíîñòè
n. Äëÿ îöåíêè ïîðÿäêîâ òàêèõ ïîäãðóïï íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1.10. Ïóñòü S � σ-èíâàðèàíòíûé òîð ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû G, è åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà n. Çäåñü σ = qσ0 � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì
Ôðîáåíèóñà. Ïóñòü Sg � íåêîòîðûé ñîïðÿæåííûé ñ íèì σ-èíâàðèàíòíûé òîð ãðóï-
ïû G. Ïóñòü X(S) � ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ òîðà S. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò w èç ãðóïïû Âåéëÿ W ãðóïïû G, ÷òî X(S)w ⊆ X(S), è ãðóïïà (Sg)σ
èçîìîðôíà ãðóïïå X(S)/(σw−1)X(S). Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ýëåìåíò σ0w èìååò
êîíå÷íûé ïîðÿäîê, |(Sg)σ| 6 (q + 1)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó òîð S σ-èíâàðèàíòåí, åãî öåíòðàëèçàòîð C â ãðóïïå
G � ñâÿçíàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Òîãäà
ãðóïïà Cg òàêæå σ-èíâàðèàíòíà. Ãðóïïû C è Cg ñîäåðæàò íåêîòîðûå σ-èíâàðèàíò-
íûå ìàêñèìàëüíûå òîðû T è T1 [42, 10.10], áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îíè òàêæå ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g. Ïóñòü W1 � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû
C. Â [20, ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî òîãäà ýëåìåíò gσg−1 ëåæèò
â NG(T ), à åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû NG(T ) íà
ãðóïïó Âåéëÿ ëåæèò â NW (W1). Ïðåäëîæåíèå 8 èç [20] óòâåðæäàåò, ÷òî òîãäà (T g)σ ∼=
X(T )/(σw−1)X(T ). Ïîñêîëüêó S 6 Z(C), S ëåæèò â T . Â ñèëó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó çàìêíóòûìè ïîäãðóïïàìè òîðà T è ïîäãðóïïàìè åãî ãðóïïû
õàðàêòåðîâ X(T ) [15, ãëàâà III] èìååì (Sg)σ ∼= X(S)/(σw − 1)X(S). �

Â òàáëèöå 3.1 íèæå ìû ïðèâåäåì ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ
Âåéëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï. ÃðóïïàW (An) èçîìîðôíà ãðóïïå Sn+1, ïîðÿäêè
è ñòðîåíèå áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï â ýòîé ãðóïïå ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.1, è ìû
ïðèâåäåì èõ â òàáëèöå 3.1 áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ãðóïïû W (Bn) è W (Cn) èçîìîðôíû, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì ëèøü ãðóïïó
W (Bn). Åñëè Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà Bn, è e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ëåæèò ñèñòåìà Bn, òî òîãäà Φ ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå {±ei ± ej, i 6= j,±ei; i, j = 1, . . . , n}. Ãðóïïà Âåéëÿ W (Bn) äåéñòâóåò
òî÷íî íà ìíîæåñòâå {±e1, . . . ,±en} èç 2n âåêòîðîâ. Ïóñòü A� íåêîòîðàÿ àáåëåâà ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû W (Bn), òîãäà I1, . . . , Ik � âñå A-îðáèòû íà ìíîæåñòâå {±e1, . . . ,±en}.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó G ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà âåê-
òîðà e1, . . . , en, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî {±e1, . . . ,±en} èíâàðèàíòíî. ßñíî,
÷òî W (Bn) 6 G. Áîëåå òîãî, ñðàâíåíèå ïîðÿäêîâ ãðóïï W (Bn) è G ïîêàçûâàåò,
÷òî îíè èçîìîðôíû, íî íàì íå òðåáóåòñÿ èçîìîðôíîñòü ýòèõ ãðóïï. Íàéäåì a(G)
è äîêàæåì, ÷òî a(G) = a(W (Bn)). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî
|A| 6 |I1| × . . .× |Ik|. Ïóñòü f(2n) � ïîðÿäîê áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå
G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ I1, . . . , Ik èìåþòñÿ ìíîæåñòâà íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî I1, è áàçèñíûé âåêòîð e1 ëåæèò â I1. Òîãäà âåêòîð −e1 íå ëåæèò â ìíî-
æåñòâå I1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð −e1 ëåæèò â I1. Òîãäà â ãðóïïå
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A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò σ, ïåðåâîäÿùèé e1 â −e1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ýëåìåíòà σ
÷åòåí, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ � 2-ýëåìåíò. Êðîìå òîãî, σ íå ëåæèò â ñòàáèëèçàòîðå
îðáèòû I1 â A � StA(I1). Çíà÷èò, åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèç-
ìà ϕ : A → A/StA(I1) òàêæå èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê. Íî |A/StA(I1)| = |I1| íå÷åòåí,
ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò −e1 ëåæèò â íåêîòîðîì äðóãîì ìíîæåñòâå,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî I2. Òàê êàê G ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ëþáîãî σ ∈ G
ñïðàâåäëèâî σ(−e1) = −σ(e1). Ïîñêîëüêó ãðóïïà A äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíî-
æåñòâàõ I1, . . . , Ik îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè σ ∈ StA(I1), òî σ ∈ StA(I1)∩StA(I2) è äëÿ
ëþáîãî v ∈ I1 âåêòîð −v ëåæèò â I2. Ïóñòü m = |I1| = |I2|. Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùèõ
ðàññóæäåíèé, |A| 6 m · f(2n− 2m).

Ðàññìîòðèì ãðóïïó A1, êîòîðàÿ íà îðáèòàõ I3, . . . , Ik äåéñòâóåò òàêæå, êàê ãðóïïà
A, à ìíîæåñòâî I1 ∪ I2 îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû A1 ðàñïàäàåòñÿ íà îðáèòû èç
äâóõ ýëåìåíòîâ � ±v. Ïî ïîñòðîåíèþ ãðóïïà A1 ëåæèò â G, è ãðóïïà A1 àáåëåâà.
Êðîìå òîãî, |A| = m · |StA(I1)| < 2m · |StA(I1)| = |A1|. Ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû A ∈ A(G) ìíîæåñòâî {±e1, . . . ,±en} ðàñïàäàåòñÿ íà îðáèòû ÷åòíîãî ïîðÿäêà.
Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n ïîêàæåì, ÷òî âñå îðáèòû èìåþò ïîðÿäîê 2 èëè 4 è,
ñëåäîâàòåëüíî, f(2n) 6 2n. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîðÿäîê íåêîòîðîé îðáèòû ãðóïïû
A ðàâåí 2m, m > 3, òî òîãäà, êàê è â íå÷åòíîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîñòðîèòü àáåëåâó
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2m ·2n−m, îòêóäà |A| 6 2m ·2n−m < 2m ·2n−m. Ïîýòîìó f(2n) 6 2n.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû W (Bn), è, çíà÷èò, ãðóïïû
G, ïåðåâîäÿùàÿ ei â −ei äëÿ âñåõ i. Åå ïîðÿäîê ðàâåí 2n, çíà÷èò, a(W (Bn)) = 2n.

Çàìåòèì, ÷òî W (Dn) èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó W (Bn) êàê ïîäãðóïïà
èíäåêñà 2, ïîýòîìó a(W (Dn)) 6 a(W (Bn)).

Òàáëèöà 3.1. Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Âåéëÿ

òèï ãðóïïû G a(W )
3k, åñëè n = 3k − 1

An 4 · 3k−1, åñëè n = 3k
2 · 3k, åñëè n = 3k + 1

Bn, Cn, Dn 6 2n

Äàëåå íàïîìíèì ñòðîåíèå σ-íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðåäóêòèâíûõ σ-èíâàðèàíòíûõ
ïîäãðóïï ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â ëèíåéíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

Ëåììà 3.1.11. [20, ïðåäëîæåíèÿ 1, 2, 6 è 8] Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëè-
íåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, σ � åå àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà, G1 = M ∗ S �
σ-èíâàðèàíòíàÿ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, ãäå M ïîëó-
ïðîñòà, à S � öåíòðàëüíûé òîð, Gg

1 � íåêîòîðàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñ íåé σ-èíâàðèàíò-
íàÿ ïîäãðóïïà. Ïóñòü ∆1 � äèàãðàììà Äûíêèíà ãðóïïû G1, è W1 � ãðóïïà Âåéëÿ
ãðóïïû G1. Òîãäà g

σg−1 ∈ NG(G1)∩NG(T ) = N (äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà
T èç G1), è ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ π : (N/NG1(T )) → (NW (W1)/W1).

Ïóñòü π(gσg−1) = w, τ îáîçíà÷àåò îáðàç ýëåìåíòà w îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåí-
íîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : NW (W1) → AutW (∆1), à òàêæå ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì
ãðóïïû M , ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ñèììåòðèè τ . Òîãäà (M g)σ ∼= Mστ .
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Ïóñòü P1 � ïîäðåøåòêà ãðóïïû X(T ), ïîðîæäåííàÿ âñåìè ðàöèîíàëüíûìè ëè-
íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîðíåé èç ∆1. Òîãäà (Sg)σ ∼= (X(T )/P1)/(σw− 1)(X(T )/P1).

Êðîìå òîãî, |(Gg
1)σ| = |M g

σ | · |Sgσ|.

Îòìåòèì, ÷òî â ëåììå 3.1.11 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà Gσ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà G
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ãðóïïîé, êîíå÷íàÿ ãðóïïà Op′(Gσ) íå ñîâïàäàåò ñ Gσ, ïî-
ýòîìó ïîðÿäîê ãðóïïû (Gg

1)σ ∩Op′(Gσ) ìåíüøå, ÷åì òîò, ÷òî óêàçàí â ëåììå. Â ýòîì

ñëó÷àå Gσ = ĤOp′(Gσ), ïðè÷åì |Ĥ : H| = d1
d
. Çäåñü Ĥ � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû

Gσ, H � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû Op′(Gσ), d1 � ïîðÿäîê öåíòðà ãðóïïû Op′(Gσ),
d � ïîðÿäîê öåíòðà ãðóïïû (Gsc)σ (òàê íàçûâàåìûé, óíèâåðñàëüíûé öåíòð). Ïîýòî-
ìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîðÿäîê ïîäãðóïïû (Gg

1)σ â ãðóïïå O
p′(Gσ), ïîðÿäîê,

óêàçàííûé â ëåììå, íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà äðîáü d1
d
. Äåéñòâèòåëüíî, ñâÿçíàÿ ðå-

äóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð
ñâÿçíîé ïðîñòîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé, è ïîýòîìó (Gg

1)σ = Ĥ((Gg
1)σ ∩ Op′(Gσ)).

Çíà÷èò, |(Gg
1)σ : ((Gg

1)σ ∩Op′(Gσ))| = d1
d
, ñëåäîâàòåëüíî, |(Gg

1)σ ∩Op′(Gσ)| = d1
d
|(Gg

1)σ|.

�2 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ An(q)

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü G 6 GLn(q), ïðè÷åì G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) G = Hs×Hu, ãäå Hs, Hu � ïîëóïðîñòàÿ è óíèïîòåíòíàÿ êîìïîíåíòû ãðóïïû

G ñîîòâåòñòâåííî;
2) ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè Hs íå ïðåâîñõîäèò 2;
3) Hu àáåëåâà.

Òîãäà |G |6 f1(n, q), ãäå f1(n, q) = max(qn − 1, (q − 1)q[n2

4
])

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî è G � êîíòð-
ïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ëåììû ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n1 è n2 ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

f1(n1, q)f1(n2, q) 6 f1(n1 + n2, q).

Â ñèëó ëåììû 3.1.7, ãðóïïà Hs â íåêîòîðîé áàçå ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå
êëåòêè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Hs =

Hs1 . . .0

0
. . .0

0. . .Hsk

 ,

ãäå âñå êëåòêè Hsj
íåïðèâîäèìû è ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ðàçìåðíî-

ñòè. Òàêîé âèä ãðóïïû Hs îçíà÷àåò, ÷òî âñå ìàòðèöû â ãðóïïå Hs èìåþò êëåòî÷íî-
äèàãîíàëüíûé âèä, à êàæäóþ êëåòêó Hsj

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóïðîñòóþ
íåïðèâîäèìóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû GLnj

(q), ïðè÷åì ëþáàÿ Hsj
èìååò ñòóïåíü íèëüïî-

òåíòíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2. Êðîìå òîãî, n1 + . . . + nk = n. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü
Hs 6 Hs1 × . . .×Hsk

.
Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå Hsj

ñîâïàäàþò, çíà÷èò, Hs
∼= Hs1 . Äåéñòâèòåëüíî,

Hu 6= {1}, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G = Hs è, â ñèëó ëåììû 3.1.6, ñïðàâåäëèâî
|G| 6 qn − 1 6 f1(n, q), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ
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êîíòðïðèìåðîì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ïî óñëîâèþ AB = BA äëÿ ëþáûõ ìàòðèö
A ∈ Hs è B ∈ Hu. Çàïèøåì ìàòðèöó B â êóñî÷íî-êëåòî÷íîì âèäå

B =


B11B12 . . .B1k

B21B22 . . .B2k

. . .
Bk1Bk2 . . .Bkk

 ,

ãäå ðàçìåðíîñòü êëåòêè ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêè â çàïèñè
ãðóïïû Hs, ò. å. êëåòêà Bij èìååò nj ñòîëáöîâ è ni ñòðîê. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Hsi

Bij = BijHsj
è Hsj

Bji = BjiHsi
. Ïî ëåììå Øóðà ìíîæåñòâà

B(j,i) = {Bji | B ∈ Hu} è B(i,j) = {Bij | B ∈ Hu} îáðàçóþò òåëî, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ðàçìåðíîñòè êëåòîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàì Hsi

, Hsj
ðàçëè÷íû èëè ýòè ãðóïïû

íå ñîïðÿæåíû, òî B(i,j) = B(j,i) = {0}. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàçìåðíîñòè êëåòîê íå
ñîâïàäàþò èëè åñëè êàêèå-òî êëåòêè (ãðóïïû) íå ñîïðÿæåíû, òî ãðóïïà Hu â òîé æå
áàçå, ÷òî è ãðóïïà Hs, ïðèíèìàåò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

Hu =

(
Hu10

0Hu2

)
.

Òîãäà G 6 G1 ×G2, ãäå G1, G2 � ïîäãðóïïû â GLn1(q), GLn2(q), ïðè÷åì îíè óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû. Ïîñêîëüêó G � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð, èìååì:

|G| 6 |G1| · |G2| 6 f1(n1, q) · f1(n2, q) 6 f1(n1 + n2, q) = f1(n, q).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì.
Òàêèì îáðàçîì, íå òîëüêî ðàçìåðíîñòè âñåõ êëåòîêHsj

ðàâíû, íî è âñå ïîäãðóïïû
Hsj

ñîïðÿæåíû, çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïà Hs èìååò âèä:

Hs =


Hs1 . . .0

0
. . .0

0. . .Hs1︸ ︷︷ ︸
k ðàç

 . (3.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, Hs
∼= Hs1 . Ïóñòü ðàçìåðíîñòü êëåòêè Hs1 ðàâíÿåòñÿ

n
k
. Â ñèëó ëåììû

3.1.6, |Hs| = |Hs1| 6 (q
n
k − 1). Ïîñêîëüêó âñå êëåòêè Bij ìàòðèö èç Hu îáðàçóþò

òåëî, à ëþáîå êîíå÷íîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è, òàê êàê îíè ëåæàò â Mn
k
(q), ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè êëåòêè îáðàçóþò ïîäïîëå â GF (q
n
k ). Ãðóïïà Hs èìååò âèä (3.1),

ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hu 6 GLk(q
n
k ). Èç ëåììû 3.1.5 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|Hu| 6 q
n
k
[ k2

4
]. Òîãäà

|G| 6 |Hs| · |Hu| 6 (q
n
k − 1) · q

n
k
[ k2

4
] 6 f1(n, q).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Èç ëåììû 3.2.1 ëåãêî ïîëó÷èòü ÷èñëî a(An(q)), óêàçàííîå â òàáëèöå 3.2. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè A � íåêîòîðàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû An(q), òî åå ïîëíûé ïðî-
îáðàç A1 îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : GLn+1(q) → An(q) óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 3.2.1. Òîãäà ãðóïïà A1Z(GLn(q)) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
óñëîâèÿì ëåììû, ñëåäîâàòåëüíî, |A1Z(GLn(q))| < f1(n, q). Òàêèì îáðàçîì, |A| 6
f1(n, q)/((n+ 1, q − 1)(q − 1)), ÷òî äàåò ÷èñëî a(An(q)), óêàçàííîå â òàáëèöå 3.2.
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�3 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Cn(q),

n > 3

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü G 6 Sp2n(q), ïðè÷åì G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) G = Hs×Hu, ãäå Hs, Hu � ïîëóïðîñòàÿ è óíèïîòåíòíàÿ êîìïîíåíòû ãðóïïû

G ñîîòâåòñòâåííî;
2) ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè Hs íå ïðåâîñõîäèò 2;
3) Hu àáåëåâà.

Òîãäà | G |6 f2(n, q), ãäå f2(n, q) = (2, q − 1)q
n(n+1)

2 , ïðè n > 3, f2(2, q) = (2, q −
1)(q + 1)q2, f2(1, q) = max(δ, (2, q − 1)q) (δ èç ëåììû 3.1.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî è G � êîíòð-
ïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ëåììû, ìèíèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ n1 è n2 ñïðàâåä-
ëèâî

f2(n1, q)f2(n2, q) 6 f2(n1 + n2, q).

Åñëè ãðóïïà Hs íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
íåïðèâîäèìîé êëåòêîé, G = Hs è G íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé Hs-ïîäìîäóëü U , ïðè÷åì ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî U � ìèíèìàëüíûé ïî ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûé Hs-ïîäìîäóëü. Ðàññìîò-
ðèì D = CHs(U). Åñëè D = {1}, òî Hs äåéñòâóåò òî÷íî íà U . Â ñèëó ëåììû 3.1.6,
|Hs| < qdim(U) = qk. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû, ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

|G| 6 |Hs| · |Hu| 6 (qk − 1)qk[
n2

k2 ] 6 f2(n, q)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå èìååò ìåñòî ïðè n > 3, k > 2). Ïðè n =
1 âîçíèêàåò óæå èçâåñòíûé ñëó÷àé, êîãäà Sp2(q) ∼= SL2(q). Â ñëó÷àå n = 2, k =
2 çàìåòèì, ÷òî Hs ∗ Z(GL4(q)) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå |Hs ∗ Z(GL4(q))| 6 (q2 − 1).
Ïîñêîëüêó |Hs ∩ Z(GL4(q))| 6 (2, q − 1), òî |Hs| 6 (2, q − 1)(q + 1), ò. å. è â ýòîì
ñëó÷àå íåðàâåíñòâî |G| 6 f2(n, q) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè k = 1, òî |Hs| = (2, q − 1). Ïî

óòâåðæäåíèþ 2 ëåììû 3.1.5, |Hu| 6 q
n(n+1)

2 , è ïîýòîìó |G| 6 (2, q−1)q
n(n+1)

2 6 f2(n, q).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D > {1}. Òîãäà CV (D), [V,D] � ñîáñòâåííûå

íåòðèâèàëüíûå Hs-ïîäìîäóëè. Ïî ëåììå 3.1.8, V = CV (D)⊕⊥ [V,D], çíà÷èò, Hs ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Hs1×Hs2 , ãäå Hs1 , Hs2 � ïîëóïðîñòûå äâóñòóïåí-
íî íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Sp2n1(q), Sp2n2(q) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâòîðÿÿ
ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ãðóïï Hs1 , Hs2 , ïîëó÷àåì Hs 6 Hs1 × . . .×Hsk

,
ãäå âñå Hsj

� íåïðèâîäèìûå, ïîëóïðîñòûå, äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû
â Sp2nj

(q).
Âîñïîëüçóåìñÿ óæå ïîëó÷åííîé îöåíêîé èç ëåììû 3.2.1 è òåì, ÷òî Hu ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ïîäãðóïïó ãðóïïû GLk(q
2n
k ), ò. å. |Hu| 6 q

2n
k

[ k2

4
]. Êàê áûëî ïîêàçàíî,

ãðóïïà Hs èìååò âèä:

Hs =


Hs1 0

. . .

0 Hs1︸ ︷︷ ︸
k ðàç

 ,
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ò. å. Hs
∼= Hs1 , çíà÷èò, ïî ëåììå 3.1.6, |Hs| 6 δ

n
k . Òîãäà

|G| 6 δ
n
k · q

2n
k

[ k2

4
] 6 q

n2

2
+n

2 6 f2(n, q)

ïðè n > 3. Ïðè n = 2, k = 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|G| 6 δ · q2 6 f2(n, q).

Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ãðóïïû G. �

×èñëî a(Cn(q)), óêàçàííîå â òàáëèöå 3.2, íàõîäèòñÿ òàêæå, êàê è â ãðóïïàõ An(q).

�4 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ 2An(q
2)

Ïóñòü äàëåå äî êîíöà ãëàâû ìû íàõîäèìñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 3.1.11. Ïóñòü G �
ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ñèñòåìîé êîðíåé Φ, σ � åå àâ-
òîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà (σ = qσ0, q = pα) è G = Op′(Gσ). Ïóñòü A = As × Au �
íåêîòîðàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî As 
 Z(G). Ïî ëåììå
3.1.9 â G åñòü ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà R (R0 â îáîçíà÷åíèÿõ
ëåììû 3.1.9) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, ñîäåðæàùàÿ ãðóïïó A0 = Au×As0 (As0 = As∩R),
ïðè÷åì ãðóïïà A/A0 èçîìîðôíà íåêîòîðîé ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ W (Φ), As0 6 Z(R).
Ïîëîæèì S = Z(R)0.

Ëåììà 3.4.1. [19, ïðåäëîæåíèå 8] Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 3.1.11, ïóñòü G � ãðóï-
ïà òèïà An, è ïóñòü Gσ � ñêðó÷åííûé âèä ãðóïïû G. Ïóñòü G1 � σ-èíâàðèàíòíàÿ
ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â ãðóïïå G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáè-
åíèþ λ ÷èñëà n + 1. Ïóñòü Gg

1 � σ-èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, ïîëó÷åííàÿ ñêðó÷èâàíèåì ãðóïïû G1 ýëåìåíòîì w ∈ W , îïðåäåëåííûì ïðàâèëîì
π(gσg−1) = w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w ïåðåõîäèò â τ îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà
NW (W1) → AutW (∆1). Ïóñòü ni � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ λ, ðàâíûõ i, òàê
÷òî AutW (∆1) ∼= Sn2 × Sn3 × . . .. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ0τ (|σ0| = 2) äàåò ðàçáèå-
íèÿ µ(2), µ(3), . . . ÷èñåë n2, n3, . . ., ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðîñòûå êîìïîíåíòû ïî-

ëóïðîñòîé ãðóïïû (M g)σ èìåþò òèï Ai−1(q
µ

(i)
j ) äëÿ ÷åòíûõ µ

(i)
j , è îíè èìåþò òèï

Ai−1(q
2µ

(i)
j ) äëÿ íå÷åòíîãî µ

(i)
j .

Ïîðÿäîê ïîëóïðîñòîé ÷àñòè (Sg)σ ãðóïïû (Gg
1)σ äàåòñÿ ôîðìóëîé

(q + 1)|(Sg)σ| =
∏

i,j åñëè µ
(i)
j ÷åòíî

(qµ
(i)
j − 1)

∏
i,j åñëè µ

(i)
j íå÷åòíî

(qµ
(i)
j + 1).

Ïîñêîëüêó ãðóïïà A/A0 èçîìîðôíà íåêîòîðîé ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ W (An) ∼=
Sn+1, èç òàáëèöû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî |A/A0| 6 3(n+1)/3. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ëåììû 3.1.5,
3.4.1 è òàáëèöó 3.1, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó.

(q + 1)|A| 6 d1

d
3(n+1)/3

∏
i,j µ

(i)
j ÷åòíî

(qµ
(i)
j − 1)

∏
i,j µ

(i)
j íå÷åòíî

(qµ
(i)
j + 1)

∏
i,j

(i, qµ
(i)
j − 1)qµ

(i)
j [i2/4].

(3.2)
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Ïîëîæèì S = Z(R)0. Ïîñêîëüêó äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû òèïà An íåò ïëîõèõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, èç ëåììû 3.1.3 ñëåäóåò, ÷òî dim(S) > 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà dim(S) = 1. Òîãäà ãðóïïà R èìååò ëèøü äâå ïðîñòûå êîìïîíåíòû, ïîñêîëüêó
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü öåíòðàëüíîãî òîðà áóäåò áîëüøå 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, R = Am1−1(K) ∗ Am2−1(K) ∗ S, ïðè÷åì m1 + m2 = n + 1. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå R = CAn(K)(S). Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå R 6 CAn(K)(S) î÷åâèäíî. Öåíòðà-
ëèçàòîð ëþáîãî òîðà â ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñâÿçåí. Åäèí-
ñòâåííàÿ ïîäñèñòåìíàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ An1−1(K) ∗ An2−1(K), � ýòî
An(K). Ïîñêîëüêó åå öåíòð èìååò ðàçìåðíîñòü 0, îí íå ñîâïàäàåò ñ S. Ñëåäîâàòåëü-
íî, An(K) 6= CAn(K)(S) è ïîýòîìó R = CAn(K)(S). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò èç
An(K), öåíòðàëèçóþùèé S, ëåæèò â R.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî As 6= As0. Ïîñêîëüêó ãðóïïà As íîðìàëèçóåò S è As0 ∈ R, ìû
ïîëó÷àåì äåéñòâèå ãðóïïû As/As0 íà ãðóïïå õàðàêòåðîâ X(S) òîðà S (êàê ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñëè x ∈ As/As0 è χ ∈ X(S), òî äëÿ ëþáî-
ãî s ∈ S χx(s) = χ(sx). Çäåñü ïîä sx ïîíèìàåòñÿ ñîïðÿæåíèå ëþáûì ïðåäñòàâèòåëåì
ýëåìåíòà x â ãðóïïå As. ßñíî, ÷òî ýòî ñîïðÿæåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâè-
òåëÿ, ïîñêîëüêó As0 öåíòðàëèçóåò S. Äåéñòâèå ýëåìåíòà x ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì
ãðóïïû X(S). Äåéñòâèòåëüíî, ñîõðàíåíèå îïåðàöèè î÷åâèäíî, òàê ÷òî x ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû X(S). Ïîñêîëüêó ó êàæäîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé, äåéñòâèå ýëåìåíòà x áèåêòèâíî, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû
X(S). Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü òîðà S ðàâíà åäèíèöå, ãðóïïà X(S) èçîìîðôíà ãðóïïå
Z. Åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Z � ýòî àâòîìîðôèçì ïîðÿä-
êà 2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãðóïïà As/As0 íåòðèâèàëüíà, òî åå ïîðÿäîê ðàâåí 2.

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå |As0 ∩ S| 6 2. Äåéñòâèòåëüíî, As � àáåëåâà ãðóï-
ïà, ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò èç As0 íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýëåìåíòà x.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ ýëåìåíòà x íà X(S), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîðîæ-
äàþùåãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû X(S) è ëþáîãî t ∈ As0 ∩ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
χ(t) = χ−1(tx) = χ−1(t) = χ(t−1), ò. å. t−1 = t, â ÷àñòíîñòè, |As0 ∩ S| 6 2. Ïîñêîëü-
êó d1

d
6 1, ìíîæèòåëü d1

d
ìîæíî çàìåíèòü íà åäèíèöó. Ìíîæèòåëü 3(n+1)/3 âîçíèêàë

ïðè îöåíêå ïîðÿäêà ãðóïïû A/A0. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå |A/A0| = 2 ìíîæèòåëü
3(n+1)/3 çàìåíÿåòñÿ íà 2. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó |S∩A0| 6 2, âìåñòî |S|, ó÷àñòâóþùåãî
â íåðàâåíñòâå (3.2) òàêæå ìîæíî îñòàâèòü 2. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó (3.2) ëèáî

|A| 6 4 · (m1, q + 1)q[m2
1/4] · (m2, q + 1)q[m2

2/4],

ëèáî
|A| 6 4 · ((n+ 1)/2− 1, q2 − 1)q2[(n+1)/16]

(âòîðàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò, êîãäà m1 = m2, ò. å. n+ 1 ÷åòíî). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè
n 6= 2 è q 6= 3 â îáîèõ ñëó÷àÿõ |A| 6 q[(n+1)2/4].

Ïðè n > 14 èìååì

4 · (m1, q + 1)q[m2
1/4] · (m2, q + 1)q[m2

2/4]64 · (q + 1)2 · qm2
1/4+m

2
2/46

6 q6 · qm2
1/4+m

2
2/4 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+7−1 6

6 qm
2
1/4+m

2
2/4+n/2−1 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+m1m2/2−1 6

6 q[(n+1)2/4].
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Åñëè 8 6 n 6 13, m1,m2 > 1, òî

4 · (m1, q + 1)q[m2
1/4] · (m2, q + 1)q[m2

2/4]64 · (q + 1)2 · qm2
1/4+m

2
2/46

6 q6 · qm2
1/4+m

2
2/4 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+8−2 6

6 qm
2
1/4+m

2
2/4+n−2 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+m1m2/2−1 6

6 q[(n+1)2/4].

Åñëè 6 6 n 6 7, q > 2 è m1,m2 > 1, òî

4 · (m1, q + 1)q[m2
1/4] · (m2, q + 1)q[m2

2/4]64 · (q + 1)2 · qm2
1/4+m

2
2/46

6 q4 · qm2
1/4+m

2
2/4 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+6−2 6

6 qm
2
1/4+m

2
2/4+n−2 6 qm

2
1/4+m

2
2/4+m1m2/2−1 6

6 q[(n+1)2/4].

Åñëè 8 6 n 6 13, q > 2 è m1 = 1, òî

4 · (n, q + 1)q[n2/4]64 · (q + 1) · qn2/46
6 q3 · qn2/4 6 qn

2/4+4−1 6
6 q[(n+1)2/4].

Åñëè n = 7, q > 2 è m1 = 1, òî 4 · (7, q + 1)q12 < q16. Åñëè n = 6, q > 2 è m1 = 1,
òî 4 · (6, q + 1)q9 < q12. Åñëè n = 5, q > 2 è m1 = 1, òî 4 · (5, q + 1)q6 < q9. Åñëè
n = 5, q > 2, m1 = 2, m2 = 4, òî 4 · (2, q + 1)q(4, q + 1)q4 < q9. Åñëè n = 5, q > 2,
m1 = 3, m2 = 3 òî 4 · (3, q + 1)q2(3, q + 1)q2 < q9. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèðàþòñÿ
îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Äàëåå â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ìû áóäåì îïóñêàòü âû÷èñëåíèÿ è
çàïèñûâàòü ëèøü ðåçóëüòàò.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ãðóïïó 2A2(3
2), ïðè ýòîì m1 = 1,m2 = 2. Ïîðÿäîê åå áîëü-

øîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû ðàâåí 16 (ýòî íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð, êîòîðûé èçî-
ìîðôåí Z4 × Z4 è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ). Ãðóïïà 2A2(3

2) ñîäåð-
æèòñÿ â ãðóïïå A2(K), ãäå K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3,
ïðè÷åì A2(K) îäíîñâÿçíà, ò. å. Γπ = Γsc. Ãðóïïà R ðàâíà M ∗ S, ãäå M � ïîëóïðî-
ñòàÿ ãðóïïà òèïà A1, S � òîð ðàçìåðíîñòè 1 è M ∩ S êîíå÷íà. Åñëè M � ãðóïïà
ïðèñîåäèíåííîãî òèïà, òî åå öåíòð òðèâèàëåí è òîãäà |A| 6 |S|·|au(A1(3))| 6 4·3 < 16.
Åñëè M îäíîñâÿçíà, òî åå öåíòð íåòðèâèàëåí è åãî ïîðÿäîê ðàâåí 2. Ïîêàæåì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå M ∩ S ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ãðóïïû M . Äåéñòâèòåëüíî,
M = 〈Xr, X−r〉, r � íåêîòîðûé êîðåíü êîðíåâîé ñèñòåìû òèïà A2. Ïóñòü P � ðå-
øåòêà, ïîðîæäåííàÿ êîðíåì r, P � ïîäðåøåòêà ðåøåòêè Γsc, ïîðîæäåííàÿ âñåìè
âîçìîæíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîìáèíàöèÿìè êîðíÿ r. Òîãäà

S = P
⊥

= {t|∀l ∈ P , tl = 1}.

Â àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå òèïà A2 ñïðàâåäëèâî |Γsc : Γad| = 3. Ãðóïïà P öèêëè÷åñêàÿ,
ïóñòü χ � åå ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Òîãäà ëèáî χ ∈ P , ëèáî χ3 ∈ P , òàê êàê P = P ∩
Γad. Ïóñòü x � íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò èç öåíòðà ãðóïïû M . Ïîñêîëüêó |Z(M)| = 2,
x2 = 1. Òîãäà xr = 1, çíà÷èò, 1 = xχ

3
= xχ

2
xχ = (x2)χxχ = xχ = 1, ïîýòîìó x ∈ S.

Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå |A| 6 4 · 3 < 16.
Ïóñòü òåïåðü As = As0. Â ñèëó ëåììû 3.1.9 As0 ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû R,

ïîýòîìó ïîðÿäîê ãðóïïû A îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì |A| 6 (q + 1)(m1, q +
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1)q[m2
1/4](m2, q + 1)q[m2

2/4], ëèáî |A| 6 (q − 1)((n+ 1)/2, q2 − 1)q2[(n+1)2/16]. Ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |A| 6 q[(n+1)2/4], êîãäà n > 5. Ñëó÷àè n = 2, n = 3 íóæíî ðàçáèðàòü
îòäåëüíî, à ïðè n = 4 âîçìîæíû ñëåäóþùèå èñêëþ÷åíèÿ m1 = 1, m2 = 4, q = 3 è
m1 = 2, m2 = 3, q = 2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Åñëè (3, q + 1) = 3, òî ëèáî öåíòð ãðóïïû 2A2(q
2)

íåòðèâèàëåí, è òîãäà |A| 6 (q + 1)(m1, q + 1)q[m2
1/4](n2, q + 1)q[m2

2/4] 6 3q2, ëèáî |A| 6
1
3
(q + 1)(m1, q + 1)q[m2

1/4](m2, q + 1)q[m2
2/4] 6 q2. Åñëè (3, q + 1) = 1, òî ãðóïïà 2A2(q

2)
îäíîñâÿçíà, íî åå öåíòð òðèâèàëåí. Áîëüøàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà â ýòîì ñëó÷àå � ýòî
ìàêñèìàëüíûé òîð ïîðÿäêà (q + 1)2, èçîìîðôíûé Zq+1 × Zq+1, êîòîðûé åäèíñòâåíåí
ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ. Âíîâü íóæíî ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà m1 = 1,m2 = 2.
Êàê â ñëó÷àå ãðóïïû 2A2(3

2), M ∩ S ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ãðóïïû M , ïîýòîìó |A| 6
(q + 1)q < (q + 1)2, ãäå (q + 1)2 � ïîðÿäîê áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû.

Ïóñòü òåïåðü n = 3. Åñëèm1 = m2 = 2, òî òîãäà |A| 6 (q+1)(2, q+1)(2, q+1)q2 6 q4

ïðè q 6= 3. Â ãðóïïå 2A3(3
2) èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè äëÿ öåíòðà. Öåíòð ìîæåò áûòü

òðèâèàëåí è òîãäà 2A3(3
2) èìååò ïðèñîåäèíåííûé òèï. Ïîýòîìó |A| 6 1

4
4 ·2 ·2 ·32 6 34.

Öåíòð ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 2 è òîãäà |A| 6 1
2
4 · 2 · 2 · 32 6 2 · 34. È, íàêîíåö, öåíòð

ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 4 è òîãäà |A| 6 4 · 2 · 2 · 32 6 4 · 34. Åñëè m1 = 1,m2 = 3, òî êàê â
ñëó÷àå 2A2(3

2), M ∩ S ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ãðóïïû M , ïîýòîìó |A| 6 (q + 1)q2 6 q4.
Ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ 2A4(2

2) è 2A4(3
2) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü öåíòðàëüíîãî òîðà ðàâíà 1, ðàçîáðàí.
Ïóñòü òåïåðü ðàçìåðíîñòü òîðà S áîëüøå 1. Äëÿ âñåõ m è k ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

(qk + (−1)k+1)(m, qk + (−1)k+1)qk[m
2/4] 6 (q + 1)(mk, q + 1)q[m2k2/4] (3.3)

Êðîìå òîãî, ïðè 1 6 m1 6 m2, êðîìå ñëó÷àåâ m1 = 1, m2 = 1; m1 = 1, m2 = 2 è
m1 = 1, m2 = 3, q = 2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(q+1)(m1, q+1)q[m2
1/4](q+1)(m2, q+1)q[m2

2/4] 6 (q+1)(m1 +m2, q+1)q[(m1+m2)2/4] (3.4)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.3) è (3.4), âûðàæåíèå (3.2) ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ

(q+1)23(n+1)/3(m1, q+1)q[m2
1/4](m2, q+1)q[m2

2/4](m3, q+1)q[m2
3/4] (m1+m2+m3 = n+1)

(3.5)
(q + 1)n−13(n+1)/3(2, q + 1)q (3.6)

(q + 1)n−33(n+1)/3(2, q + 1)2q2 (3.7)

3n+(n+1)/322 (3.8)

3n+(n+1)/3−224 (3.9)

Ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ âîçìîæíû ëèøü ïðè q = 2. Âûðàæåíèÿ (3.5)�(3.9) íå ïðåâîñ-
õîäÿò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû ïðè n > 5. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü ëèøü ãðóïïû 2An(q

2) ïðè n 6 4 (ïðè n = 4 � ëèøü ãðóïïó 2A4(2
2)). Âñå

ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ îäíîòèïíî, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé n = 3. Ïðè
n = 3 äëÿ ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû R ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòè.
Ãðóïïà R ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì, ëèáî ðàâíà öåíòðàëüíîìó ïðîèçâåäå-
íèþ òîðà ðàçìåðíîñòè 2 è ãðóïïû òèïà A1.
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Ïóñòü ãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì, ò. å. A = As. Òîãäà R � ýòî ãîìî-
ìîðôíûé îáðàç ãðóïïû äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîð-
ôèçìà SL4(K) → SL4(K)/Z, ãäå Z 6 Z(SL4(K)). Ïîñêîëüêó ãðóïïà As íîðìàëèçóåò
R, îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû As/As0 íà R ïðàâèëîì sx = sx, ãäå s ∈ R, x ∈ As è
x ∈ As/As0 � îáðàç ýëåìåíòà x â As/As0 îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà.
Ýëåìåíòû èç As/As0 ïåðåñòàâëÿþò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû R. Îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû As/As0 ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4} (ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìåñò) ðàç-
áèâàåòñÿ íà îðáèòû. Ïîñêîëüêó ãðóïïà As àáåëåâà, ýëåìåíòû èç As/As0 öåíòðàëèçó-
þò ýëåìåíòû èç As0, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ìåñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îäíîé îðáèòå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü íà ìíîæèòåëü èç Z. Çíà÷èò, â ãðóïïå As0 ñó-
ùåñòâóåò ïîäãðóïïà As1 èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì |Z| (à |Z| 6 4), êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ
â òîðå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íà åäèíèöó ìåíüøå êîëè÷åñòâà îðáèò ãðóïïû As/As0.
Åñëè ñóùåñòâóåò ÷åòûðå îðáèòû, òî As = As0 è, â ñèëó ëåììû 3.1.10, |A| íå ïðåâîñ-
õîäèò (q+1)3, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî
â òàáëèöå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò òðè îðáèòû, òî òîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû As/As0 ðàâåí 2,
|As0/As1| 6 (4, q + 1), |As1| 6 (q + 1)2, ò. å. |As| 6 2(4, q + 1)(q + 1)2, ÷òî âíîâü íå
ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2. Åñëè
ñóùåñòâóåò äâå îðáèòû, òî |As/As0| 6 4, |As0/As1| 6 (4, q + 1), |As1| 6 q + 1, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî |As| 6 4(4, q + 1)(q + 1), ò. å. ïîðÿäîê ãðóïïû As âíîâü íå ïðåâîñõîäèò
ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû. Åñëè, íàêîíåö, ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà îðáèòà,
òî |As/As0| 6 4, As0/As1 = As0 6 Z è, çíà÷èò, |As| 6 4(4, q + 1).

Ïóñòü òåïåðü R � ýòî öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå òîðà S ðàçìåðíîñòè 2 è ïðîñòîé
ñâÿçíîé ãðóïïû M òèïà A1. Â ñèëó ëåììû 3.1.9 ãðóïïà As ëåæèò â N(R). Èç [20,
ïðåäëîæåíèå 4] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà N(R)/R èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó K i
(W⊥

R ), ãäå K � ãðóïïà ñèììåòðèé äèàãðàììû Äûíêèíà ãðóïïû [R,R], à ãðóïïà W⊥
R

ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè â êîðíÿõ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì êîðíÿì èç Φ([R,R]). Òàê
êàê â íàøåì ñëó÷àå rank M ðàâåí 1 è dim Z(R0)0 ðàâíà 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà
K òðèâèàëüíà, à W⊥

R 6 S3. Ñëåäîâàòåëüíî, |As/As0| 6 3, â ÷àñòíîñòè ãðóïïà As/As0
öèêëè÷åñêàÿ. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1.2 â R ìîæíî íàéòè ìàêñèìàëüíûé
òîð T , êîòîðûé íîðìàëèçóåò ãðóïïà As. Òîð S ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
òîðàõ, ñëåäîâàòåëüíî, îí ñîäåðæèòñÿ â T . Â íåêîòîðîé áàçå ïðîñòðàíñòâà K4 òîð
T äèàãîíàëèçèðóåì è ãðóïïà As/As0 ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû, ñòîÿùèå ïî äèàãîíàëè.
Åñëè ãðóïïà As/As0 íåòðèâèàëüíà, òî â ãðóïïå As0 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà èíäåêñà íå
áîëåå, ÷åì ïîðÿäîê ãðóïïû Z, êîòîðàÿ ëåæèò â òîðå ðàçìåðíîñòè íå áîëåå 1. Ïîýòîìó
|A| = |As| · |Au| 6 4(4, q + 1)(q + 1)q, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé
ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2. Åñëè As ñîâïàäàåò ñ As0, òî |A| 6 (q + 1)2 · q,
÷òî âíîâü íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû.

�5 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Dn(q) è
2Dn(q

2)

Ïðèìåíåíèå ëåììû 3.1.11 â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû òèïà Dl äàåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3.5.1. [19, ïðåäëîæåíèå 10] Ïóñòü â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 3.1.11 G �
ãðóïïà òèïà Dl íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p è G1 �
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σ-èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â G, îïðåäåëåííàÿ ïà-
ðîé ðàçáèåíèé λ, µ ñ óñëîâèåì |λ|+|µ| = l. Ïóñòü ki � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ
λ, ðàâíûõ i, è ni � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ µ, ðàâíûõ i (n1 = 0). Òîãäà

AutW (∆1) ∼=
{
Sk2 × (Z2 o Sk3)× (Z2 o Sk4)× . . .× (Z2 o Sn2)× (Z2 o Sn3)× . . . åñëè k1 > 0,
ïîäãðóïïå èíäåêñà 2 â íåé åñëè k1 = 0.

Ïóñòü Gg
1 � σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîëó÷åííàÿ ñêðó÷èâàíèåì ãðóïïû

G1 ýëåìåíòîì w ∈ W , îïðåäåëåííîãî ïðàâèëîì π(gσg−1) = w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w
ïåðåõîäèò â τ ∈ AutW (∆1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ0τ (σ = qσ0) äàåò ïàðû ðàçáèåíèé
ξ(i), η(i) ñ óñëîâèåì |ξ(i)|+ |η(i)| = ki (ãäå η

(i) ïóñòî åñëè i = 2) è ïàðó ðàçáèåíèé ζ(i),
ω(i) ñ óñëîâèåì |ζ(i)| + |ω(i)| = ni. Òîãäà ïðîñòûå êîìïîíåíòû ïîëóïðîñòîé ãðóïïû

(M g)σ èìåþò òèï Ai−1(q
ξ
(i)
j ), 2Ai−1(q

2η
(i)
j ), Di(q

ζ
(i)
j ), 2Di(q

2ω
(i)
j ) ïî îäíîé êîìïîíåíòå

äëÿ êàæäîé ÷àñòè êàæäîãî èç ðàçáèåíèé ξ(i), η(i), ζ(i), ω(i).
Åñëè k1 = 0, îáùåå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò òèïà 2Ai−1 ñ íå÷åòíûì i è òèïà 2Di

÷åòíî, åñëè σ0 = 1, è íå÷åòíî, åñëè σ0 6= 1.

Ïîðÿäîê òîðà (Sg)σ äàåòñÿ ôîðìóëîé |(Sg)σ| =
∏

i,j(q
ξ
(i)
j − 1)

∏
i,j(q

η
(i)
j + 1).

Ââèäó òàáëèöû 3.1 è ëåìì 3.1.5, 3.5.1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî.

|A| 6 2l
∏
i,j

(qξ
(i)
j − 1)

∏
i,j

(qη
(i)
j + 1)

∏
i,j

(i, qξ
(i)
j − 1)qξ

(i)
j [i2/4]

∏
i,j

(i, qη
(i)
j + 1)qη

(i)
j [i2/4]×

×
∏
i,j

(4, qζ
(i)
j − 1)qζ

(i)
j

i(i−1)
2

∏
4,j

(4, qω
(4)
j + 1)qω

6(4)
j

∏
i>5,j

(4, qω
(i)
j + 1)qω

(i)
j

(i−1)(i−2)+2
2 .

(3.10)

Äëÿ ëþáîãî m > 3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(qk − 1)(
m

k
, qk − 1)qk[m

2/4k2] 6 q
m(m−1)

2 , (3.11)

è äëÿ ëþáîãî m > 4 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(qk + 1)(
m

k
, qk + 1)qk[m

2/4k2] 6 q
m(m−1)

2 . (3.12)

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî m âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(4, qk − 1)qk
m/k(m/k−1)

2 6 q
m(m−1)

2 , (3.13)

(4, qk + 1)qk
(m/k−1)(m/k−2)+2

2 6 q
(m−1)(m−2)+2

2 . (3.14)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ m1, m2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(4, q − 1)q
m1(m1−1)

2 q
m2(m2−1)

2 6 q
(m1+m2)(m1+m2−1)

2 , (3.15)

(4, q + 1)q
(m1−1)(m1−2)+2

2 q
(m2−1)(m2−2)+2

2 6 q
(m1+n2−1)(m1+m2−2)+2

2 , (3.16)

è
(4, q + 1)q6 · q

(m−1)(m−2)+2
2 6 q

(m+4−1)(m+4−2)+2
2 . (3.17)
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Ïóñòü σ0 = 1, ò. å. Op′((Dl(K))σ) � ãðóïïà íîðìàëüíîãî òèïà. Òîãäà èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâà (3.11)�(3.16), ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.10) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

2l(2(q − 1)q)m1(2(q + 1)q)m2((3, q + 1)(q + 1)q2)m3(4, q − 1)q
m4(m4−1)

2 ×

×(4, q − 1)q
m5(m5−1)

2 (4, q + 1)q
(m6−1)(m6−2)+2

2 ,
(3.18)

ãäå m1 + m2 + m3 + m4 + m5 + m6 = l, m4,m5,m6 > 2, (íåêîòîðûå èç mi ìîãóò
áûòü ðàâíû 0). Ïðè ëþáûõ m1,m2,m3,m4,m5 è m6 ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.18)
íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.

Ïóñòü σ0 6= 1, ò. å. Op′((Dl(K))σ) � ãðóïïà ñêðó÷åííîãî òèïà. Èñïîëüçóÿ íåðà-
âåíñòâà (3.11)�(3.17) ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.10) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (3.18), íî, â
ñèëó ëåììû 3.5.1, m6 6= 0. Âíîâü ïðè ëþáûõ m1,m2,m3,m4,m5 è m6 ïðàâàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (3.18) íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî
â òàáëèöå 3.2.

�6 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Bn(q), q

íå÷åòíî

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 3.1.11 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3.6.1. [19, ïðåäëîæåíèå 11] Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà Bl íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p 6= 2. Ïóñòü G1 � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G, îïðåäåëåííàÿ òðîéêîé (λ, µ, ν), ãäå λ, µ � ðàçáèåíèÿ,
ν � íåíóëåâîå öåëîå, è |λ| + |µ| + ν = l. Ïóñòü ki � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ
λ, ðàâíûõ i, è ni � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ µ, ðàâíûõ i (n1 = 0). Òîãäà

AutW (∆1) ∼= Sk2 × (Z2 o Sk3)× (Z2 o Sk4)× . . .× (Z2 o Sn2)× (Z2 o Sn3)× . . . .

Ïóñòü Gg
1 � σ-èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîëó÷åííàÿ ñêðó-

÷èâàíèåì ãðóïïû G1 ýëåìåíòîì w ∈ W , îïðåäåëåííûì ïðàâèëîì π(gσg−1) = w.
Ïðåäïîëîæèì, w ïåðåõîäèò â τ ∈ AutW (∆1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ äàåò ïàðó ðàç-
áèåíèé ξ(i), η(i), ñ óñëîâèåì |ξ(i)| + |η(i)| = ki è ïàðó ðàçáèåíèé ζ(i), ω(i) ñ óñëîâèåì
|ζ(i)| + |ω(i)| = ni òàêèõ, ÷òî ÷àñòè ýòèõ ðàçáèåíèé äàþò äëèíû ïîëîæèòåëüíûõ
è îòðèöàòåëüíûõ öèêëîâ íà êîìïîíåíòàõ τ . Òîãäà ïðîñòûå êîìïîíåíòû ïîëóïðî-

ñòîé ãðóïïû (M g)σ èìåþò òèï Ai−1(q
ξ
(i)
j ), 2Ai−1(q

2η
(i)
j ), Di(q

ζ
(i)
j ), 2Di(q

2ω
(i)
j ), Bν(q) ñ

îäíîé êîìïîíåíòîé äëÿ êàæäîé ÷àñòè ðàçáèåíèé ξ(i), η(i), ζ(i), ω(i).

Ïîðÿäîê òîðà (Sg)σ äàåòñÿ ôîðìóëîé |(Sg)σ| =
∏

i,j(q
ξ
(i)
j − 1)

∏
i,j(q

η
(i)
j + 1).

Èç òàáëèöû 3.1 è ëåìì 3.1.5, 3.6.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî.

|A| 6 2l
∏
i,j

(qξ
(i)
j − 1)

∏
i,j

(qη
(i)
j + 1)

∏
i,j

(i, qξ
(i)
j − 1)qξ

(i)
j [i2/4]

∏
i,j

(i, qη
(i)
j + 1)qη

(i)
j [i2/4]×

×
∏
i,j

(4, qζ
(i)
j − 1)qζ

(i)
j

i(i−1)
2

∏
4,j

(4, qω
(4)
j + 1)q6ω

(4)
j

∏
i>5,j

(4, qω
(i)
j + 1)qω

(i)
j

(i−1)(i−2)+2
2 2q

ν(ν−1)+1
2 .

(3.19)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.11)�(3.17), ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.19) ïðèâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó âèäó

2l(2(q − 1)q)m1(2(q + 1)q)m2((3, q + 1)(q + 1)q2)m3(4, q − 1)q
m4(m4−1)

2 ×

×(4, q + 1)q
(m5−1)(m5−2)+2

2 2q
m6(m6−1)+1

2 ,
(3.20)

ãäå m1 +m2 +m3 +m4 +m5 +m6 = l, m4,m5 > 2. Ïðè ëþáûõ m1,m2,m3,m4,m5 è m6

ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.20) íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóï-
ïû, óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.

�7 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ B2(2
n)

Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà 2, â ãðóïïå B2(K) íåò ïîëóïðîñòûõ ýëå-
ìåíòîâ, ïîðÿäîê êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì ÷èñëîì è åå öåíòð òðèâèàëåí. Êðîìå òîãî,
W (B2) � 2-ãðóïïà, ïîýòîìó A0 = A. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðàëüíûé òîð S ãðóïïû R
èìååò ðàçìåðíîñòü íå ìåíåå 1 è A 6 R. Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü dimS = 1. Òîãäà R = S ∗ A1(K), ïðè÷åì Z(A1(K)) òðèâèàëåí. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó ëåìì 3.1.5 è 3.1.10, |A| 6 (q + 1)q 6 q3, ò. å. íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà
áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.

Ïóñòü dimS = 2. Òîãäà R = S è, â ñèëó ëåììû 3.1.10, |A| 6 (q + 1)2 < q3, ò. å.
âíîâü ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê áîëüøîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû, óêàçàííûé â òàáëèöå 3.2.

�8 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ G2(q).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.9 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïàA ëåæèò â öåíòðàëèçàòîðå íåêîòî-
ðîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà. Òàê êàê ãðóïïà G2(K) îäíîñâÿçíà, öåíòðàëèçàòîð ëþáî-
ãî åå ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà ñâÿçåí (ñì., íàïðèìåð, [30, òåîðåìà 2.11]). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ãðóïïà A ëåæèò â ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà
σ òî÷åê íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé σ-èíâàðèàíòíîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïå
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G2(K). Â ñèëó àëãîðèòìà Áîðåëÿ è äè Çèáåíòàëÿ, ñó-
ùåñòâóåò ëèøü äâå ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå ïîäãðóïïû R ìàêñèìàëüíîãî
ðàíãà ãðóïïû G2(K) � ýòî ãðóïïû A2(K) è A1(K) ∗ A1(K).

Ïóñòü R = A2(K). Òîãäà, ïî ëåììå 3.1.1, ãðóïïà A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó A0 èíäåêñà
3, êîòîðàÿ ëåæèò â ãðóïïå A2(q) èëè â 2A2(q

2) (â ñèëó [26, òàáëèöà 4 íà ñòð. 138]
âîçìîæíû îáà ýòèõ ñëó÷àÿ). Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà èíäåêñà, óêàçàííàÿ â ëåììå 3.1.1
äîâîëüíî ãðóáàÿ (îñîáåííî äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé), òàê êàê íà
íåêîòîðûå ÷èñëà ìû äåëèì íåñêîëüêî ðàç. Òàê è â íàøåì ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà A2(q)
èëè 2A2(q

2) îäíîñâÿçíà, òî òîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ Rσ, è ïîòîìó ïîäãðóïïà A öåëèêîì
ëåæèò â A2(q) (èëè 2A2(q

2)). Åñëè æå A2(q) (èëè 2A2(q
2)) èìååò ïðèñîåäèíåííûé

òèï, òî òîãäà A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èíäåêñà íå áîëåå 3, êîòîðàÿ ëåæèò â A2(q) (èëè
2A2(q

2)), íî òà, â ñâîþ î÷åðåäü èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð. Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ
è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ïîêàçûâàþò, ÷òî â ëþáîì
ñëó÷àå ïîðÿäîê ãðóïïû A íå ïðåâîñõîäèò îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë 3q2 èëè (q +
1)2, êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà a(G2(q)), óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.
Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ïîäðîáíûé ðàçáîð â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, ññûëàÿñü íà
ëåììó 3.1.1 è ïîíèìàÿ ïîä ýòèì íå ñòîëüêî ñàìî óòâåðæäåíèå ëåììû, ñêîëüêî ìåòîä
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äîêàçàòåëüñòâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü
çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, ÷åì òà, ÷òî óêàçàíà â ëåììå.

Ïóñòü R = A1(K) ∗ A1(K). Òîãäà â ñèëó ëåììû 3.1.1 |A| 6 (2, q − 1)q2 ëèáî
|A| 6 (q + 1)2, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà a(G2(q)), óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.

�9 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ F4(q) è
2F4(q)

Ïîñêîëüêó ãðóïïà F4(K) îäíîñâÿçíà, öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà
ñâÿçåí, ïîýòîìó ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû F4(K) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ãðóïïó F4(q).

Â ñèëó àëãîðèòìà Áîðåëÿ è äè Çèáåíòàëÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ñîáñòâåí-
íûå σ-èíâàðèàíòíûå ðåäóêòèâíûå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû
F4(K) � ýòî B4(K), A2(K) ∗ A2(K), A1(K) ∗ A3(K) è C3(K) ∗ A1(K).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â ãðóïïå R = B4(K). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.1.1 |Rσ :
Op′(Rσ)| 6 2. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì
2, êîòîðàÿ ëåæèò â ãðóïïå B4(q). Ïîñêîëüêó ÷èñëî a(B4(q)) óæå íàéäåíî, èìååì
|A| 6 2q7, åñëè q íå÷åòíî è |A| 6 q10, åñëè q ÷åòíî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê ãðóïïû
A íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà a(F4(q)).

Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà A ëåæèò â ãðóïïå R = A1(K) ∗C3(K). Òîãäà èç ëåììû 3.1.1
ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 4q7, ò. å. ïîðÿäîê ãðóïïû A ìåíüøå a(F4(q)).

Ïóñòü A ëåæèò â ãðóïïå òèïà R = A1(K)∗A3(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ãðóïï A1(q) ∗ A3(q) èëè A1(q) ∗ 2A3(q

2) (èç [26, òàáëèöà 2, ñòð. 133]
ñëåäóåò, ÷òî ìîãóò áûòü âûïîëíåíû îáà ñëó÷àÿ). Îòñþäà (âíîâü ñ èñïîëüçîâàíèåì
ëåììû 3.1.1 è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï) ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 8q5,
÷òî ìåíüøå a(F4(q)).

Ïóñòü A ëåæèò â ãðóïïå òèïà R = A2(K)∗A2(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà ãðóïïå
A2(q)∗A2(q), ëèáî

2A2(q
2)∗2A2(q

2) (âíîâü ïîëüçóåìñÿ èíôîðìàöèåé èç [26, òàáëèöà 2,
ñòð. 133]). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà |A| 6 9q4, ÷òî ìåíüøå ÷èñëà a(F4(q)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó 2F4(q). Ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñâÿçíîé ðå-
äóêòèâíîé ïîäãðóïïå ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû F4(K), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îò-
íîñèòåëüíî ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà. Òîãäà èç [26, òàáëèöà 3, ñòð. 137] ñëåäóåò, ÷òî
ëèáî A 6 2B2(q) ∗S, ëèáî A 6 2A2(q

4) è, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, â ëþáîì ñëó÷àå |A|
ìåíüøå ÷èñëà a(2F4(q)), óêàçàííîãî â òàáëèöå 3.2.

�10 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ E6(q)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [11, ëåêöèÿ Èâàõîðè, ïðåäëîæåíèå 5]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëó-
ïðîñòîãî ýëåìåíòà s èç ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G ïðèñîåäèíåííîãî
òèïà ãðóïïà CG(s)/C0

G(s) èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó Γsc/Γπ = Ωπ. Ïîñêîëü-
êó äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû òèïà E6 ñïðàâåäëèâî |Γsc : Γπ| = 3, â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò
ïîäãðóïïà A0 èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì 3, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé
ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû E6(K) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Â E6(K) ñóùå-
ñòâóþò ñëåäóþùèå ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå ïîäãðóïïû
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà: A1(K) ∗ A5(K), A2(K) ∗ A2(K) ∗ A2(K) è S ∗D5(K).
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Ïóñòü A0 ëåæèò â ãðóïïå R = A1(K) ∗ A5(K). Òîãäà Op′(Rσ) = A1(q) ∗ A5(q) (ñì.
[26, ñëó÷àé E6(q)]). Òîãäà, ïî ëåììå 3.1.1, |A0| 6 12q10, îòêóäà |A| 6 36q10, ÷òî ìåíüøå
÷èñëà a(E6(q)),

Ïóñòü A0 ëåæèò â ãðóïïå R = A2(K) ∗ A2(K) ∗ A2(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà
îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï A2(q) ∗ A2(q) ∗ A2(q), A2(q

2) ∗ 2A2(q
2), èëè A2(q

3) (ñì [26,
ñëó÷àé E6(q)]). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ëåììà 3.1.1 äàåò îöåíêó |A0| 6 27q9 (ïðè q = 2 �
9 · 26). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |A| ìåíüøå ÷èñëà a(E6(q)).

Ïóñòü, íàêîíåö, A0 ëåæèò â ãðóïïå R = S ∗ D5(K). Òîãäà R1 = (Sσ) ∗ D5(q) (R1

èç ëåììû 3.1.1). Èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A0| 6 4(q − 1)q10. Îòñþäà |A| ìåíüøå
÷èñëà a(E6(q)).

�11 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ 2E6(q
2)

Èíäåêñ |Γsc : Γad| = 3, ïîýòîìó ãðóïïà A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó A0 èíäåêñà íå áîëåå 3,
êîòîðàÿ ëåæèò â íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ñâÿçíîé σ-èíâàðèàíòíîé ðåäóêòèâíîé ïîä-
ãðóïïå R ãðóïïû E6(K) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ìàêñèìàëüíûìè σ-èíâàðèàíòíûìè
ñâÿçíûìè ðåäóêòèâíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû E6(K) â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ãðóïïû
A1(K) ∗ A5(K), S ∗ D5(K) è A2(K) ∗ A2(K) ∗ A2(K). Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K
÷åòíà, òî â E6(K) íå ñóùåñòâóåò ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà, öåíòðàëèçàòîð êîòîðîãî
ñîâïàäàë áû ñ A1(K) ∗ A5(K), â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâå äîïîë-
íèòåëüíûõ ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ σ-èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà
ãðóïïû E6(q) � ýòî ãðóïïû A5(K) ∗ S è A4(K) ∗ A1(K) ∗ S.

Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A1(K) ∗ A5(K) (íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
q íå÷åòíî). Òîãäà Op′(Rσ) = A1(q) ∗ 2A5(q

2) (ñì. [26, òàáëèöà 1, ñòð. 127]). Â ñèëó
ëåììû 3.1.1 |A| 6 24q10, ÷òî ìåíüøå a(2E6(q

2)) ïðè q > 3. Ïðè q = 3 çàìå÷àåì, ÷òî
ãðóïïó E6(K) ìîæíî âçÿòü îäíîñâÿçíîé (òàê êàê ãðóïïû 2E6(3

2)sc è
2E6(3

2)ad â ýòîì
ñëó÷àå èçîìîðôíû). Ïîýòîìó ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ â R (à íå åå ïîäãðóïïà èíäåêñà
3). Êðîìå òîãî, ëåììà 3.1.1 â äàííîì ñëó÷àå äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó |A| 6 4q10, ÷òî
ìåíüøå a(2E6(q

2)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = S ∗D5(K). Òîãäà Op′(Rσ) = (Sσ) ∗ 2D5(q

2) (ñì. [26,
òàáëèöà 1, ñòð. 127]). Ñëåäîâàòåëüíî, |A| 6 12(q + 1)q8 (|A| 6 3q8, åñëè q ÷åòíî), ò. å.
ïîðÿäîê ãðóïïû A íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà a(2E6(q

2)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A2(K) ∗A2(K) ∗A2(K). Òîãäà Op′(Rσ) ñîâïàäàåò ñ

îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï A2(q
2)∗A2(q),

2A2(q
6), ëèáî ñ 2A2(q

2)∗2A2(q
2)∗2A2(q

2) (ñì.
[26, òàáëèöà 1, ñòð. 127]). Â ëþáîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà |A| 6 27q6,
÷òî ìåíüøå, ÷åì a(2E6(q

2)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A5(K) ∗ S (ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü

äëÿ ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè 2). Òîãäà R1 ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé 2A5(q
2) ∗ Sσ. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû A íå ïðåâîñõîäèò 6(q + 1)q9 (3q9 åñëè q = 2), ÷òî
ìåíüøå a(2E6(q

2)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A4(K) ∗ A1(K) ∗ S (âíîâü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ÷åòíà). Òîãäà R1 ñîâïàäàåò ñ 2A4(q
2) ∗ A1(q) ∗ Sσ, îòêóäà

|A| 6 15(q + 1)2q6 (|A| 6 32 · 26 åñëè q = 2), ÷òî ìåíüøå, ÷åì a(2E6(q
2)).

50



�12 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ E7(q)

Èíäåêñ |Γsc : Γad| = 2, ïîýòîìó ãðóïïà A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó A0 èíäåêñà 2, êî-
òîðàÿ ëåæèò â ñîáñòâåííîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïå R ãðóïïû E7(K). Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â
E7(K) � ýòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: A7(K), A1(K)∗D6(K), A1(K)∗A3(K)∗A3(K),
A2(K) ∗ A5(K), S ∗ E6(K).

Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A7(K). Òîãäà Op′(Rσ) = A7(q), ëèáî O
p′(Rσ) =

2A7(q
2) (ñì [27, òàáëèöà 1]). Èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 16q16, ò. å. ïîðÿäîê

ãðóïïû A íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà a(E7(q)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A1(K) ∗D6(K). Òîãäà Op′(Rσ) ñîâïàäàåò ñ A1(q) ∗

D6(q) (ñì [27, òàáëèöà 1]). Ñëåäîâàòåëüíî, |A| 6 16q16, ÷òî ìåíüøå ÷èñëà a(E7(q)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â R = A1(K) ∗ A3(K) ∗ A3(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà

îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï A1(q)∗A3(q)∗A3(q) ëèáî A1(q)∗A3(q
2) (ñì. [27, òàáëèöà 1]).

Â ëþáîì ñëó÷àå ëåììà 3.1.1 äàåò |A| 6 64q9, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà a(E7(q)).
Ïóñòü ãðóïïà A0 ëåæèò â A2(K) ∗A5(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà îäíîé èç ñëå-

äóþùèõ ãðóïï A2(q)∗A5(q) ëèáî
2A2(q

2)∗2A5(q
2) (ñì. [27, òàáëèöà 1]). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |A| 6 36q11 < a(E7(q)).
Ïóñòü, íàêîíåö, ãðóïïà A ëåæèò â R = S ∗ E6(K). Òîãäà R1 èçîìîðôíà îäíîé

èç ãðóïï â ñëåäóþùåì ñïèñêå (Sσ) ∗ E6(q) èëè (Sσ) ∗ 2E6(q
2). Â ëþáîì ñëó÷àå |A| 6

6(q − 1)q16 < a(E7(q)).

�13 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ E8(q)

Ïîñêîëüêó Γsc = Γad, öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà ñâÿçåí, ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóï-
ïå ãðóïïû E8(K) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîä-
ãðóïïà â E8(K)� ýòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:D8(K), A8(K), A1(K)∗A2(K)∗A5(K),
A4(K) ∗ A4(K), A3(K) ∗D5(K), A2(K) ∗ E6(K), A1(K) ∗ E7(K).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = D8(K). Òîãäà Op′(Rσ) = D8(q) (ñì. [27, òàáëèöà 2]).
Èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 4q27 < a(E8(q)).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A8(K). ÒîãäàOp′(Rσ) = A8(q) ëèáîO
p′(Rσ) = 2A8(q

2)
(ñì. [27, òàáëèöà 2]). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, ïîëó÷àåì |A| 6 9q20 < a(E8(q)).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A1(K)∗A2(K)∗A5(K). Òîãäà Op′(Rσ) � ýòî îäíà èç
ñëåäóþùèõ ãðóïï: A1(q)∗A2(q)∗A5(q) ëèáî A1(q)∗2A2(q

2)∗2A5(q
2) (ñì. [27, òàáëèöà 2]).

Âíîâü èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 36q12 < a(E8(q)).
Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A4(K) ∗A4(K). Òîãäà Op′(Rσ)� ýòî îäíà èç ñëåäóþ-

ùèõ ãðóïï: A4(q)∗A4(q),
2A4(q

2)∗ 2A4(q
2) èëè 2A4(q

4) (ñì. [27, òàáëèöà 2]). Èç ëåììû
3.1.1 âûòåêàåò, ÷òî |A| 6 25q12 < a(E8(q)).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A3(K) ∗D5(K). Òîãäà Op′(Rσ) èçîìîðôíà îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ãðóïï A3(q) ∗D5(q) èëè

2A3(q
2) ∗ 2D5(q

2) (ñì. [27, òàáëèöà 2]). Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 3.1.1, ïîëó÷àåì |A| 6 16q19 < a(E8(q)).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A2(K)∗E6(K). Òîãäà Op′(Rσ) � ýòî îäíà èç ñëåäóþ-
ùèõ ãðóïï: A2(q) ∗E6(q) èëè

2A2(q
2) ∗ 2E6(q

2). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |A| 6 9q18 <
a(E8(q)).
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Ïóñòü, íàêîíåö, ãðóïïà A ëåæèò â R = A1(K) ∗ E7(K). Òîãäà Op′(Rσ) = A1(q) ∗
E7(q). Â ñèëó ëåììû 3.1.1, |A| 6 4q28 < a(E8(q)).

�14 Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ 3D4(q
3)

Â D4(K) ñóùåñòâóþò ëèøü äâå ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå σ-èíâàðèàíòíûå ðåäóêòèâíûå
ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà: A1(K)∗A1(K)∗A1(K)∗A1(K) è T ∗A2(K), ãäå T �
òîð ðàçìåðíîñòè 2.

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = A1(K) ∗ A1(K) ∗ A1(K) ∗ A1(K). Òîãäà Op′(Rσ) =
A1(q) ∗ A1(q

3) (ñì. [26, òàáëèöà 7, ñòð. 140]). Èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 4q4

(|A| 6 27 åñëè q = 2 è |A| 6 2q4, åñëè q = 3), ÷òî ìåíüøå, ÷åì q5 = a(3D4(q
3)).

Ïóñòü ãðóïïà A ëåæèò â R = T ∗A2(K). Òîãäà Op′(Rσ) = (Tσ)∗A2(q) èëè O
p′(Rσ) =

(Tσ) ∗ 2A2(q
2) (ñì. [26, òàáëèöà 7, ñòð. 140]). Èç ëåììû 3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 3(q2 +

q + 1)q2 (|A| 6 28 ïðè q = 2 è |A| 6 117 ïðè q = 3), ÷òî âíîâü íå ïðåâîñõîäèò q5 =
a(3D4(q

3)).

�15 Èòîãîâàÿ òàáëèöà

Â òàáëèöå 3.2 ìû ïðèâåäåì ïîðÿäêè áîëüøèõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï âî âñåõ êîíå÷íûõ
ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Â êîëîíêå èñò. óêàçàí èñòî÷íèê, â êîòîðîì èçó÷àëèñü àáåëåâû
ïîäãðóïïû äàííîãî ïîðÿäêà.

Òàáëèöà 3.2. Áîëüøèå àáåëåâû ïîäãðóïïû â êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ

ëèåâà òèïà

ãðóïïà G a(G) èñò. ãðóïïà G a(G) èñò.

An(q) êðîìå
2Dn(q

2), n > 5 q(n−1)(n−2)/2+2 [48]

A1(q), q = 2α è q[(n+1)2/4] [13] 2D4(q
2) q6 [48]

A2(q), (3, q − 1) = 1 G2(q), q 6= 3α q3 [61]
A1(q), q = 2α q + 1 [59] êðîìå G2(2)

A2(q), (3, q − 1) = 1 q2 + q + 1 [59] G2(q), q = 3α q4 [61]

Bn(q), n > 4, q 6= 2α qn(n−1)/2+1 [13], [48] F4(q), q = 2α q11 [63]
B3(q), q 6= 2α q5 [13], [48] F4(q), q 6= 2α q9 [63]

Cn(q), êðîìå C2(2) qn(n+1)/2 [13], [14] E6(q), q16 [63]

Dn(q) qn(n−1)/2 [13], [48] E7(q), q27 [63]
2An(q

2), êðîìå E8(q), q36 [63]
2A2(q

2), (3, q + 1) = 1 q[(n+1)2/4] [49] 2B2(q) 2q [43]
è 2A3(2

2) 2G2(q) q2 [44]
2A2(q

2), (3, q + 1) = 1 (q + 1)2 [59] 3D4(q
3) q5 [61]

2A3(2
2) 27 [59] 2E6(q

2) q12 [63]
2F4(q) 2q5 [63]
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Ãëàâà 4

Áîëüøèå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû

êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï

�1 Áîëüøèå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷å-

ñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü N � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Sn è I1, I2, . . . � ìíî-
æåñòâî îðáèò öåíòðà Z(N) ãðóïïû N íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} Ïóñòü J1 � íà-
áîð ìíîæåñòâ Im ïîðÿäêà 1, J2 � íàáîð ìíîæåñòâ Im ïîðÿäêà 2 è ò. ä. Ïóñòü
K1 =

⋃
|Im|=1 Im, K2 =

⋃
|Im|=2 Im è ò. ä. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

1. Ãðóïïà N/Z(N) ïåðåñòàâëÿåò ìíîæåñòâà îäíîãî ïîðÿäêà è, ñëåäîâàòåëüíî,
N 6 N1 ×N2 × . . ., ãäå N1 6 SK1, N2 6 SK2 è ò. ä.

2. Åñëè ki � êîëè÷åñòâî îðáèò îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû N/Z(N) íà ìíî-
æåñòâå Ji, òî |Z(N) ∩Ni| = iki.

3. Åñëè p1, . . . , ps � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íà êîòîðûå äåëèòñÿ i, òî ïîðÿäîê ãðóïïû
Ni äåëèòñÿ òîëüêî íà ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , ps.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü σ � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ãðóïïû N , êîòîðûé ïåðå-
âîäèò íåêîòîðûé ýëåìåíò i èç ìíîæåñòâà I1 â ýëåìåíò èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ik.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ Z(N) ñïðàâåäëèâî iστ = iτσ ∈ Ik. Ïîñêîëüêó Z(N) íà ìíî-
æåñòâå I1 äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî, ìû èìååì {iτ : τ ∈ Z(N)} = I1, ñëåäîâàòåëüíî,
Iσ1 ⊆ Ik, ò. å. |I1| 6 |Ik|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíò σ−1 ïåðåâîäèò íåêîòîðûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà Ik â ýëåìåíò i èç ìíîæåñòâà I1, ñëåäîâàòåëüíî, I

σ−1

k ⊆ I1, ò. å. |Ik| 6 |I1|.
Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî |I1| = |Ik|.

2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ki = {1, . . . , n}, è ãðóïïà N/Z(N) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
íà îðáèòàõ (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ öåíòðà Z(N)) ìíîæåñòâà Ji. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
N ðàñïàäàåòñÿ â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ãðóïï, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè. Ïóñòü {I1, . . . , Ik} � ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò ìíîæåñòâà
Ji îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z(N). Òîãäà ïîðÿäîê êàæäîé èç íèõ ðàâåí i è
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i · k = n. Ïóñòü l ∈ I1 � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç îðáèòû I1. Ðàññìîòðèì ñòàáèëè-
çàòîð ýëåìåíòà l â öåíòðå Z(N) � StZ(N)(l), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ ∈ StZ(N)(l).
Ïóñòü m ∈ Ki � íåêîòîðûé ýëåìåíò, ëåæàùèé â íåêîòîðîé îðáèòå Ij. Ïîcêîëüêó
ãðóïïà N/Z(N) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà îðáèòàõ I1, . . . , Ik, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-
ìåíò σ ∈ N , ÷òî Iσj = I1. Äàëåå, ãðóïïà Z(N) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå
I1, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ϕ ∈ Z(N), äëÿ êîòîðîãî (mσ)ϕ = l. Òîãäà
mτ = ((lϕ

−1
)σ

−1
)τ = ((lτ )ϕ

−1
)σ

−1
= m, ñëåäîâàòåëüíî, τ = ε è StZ(N)(l) = {ε}. Â ñèëó

òåîðåìû Ëàãðàíæà |Z(N)| = |Z(N) : StZ(N)(l)| · |StZ(N)(l)| = i.
3. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî Ji ðàâíî {Ik : |Ik| = i}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî q /∈ {p1, . . . , ps}, êîòîðîå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû Ni.
Ïîñêîëüêó Ni � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò τ ïîðÿäêà
q. Ïîñêîëüêó ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï N1, N2, . . ., ýëå-
ìåíò τ ëåæèò â Z(N). Èç ïóíêòà 2 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ïðîåêöèè Z(N) íà Ni ðàâåí
ik, ãäå k > 1. Íî òîãäà τ 6= 1 ïðè ïðîåêöèè Z(N) íà Ni, ïðîòèâîðå÷èå. �

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà N1, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå, òðèâèàëüíà.
Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñòðîåíèå áîëüøèõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 4.1.2. Áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå ñî-
ïðÿæåíà ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1. 〈(1, 2, 3)〉, åñëè n = 3.

2. 〈(1, 2, 3, 4, 5)〉, åñëè n = 5.

3. 〈(1, 2, 3)〉 × 〈(4, 5, 6)〉, åñëè n = 6.

4. S, ãäå S ∈ Syl2(An), åñëè n 6= 2(2k + 1) + 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.

5. S × 〈(n− 2, n− 1, n)〉, ãäå S ∈ Syl2(An−3), åñëè n = 2(2k + 1) + 1, k > 1.

Áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñîïðÿæåíà ñ îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ãðóïï.

1. S, ãäå S ∈ Syl2(Sn), åñëè n 6= 2(2k + 1) + 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.

2. S × 〈(n− 2, n− 1, n)〉, ãäå S ∈ Syl2(Sn−3), åñëè n = 2(2k+ 1) + 1 äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k.

Âî âñåõ ãðóïïàõ áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, è n � ìèíè-
ìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äàþùåå êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Îáîçíà-
÷èì çà P ïîäãðóïïó ãðóïïû Sn, ñòðîåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî ñòðîåíèåì íèëüïî-
òåíòíîé ïîäãðóïïû, óêàçàííîé â òåîðåìå, è ïóñòü N ∈ N(Sn) � íåêîòîðàÿ áîëüøàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, íåñîïðÿæåííàÿ ñ P .

Îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Z(N) ìíîæåñòâî {1, . . . , n} ðàçáèâàåòñÿ íà îðáèòû. Âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.
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1. Ñðåäè îðáèò öåíòðà Z(N) åñòü ïîäìíîæåñòâà ðàçíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ïî ëåììå
4.1.1 ãðóïïà N(Sn) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï N1 6 Sn1 è
N2 6 Sn2 , ïðè÷åì n1 + n2 = n. Ïîñêîëüêó n � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ãðóïïû èç N(Sn1) è N(Sn2) èìåþò
òàêîå ñòðîåíèå, êàê óêàçàíî â òåîðåìå.

Ïóñòü n1 6= 2(2k + 1) + 1, òîãäà |N1| 6 |S|, ãäå S ∈ Syl2(Sn1). Â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ïðåäñòàâèìî ëè ÷èñëî n2 â âèäå 2(2k+ 1) + 1 èëè íåò, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
îöåíêè ïîðÿäêà ãðóïïû N2: |N2| 6 3|S1|, ëèáî |N2| 6 |S2|, ãäå S1 ∈ Syl2(Sn2−3), à
S2 ∈ Syl2(Sn2). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì |N | 6 |N1| · |N2| 6 |S| · 3|S1| 6 |P |,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà N1 ∈ Syl2(Sn1), N2 =
S1×〈(k1, k2, k3)〉, ò. å. êîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî N = P ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà N2 ∈ Syl2(Sn2).

Ïóñòü n1 = 2(2k1 +1)+1, n2 = 2(2k2 +1)+1. Òîãäà |N(G)| 6 3|S3| ·3|S1| < |P |, ãäå
S3 ∈ Syl2(Sn1−3), ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òà-
êèì îáðàçîì, ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè îðáèò ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà ðàçíîãî ïîðÿäêà,
íåâîçìîæåí.

2. Âñå îðáèòû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z(N) îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà k. Ïóñòü
I1, . . .,In

k
� âñå îðáèòû ìíîæåñòâà {1, . . . , n} îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z(N). Â

òîì ñëó÷àå, êîãäà äåéñòâèå ãðóïïû N/Z(N) íà ìíîæåñòâå îðáèò I1, . . . , In
k
íå ÿâëÿåò-

ñÿ òðàíçèòèâíûì, ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï N1 è
N2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïå ìåíüøåé ñòåïåíè. Òàêæå, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà N íå
ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì.

Ïóñòü ãðóïïà N íà îðáèòàõ I1, . . . , In
k
äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî. Â ñèëó ëåììû

4.1.1(2) ïîðÿäîê öåíòðà Z(N) ðàâåí k, ãðóïïó N/Z(N) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû Sn

k
, ïîýòîìó |N | 6 k · |N3|, ãäå N3 ∈ N(Sn

k
).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå |N | 6 |Syl2(Sn)|, êðîìå n = k = 3. Òåîðå-
ìà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû. Ïóñòü n � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû è ïóñòü
N ∈ N(An) � ýòîò êîíòðïðèìåð. Ïóñòü R îáîçíà÷àåò íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó
ãðóïïû An, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ áîëüøåé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé, óêàçàííîé â òåî-
ðåìå. Êàê è â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Äåéñòâèå ãðóïïû N/Z(N) íà ìíîæåñòâå îðáèò öåíòðà Z(N) íå ÿâëÿåòñÿ òðàí-
çèòèâíûì. Òîãäà ëèáî ãðóïïà N ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï N1 è N2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé â çíàêîïåðå-
ìåííîé ãðóïïå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ëèáî îíà ëåæèò â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï N1 è N2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóï-
ïîé â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, íî íå ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïîðÿäêè áîëüøèõ íèëü-
ïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå N íå ÿâëÿåòñÿ
êîíòðïðèìåðîì.

2. Ãðóïïà N/Z(N) íà ìíîæåñòâå îðáèò äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî. Ïóñòü ïîðÿäîê
êàæäîé èç îðáèò ðàâåí k. Òîãäà â ñèëó ëåììû 4.1.1 |Z(N)| = k è ãðóïïó N/Z(N)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû Sn

k
. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ïðè n > 7 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî k|N4| 6 1
2
|S| 6 |R|, ãäå N4 ∈ N(An

k
) è
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S ∈ Syl2(Sn). �

Òàáëèöà 4.1. Íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â çíà-

êîïåðåìåííûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Ãðóïïà G n(G) Ñòðîåíèå

A3 3 〈(1, 2, 3)〉

A5 5 〈(1, 2, 3, 4, 5)〉

A6 9 〈(1, 2, 3)〉 × 〈(4, 5, 6)〉

An, n 6= 2(2k + 1) + 1 1
22[n/2]+[n/22]+... S, ãäå S ∈ Syl2(An)

An, n = 2(2k + 1) + 1 3
22[(n−3)/2]+[(n−3)/22]+... S × 〈(n− 2, n− 1, n)〉, S ∈ Syl2(An−3)

Sn, n 6= 2(k + 1) + 1 2[n/2]+[n/22]+... S, S ∈ Syl2(Sn)

Sn, n = 2(2k + 1) + 1 3 · 2[(n−3)/2]+[(n−3)/22]+... S × 〈(n− 2, n− 1, n)〉, S ∈ Syl2(Sn−3)

�2 Îáùåå ñòðîåíèå íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ïðî-

ñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü N � çàìêíóòàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé ïðîñòîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, îïðåäåëåííîé íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ GF (q).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà R ãðóïïû G, ñîäåð-
æàùàÿ ãðóïïó N è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. N = Ns ×Nu, ò. å. ãðóïïà N ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ
ïîäãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç ïîëóïðîñòûõ è óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

2. Nu 6 R0 è ζ(Ns) ∩R0 6 ζ(R0).

3. Åñëè N0 = N ∩R0, WR = NR(T ) äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóïïû
R, òî òîãäà N/N0 èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó NW (W1)/W1.

Åñëè N σ-èíâàðèàíòíà, òî ãðóïïà R σ-èíâàðèàíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿ-
çíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, îïðåäåëåííîé íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíè-
åì ïîëÿ GF (q). Òîãäà ãðóïïà N ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è, â ñèëó
([40, òåîðåìà 12.1.1]) ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ ñèëîâñêèõ p-
ïîäãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà N ïðåäñòàâèìà â âèäå Ns×Nu � ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ñâîåé ïîëóïðîñòîé è óíèïîòåíòíîé ÷àñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ãðóïïà Ns íåòðèâèàëüíà, òî òîãäà åå öåíòð òàêæå íåòðèâèàëåí. ßñíî, ÷òî
ζ(Ns) = (ζ(N))s. Ïóñòü x � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ζ(Ns). Òîãäà ãðóïïà N ëåæèò â
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CG(x), ïðè÷åì Nu ëåæèò â R0. Îáîçíà÷èì ãðóïïó CG(x) çà R. Â ñèëó ëåììû 3.1.2
R ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò s èç ζ(Ns) ∩ R0, íå ëåæàùèé â ζ(R0). Òîãäà ðàññìîòðèì
ãðóïïó CR(s). ßñíî, ÷òî N 6 CR(s) è Nu 6 R0. Êðîìå òîãî, CR(s) � ðåäóêòèâíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ãðóïïû R íà
êàæäîì øàãå ïîíèæàåòñÿ, äàííûé ïðîöåññ êîíå÷åí, òàê êàê ðàçìåðíîñòü ãðóïïû
G êîíå÷íà. Ïîâòîðÿÿ óêàçàííûé âûøå ïðîöåññ, ïîëó÷èì ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó R
ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, ñîäåðæàùóþ N . Çàìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà N
ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà
σ, ãðóïïà R σ-èíâàðèàíòíà. Ïóíêòû 1 è 2 ëåììû äîêàçàíû.

Äîêàæåì ïóíêò 3. Èìååì N/N0 = NR0/N0R
0 6 R/R0. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåì-

ìû 3.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç R ïðåäñòàâèì â âèäå nx, ãäå n ∈ NR(T )
äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóïïû R0, à x ∈ R0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
R/R0 ∼= NR(T )/NR0(T ) 6 NW (W1)/W1 �

Çàìå÷àíèå. Èç ëåììû 4.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà N0/ζ(N0) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé
ïîäãðóïïîé â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè � ãðóïïå R0/ζ(R0). Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ëåììà îáîáùàåò ðåçóëüòàò [1] î
ñòðîåíèè ïîëóïðîñòûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ãðóïïàõ
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, òàê êàê äëÿ GLn(K) ñïðàâåäëèâî N0 = N .

Ñòðîåíèå ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï R ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, à
òàêæå ïîäãðóïï Rσ èçâåñòíî, ñì. [19], [20], [26] è [27], ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ íèëü-
ïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà íàì îñòàëîñü íàéòè ïîðÿäêè
áîëüøèõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Âåéëÿ. Ãðóïïû Âåéëÿ äëÿ òèïîâ Bn,
Cn è Dn ÿâëÿþòñÿ ñïëåòåíèåì 2-ãðóïïû è ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn. Èñïîëüçóÿ
èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ðàíåå î ñòðîåíèè íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ãðóïïàõ, ìîæíî ëåãêî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà â
ãðóïïå Âåéëÿ äëÿ ýòèõ òèïîâ � ýòî â òî÷íîñòè ñèëîâñêàÿ 2-ãðóïïà. Â òàáëèöå 4.2
íèæå áóäóò óêàçàíû îöåíêè ïîðÿäêîâ áîëüøèõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ
Âåéëÿ äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è èõ ñòðîåíèå

Òàáëèöà 4.2. Íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ãðóï-

ïàõ Âåéëÿ

Òèï ñèñòåìû Φ Ñòðîåíèå ãðóïï èç N(W (Φ)) Îöåíêà äëÿ n(W (Φ))

An ñì. òàáë. 4.1 2n+1

Bn è Cn ëåæàò â Syl2(W ) 22n

Dn ëåæàò â Syl2(W ) 22n−1
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�3 Áîëüøèå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ

ãðóïï ëèåâà òèïà

Â ýòîé ÷àñòè ìû ïðèìåíèì îáùèå ñâîéñòâà íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï, ïîëó÷åííûå ðà-
íåå, ê êîíå÷íûì ãðóïïàì ëèåâà òèïà. Â ÷àñòíîñòè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî áîëüøàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíò-
íîé ïîäãðóïïîé. Áîëüøèå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ Øåâàëëå
íàõîäÿòñÿ îäíîòèïíî, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåò ðàçîáðàíà ãðóïïà An(q).

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû An(q), ïîêàæåì, ÷òî åå
ïîðÿäîê íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà áîëüøîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû, óêàçàííîãî â òàá-
ëèöå 4.3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû An(q) òðèâèàëåí. Òîãäà â ñèëó ëåììû
4.2.1 ãðóïïà N ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïå ìàêñè-
ìàëüíîãî ðàíãà ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû òèïà An.

Íàïîìíèì ñíà÷àëà, êàêîå ñòðîåíèå èìåþò ðåäóêòèâíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíî-
ãî ðàíãà â ïðîñòîé ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå òèïà An, è êàê óñòðîåíû èõ íåïî-
äâèæíûå òî÷êè îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà σ (ñì. [19]). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðóïïà G èìååò òèï An. Ýíäîìîðôèçì σ ãðóïïû G èíäóöèðóåò ýíäîìîðôèçì
ãðóïïû õàðàêòåðîâ X òîðà T , òàêæå íàçûâàåìûé σ, êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì,
÷òî σ = qσ0, ãäå q � ñòåïåíü ÷èñëà p è σ0 � èçîìåòðèÿ ãðóïïû X. Èçîìåòðèÿ σ0

èìååò ïîðÿäîê 1 èëè 2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè ãðóïïà Gσ íîðìàëüíîé èëè
ñêðó÷åííîé. Ãðóïïà X ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Φ êîðíåé, è Φ óäîáíî çàïèñàòü â âèäå
Φ = {ei − ej : i 6= j, i, j ∈ {0, 1 . . . , n}}, ãäå e0, e1, . . . , en îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ (n + 1)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ãðóïïà Âåéëÿ W äåéñòâóåò íà
ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñòàâëÿÿ áàçèñíûå ýëåìåíòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïîé Sn+1. Èçîìåòðèÿ σ0 äåéñòâóåò íà êîðíÿõ ëèáî òîæäåñòâåííî, ëèáî êàê
ýëåìåíò ïîðÿäêà 2, ïåðåâîäÿ ei â en−i.

Êîðíåâàÿ ñèñòåìà ëþáîé σ-èíâàðèàíòíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G ýê-
âèâàëåíòíà îòíîñèòåëüíî W ñèñòåìå Φ1 ñëåäóþùåãî òèïà. Ïóñòü λ = (λ1, λ2, . . .) �
ðàçáèåíèå ÷èñëà n + 1, è ïóñòü I1, I2, . . . � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâà {0, 1, . . . , n} ñ óñëîâèåì |I1| = λ1, |I2| = λ2, . . .. Ïóñòü Φ1 = {ei − ej ∈ Φ : i, j ∈ Iα
äëÿ íåêîòîðîãî α}. Òîãäà Φ1 � ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Φ òèïà Aλ1−1×Aλ2−1× . . ., è îíà
áóäåò σ-èíâàðèàíòíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî, êîãäà σ0 èìååò ïîðÿäîê 2, Φ1 íåïîäâèæíà
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïðàâèëîì ei → −en−i.

Ëåììà 4.3.1. [19, ïðåäëîæåíèå 7]. Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà Al, è ïóñòü ýíäîìîð-
ôèçì σ òàêîâ, ÷òî ãðóïïà Gσ íîðìàëüíîãî òèïà. Ïóñòü G1 � ðåäóêòèâíàÿ ïîä-
ãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ λ ÷èñëà l+1. Ïóñòü
Gg

1 � σ-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîëó÷àåìàÿ ñêðó÷èâàíèåì ãðóïïû G1 ïî-
ñðåäñòâîì ýëåìåíòà w ∈ W , îïðåäåëåííîãî ïðàâèëîì π(gσg−1) = w. Ïðåäïîëîæèì,
w îòîáðàæàåòñÿ â τ îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà NW (W1) → AutW (∆1). Ïóñòü
mi � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ λ, ðàâíûõ i, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AutW (∆1) ∼=
Sm2 × Sm3 × . . .. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ äàåò ðàçáèåíèÿ µ(2), µ(3), . . . ÷èñåë m2,m3, . . .
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðîñòûå êîìïîíåíòû ïîëóïðîñòîé ãðóïïû (M g)σ èìåþò

òèï Ai−1(q
µ

(i)
j ) â òî÷íîñòè ñ îäíîé êîìïîíåíòîé äëÿ êàæäîãî i = 2, 3, . . . è êàæäîé

÷àñòè µ
(i)
j ðàçáèåíèÿ µ(i).
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Ïîðÿäîê ïîëóïðîñòîé ÷àñòè (Sg)σ ãðóïïû (Gg
1)σ äàåòñÿ ôîðìóëîé

(q − 1)|(Sg)σ| =
∏
i,j

(qµ
(i)
j − 1).

Ïîñêîëüêó öåíòð ãðóïïû An(q) ïðåäïîëàãàåòñÿ òðèâèàëüíûì, ïîðÿäîê öåíòðàëè-
çàòîðà, óêàçàííûé â ëåììå 4.3.1, íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà äðîáü 1

(n+1,q−1)
.

Â ñèëó ëåììû 4.3.1, ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà N0 ãðóïïû N , ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé
σ-èíâàðèàíòíîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïå R ãðóïïû G ìàêñèìàëüíîãî ðàí-
ãà. Êðîìå òîãî, |N :N0| 6 2n+1 (ñì. òàáëèöó 2). Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
öåíòð ãðóïïû An(q) òðèâèàëåí, ãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà N0 ïðåäñòàâèìà â âèäå öåíòðàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï èç ãðóïï ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ãðóïïû, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäãðóïïîé íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîãî òîðà. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ãðóïïû N
îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(q − 1)|N | 6 n(Sn+1)
1

(n+ 1, q − 1)

∏
i,j

(qµ
(i)
j − 1)

∏
i,j

(i, qµ
(i)
j − 1)n(Ai−1(q

µ
(i)
j )). (4.1)

Çäåñü â êà÷åñòâå Ai−1(q
µ

(i)
j ) ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì.

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ëèåâó ðàíãó ãðóïïû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

(qk − 1)(i, qk − 1)n(Ai−1(q
k)) 6 (q − 1)(ik, q − 1)n(Aik−1(q)), (4.2)

(q−1)(i, q−1)n(Ai−1(q))(q−1)(k, q−1)n(Ak−1(q)) 6 (q−1)(ik, q−1)n(Aik−1(q) (4.3)

(÷èñëî n(Ak(q)) áåðåòñÿ èç òàáëèöû 4.2.1).
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (4.2) è (4.3) ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (4.1) ìîæíî ïðèâå-

ñòè ê âèäó

(q − 1)2n(Sn+1)(n1, q − 1)n(An1−1(q))(n2, q − 1)n(An2−1(q)), (4.4)

ãäå n1 + n2 = n+ 1, ëèáî

(q2 − 1)n(Sn+1)((n+ 1)/2, q2 − 1)n(A(n+1)/2−1(q
2)). (4.5)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (4.4) è (4.5) íå ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèé, óêà-
çàííûõ â òàáëèöå 4.3. Îñòàëüíûå êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà èçó÷àþòñÿ òàêèì æå
îáðàçîì.

Â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå 4.3 óêàçàíî ñòðîåíèå áîëüøèõ óíèïîòåíòíûõ ïîä-
ãðóïï â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íàÿ ãðóïïàG äàííîãî òèïà èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð.
Äëÿ ãðóïï ñ ïðîèçâîëüíûì öåíòðîì áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà � ýòî ïîë-
íûé ïðîîáðàç áîëüøîé íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà.
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Òàáëèöà 4.3. Íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â êîíå÷-

íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà

Ãðóïïà G Ñòðîåíèå ãðóïï èç N(G) n(G)

A1(2
n) öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 2n + 1

A1(q), q − 1 = 2n ëåæèò â Syl2(A1(q)) 2n

2A2(2
2) ëåæèò â Syl3(

2A2(2
2)) 27

2A2(3
2) ëåæèò âSyl2(

2A2(3
2)) 32

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ãðóïï G áîëüøàÿ óíèïîòåíòíàÿ ãðóïïà

�4 Áîëüøèå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ñïîðàäè÷å-

ñêèõ ãðóïï

Ïðè èçó÷åíèè áîëüøèõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ [25]. Âî âñåõ
ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïïàõ áîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà � ýòî íåêîòîðàÿ ñèëîâ-
ñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ áîëüøèå íèëü-
ïîòåíòíûå ãðóïïû îäíîòèïíû. Ìû îïèøåì ëèøü èäåþ.

Åñëè N � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, p1, . . . , pk � âñå ïðîñòûå ÷èñëà,
äåëÿùèå ïîðÿäîê ãðóïïû N , òî â N ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p1 ·. . .·
pk. Èçó÷åíèå ïîðÿäêîâ öåíòðàëèçàòîðîâ òàêèõ ýëåìåíòîâ ñ ïîìîùüþ [25] ïîêàçûâàåò,
÷òî ïîðÿäîê N â ýòîì ñëó÷àå ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê íåêîòîðîé ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàæåì òåîðåìó 1.1.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà N(G) ñîâïàäàåò ñ Sylp(G) äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç [4, òåîðåìà 2]. Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà G = An, n = 2(2k + 1) + 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
|N(G)|2 < 22(n−1) < |G|. Åñëè, íàêîíåö, ãðóïïà G ñîâïàäàåò ñ A1(2

n), òî ãðóïïà N(G)
àáåëåâà è (ñì. [24]) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |N(G)|2 < |G|. �
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Ãëàâà 5

Áîëüøèå íîðìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå

ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï

�1 Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 5.1.1. [40, òåîðåìà 5.3.3] Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà pm, è ïóñòü |G :
Φ(G)| = pr. Òîãäà ïîðÿäîê CAut(G)(G/Φ(G)) äåëèò p(m−r)r.

Ñëåäñòâèå 5.1.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà. Òîãäà, åñëè ïîðÿäîê åå àâòîìîð-
ôèçìà α íå äåëèòñÿ íà p, è α äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà G/Φ(G), òî α öåíòðàëè-
çóåò G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α � íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì, ïîðÿäîê
êîòîðîãî íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 5.1.1, îí íå ëåæèò â CAut(G)(G/Φ(G)).

�

Ëåììà 5.1.3. [40, òåîðåìà 5.3.2] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà. Òîãäà Φ(G) =
[G,G]Gp.

Ñëåäñòâèå 5.1.4. Åñëè G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, òî G/Φ(G) � ýëåìåíòàðíàÿ àáå-
ëåâà ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó [G,G] 6 Φ(G), ãðóïïà G/Φ(G) àáåëåâà. Êðîìå òîãî,
ëþáîé ýëåìåíò g èç G â ñòåïåíè p ëåæèò â Φ(G). �

Ëåììà 5.1.5. [40, òåîðåìà 5.2.4] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû

(i) Ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà.

(ii) Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.

Ñëåäñòâèå 5.1.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è B � åå íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà.
Ïóñòü â ãðóïïå G åñòü ýëåìåíò α, ïîðÿäîê êîòîðîãî íå äåëèòñÿ íà p, è êîòîðûé
íå öåíòðàëèçóåò B. Òîãäà ãðóïïà G íåíèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà 〈α,B〉 íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâî-
èõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, çíà÷èò, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ
ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé. �
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Ëåììà 5.1.7. [40, òåîðåìà 5.4.4] Ïóñòü G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ ïîäãðóïïîé
Ôèòòèíãà F . Òîãäà CG(F ) = ζ(F ).

Ëåììà 5.1.8. [47, òåîðåìà 1.6] Åñëè G � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
GL(V ), ïîðÿäêà âçàèìíî ïðîñòîãî ñ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ, íàä êîòîðûì îïðåäåëå-
íî êîíå÷íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , òî |G| 6 |V |β/2, ãäå β = log 32/ log 9.

Ëåììà 5.1.9. [39]. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû G âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî ip(G) 6 3.

Ñëåäñòâèå 5.1.10. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé íåòðèâèàëüíîé
ðàçðåøèìîé ãðóïïû G, è ïóñòü Op(G) = {e}. Òîãäà |G : P |2 > |P |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.1.9, ñóùåñòâóþò òàêèå òðè ñèëîâñêèå p-ïîäãðóï-
ïû P1, P2 è P3, ÷òî P1 ∩ P2 ∩ P3 = {e}. Ïîñêîëüêó ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |G| > |P1|·|P2|
|P1∩P2| . Äàëåå, ïîñêîëüêó P1∩P2∩P3 = {e}, |P1∩P2| ·

|P3| < |G|. Òàêèì îáðàçîì, |G| > |P1|·|P2|
|P1∩P2| >

|P1|·|P2·|P3|·|P1∩P2|
|G|·|P1∩P2| = |P1|3

|G| . Çíà÷èò, |G|
2 > |P1|3

è, â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà [40, òåîðåìà 1.3.6] , |G : P1|2 > |P1|. �

Çàìå÷àíèå. Â [3] äîêàçàíî, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 5.1.9 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
êîíå÷íûõ ãðóïï. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåò êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï.

�2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.4

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 1.1.4, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âî ââåäåíèè.
Ïóñòü H � òàêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, äëÿ êîòîðîé |G : H| = n.

Ðàññìîòðèì N = F (G). Â ñèëó ëåììû 5.1.5, N = P1 × . . . × Pk, ãäå Pi � ñèëîâñêèå
pi-ïîäãðóïïû ãðóïïû N .

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ϕ : G → G/Φ(N) = G è áóäåì â äàëüíåéøåì îáðàçû
ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé,
÷òî è ñàìè ýëåìåíòû è ìíîæåñòâà, äîáàâëÿÿ ñâåðõó ÷åðòó.

Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî |G : N | = |G : N | è |G : H| 6 |G : H|, ïîýòîìó
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1.4 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî |G : N | < |G : H|5.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.1.4, ãðóïïó N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå N = P1 × . . . × Pk,
ãäå |Pi| = pni

i è exp(Pi) = pi, ò. å. â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ àáåëå-
âûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç Pi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ni íàä ïîëåì GF (pi). Ïîñêîëüêó N �G, ìîæíî ðàññìîòðåòü
ãîìîìîðôèçìû ϕi : G→ GLni

(pi), i = 1, . . . , k. Ýòè ãîìîìîðôèçìû èíäóöèðóþò ãîìî-
ìîðôèçìû ϕi : G→ GLni

(pi) è ϕi : G/N → GLni
(pi), êîòîðûå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè

îáîçíà÷åíû òåìè æå áóêâàìè. Ïóñòü N1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû N , èíâàðèàíòíàÿ îò-
íîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì x èç ãðóïïû G. Ýëåìåíò x äåéñòâóåò
óíèïîòåíòíî íà N1, åñëè äëÿ âñåõ i îáðàç ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà
ϕi äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî íà N1∩Pi. Åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïû N1 âçÿòà âñÿ ãðóïïà N ,
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïîíÿòèå óíèïîòåíòíîãî äåéñòâèÿ íà ïîäãðóïïå N1 äëÿ ýëåìåíòà x ∈ G è äëÿ ýëåìåí-
òà x ∈ G/N . Ïîäãðóïïà U ãðóïïû G äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî íà ïîäãðóïïå N1 ãðóïïû
N , åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî íà ýòîé ïîäãðóïïå (ïðè ýòîì,
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êîíå÷íî, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî N1 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïîé U). Â
òîì ñëó÷àå, êîãäà N1 ñîâïàäàåò ñ N , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà U äåéñòâóåò óíèïî-
òåíòíî. Êàê è äëÿ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ óíèïîòåíòíîå äåéñòâèå äëÿ ïîäãðóïï èç
ãðóïï G è G/N .

Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü U � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, êîòîðàÿ äåéñòâóåò
óíèïîòåíòíî. Òîãäà U 6 N , ñëåäîâàòåëüíî, U 6 N , à â G/N íåò íåòðèâèàëüíûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, äåéñòâóþùèõ óíèïîòåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N 6 U , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà
NU íîðìàëüíà â G è äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U 6= N è V/N � ìèíèìàëüíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
â U/N . Òîãäà V �G è V/N � p-ãðóïïà. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â ãðóïïå V ,
òîãäà V = P ·

∏
pi 6=p Pi. Ïîñêîëüêó V äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî, åå îáðàç îòíîñèòåëüíî

âñåõ ϕi, ïðè pi 6= p, ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó P öåíòðàëèçóåò âñå Pi ïðè pi 6= p. Â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 5.1.2, ãðóïïà P öåíòðàëèçóåò âñå Pi ïðè pi 6= p, ò. å. îíà ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, çíà÷èò, ïî ëåììå 5.1.5, íèëü-
ïîòåíòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíà íîðìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, íå ëåæàùàÿ â N , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ N . �

Îòìåòèì â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ, ÷òî CG(N) = ζ(N) = N . Áîëåå òîãî,
N = F (G). Äåéñòâèòåëüíî, N � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà. Ïîñêîëüêó F (G)
íèëüïîòåíòíà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.1.6, íà N îíà äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî, çíà÷èò, îíà
ëåæèò â N . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü G = G è F (G) � ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, â äàëüíåéøåì ÷åðòà
áóäåò îïóñêàòüñÿ. Ýòî ñëåäñòâèå íà ñàìîì äåëå óòâåðæäàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ

Ëåììà 5.2.2. Åñëè G � êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî F (G/Φ(F (G))) =
= F (G)/Φ(F (G)).

Ëåììà 5.2.3. Ïóñòü H � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, N1 � èíâàðèàíò-
íàÿ îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïîé H ïîäãðóïïà ãðóïïû N è H äåéñòâóåò íà
N1 íå óíèïîòåíòíî. Òîãäà ãðóïïà 〈H,N1〉 íåíèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà 〈H,N1〉 íèëüïîòåíò-
íà. Òîãäà N1 � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈H,N1〉 äåéñòâóåò íà N1 óíè-
ïîòåíòíî (â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.1.6), è, çíà÷èò, ãðóïïà H äåéñòâóåò íà N1 óíèïîòåíòíî,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. �

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü H1 � ïîäìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû H, êîòîðûå äåéñòâóþò óíèïîòåíòíî. Òîãäà H1 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû H. Äåéñòâèòåëüíî, çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî è ñîïðÿæå-
íèÿ î÷åâèäíû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
Ïóñòü x, y ∈ H1 � ïðîèçâîëüíûå äâà ýëåìåíòà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k èìååì
|xϕi| = pmi , |yϕi| = pli. Ïîñêîëüêó H

ϕi � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, îíà ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå
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ëþáûõ äâóõ pi-ýëåìåíòîâ � âíîâü pi-ýëåìåíò, ò. å. |(xy)ϕi| = pni , ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
âñåõ i ýëåìåíò xy äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî, çíà÷èò, ëåæèò â H1.

Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà H ∩N èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïîé H,
èç ëåììû 5.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà H äåéñòâóåò íà H ∩ N óíèïîòåíòíî. Ïîñêîëüêó
ãðóïïà N ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, ìîæíî ðàññìîòðåòü ôàêòîð-ãðóïïó N/(N ∩ H) =
Q1× . . .×Qk, ãäå |Qi| = pmi

i è exp(Qi) = pi. Òàê êàê N ∩H èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïîé H, ìîæíî ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû φi :
H → GL(mi, pi) = GL(Qi). Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ i ãðóïïà Hφi íèëüïîòåíòíà, îíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå Ti×Ui � ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ åå ïîëóïðîñòîé è óíèïîòåíòíîé
÷àñòåé, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ëåììû 5.1.8, |Ti| < |Qi|β. Ïîêàæåì, ÷òî |H/H1| 6∏

i |Ti| è, ñëåäîâàòåëüíî,
|H/H1| 6 |N/(N ∩H)|β. (5.1)

Ïóñòü x, y � äâà ýëåìåíòà èç ãðóïïû H, îáðàçû êîòîðûõ â ãðóïïå H/H1 ðàçëè÷íû.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ {1, . . . , k}, ÷òî xφiUi 6= yφiUi, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ýëåìåíò xy−1 äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî íà N/(N ∩ H). Ïîñêîëüêó îí òàêæå äåéñòâóåò
óíèïîòåíòíî íà N ∩H, îí äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî íà âñåé ãðóïïå N , çíà÷èò, ëåæèò â
H1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçû ýëåìåíòîâ x è y â ãðóïïå H/H1 ñîâïàäàþò, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò âûáîðó ýòèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5.1)
íóæíà ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.2.4. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ ψi :
A → Ai (i = 1, . . . , n) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a è b èç A
ñóùåñòâóåò òàêîå i, äëÿ êîòîðîãî aψi 6= bψi. Òîãäà |A| 6 |A1| · . . . · |An|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé ëåììû ìîæíî ïîñòðîèòü èíúåêòèâíîå âëîæåíèå
ìíîæåñòâà A â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1 × . . .×An, çàäàííîå ïðàâèëîì:
a→ (aψ1 , . . . , aψn). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |A| 6 |A1 × . . .× An| = |A1| · . . . · |An|. �

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5.1) çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò îòîá-
ðàæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû H/H1 â ñìåæíûå êëàññû ãðóïï Hφi ïî ïîäãðóïïàì Ui,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 5.2.4. Ñëåäîâàòåëüíî, |H/H1| 6

∏
i |Hφi :

Ui| =
∏

i |Ti|, íåðàâåíñòâî (5.1) äîêàçàíî.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|G/N : H1N/N |2 > |H1N/N | = |H1/(H ∩N)|. (5.2)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ãðóïïû Ci = CG(
∏

j 6=i Pj)/N . Ïîñêîëüêó CG(N) =
N , Ci∩〈Cj|j 6= i〉 = {e}. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà Ci íîðìàëüíà âG/N , ïîýòîìó
ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó C = C1× . . .×Ck ãðóïïû G/N . Ïîñêîëüêó ãðóïïà H1

äåéñòâóåò óíèïîòåíòíî (è ñàìà îíà íèëüïîòåíòíà), ôàêòîð-ãðóïïàH1N/N ∼= H1/(H∩
N) (ïîíÿòíî, ÷òî H ∩N = H1 ∩N) ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ
ñèëîâñêèõ pi-ïîäãðóïï H1N/N = Hp1 × . . . × Hpk

. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.2.1
ñëåäóåò, ÷òî Hpi

6 Ci.
Äàëåå, ïîñêîëüêó Ci �G/N , â Ci íåò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ pi-ïîäãðóïï. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàèáîëüøàÿ òàêàÿ ïîäãðóïïà àâòîìîðôíî äîïóñòèìà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/N , äåéñòâóþùåé
óíèïîòåíòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.2.1. Òàêèì îáðàçîì, èç ñëåäñòâèÿ 5.1.10 âû-
òåêàåò, ÷òî |Ci : Hpi

|2 > |Hpi
|. Îáúåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì i, ïîëó÷èì, ÷òî

|G/N : H1N/N |2 > |C : H1N/N |2 > |H1N/N | = |H1/(H ∩N)|,
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íåðàâåíñòâî (5.2) äîêàçàíî.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå äâà ðà-

âåíñòâà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ëàãðàíæà.

|G : H| = |G : HN | · |HN : H| 1
= |G/N : HN/N | · |N/(N ∩H)| (5.3)

Çäåñü äëÿ ðàâåíñòâà 1 èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç HN ïðåäñòàâèì â âèäå
n · h, ãäå n ∈ N , h ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñìåæíûé êëàññ ïî H ìîæíî çàïèñàòü
êàê nH äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N è ñîâïàäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ n1H è n2H îçíà÷àåò,
÷òî n−1

2 n1 ∈ H ∩N , ñëåäîâàòåëüíî, |NH : H| = |N : (N ∩H)| = |N/(N ∩H)| (ãðóïïà
N àáåëåâà).

|G/N : H1N/N | = |G/N : HN/N | · |HN/H1N |
2
=

= |G/N : HN/N | · |H/H1| = |G/N : H1N/N |. (5.4)

Çäåñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà 2 èñïîëüçóåì, ÷òî H ∩N = H1 ∩N , ïîýòîìó

|HN/H1N | = |HN/N : H1N/N | = |H/(H ∩N)|/|H1/(H1 ∩N)| = |H|/|H1| = |H/H1|.

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó.

|G : N | = |G/N : HN/N | · |HN/N : H1N/N | · |H1N/N | =

= |G/N : HN/N | · |H/H1| · |H1N/N |
3
<

< |G/N : HN/N | · |N/(N ∩H)|β · |G/N : H1N/N |2
4
=

= |G/N : HN/N | · |N/(N ∩H)|β · |G/N : HN/N |2 · |H/H1|2
5
<

< |G/N : HN/N |3 · |N/(N ∩H)|β · |N/(N ∩H)|2β
6

6

6 |G/N : HN/N |3 · |N/(N ∩H)|3β < |G : H|5.

Çäåñü íåðàâåíñòâî 3 ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êî âòîðîìó è òðåòüåìó ìíîæèòåëÿì
íåðàâåíñòâ (5.1) è (5.2), ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâåíñòâî 4 ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ê
ïîñëåäíåìó ìíîæèòåëþ ïðèìåíÿåì ðàâåíñòâî (5.4). Íåðàâåíñòâî 5 âíîâü ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà (5.1). Íàêîíåö, íåðàâåíñòâî 6 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (5.3) è òîãî, ÷òî
|G/N : HN/N | > 1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 3 < 3β < 5. Òåîðå-
ìà 1.1.4 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 6

Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ

�1 Àáåëåâû ABA ôàêòîðèçàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ

ãðóïï

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 1.1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |A|3 < |G|, òî ãðóïïà G íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ABA. Òàêèì îáðàçîì,
â ñèëó òåîðåìû 1.1.1, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ëèøü ãðóïïû L2(q). Áóäåì ðàçëè÷àòü
ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî q.

Ïóñòü q íå÷åòíî, q > 7. Òîãäà ïîðÿäêè ìàêñèìàëüíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ðàâíû
q, q+1

2
, q−1

2
. Åñëè L2(q) = ABA, òî äëÿ ïîðÿäêîâ A è B âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà

âàðèàíòà: |A| = |B| = q ëèáî |A| = q, |B| = q+1
2
. Ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ

êàíîíè÷åñêèé âèä ýëåìåíòîâ â L2(q), ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè u � íååäèíè÷íûé óíèïî-
òåíòíûé ýëåìåíò, òî CL2(q)(u) = U , ãäå U � óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L2(q).
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç L2(q)
èìååì: P ∩ P x ðàâíî ëèáî 1, ëèáî P .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáà âàðèàíòà äëÿ A è B. Íàéäåì ïîðÿäîê ìíîæåñòâà AbA, ãäå

b � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç B. Òîãäà |AbA| = |AbAb−1| = |A|2

|A∩Ab−1|
=

{
|A|
|A|2 .

Åñëè L2(q) = ABA, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé (ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðè ïåðâîì è âòîðîì âàðèàíòàõ):{

qx+y= q2−1
2
,

x +y= q,{
qx+y= q2−1

2
,

x +y= q+1
2
,

ãäå x, y � öåëûå ÷èñëà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íè òà, íè äðóãàÿ ñèñòåìû íå èìåþò
ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íè ïðè êàêîì q. Ïîýòîìó L2(q) íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ABA,
êîãäà q íå÷åòíî.

Ïóñòü q ÷åòíî. Òîãäà äëÿ ïîðÿäêîâ A è B èìåþòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà, ïðè êîòîðûõ
|G| 6 |A| · |B| · |A|. Ýòî ñëåäóþùèå ïàðû: (q, q+1), (q, q), (q+1, q−1), (q+1, q). Ïåðâûå
äâà âàðèàíòà ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê æå, êàê äëÿ íå÷åòíîãî q, è äëÿ íèõ G 6= ABA.
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Äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî L2(2
t) ∼= SL2(2

t). Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû
A ðàâåí q + 1, òî â ãðóïïå SL2(2

2t) îíà ñîïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé ìàòðèö âèäà(
α 0
0αq

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà a èç A èìååì CSL2(q)(a) = A, çíà÷èò,
A ∩ Ax ðàâíî ëèáî 1, ëèáî A. Êðîìå òîãî, |NSL2(q)(A)| = 2(q + 1). C ïîìîùüþ òîãî
æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ íå÷åòíîãî q, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå ñèñòåìû (ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðè òðåòüåì è ÷åòâåðòîì âàðèàíòàõ):{

(q + 1)x+y=q(q − 1),
x +y= q − 1,{

(q + 1)x+y=q(q − 1),
x +y= q + 1.

Â òðåòüåì ñëó÷àå ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ, à â ÷åòâåðòîì èìååò:
x = q − 2, y = 2. Ïîñêîëüêó |NSL2(q)(A)| = 2(q + 1), òî SL2(q) = ABA. �

�2 Áîëüøèå íîðìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû

â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1.1.4 ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå âîïðîñà, ñôîðìóëèðîâàí-
íîãî â íà÷àëå äèññåðòàöèè, â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 6.2.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíóþ
ïîäãðóïïó èíäåêñà n. Òîãäà îíà ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ íèëüïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó
èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì nc äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó [12, òåîðåìà 2.13], ãðóïïàG ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ðàçðå-
øèìóþ ïîäãðóïïó R èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì nc1 äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû
c1. Ïóñòü H � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà n, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè
òåîðåìû. Òîãäà R ∩ H � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà íå áîëåå, ÷åì n â R.
Â ñèëó òåîðåìû 1.1.4, |R : F (R)| < n5. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, îíà íîðìàëüíà â G è |G : F (R)| < nc1+5. �

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1.1.4 äîêàçàíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.13 â [12] ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåîðå-
ìó î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
2.13, ïðèâåäåííîå â [12], ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó êîíñòàíòû c1 (èç òåî-
ðåìû 6.2.1):

c1 6
β + 1

1− α
+

2

(1− α) log2 60
.

Çäåñü êîíñòàíòû α è β îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
α < 1 � ýòî òàêàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé íåàáåëåâîé

ïðîñòîé ãðóïïû G è äëÿ ëþáîé åå íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû N ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî |N | 6 |G|α.
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β � ýòî òàêàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé íåàáåëåâîé ïðîñòîé
ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Out(G)| 6 |G|β.

Â ñèëó òåîðåìû 1.1.3, â êà÷åñòâå α ìîæíî âçÿòü 1
2
. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â

êà÷åñòâå β òàêæå ìîæíî âçÿòü 1
2
. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòà c, óêàçàííàÿ â òåîðå-

ìå 6.2.1, íå ïðåâîñõîäèò 9.
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