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Ãëàâà 1

Àáåëåâû ãðóïïû

Âåçäå â äàííîé ãëàâå ïîä ãðóïïîé, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîíèìàåòñÿ àáåëåâà ãðóï-
ïà. Äëÿ çàïèñè îïåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíîå îáîçíà÷åíèå.

1.1 Ïðÿìûå ñóììû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

�1 Ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.1.1.1. [1, ñòð. 80] Ïóñòü L � êëàññ ãðóïï. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà F = 〈xi|i ∈
I〉 èç L åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà â êëàññå L ñî ñâîáîäíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì {xi|i ∈
I}, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ L ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì {ai|i ∈ I} îòîáðàæåíèå
xi → ai ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà F → G. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà I íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ (ñâîáîäû) ñâîáîäíîé ãðóïïû F . Ñàìî ìíîæåñòâî {xi|i ∈ I} áóäåì íàçûâàòü
áàçîé ãðóïïû F .

Òåîðåìà 1.1.1.2. [1, òåîðåìà 7.1.1] Ïðÿìûå ñóììû áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è
òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè â êëàññå àáåëåâûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F =
∑

i∈I〈xi〉. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà F ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.
Îáðàòíî, ïóñòü H = 〈yi|i ∈ I〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Òîãäà σ : H −→ F � ãîìîìîðôèçì
ãðóïï. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, τ : F −→ H � òàêæå ãîìîìîðôèçì. Çäåñü σ ïåðåâîäèò yi
â xi, à τ � xi â yi. Òîãäà (xi)τσ = xi, ñëåäîâàòåëüíî, τσ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ãðóïïû F , ñëåäîâàòåëüíî, τ � èçîìîðôèçì ãðóïï F è H. �

Òåîðåìà 1.1.1.3. [1, òåîðåìà 7.1.2] Àáåëåâà ãðóïïà G ñâîáîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà îáëàäàåò òðàíñôèíèòíî âîçðàñòàþùåé ìàòðåøêîé, êàæäàÿ ñåêöèÿ êîòîðîé
èçîìîðôíà áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â àáåëåâîé ãðóïïå G èìååòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ìàòðåøêà

0 = N0 < N1 < N2 < . . . < Nα < . . . < Nγ = G (1.1)

ñ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè. Äëÿ âñÿêîãî α < γ â ðàçíîñòè Nα+1 \ Nα âûáå-
ðåì òàêîé ýëåìåíò aα+1, ÷òî Nα+1 = 〈aα+1 + Nα〉, è ïîêàæåì ðàçëîæèìîñòü ãðóïïû G â
ïðÿìóþ ñóììó

∑
α<γ〈aα+1〉 áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï 〈aα+1〉. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì

âåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå γ ìàòðåøêè (1.1). Ïðè γ = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ñäåëàåì
äîïóùåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âñÿêîãî α < γ.
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Â ãðóïïå G âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g 6= 0, è ñ÷èòàåì, ÷òî g ∈ Nβ, g /∈∑
σ<β Nσ = Nβ−1. Â ñèëó ðàâåíñòâà Nβ = 〈aβ, Nβ−1〉, ýëåìåíò g îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå g = g1 + naβ, g1 ∈ Nβ−1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, òàê êàê β − 1 < γ, ýëå-
ìåíò g îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç aβi

: g1 = n1aβ1 + . . .+ nsaβs + naβ. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíà ðàçëîæèìîñòü G â ïðÿìóþ ñóììó áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Îáðàòíîå
î÷åâèäíî. �

Ëåììà 1.1.1.4. [6, ëåììà 9.4] Åñëè ôàêòîðãðóïïà A/B ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé,

A/b =
∑
i

(Ai/B)

è ïîäãðóïïà B ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ êàæäîé ãðóïïû Ai, ñêàæåì, Ai = B⊕Ci,
òî ïîäãðóïïà B ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ ãðóïïû A,

A = B ⊕ (
∑
i

Ci).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïà B è ïîäãðóïïû Ci âìåñòå ïîðîæäàþò ãðóïïó
A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b + c1 + . . . + cn = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ b ∈ B è cj ∈ Cj
(j = 1, . . . , n). Ïåðåõîäÿ ê ôàêòîðãðóïïå ïî B, ïîëó÷àåì (c1 +B) + . . .+ (cn +B) = B. Òàê
êàê cj + B ∈ Aj/B, òî c1 + B = . . . = cn + B = B. Ñëåäîâàòåëüíî, cj ∈ B äëÿ êàæäîãî
j è, òàêèì îáðàçîì, cj ∈ B ∩ Cj = 0. Íî òîãäà òàêæå b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïàìè B è Ci, ÿâëÿåòñÿ èõ ïðÿìîé ñóììîé. �

Òåîðåìà 1.1.1.5. [6, òåîðåìà 14.4] Åñëè B � òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, ÷òî A/B �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òî B ñëóæèò äëÿ A ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.1.1.2 ãðóïïà A/B ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé áåñêî-
íå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.1.1.4 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A/B � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñêàæåì
A/B = 〈a∗〉. Âûáåðåì â ãðóïïå A ýëåìåíò a ∈ a∗. Òîãäà ñìåæíûå êëàññû na∗ (n =
0,±1,±2, . . .) ïî ïîäãðóïïå B áóäóò èìåòü â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýëåìåíòû na èç öèê-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïû 〈a〉. Îòñþäà A = B ⊕ 〈a〉. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî A = 〈B, a〉.
Êðîìå òîãî, B ∩ 〈a〉 = {0}. �

Òåîðåìà 1.1.1.6. [1, òåîðåìà 7.1.3] èëè [6, òåîðåìà 14.5] Âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó âàæíîñòè ýòîé òåîðåìû ìû ïðèâåäåì äâà åå ðàçëè÷íûõ äîêà-
çàòåëüñòâà.

1. Ïóñòü G � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, A � åå íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Â ñèëó
òåîðåìû 1.1.1.3 â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò òðàíñôèíèòíàÿ ìàòðåøêà (1.1) ñ öèêëè÷åñêèìè
áåñêîíå÷íûìè ñåêöèÿìè. Òîãäà ìàòðåøêà

0 = N0 ∩ A 6 N1 ∩ A 6 . . . 6 Nα ∩ A 6 . . . 6 Nγ ∩ A = A (1.2)

ÿâëÿåòñÿ òðàíñôèíèòíîé ìàòðåøêîé äëÿ A, âñå ñåêöèè êîòîðîé ëèáî òðèâèàëüíû, ëèáî
áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå. Âûáðîñèâ âñå òðèâèàëüíûå ñåêöèè, ïîëó÷èì òðàíñôèíèòíóþ
ìàòðåøêó äëÿ A, âñå ñåêöèè êîòîðîé áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå. Òàêèì îáðàçîì, ïî òîé
æå òåîðåìå 1.1.1.3 ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.
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2. Ïóñòü F =
∑

i∈I〈ai〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå I çàäàí
íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Ïóñòü, êðîìå òîãî, I � ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë,
ìåíüøèõ íåêîòîðîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà τ . Äëÿ σ < τ ïîëîæèì Fσ =

∑
ρ<σ〈aρ〉. Åñëè

G � ïîäãðóïïà ãðóïïû F , òî ïîëîæèì Gσ = G ∩ Fσ. Î÷åâèäíî, Gσ = Gσ+1 ∩ Fσ, òàê
÷òî Gσ+1/Gσ

∼= (Gσ+1 + Fσ)/Fσ. Ïîñëåäíÿÿ ôàêòîðãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
Fσ+1/Fσ ∼= 〈aσ〉, ïîýòîìó èëè Gσ+1 = Gσ, èëè Gσ+1/Gσ � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ïî òåîðåìå 14.4, Gσ+1 = Gσ ⊕ 〈bσ〉 äëÿ íåêîòîðîãî bσ ∈ Gσ+1 (åñëè Gσ+1 = gσ, òî bσ = 0).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû bσ ïîðîæäàþò ïðÿìóþ ñóììó

∑
〈bσ〉. Îíà äîëæíà ñîâïàäàòü

ñ ãðóïïîé G, òàê êàê G � îáúåäèíåíèå ïîäãðóïï Gσ. �

�2 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü è ðàíã

Ñóùåñòâóþò äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäà ê ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â àáåëåâûõ ãðóïïàõ
è ìû ïðèâåäåì èõ îáà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.1. [1, ñòð. 83] Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g1, . . . , gk àáåëåâîé ãðóï-
ïû G íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà n1, . . . , nk, íå âñå
ðàâíûå íóëþ, ÷òî

∑k
i=1 nigi = 0. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíî çàâèñèìà åå íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà. Ïî ëåììå Öîðíà,
âñÿêóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ìîæíî ðàñøèðèòü äî ìàêñèìàëüíîé, ò. å.,
íå âêëþ÷àåìîé íè â êàêóþ áîëüøóþ.

Òåîðåìà 1.1.2.2. [1, òåîðåìà 7.2.1] Äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé ãðóïïû G ìîùíîñòè âñåõ åå
ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì îäèíàêîâû è ëèáî ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì íà-
òóðàëüíûì ÷èñëîì, ëèáî ñîâïàäàþò ñ áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòüþ |G : T (G)|, ãäå T (G) �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ñèñòåìà a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìà â G/G(T ) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà G áåç êðó÷åíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè G îáëàäàåò êîíå÷íîé ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé
A, òî ëþáàÿ äðóãàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà B òîæå êîíå÷íà è |A| =
|B|. Î÷åâèäíî,÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà B0 ⊆ B è òàêèå öåëûå ÷èñëà n 6= 0,
m 6= 0; na,b; mb,a, ÷òî na =

∑
b∈B0

na,bb äëÿ âñåõ a ∈ A è mb =
∑

a∈Amb,aa äëÿ âñåõ b ∈ B0.
Åñëè N = (na,b),M = (mb,a), òî î÷åâèäíî,MN è NM � ñêàëÿðíûå ìàòðèöû ñòåïåíåé |A| è
|B0| ñîîòâåòñòâåííî, ñ ýëåìåíòàìèmn ïî äèàãîíàëè. Ïîñêîëüêó ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
íå ïðåâîñõîäèò ðàíãîâ ñîìíîæèòåëåé, òî |A| = |B0|. Íî ñèñòåìó B0 ìîæíî çàìåíèòü íà
ëþáóþ á�îëüøóþ êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó ñèñòåìû B. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| = |B|.

Ïóñòü, íàêîíåö, ãðóïïà G íå èìååò êðó÷åíèÿ è âñÿêàÿ åå ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ A áåñêîíå÷íà; ïîêàæåì, ÷òî òîãäà |A| = |G|. Â ñàìîì äåëå,
äëÿ êàæäîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {a1, . . . , ak} ýëåìåíòîâ èç A
è òàêèå íåíóëåâûå öåëûå n, n1, . . . , nk, ÷òî ng =

∑k
i=1 niai. Òàê êàê ãðóïïà G íå èìååò êðó-

÷åíèÿ, òî g ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì {a1, . . . , ak, n, n1, . . . , nk}. Òàê êàê ìíîæåñòâî
A áåñêîíå÷íî, òàêèõ íàáîðîâ ñóùåñòâóåò íå áîëåå |A|, à ïîòîìó |G| 6 |A|. �

Òåîðåìà 1.1.2.3. [1, òåîðåìà 7.2.2] Íåíóëåâàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ èìååò ðàç-
ìåðíîñòü 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èçîìîðôíà ïîäãðóïïå àääèòèâíîé ãðóïïû
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Q+ ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàç-
ìåðíîñòü ëþáîé åå ïîäãðóïïû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò 1.

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà ðàçìåðíîñòè 1 è g � åå íåêîòîðûé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ A ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà n è m, ÷òî ng = mh.
Òîãäà îòîáðàæåíèå h −→ n

m
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

îòîáðàæåíèå çàäàíî êîððåêòíî, ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ è ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. �

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.4. [6, ñòð. 102] Ñèñòåìà {a1, . . . , ak} íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A
íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè èç ðàâåíñòâà n1a1 + . . .+nkak = 0 (ni ∈ Z) âñåãäà âûòåêàåò,
÷òî n1a1 = . . . = nkak = 0. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîé, åñëè îíà íå íåçà-
âèñèìà. Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà L = {ai}i∈I ýëåìåíòîâ ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé,
åñëè â L âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà íåçàâèñèìà.

Ëåììà 1.1.2.5. [6, ëåììà 16.1] Ñèñòåìà L = {ai}i∈I íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïîäãðóïïà, åþ ïîðîæäåííàÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï 〈ai〉,
i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñèñòåìà L íåçàâèñèìà, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóï-
ïû 〈ai〉 ñ ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé âñåìè ýëåìåíòàìè aj èç L, ãäå j 6= i, îáÿçàòåëüíî ðàâíî
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈L〉 � ïðÿìàÿ ñóììà ãðóïï 〈ai〉, i ∈ I. Îáðàòíî, åñëè 〈L〉 =

∑
i∈I〈ai〉,

òî 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n1ai1 + . . . + nkaik = 0, ãäå i1, . . . , ik � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû
èç I, ëèøü òðèâèàëüíûì îáðàçîì: n1ai1 = . . . = nkaik = 0. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà L
íåçàâèñèìà. �

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.6. [6, ñòð. 102] Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò g ∈ A çàâèñèò îò ïîäìíîæåñòâà
L ãðóïïû A, åñëè ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè 0 6= ng = n1a1 + . . . + nkak, ãäå
ai ∈ L, n, ni � öåëûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.7. [6, ñòð. 102] Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà M ýëåìåíòîâ ãðóïïû A íàçûâà-
åòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè â A íå ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, ñòðîãî ñîäåðæàùåé M .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè g ∈ A, g 6= 0, òî {M, g} � óæå íå íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, è g çàâèñèò îò
M . ÅñëèK çàâèñèò îò L, à L çàâèñèò îòK, òî ñèñòåìû L èK íàçûâàþòñÿ ýêèâàëåíòíûìè.

ßñíî, ÷òî ëþáûå äâå ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ãðóïïû A ýêâè-
âàëåíòíû. Ïî ëåììå Öîðíà âñÿêóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ãðóïïû A
ìîæíî ðàñøèðèòü äî ìàêñèìàëüíîé. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà M ñîäåð-
æèò ýëåìåíòû òîëüêî áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èëè ïîðÿäêà, ðàâíîãî íåêîòîðîìó ïðîñòîìó
÷èñëó. Â ñàìîì äåëå, ýëåìåíò a ïîðÿäêà m =

∏
i p

αi
i ìîæíî çàìåíèòü ýëåìåíòàìè a1, . . . , ak,

ãäå ai = m
pi
a, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ñèñòåìû áóäóò ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.8. [6, ñòð. 103] Ïîäãðóïïà E ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé,
åñëè E ∩ B 6= 0 äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ïîäãðóïïû ãðóïïû A. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
ãðóïïà A åñòü ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû E.

Ëåììà 1.1.2.9. [6, ëåììà 16.2] Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà M ýëåìåíòîâ ãðóïïû A ìàêñè-
ìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈M〉 � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Âñÿêàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ñóùåñòâåííîé ïîäãðóïïû ãðóïïû A ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé â A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ýëåìåíò g ∈ A çàâèñèò îò M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
〈M〉∩〈g〉 6= 0, òî ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû î÷åâèäíà. Åñëè E � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
A èM � ìàêñèìàëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â E, òî âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g ∈ A,
g 6= 0. Ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò h ∈ E ∩ 〈g〉, h = mg. Òàê êàê h çàâèñèò îò M , òî è
g çàâèñèò. �

Îïðåäåëåíèå 1.1.2.10. [6, ñòð. 103] Ðàíãîì r(A) ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü åå ìàê-
ñèìàëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé òîëüêî ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èëè
ïîðÿäêà, ðàâíîãî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ýëåìåíòàìè áåñêîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ãðóïïû A, ò. å. âûáåðåì íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ýëåìåíòîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ìàêñèìàëüíóþ ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó ñâîéñòâó, òî ìîùíîñòü òàêîé
ñèñòåìû áóäåò íàçûâàòüñÿ ðàíãîì áåç êðó÷åíèÿ r0(A) ãðóïïû A. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
p-ðàíã rp(A) ãðóïïû A: âìåñòî ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû,
ïîðÿäêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ãðóïïû A ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

r(A) = r0(A) +
∑
p

rp(A), (1.3)

ãäå p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Î÷åâèäíî, óñëîâèå r(A) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
A = 0.

Òåîðåìà 1.1.2.11. [6, òåîðåìà 16.3] Ðàíãè r(A), r0(A), rp(A) ãðóïïû A ÿâëÿþòñÿ èíâà-
ðèàíòàìè ýòîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû (1.3) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü r0(A) è
rp(A). Èíâàðèàíòíîñòü r0(A) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.2.2.

Îáðàòèìñÿ ê ðàíãàì rp(A). ßñíî, ÷òî rp(A) = r(Tp), ãäå Tp åñòü p-êîìïîíåíòà ãðóïïû A.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íóæíî òîëüêî äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ðàíãà r(A) äëÿ p-ãðóïïû A.

Åñëè A åñòü p-ãðóïïà è S(A) = A[p] � åå öîêîëü, òî r(A) = r(S(A)). Â ñàìîì äåëå, ñè-
ñòåìà ýëåìåíòîâ {a1, . . . , ak} ãðóïïû A íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåçàâèñèìà
ñèñòåìà {pm1−1a1, . . . , r

mk−1ak}, ãäå mi = |ai|. Ïîýòîìó íóæíî óñòàíîâèòü òîëüêî îäíîçíà÷-
íóþ îïðåäåëåííîñòü r(S(A)). Òàê êàê S(A) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Fp èç p ýëåìåíòîâ è íåçàâèñèìîñòü â íàøåì ñìûñëå ñîâïàäàåò ñ
íåçàâèñèìîñòüþ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî r(S(A)) � ýòî â òî÷íîñòè
ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà S(A), à îíà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. �

�3 Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.1.3.1. [1, ñòð. 24] Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íàáîð a1, . . . , an ýëåìåíòîâ, ÷òî 〈a1, . . . , an〉 = G. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ìåðíîé.

Òåîðåìà 1.1.3.2. [1, òåîðåìà 7.2.4] Ïóñòü G � êîíå÷íî ìåðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ è ϕ � åå èçîìîðôèçì â ñåáÿ. Òîãäà èíäåêñ |G : Gϕ| êîíå÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì âG êàêóþ-íèáóäü ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó ýëåìåíòîâ a1, . . . , an. Îòîáðàæåíèþ ϕ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ìàòðèöó (aij(ϕ)) íàä ïîëåì Q, ïîëàãàÿ aiϕ =

∑n
j=1 aij(ϕ)aj. Ïîãðóçèâ G ñ îòìå÷åííîé â
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íåé áàçîé a1, . . . , an â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Qn, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ϕ äî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Óìíîæèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ, ïóñòü f � ïîëó÷èâøèéñÿ ïðè ýòîì
ìíîãî÷ëåí íàä Z. Ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, f(ϕ) = 0; à
òàê êàê detϕ 6= 0, òî f(0) = m 6= 0. Òîãäà mG 6 Gϕ. Ïóñòü m = p1p2 . . . ps; ãäå pi � ïðîñòûå
÷èñëà (âîçìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè). Òàê êàê G 6 Qn, òî rankG 6 n (èìååòñÿ ââèäó ðàíã
ñèñòåìû âåêòîðîâ), è, ñëåäîâàòåëüíî, |p1 . . . pi−1G : p1 . . . piG| 6 pni . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé
âåêòîð v = α1a1 + . . . + αnan, ãäå v ∈ p1 . . . pi−1G ëåæèò â p1 . . . piG òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α1 ≡ . . . ≡ αn ≡ 0(mod pi). Òàêèì îáðàçîì, |G : mG| 6 |G : Gϕ| 6 mn <∞. �

Òåîðåìà 1.1.3.3. [1, òåîðåìà 8.1.1] Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîé ñòå-
ïåíè n, A � åå îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà ãðóïïû Fn è A îáëàäàþò ñîîòâåò-
ñòâåííî áàçèñàìè f1, . . . , fn è a1, . . . , ak òàêèìè, ÷òî k 6 n, ai = mifi, 1 6 i 6 k è mi+1

äåëèòñÿ íà mi, 1 6 i 6 k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fn = 〈f ′1〉 ⊕ . . . ⊕ 〈f ′n〉, A = 〈a′1〉 ⊕ . . . ⊕ 〈ak〉 è a′i =
∑n

j=1mijf
′
j,

mij ∈ Z. Âîçíèêàåò ìàòðèöà M = (mij). Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñëåäóþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñîëáöîâ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû: à) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê (ñòîëá-
öîâ); á) ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå (ñòîëáöó) öåëî÷èñëåííîãî êðàòíîãî äðóãîé ñòðîêè
(ñòîëáöà); â) óìíîæåíèå ñòðîêè (ñòîëáöà) íà -1. Òîãäà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó M ê âèäóm1. . . 0 0. . .0

. . .

0 . . .mk0. . .0

 ,

ãäå mi|mi+1. ßñíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäó ê
äðóãîé áàçå ãðóïïû A, à ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ � ê äðóãîé áàçå ãðóïïû
Fn. �

Òåîðåìà 1.1.3.4. [1, òåîðåìà 8.1.2] Âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ðàç-
ëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Áîëåå òî÷íî, G ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ è ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî
áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ è íàáîð ïîðÿäêîâ ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ
â ëþáîì òàêîì ðàçëîæåíèè îäíè è òå æå, ò. å. ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ãðóïïà G ∼= Fn/A. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.3.3 â ãðóïïàõ
Fn è A ñóùåñòâóþò òàêèå áàçû f1, . . . , fn è a1, . . . , ak, ÷òî ai = mifi; 1 6 i 6 k è mi|mi+1.
Ïîêàæåì, ÷òî Fn/A =

∑n
i=1〈fi + A〉. Ïðåæäå âñåãî ÿñíî, ÷òî Fn/A ïîðîæäàåòñÿ ýòèìè

ïîäãðóïïàìè. Äàëåå, ïóñòü íóëü ôàêòîðãðóïïû Fn/A èìååò çàïèñü A = l1f1+ . . .+ lnfn+A,
li ∈ Z. Òîãäà l1f1 + . . . + lnfn = a ∈ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæàÿ ýëåìåíò a ÷åðåç
áàçó a1, . . . , ak ïîäãðóïïû A è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà ai = mifi, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
l1f1 + . . . + lnfn = s1a1 + . . . + skak = s1m1f1 + . . . + skmkfk, si ∈ Z. Ââèäó îäíîçíà÷íîñòè
çàïèñè ýëåìåíòîâ ÷åðåç ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå fi ïîëó÷àåì li = simi; 1 6 i 6 k, lj = 0,
k < j 6 n. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé èç ýëåìåíòîâ lifi ïðèíàäëåæèò A. Òåì ñàìûì
äîêàçàíà îäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íóëÿ â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ ïîäãðóïï 〈fi +A〉 è,
çíà÷èò, ðàçëîæèìîñòü ãðóïïû G â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ.

ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ ñîâïàäàåò ñ r0(G), à êîëè-
÷åñòâî ïðèìàðíûõ � ñ rp(G). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1.1.2.11 ÷èñëà, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ
â òåîðåìå, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû G. �
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�4 Ïðÿìûå ñóììû öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï

Òåîðåìà 1.1.4.1. [6, òåîðåìà 17.1] p-ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A åñòü îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïîäãðóïï

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . . ,

∞⋃
i=1

An = A, (1.4)

ãäå âûñîòû îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â An, ìåíüøå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñ-
ëà kn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, òî äëÿ êàæäîãî n ñî-
áåðåì â åå ðàçëîæåíèè öèêëè÷åñêèå ïðÿìûå ñëàãàåìûå îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà pn è
îáîçíà÷èì èõ ïðÿìóþ ñóììó ÷åðåç Bn. Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïû An = B1 ⊕ . . . ⊕ Bn áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ òåîðåìû ïðè kn = n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïû An ãðóïïû A óäîâëå-
òâîðÿþò íóæíûì óñëîâèÿì. Òàê êàê ìû ìîæåì äîáàâèòü 0 â íà÷àëî öåïè (1.4) è òàê êàê
ìîæíî ïîâòîðÿòü îäíî è òî æå An êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî, î÷åâèäíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî kn = n, ò. å. ÷òî An∩pnA = 0 äëÿ êàæäîãî n. Ðàññìîòðèì
âñå öåïè

C1 ⊆ C2 ⊆ . . . ⊆ Cn ⊆ . . .

ïîäãðóïï Cn ãðóïïû A, äëÿ êîòîðûõ

1)An ⊆ Cn è 2)Cn ∩ pnA = 0

ïðè âñåõ n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåïü ïîäãðóïï Cn ìåíüøå èëè ðàâíà öåïè ïîäãðóïï Bn,
åñëè Cn ⊆ Bn äëÿ ëþáîãî n. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ öåïåé ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2) îêàæåòñÿ
èíäóêòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C = C1 6 . . . � íåêîòîðàÿ öåïü â ìíîæåñòâå öåïåé
(íåìíîãî êîðÿâî, íî ÷òî ïîäåëàòü), òî ñâåðõó ýòó öåïü ìîæíî îãðàíè÷èòü öåïüþ, ýëåìåíòû
êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ êàê Bn =

⋃
C∈C,Cn∈C Cn. Èç ëåììû Öîðíà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïü

G1 ⊆ G2 ⊆ . . . ⊆ Gn ⊆ . . . ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2), ìàêñèìàëüíàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñìûñëå.
Î÷åâèäíî,

⋃∞
n=1Gn = A.

Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî n ìàêñèìàëüíóþ íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó Ln ýëåìåíòîâ ïîäãðóïïû
Gn[p]∩pn−1A è îáîçíà÷èì ÷åðåç L îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Ln(n = 1, 2, . . .). Äëÿ ëþáîãî
ci ∈ L è mi = h(ci) âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò ai ∈ A, ÷òî pmiai = ci. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
ïîäãðóïïà A′ = 〈. . . , ai, . . .〉 =

∑
i〈ai〉 ñîâïàäàåò ñ A.

Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî 〈L〉 = A[p]. Ïîñêîëüêó â ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïå
âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ñëóæèò áàçèñîì (ñì. òåîðåìó 1.1.2.11), 〈Ln〉 =
Gn[p]∩pn−1A. Òàê êàê âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû èç 〈Ln〉 èìåþò âûñîòó n−1, òî ïîä-
ãðóïïû 〈Ln〉 ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ èõ ïðÿìîé ñóììîé, ò. å. 〈L〉 =

∑
n〈Ln〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A[p], ëåæàùèé â Gr, ïðèíàäëåæèò 〈L〉 [äëÿ
r = 1 ýòî, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî], è ïóñòü b ∈ Gr+1[p] \ Gr. Èç b /∈ Gr ñëåäóåò, ÷òî
〈Gr, b〉 = ∩prA 6= 0. Ïóñòü 0 6= g + kb = c ∈ prA, ãäå g ∈ Gr. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
k = 1 [òàê êàê èíà÷å ìîæåì óìíîæèòü ýëåìåíò íà k′, ãäå kk′ ≡ 1(mod p)]. Çäåñü c ∈ Gr+1

è h(c) > r; ïîýòîìó, â ñèëó óñëîâèÿ 2) |C| = p è h(C) = r. Îòñþäà c ∈ 〈Lr+1〉. Äàëåå èç
ðàâåíñòâà pg = pc− pb = 0, âêëþ÷åíèÿ g ∈ Gr è èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëó÷àåì ,
÷òî g ∈ 〈L〉, îòêóäà b = c− g ∈ 〈L〉 è 〈L〉 = A[p].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò a ∈ A ïîðÿäêà 6 pn ïðèíàäëåæèò
A′, è ïóñòü ýëåìåíò b ∈ A èìååò ïîðÿäîê pn+1, ãäå n > 1. Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì
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àáçàöå, pnb ∈ 〈L〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, pnb = m1c1 + . . . + mkck äëÿ íåêîòîðûõ ci ∈ L. Ïóñòü
ýëåìåíòû c1, . . . , cj èìåþò âûñîòó > n, à ýëåìåíòû cj+1, . . . , ck � âûñîòó 6 n − 1. Åñëè
çàïèñàòü mici = pnm′iai äëÿ i = 1, . . . , j, òî ïîëó÷èòñÿ

pn(b−m′1a1 − . . .−m′jaj) = mj+1cj+1 + . . .+mkck ∈ Gn−1.

Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò b−m′1a1 − . . .−m′jaj èìååò ïîðÿäîê 6 pn, ò. å. ëåæèò
â A′, îòêóäà b ∈ A′. �

Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1.1.4.2. ([1, òåîðåìà 10.1.5] èëè [6, òåîðåìà 17.2]) Îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà, òî åå p-êîìïîíåíòû � òîæå îãðàíè-
÷åííûå ãðóïïû.Åñëè â öåïè (1.4) âûáðàòü îäíó è òó æå p-êîìïîíåíòó ãðóïïû A, òî èç
òåîðåìû 1.1.4.1 ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ýòà p-êîìïîíåíòà � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï �

Òåîðåìà 1.1.4.3. ([1, òåîðåìà 10.1.14] èëè [6, òåîðåìà 17.3]) Ñ÷åòíàÿ p-ãðóïïà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò
îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé âûñîòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A � ñ÷åò-
íàÿ p-ãðóïïà áåç ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé âûñîòû è {a1, . . . , an, . . .} � íåêîòîðàÿ åå ñèñòåìà
îáðàçóþùèõ. Òîãäà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñâîèõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï An = 〈a1, . . . , an〉 (n = 1, 2, . . .), âûñîòû ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì îãðàíè÷åíû. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.1.4.1. �

1.2 Äåëèìûå ãðóïïû è ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû

�1 Äåëèìîñòü

Ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò a ãðóïïû A äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî n (ýòî îáîçíà÷àåòñÿ
n|a), åñëè óðàâíåíèå

nx = a, (a ∈ A)

èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå A.
Ãðóïïà D íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè n|a äëÿ âñåõ a ∈ D è âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ãðóïïà

D íàçûâàåòñÿ p-äåëèìîé, åñëè pkD = d äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
Äàëåå ìû îáúåäèíèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ äåëèìûõ ãðóïï â îäíîì ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1.1. [6, ñòð. 118]

1. Ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà p-äåëèìà äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî p.

2. p-ãðóïïà äåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà p-äåëèìà.

3. Åñëè â p-ãðóïïå D âñÿêèé ýëåìåíò ïîðÿäêà p èìååò áåñêîíå÷íóþ âûñîòó, òî D �
äåëèìàÿ ãðóïïà.
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4. Ëþáîé ýïèìîðôíûé îáðàç äåëèìîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé ãðóïïîé.

5. Ïðÿìàÿ ñóììà è äåêàðòîâà ñóììà ÿâëÿþòñÿ äåëèìûìè ãðóïïàìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà � äåëèìàÿ ãðóïïà.

6. Åñëè Di (i ∈ I) � äåëèìûå ïîäãðóïïû ãðóïïû A, òî è 〈Di〉 � äåëèìàÿ ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé. �

�2 Èíúåêòèâíûå ãðóïïû

Ãðóïïà D íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äèàãðàììû

0 - A - Bα

D
?

�
�

�
�

�	

ξ
η

(1.5)

ñ òî÷íîé ñòðîêîé ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì η : B −→ D, ïðåâðàùàþùèé ýòó äèàãðàììó â
êîììóòàòèâíóþ. Åñëè îòîæäåñòâèòü A è Aα, òî èíúåêòèâíîñòü ãðóïïûD ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ëþáîé ãîìîìîðôèçì ξ : A −→ D äî ãîìîìîðôèçìà
ãðóïïû B, ñîäåðæàùåé A, â ãðóïïó D.

Òåîðåìà 1.2.2.1. [6, òåîðåìà 21.1] Äåëèìûå ãðóïïû èíúåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � äåëèìàÿ ãðóïïà, è ïóñòü äàíà äèàãðàììà (1.5), ãäå ãðóïïó
A ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãðóïïó ãðóïïû B. Ðàññìîòðèì âñå ãðóïïû G, ëåæàùèå
ìåæäó A è B, A 6 G 6 B, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå θ : G −→ D ãîìîìîðôèç-
ìà ξ. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî ïàð (G, θ), ïîëàãàÿ (G, θ) 6 (G′, θ′), åñëè G 6 G′ è
θ � îãðàíè÷åíèå ìîðôèçìà θ′ : g′ −→ D íà G. Ìíîæåñòâî ýòèõ ïàð íåïóñòî, òàê êàê åìó
ïðèíàäëåæèò ïàðà (Aξ), è èíäóêòèâíî, òàê êàê âñÿêàÿ öåïü (Gi, θi), (i ∈ I) èìååò âåðõíþþ
ãðàíü, à èìåííî (Gθ), ãäå G =

⋃
iGi, à θ : G −→ D ñîâïàäàåò ñ θi íà Gi. Ïî ëåììå Öîðíà â

ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà (G0, θ0). Åñëè G0 6= B è äëÿ
ýëåìåíòà b ∈ B \ G0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå nb ∈ G0 ïðè íåêîòîðîì n > 0, òî âîçüìåì
ìèíèìàëüíîå n ñ ýòèì ñâîéñòâîì è ïðåäïîëîæèì, ÷òî nb = g ∈ G0. Â ñèëó äåëèìîñòè
ãðóïïû D äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ D èìååì nx = θ0g. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

c+ rb 7→ θ0c+ rx(c ∈ G0, 0 6 r < n) (1.6)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû 〈G0, b〉 â ãðóïïó D. Åñëè nb /∈ G0 ïðè n 6= 0, òî ôîðìóëà
(1.6) äàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû 〈G0, b〉 â ãðóïïó D ïðè ïðîèçâîëüíîì x ∈ D [íà r îãðà-
íè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî G0 6= B ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè ïàðû (G0, θ0), ò. å. G0 = B è θ0 = η. �

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2.2. [6, ïðåäëîæåíèå 9.2] Äëÿ ïîäãðóïïû B ãðóïïû A ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [ρ : B −→ A � âëîæåíèå]:

1. B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A;
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2. ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì π : A −→ B òàêîé, ÷òî ρπ = 1D;

3. åñëè

0 - U - Vγ

B
?

�
�

�
�

�	

β

ρ0 A- -
?

α

� êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìî-
ìîðôèçì ϕ : V −→ B, ÷òî âåðõíèé òðåóãîëüíèê êîììóòàòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå 1, äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âûïîë-
íåíî 3. Åñëè ñïðàâåäëèâû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 3 è π : A −→ B � ïðîåêöèÿ, òî äëÿ
ϕ = απ èìååì γϕ = γαπ = βρπ = β. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî 3, è âîçüìåì
U = B, V = A, γ = ρ, α = 1 è β = 1B. Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì 2. Íàêîíåö, åñëè èìååò ìåñòî
2, òî π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû A íà B. Îòîáðàæåíèå θ = 1A − π ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì
ãðóïïû A. Êðîìå òîãî, π + θ = 1A, ñëåäîâàòåëüíî, A = A1A = Aπ + Aθ. Òàê êàê Aπ = B è
B ∩ Aθ = 0, òî A = B ⊕ Aθ. �

Òåîðåìà 1.2.2.3. [6, òåîðåìà 21.2] Äåëèìàÿ ïîäãðóïïà D ãðóïïû A ñëóæèò äëÿ A ïðÿ-
ìûì ñëàãàåìûì, ò. å. A = D⊕C äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû C ãðóïïû A. Ýòó ïîäãðóïïó
C ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíà áóäåò ñîäåðæàòü çàðàíåå çàäàííóþ ïîäãðóïïó B ãðóïïû
A, äëÿ êîòîðîé D ∩B = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.6 äëÿ åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ α : D −→ A è òîæäå-
ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ 1D : D −→ D ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ηA −→ D, ÷òî
αη = 1D. Ïðåäëîæåíèå 1.2.2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî A = D ⊕Ker η.

Åñëè äëÿ ïîäãðóïïû B 6 A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D ∩ B = 0, òî D + B = D ⊕ B è
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ξ : D⊕B −→ D, ñîâïàäàþùèé ñ òîæäåñòâåííûì íà D è íóëåâîé
íà B. Åñëè â ïðåäûäóùåì àáçàöå çàìåíèòü 1D íà ξ, òî ïîëó÷èòñÿ , ÷òî A = D ⊕ Ker η,
ãäå B 6 Ker η. �

Òåîðåìà 1.2.2.4. [6, òåîðåìà 21.3] Âñÿêàÿ ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äåëèìîé
ãðóïïû D è ðåäóöèðîâàííîé ãðóïïû C, A = D⊕C. Ïîäãðóïïà D ãðóïïû A çäåñü îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî, ïîäãðóïïà C � îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ñóììà äâóõ äåëèìûõ ãðóïï âíîâü
ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé ãðóïïîé. �

�3 Ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.2.3.1. [6, ñòð. 122] Ñèñòåìîé óðàâíåíèé íàä ãðóïïîé A íàçûâàåòñÿ ñî-
âîêóïíîñòü óðàâíåíèé ∑

j∈J

nijxj = ai(ai ∈ A, i ∈ I), (1.7)

ãäå nij � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì åñëè i ôèêñèðîâàííî, òî nij = 0 äëÿ âñåõ j, êðîìå, ñàìîå
áîëüøåå, êîíå÷íîãî ÷èñëà. Çäåñü {xj}j∈J � ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ, à I, J � ìíîæåñòâà
èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè. Ìíîæåñòâî xj = g∈A (j ∈ J) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.7), åñëè ñèñòåìà (1.7) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè çàìåíå xj ýëåìåíòàìè gj. Î÷åâèäíî,
÷òî ðåøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò (. . . , gj, . . .) äåêàðòîâîé ñóììû AJ .
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Ëåâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò ñâîáîäíîé
ãðóïïû X, ïîñòðîåííîé íà ìíîæåñòâå íåèçâåñòíûõ {xj}j∈J . Ïóñòü Y � ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû X, ïîðîæäåííàÿ âñåìè ëåâûìè ÷àñòÿìè fi(x) =

∑
j nijxj óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.7).

Ñîîòâåòñòâèå

fi(x) −→ ai(i ∈ I) (1.8)

ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì η : Y −→ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ýëåìåíòîâ fi(x), ðàâíàÿ íóëþ, îòîáðàæàåòñÿ â 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìû áóäåì
íàçûâàòü ñèñòåìó (1.7) ñîãëàñîâàííîé, åñëè îòîáðàæåíèå (1.8) ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîð-
ôèçìà η : Y −→ A.

Ñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó (1.7) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðó (Y, η), ãäå Y � ïîäãðóïïà
ñâîáîäíîé ãðóïïû X, ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
íåèçâåñòíûõ, à η � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Y â ãðóïïó A.

ßñíî, ÷òî xj = gj (j ∈ J) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.7) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îòîáðàæåíèå

xj −→ gj(j ∈ J) (1.9)

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà χ : X −→ A, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà Y äàåò η. Ïîýòîìó
ðåøåíèå ñèñòåìû (Y, η) ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç (Xχ).

Òåîðåìà 1.2.3.2. [6, òåîðåìà 22.1] Âñÿêàÿ ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä ãðóïïîé
A äîïóñêàåò ðåøåíèå â A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � äåëèìàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îäíî óðàâíåíèå nx = a, ãäå n 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé
ñèñòåìîé, òî íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè, âîçüìåì
ñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (Y, η) íàä äåëèìîé ãðóïïîé A. Ïî òåîðåìå 1.2.2.1 ãîìî-
ìîðôèçì η ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîðôèçìà χ : X −→ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò. �

Ñëåäñòâèå 1.2.3.3. [6, ñëåäñòâèå 22.2] Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä äåëèìîé ãðóïïîé D ðàç-
ðåøèìà â D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà èìååò ðåøåíèå
â D.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.3.4. [6, ïðåäëîæåíèå 22.3] Ïîäãðóïïà B ãðóïïû A ñëóæèò äëÿ A ïðÿ-
ìûì ñëàãàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä B, èìåþùàÿ
ðåøåíèå â ãðóïïå A, èìååò ðåøåíèå è â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A, ò. å. A = B⊕C, òî êîìïîíåíòû
â B ðåøåíèÿ èç A, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé íàä B.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä B, èìåþùàÿ ðåøåíèå â
ãðóïïå A, èìååò ðåøåíèå è â B. Â êàæäîì ñìåæíîì êëàññå u ãðóïïû A ïî ïîäãðóïïå B
âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ a(u) ∈ A è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

xu + xv − xu+v = a(u) + a(v)− a(u+ v) ∈ B äëÿ âñåõ u, v ∈ A/B.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ îíà èìååò ðåøåíèå xu = b(u) ∈ B. Òîãäà a(u)− b(u) � ïðåäñòàâèòåëè
ñìåæíûõ êëàññîâ u ∈ A/B, îáðàçóþùèå ïîäãðóïïó â ãðóïïå A. Ñëåäîâàòåëüíî, B ñëóæèò
äëÿ A ïðÿìûì ñëàãàåìûì. �
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�4 Ñòðîåíèå äåëèìûõ ãðóïï

Òåîðåìà 1.2.4.1. [6, òåîðåìà 23.1] Âñÿêàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà D ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
êâàçèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï, èçîìîðôíûõ ïîëíîé ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå. Ìîùíîñòè
ìíîæåñòâ êîìïîíåíò Z(p∞) (äëÿ êàæäîãî p) è Q ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ è íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ ãðóïïû D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü T ãðóïïû D � äåëèìàÿ ãðóïïà.
Èç òåîðåìû 1.2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî D = T ⊕E, ãäå E � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, î÷åâèäíî, ñíîâà
äåëèìàÿ. Åñëè p-êîìïîíåíòó ãðóïïû Tîáîçíà÷èòü ÷åðåç Tp, òî ïîëó÷èì

D =
∑
p

Tp ⊕ E,

è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Tp � ïðÿìàÿ ñóììà ãðóïï Z(P∞), à E � ïðÿìàÿ ñóììà ãðóïï Q.
Âûáåðåì â öîêîëå ãðóïïû Tp ìàêñèìàëüíóþ íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {ai}i∈I .

Â ñèëó äåëèìîñòè â ãðóïïå Tp äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ai1, . . . , ain, . . ., ÷òî ai1 = ai, pa1,n+1 = ain, n = 1, 2, . . .. Îòñþäà ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ai ìîæåò áûòü âëîæåí â ïîäãðóïïó Ai ∼= Z(p∞) ãðóï-
ïû Tp, èìåííî, Ai = 〈ai1, . . . , ain, . . .〉. Òàê êàê 〈a1〉 � öîêîëü ãðóïïû Ai è ýëåìåíòû ai
(i ∈ I) íåçàâèñèìû, òî ïîäãðóïïû Ai ïîðîæäàþò â ãðóïïå Tp ïîäãðóïïó A, ÿâëÿþùóþñÿ
èõ ïðÿìîé ñóììîé: A =

∑
i∈I Ai. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé ïîäãðóïïîé, ò. å. ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ãðóïïû Tp. Íî A ñîäåðæèò öîêîëü ãðóïïû Tp, ïîýòîìó A = Tp, è Tp � ïðÿìàÿ
ñóììà ãðóïï Z(p∞).

Âûáåðåì òåïåðü ìàêñèìàëüíóþ íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {bj}j∈J â ãðóïïå E.
Òàê êàê E � äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì n ∈ N ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî îäèí ýëåìåíò x ∈ E, äëÿ êîòîðîãî nx = bj. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
bj ìîæåò áûòü âëîæåí â ïîäãðóïïó Bj

∼= Q ãðóïïû E. Òàê êàê {bj} � íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà ýëåìåíòîâ, òî ïîäãðóïïû Bj ïîðîæäàþò â E ïîäãðóïïó B, ÿâëÿþùóþñÿ èõ ïðÿìîé
ñóììîé:B =

∑
j∈J Bj. Ýòà ïîäãðóïïà �ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû E, ñîäåðæàùåå ìàêñè-

ìàëüíóþ íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ èç E, ïîýòîìó B = E, è E � ïðÿìàÿ ñóììà
ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïå Q.

×èñëî ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, èçîìîðôíûõ Z(p∞) èëè Q, â ðàçëîæåíèè ãðóïïûD â ïðÿìóþ
ñóììó ãðóïï Z(p∞) è Q, î÷åâèäíî, ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî ðàíãó rp(D) èëè ðàíãó r0(D). Ïî
òåîðåìå 1.1.2.11 ýòè ðàíãè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîé D. Îíè îáðàçóþò ïîëíóþ
ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ, òàê êàê åñëè äàíû rp(D) è r0(D), òî ìû ìîæåì ïî íèì îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ãðóïïó D, âçÿâ ïðÿìóþ ñóììó rp(D) ãðóïï Z(p∞), äëÿ êàæäîãî p è r0(D)
ãðóïï, èçîìîðôíûõ Q. Íåçàâèñèìîñòü ýòèõ èíâàðèàíòîâ î÷åâèäíà. �

�5 Äåëèìàÿ îáîëî÷êà

Òåîðåìà 1.2.5.1. [6, òåîðåìà 24.1] Âñÿêóþ ãðóïïó ìîæíî âëîæèòü â êà÷åñòâå ïîäãðóï-
ïû â äåëèìóþ ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó Z, î÷åâèäíî, ìîæíî âëîæèòü â
äåëèìóþ ãðóïïó, èìåííî â ãðóïïó Q. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F âëîæèìà
â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï, èçîìîðôíûõ Q, ò. å. â äåëèìóþ ãðóïïó. Åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ
ãðóïïà, òî ìîæíî íàïèñàòü A ∼= F/N , ãäå F � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Åñëè
âëîæèòü ãðóïïó F â äåëèìóþ ãðóïïó D, òî ãðóïïà A îêàæåòñÿ èçîìîðôíîé ïîäãðóïïå
F/N äåëèìîé ãðóïïû D/N . �
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Äàëåå ìû óëó÷øèì ýòó òåîðåìó, óñòàíîâèâ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîé äåëèìîé ãðóï-
ïû, ñîäåðæàùåé çàäàííóþ ãðóïïó.

Ëåììà 1.2.5.2. [6, ëåììà 24.2] Ïîäãðóïïà B ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìîìîðôèçì α : A −→ G â ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó G îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, åñëè α|B : B −→ G � ìîíîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A è α|B � ìîíîìîðôèçì,
òî Ker α ∩B = Ker (α|B) = 0, îòêóäà Ker α = 0. Îáðàòíî, åñëè B � íå ñóùåñòâåííàÿ ïîä-
ãðóïïà è ïîäãðóïïà C 6= 0 ãðóïïû A òàêîâà, ÷òî C ∩B = 0, òî êàíîíè÷åñêèé ýïèìîðôèçì
α : A −→ A/C íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, õîòÿ α|B � ìîíîìîðôèçì. �

Îïðåäåëåíèå 1.2.5.3. [6, ñòð. 127] Äëÿ çàäàííîé ãðóïïû A äåëèìàÿ ãðóïïà E, ñîäåð-
æàùàÿ A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé äåëèìîé ãðóïïîé, åñëè â E íåò ñîáñòâåííûõ äåëèìûõ
ïîäãðóïï, ñîäåðæàùèõ A.

Ëåììà 1.2.5.4. [6, ëåììà 24.3] Äåëèìàÿ ãðóïïà E, ñîäåðæàùàÿ ãðóïïó A, ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé äåëèìîé ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè E � íå ìèíèìàëüíàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà è D � ñîáñòâåííàÿ äå-
ëèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû E, ñîäåðæàùàÿ A, òî ìîæíî íàïèñàòü E = D ⊕ C, ãäå C 6= 0.
Òàê êàê A ∩ C ⊆ D ∩ C = 0, òî ãðóïïà A íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
E. Îáðàòíî, åñëè A � íå ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû E, òî â E ñóùåñòâóåò òàêàÿ
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà C = 〈c〉 6= 0, ÷òî A ∩ C = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî |c| = ∞, èëè |c| = pk. Òîãäà ïîäãðóïïó C ìîæíî âëîæèòü â òàêóþ
ïîäãðóïïó B ãðóïïû E, ÷òî B ∼= Q èëè B ∼= Z(p∞). Ïî òåîðåìå 1.2.2.3 E = D ⊕ B äëÿ
íåêîòîðîé ïîäãðóïïû D, ñîäåðæàùåé A. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà E íå ìèíèìàëüíàÿ. �

Òåîðåìà 1.2.5.5. [6, òåîðåìà 24.4] Âñÿêàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà, ïîäãðóïïîé êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïà A, ñîäåðæèò ìèíèìàëüíóþ äåëèìóþ ãðóïïó, ñîäåðæàùóþ A. Ëþáûå äâå
ìèíèìàëüíûå äåëèìûå ãðóïïû, ñîäåðæàùèå A, èçîìîðôíû íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � äåëèìàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ãðóïïó A. Äåëèìûå ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû D, èìåþùèå ñ A íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå, îáðàçóþò èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî,
ïîýòîìó â ýòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí M . Ïî òåîðåìå 1.2.2.3 èìååì
D = M ⊕E, ãäå A ⊆ E. Î÷åâèäíî, E � äåëèìàÿ ãðóïïà, à èç ìàêñèìàëüíîñòè ïîäãðóïïû
M ñëåäóåò, ÷òî E íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ è, òàêèì îáðàçîì,
ñîáñòâåííûõ äåëèìûõ ïîäãðóïï, âñå åùå ñîäåðæàùèõ A. Ñëåäîâàòåëüíî, E � ìèíèìàëüíàÿ
äåëèìàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ A.

Åñëè E1 è E2 � äâå ìèíèìàëüíûå äåëèìûå ãðóïïû, ñîäåðæàùèå ãðóïïó A, òî â ñèëó
òåîðåìû 1.2.2.1 òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì 1A ãðóïïûA ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîð-
ôèçìà η : E1 −→ E2. Òàê êàê ηE1 � äåëèìàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ A, òî η � ýïèìîðôèçì.
Ïî ëåììå 1.2.5.4 ãðóïïà A � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû E1, à òàê êàê η|A = 1A, òî èç
ëåììû 1.2.5.2 ñëåäóåò, ÷òî η � ìîíîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ìåæäó ãðóïïàìè E1 è E2, îñòàâëÿþùèì êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû A íà ìåñòå. �

Îïðåäåëåíèå 1.2.5.6. [6, ñòð. 128] Ìèíèìàëüíóþ äåëèìóþ ãðóïïó E, ñîäåðæàùóþ ãðóï-
ïó A, ìû âïðàâå íàçûâàòü äåëèìîé îáîëî÷êîé ( èëè èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé) ãðóïïû A.
Î÷åâèäíî, èç ëåììû 1.2.5.4 ñëåäóåò, ÷òî r0(A) = r0(E) è rp(A) = rp(E) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
÷èñëà p.
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Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ìîæíî îáîáùèòü â îäíîé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.2.5.7. [6, òåîðåìà 24.5] Äëÿ ãðóïïû D ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) D � äåëèìàÿ ãðóïïà;
2) D � èíúåêòèâíàÿ ãðóïïà;
3) D ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ âñÿêîé ñîäåðæàùåé åå ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü ëèøü 3)⇒ 1). Âëîæèì ãðóïïóD â äåëèìóþ ãðóïïó
E. Èç óñëîâèÿ 3) âûòåêàåò, ÷òîD ñëóæèò äëÿ E ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî óñëîâèå 1). �

�6 Ñåðâàíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.2.6.1. [6, ñòð. 135] Ïîäãðóïïà G ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíîé, åñëè
óðàâíåíèå nx = g ∈ G, èìåþùåå ðåøåíèå âî âñåé ãðóïïå A, èìååò ðåøåíèå è â G. Èíûìè
ñëîâàìè, G ñåðâàíòíà â A, åñëè

nG = G ∩ nA äëÿ ëþáîãî n ∈ Z. (1.10)

Ïîäãðóïïà G ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ p-ñåðâàíòíîé (p � ïðîñòîå ÷èñëî), åñëè

pnG = G ∩ pnA äëÿ ëþáîãî n ∈ Z. (1.11)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï.
à) Âñÿêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïîé, 0 è A � (òðèâèàëüíûå)

ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû.
á) Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ñìåøàííîé ãðóïïû è åå p-êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ñåðâàíòíûìè

ïîäãðóïïàìè (íî íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè).
â) Ïîäãðóïïû ãðóïï Q è Z(p∞) íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï.
ã) Åñëè A/G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî G � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Â ñàìîì

äåëå, èç na = g ∈ G (n 6= 0) äëÿ a ∈ A âûòåêàåò a ∈ G.
ä) Â ãðóïïàõ áåç êðó÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï ñíîâà ñåðâàíòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå nx = g â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîýòîìó, åñëè âñå ïîäãðóïïû ñåðâàíòíû, òî êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò ýòî åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x.

Â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ A äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà S ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåð-
âàíòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ S. Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïîé,
ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì S, 〈S〉∗.

å) Ñåðâàíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ñâîéñòâîì.
Ïóñòü G1 ⊆ G2 ⊆ . . . � öåïî÷êà ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï, òîãäà èõ îáúåäèíåíèå, î÷åâèäíî,

ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïîé.
æ) p-ñåðâàíòíàÿ p-ïîäãðóïïà âñåãäà ñåðâàíòíà.
ç) Åñëè A åñòü p-ãðóïïà è ýëåìåíòû ïîðÿäêà p åå ïîäãðóïïû G èìåþò îäèíàêîâóþ

âûñîòó â G è â A, òî G � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G èìååò â G è â A îäèíàêîâóþ âûñîòó, ïðèìå-

íèì èíäóêöèþ ïî exp(g) = n. Äëÿ exp(g) = 1 ýòî âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ. Èíäóêöèîííûé
øàã ïðîâîäèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

è) Åñëè A åñòü p-ãðóïïà, G � åå ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà è G[p] = A[p], òî G = A.
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Ëåììà 1.2.6.2. [6, ëåììà 26.1] Ïóñòü B, C � òàêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû A, ÷òî C 6 B 6
A. Òîãäà

1) åñëè ïîäãðóïïà C ñåðâàíòíà â B, à ïîäãðóïïà B ñåðâàíòíà â A, òî C ñåðâàíòíà
â A;

2) åñëè ïîäãðóïïà B ñåðâàíòíà â A, òî ïîäãðóïïà B/C ñåðâàíòíà â A/C;
3) åñëè ïîäãðóïïà C ñåðâàíòíà â A è ïîäãðóïïà B/C ñåðâàíòíà â A/C, òî ïîäãðóïïà

B ñåðâàíòíà â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿ ï. 1) èìååì

nC = C ∩ nB = C ∩ (B ∩ nA) = (C ∩B) ∩ na = C ∩ nA

äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ÷òî äîêàçûâàåò ñåðâàíòíîñòü ïîäãðóïïû C â A. Óòâåðæäåíèå 2) âûòå-
êàåò èç ðàâåíñòâ

n(B/C) = (nB + C)/C = ((B ∩ nA) + C)/C = (B ∩ (nA+ c))/C = (B/C) ∩ n(A/C).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 3), è ïóñòü na = b ∈ B äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A
è íåêîòîðîãî n > 0. Òîãäà n(a + C) = b + C, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ B
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n(b′ + C) = b + C. Èç nb′ = b + c (c ∈ C) ïîëó÷àåì n(b′ − a) = c.
Ñëåäîâàòåëüíî, nc′ = c äëÿ íåêîòîðîãî c′ ∈ C. Íàêîíåö, n(b′ − c′) = b, ãäå b′ − c′ ∈ B, ÷òî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ïðåäëîæåíèå 1.2.6.3. [6, ïðåäëîæåíèå 26.2] Âñÿêóþ áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó ìîæíî
âëîæèòü â ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó òîé æå ìîùíîñòè, à âñÿêóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó �
â ñ÷åòíóþ ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà ãðóïïû A, è ïóñòü |B| = m. Ðàññìîòðèì âñå
óðàâíåíèÿ nx = b ∈ B, èìåþùèå ðåøåíèå â ãðóïïå A. Äëÿ âñÿêîãî òàêîãî óðàâíåíèÿ
äîáàâèì ê B ðåøåíèå an,b ∈ A è ïîëó÷èì ïîäãðóïïó B1 ãðóïïû A, â êîòîðîé âñå òàêèå
óðàâíåíèÿ íàä B èìåþò ðåøåíèå (ò. å. ïîäãðóïïà B1 ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïîé B è âñå-
ìè ýòèìè ýëåìåíòàìè an,b). Çàòåì ïîâòîðèì ýòîò ïðîöåññ, çàìåíèâ B íà B1, è ïîëó÷èì
ïîäãðóïïó B2, â êîòîðîé èìåþò ðåøåíèå âñå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èç B1, èìåþ-
ùèå ðåøåíèÿ â ãðóïïå A. Îáúåäèíåíèå G ïîäãðóïï Bi (i = 1, 2, . . .) ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíòíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû A. Î÷åâèäíî, |G| 6 m|N|. �

�7 Îãðàíè÷åííûå ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû

Äîêàæåì ñíà÷àëà äâå ëåììû òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ëåììà 1.2.7.1. [6, ëåììà 9.8] Åñëè B � ïîäãðóïïà ãðóïïû A è C ÿâëÿåòñÿ B-âûñîêîé
ïîäãðóïïîé â A, òî èç âêëþ÷åíèé a ∈ A, pa ∈ C (p � ïðîñòîå ÷èñëî) ñëåäóåò, ÷òî
a ∈ B ⊕ C 6 A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ C, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè a /∈ C, òî ñîãëàñíî âûáîðó
C, ãðóïïà 〈C, a〉 ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò b ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, b = c + ka äëÿ
íåêîòîðîãî k ∈ Z òàêîãî, ÷òî (k, p) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, rk + sp = 1 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ
÷ìñåë r, s, è, òàêèì îáðàçîì, a = r(ka) + s(pa) = r(b− c) + s(pa) ∈ B ⊕ C. �
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Ëåììà 1.2.7.2. [6, ëåììà 9.9] Ïóñòü ãðóïïû A, B, C � òàêèå æå, êàê â ëåììå 1.2.7.1.
Òîãäà A = B ⊕C â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èç ðàâåíñòâà pa = b+ c (a ∈ A, b ∈
B, c ∈ C) íåïðåìåííî ñëåäóåò pb′ = b äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A = B ⊕ C è a = b′ + c′, òî pa = pb′ + pc′ = b + c äàåò pb′ = b.
Îáðàòíî, åñëè èç ðàâåíñòâà pa = b + c âñåãäà ñëåäóåò pb′ = b äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ B,
òî a − b′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé ëåììû è, ñëåäîâàòåëüíî, a − b′ ∈ B ⊕ C,
a ∈ B ⊕ C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàêòîðãðóïïà A/(B ⊕ C) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî
ïîðÿäêà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ. Íî åñëè x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
A, íå ëåæàùèé â B⊕C, òî ïåðåñå÷åíèå 〈C, x〉∩B ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò c′′+ lx = b′′

äëÿ íåêîòîðîãî c′′ ∈ C è öåëîãî ÷èñëà l. Òîãäà l 6= 0, òàê êàê B ∩ C = 0, ïîýòîìó èç
âêëþ÷åíèÿ lx = b′′ − c′′ ∈ B ⊕ C ñëåäóåò, ÷òî A/(B ⊕ C) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òàêèì
îáðàçîì A = B ⊕ C. �

Îïðåäåëåíèå 1.2.7.3. Ñèñòåìà L ýëåìåíòîâ ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîîáðà-
çóþùèõ, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû B âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ϕ : A −→ B äëÿ êîòîðîãî
L ∩ Ker ϕ = ∅ èëè = 0, ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ýòî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî êàæäàÿ íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà èç A ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò èç L. ßñíî, ÷òî ïîä-
ãðóïïà 〈L〉 äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííîé â A, è ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé êîîáðàçóþùèõ. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîáðàçóþùèõ L òàêàÿ, ÷òî |L| = 1, òî
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîöèêëè÷åñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.7.4. [6, ïðåäëîæåíèå 27.1] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà B ãðóïïû
A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà pk. Òîãäà ýê-
âèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) B � ñåðâàíòíàÿ (p-ñåðâàíòíàÿ) ïîäãðóïïà ãðóïïû A;
á) äëÿ B âûïîëíåíî ðàâåíñòâî B ∩ pkA = 0;
â) B � ïðÿìîå ñëàãàåìîé ãðóïïû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B åñòü p-ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, òî B ∩ pmA = pmB
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m > 0, â ÷àñòíîñòè äëÿ m = k, êîãäà pkB = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç
ï. à) âûòåêàåò á). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå á), è ïóñòü C � òàêàÿ B-âûñîêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû A, ÷òî pkA 6 C. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî pa = b + c
(b ∈ B, c ∈ C), òî pka = pk−1b+pk−1c, îòêóäà pk−1b = 0, òàê êàê pka ∈ C. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñòðîåíèÿ ãðóïïû B ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b′ ∈ B, ÷òî pb′ = b.
Òåïåðü ïðîñòîå èñïîëüçîâàíèå ëåììû 1.2.7.2 è òîãî ôàêòà, ÷òî qB = B äëÿ âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë q 6= p, ïîêàçûâàåò, ÷òî A = B ⊕ C, ò. å. âûïîëíåíî â). Òîò ôàêò, ÷òî èç â) ñëåäóåò
à) î÷åâèäåí. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.5. [6, ñëåäñòâèå 27.2] Âñÿêèé ýëåìåíò ïîðÿäêà p è êîíå÷íîé âûñîòû
ìîæíî âëîæèòü â êîíå÷íîå öèêëè÷åñêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ A èìååò ïîðÿäîê p è âûñîòó k < ∞, è ïóñòü
pkb = a. Òîãäà 〈b〉 � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, è ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåä-
ëîæåíèå 1.2.7.4. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.6. [6, ñëåäñòâèå 27.3] Åñëè ãðóïïà ñîäåðæèò ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà, òî îíà îáëàäàåò êîöèêëè÷åñêèì ïðÿìûì ñëàãàåìûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî p ãðóïïà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Z(p∞), òî ýòà
ïîäãðóïïà âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Åñëè ãðóïïà íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï âèäà Z(p∞),
íî ñîäåðæèò ýëåìåíòû ïîðÿäêà p, òî îíà ñîäåðæèò è ýëåìåíò ïîðÿäêà p êîíå÷íîé âûñîòû.
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1.2.7.5. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.7. [6, ñëåäñòâèå 27.4] Ïðÿìî íåðàçëîæèìûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èëè ãðó-
ïïàìè áåç êðó÷åíèÿ, èëè êîöèêëè÷åñêèìè ãðóïïàìè.

Òåîðåìà 1.2.7.8. [6, òåîðåìà 27.5] Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà, òî â ñèëó òåîðåìû 1.1.4.2 ìîæíî
íàïèñàòü B = B1⊕C, ãäå B1 � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà
pk, à â C íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè
äëÿ ãðóïïû B. Åñëè B � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, òî è ïîäãðóïïà B1 ñåðâàíòíà
â A1, è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.7.4 ñëåäóåò, ÷òî A = B1 ⊕ A1. Îòñþäà B = B1 ⊕ C1. Çäåñü
C1 � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A1, è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ C1 � ïðÿìîå
ñëàãàåìîå ãðóïïû A1. Ñëåäîâàòåëüíî, B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.9. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ êîïîðîæäåííàÿ ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà âûäåëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Òåîðåìà 1.2.7.10. [6, òåîðåìà 27.7] Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n âñÿêàÿ pnA-âûñîêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A ñëóæèò äëÿ A ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B åñòü pnA-âûñîêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Òîãäà pnB ⊆ B ∩
pnA = 0, ò. å. B � îãðàíè÷åííàÿ p-ãðóïïà. Ïðîâåðèì, ÷òî B � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû A. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî B ∩ pkA ⊆ pkB ïðè ëþáîì öåëîì k > 0. Äëÿ k = 0
ýòî âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Åñëè b = pk+1a 6= 0
(b ∈ B, a ∈ A), òî ïî ëåììå 1.2.7.1 pka ∈ pnA ⊕ B, ò. å. pka = pnc + d äëÿ íåêîòîðûõ
c ∈ A, d ∈ B. Òàê êàê pna ∈ pnA, òî k 6 n−1. Ïîýòîìó d = pka−pkc ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå
B ∩ pkA, êîòîðàÿ ðàâíà pkB â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, b =
pk+1a = pn+1c + pd äàåò b = pd ∈ pk+1B. Òàêèì îáðàçîì, B � îãðàíè÷åííàÿ ñåðâàíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.2.7.8. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.11. [6, ñëåäñòâèå 27.8] p-ïîäãðóïïó B ãðóïïû A ìîæíî âëîæèòü â
îãðàíè÷åííîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûñîòû îòëè÷íûõ
îò íóëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû B, âçÿòûå â ãðóïïå A, îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî m � âåðõíÿÿ
ãðàíü âûñîò ýëåìåíòîâ â B. Âûáåðåì pm+1A-âûñîêóþ ïîäãðóïïó C ãðóïïû A, äëÿ êîòîðîé
B 6 C, è ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî C � îãðàíè÷åííîå ïðÿìîå
ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ïîäãðóïïó B. �

Ñëåäñòâèå 1.2.7.12. [6, ñëåäñòâèå 27.9] Ýëåìåíò a, ïîðÿäîê êîòîðîãî � ñòåïåíü ïðî-
ñòîãî ÷èñëà, ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ãðóïïû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïîäãðóïïà 〈a〉 íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé âûñîòû.

Òåîðåìà 1.2.7.13. [6, òåîðåìà 25.1] Äëÿ ãðóïïû A ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. A � êîíå÷íî êîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà;
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2. A � ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû;

3. A � ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï;

4. ïîäãðóïïû ãðóïïû A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1, è ïóñòü L � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà êîîáðà-
çóþùèõ ãðóïïû A. Â ãðóïïå A íåò ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òàê êàê èíà÷å â
öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ìîæíî áûëî áû âû-
áðàòü íåíóëåâóþ ïîäãðóïïó, íå ñîäåðæàùóþ íè îäíîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ýëåìåíòà èç L.
Ñëåäîâàòåëüíî, L � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, îòêóäà 〈L〉 � êîíå÷-
íàÿ ïîäãðóïïà. Òàê êàê A � ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïîäãðóïïû 〈L〉, òî îòñþäà âûòåêàåò
2.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ò. å. A � ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé ïîä-
ãðóïïû B. Î÷åâèäíî, A ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì p-êîìïîíåíò,
è, ÷òîáû äîêàçàòü 3, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A è B � ýòî p-ãðóïïû. Òàê êàê
A[p] = B[p] � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈ A óðàâíåíèå px = a
ìîæåò èìåòü íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé â ãðóïïå A. Åñëè h(a) = ∞, òî ðåøåíèÿ
x1, . . . , xk íå ìîãóò èìåòü êîíå÷íóþ âûñîòó. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àâ ñ ýëåìåíòà a ∈ A[p]
áåñêîíå÷íîé âûñîòû, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êâàçèöèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû A. Îáú-
åäèíåíèå D âñåõ êâàçèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé ïîäãðóïïîé,
ïîýòîìó A = D⊕C. Òàê êàê C[p] � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì mâûñîò åå
ýëåìåíòîâ, è, òàêèì îáðàçîì, pm+1C = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A � ïðÿìàÿ ñóììà êîöèêëè÷å-
ñêèõ ãðóïï, ãäå ÷èñëî ñëàãàåìûõ êîíå÷íî â ñèëó êîíå÷íîñòè öîêîëÿ ãðóïïû A.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç 3 ñëåäóåò 4. Åñëè r(A) = 1, ò. å. A = Z(pk), ãäå 1 6 k 6
∞, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ r(A) = n > 1 äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðóïïàõ ðàíãà 6 n − 1 óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè âûïîëíåíî. Ïóñòü
A = Z(pk)⊕B, ãäå r(B) = n− 1, è ïóñòü G1 6 G2 6 . . . � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäãðóïï ãðóïïû A. Òîãäà B∩G1 6 B∩G2 6 . . . è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà m, èìååì
B ∩Gm = B ∩Gm+1 = . . .. Èç ñîîòíîøåíèé

Gi/(B ∩Gm) = Gi/(B ∩Gi) ∼= (B +Gi)/B 6 A/B = Z(pk) (i > m)

ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû Gi/(B ∩ Gm), à òîãäà è ãðóïïû Gi, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî èíäåêñà
ñîâïàäàþò. Ýòèì óñëîâèå 4 äîêàçàíî.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 4. Ãðóïïà A íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òàê êàê öîêîëü ãðóïïû A íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé ñóì-
ìîé, òî S(A) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà A îáëàäàåò êîíå÷íîé ñèñòåìîé
êîîáðàçóþùèõ. �

Ïðåäëîæåíèå 1.2.7.14. [6, ïðåäëîæåíèå 25.2] Ïóñòü a1, . . . , an � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A èM � ïîäãðóïïà ãðóïïû A, ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî
òîãî ñâîéñòâà, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , an. Òîãäà â ôàêòîð-
ãðóïïå A/M âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïîäãðóïï. Åñëè n = 1, òî A/M �
êîöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, ñòðîãî ñîäåðæàùàÿ M , ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäèí èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , an. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
A/M ñîäåðæèò îäèí èç ýëåìåíòîâ a1 +M, . . . , an +M , ò. å. a1 +M, . . . , an +M � ñèñòåìà
êîîáðàçóþùèõ ãðóïïû A/M . Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. �
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Òåîðåìà 1.2.7.15. [6, òåîðåìà 27.10] Äëÿ ïîäãðóïïû B ãðóïïû A ýêâèâàëåíòíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

1. ïîäãðóïïà B ñåðâàíòíà â A;

2. B/nB � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A/nB äëÿ ëþáîãî n > 0;

3. åñëè C 6 B è B/C � êîíå÷íî êîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, òî B/C � ïðÿìîå ñëàãàåìîå
ãðóïïû A/C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíî 1, òî èç ëåììû 1.2.6.2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî B/nB � ñåð-
âàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A/nB, òàê ÷òî 2 ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.7.8. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2, è ïóñòü C � ïîäãðóïïà ñî ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â 3.
Î÷åâèäíî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ãðóïïà B/C ðåäóöèðîâàííàÿ, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî êîíå÷íîñòè B/C (ñì. òåîðåìó 1.2.7.13). Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n > 0, äëÿ
êîòîðîãî nB 6 C, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ B/nB � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A/nB. Çäåñü
C/nB ñîäåðæèòñÿ â B/nB. Ïåðåõîäÿ ê ôàêòîðãðóïïå ïî C, ïîëó÷àåì, ÷òî B/C � ïðÿìîå
ñëàãàåìîå äëÿ A/C. Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Åñëè óðàâíåíèå nx = b ∈ B
èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå A, íî íå èìååò ðåøåíèÿ â B, òî b /∈ nB. Ïóñòü C � ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû B, ñîäåðæàùàÿ nB è ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäè ïîäãðóïï, íå ñîäåðæàùèõ b. Òîãäà
ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.7.14 B/C � êîöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ B/C � ïðÿ-
ìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A/C. Òàê êàê b + C(6= C) äåëèòñÿ íà n, à n(B/C) = 0, ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. �

�8 Ôàêòîðãðóïïû ïî ñåðâàíòíûì ïîäãðóïïàì

Òåîðåìà 1.2.8.1. [6, òåîðåìà 28.1] Ïîäãðóïïà B ãðóïïû A ñåðâàíòíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäûé ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû A ïî ïîäãðóïïå B ñîäåðæèò ýëåìåíò òîãî
æå ïîðÿäêà, ÷òî è ýòîò ñìåæíûé êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, è ïóñòü a∗ ∈ A/B. Åñëè
|a| = ∞, òî ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà a∗ èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Åñëè
|a∗| = n < ∞, òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ g ∈ a∗ èìååì ng ∈ B. Èç ñåðâàíòíîñòè
ïîëó÷àåì, ÷òî nb = ng äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B. Ýëåìåíò a = g − b ∈ a∗ èìååò ïîðÿäîê 6 n,
ò. å. ïîðÿäîê n. Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî ñôîðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå óñëîâèå è ng ∈ B
äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ A, òî âûáåðåì â ñìåæíîì êëàññå g + B ïðåäñòàâèòåëü a, èìåþùèé
ïîðÿäîê, ðàâíûé ïîðÿäêó ýòîãî ñìåæíîãî êëàññà. Òîãäà na = 0 è äëÿ ýëåìåíòà g − a ∈ B
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî n(g − a) = b. �

Òåîðåìà 1.2.8.2. [6, òåîðåìà 28.2] Åñëè B � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A è A/B �
ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, òî B ñëóæèò äëÿ A ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.1.1.4 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà A/B �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñêàæåì, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a∗. Ââèäó òåîðåìû 1.2.8.1 ìîæíî
âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëü a ∈ a∗ òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è a∗. Òîãäà ýëåìåíòû ïîäãðóïïû 〈a〉
ñîñòàâÿò ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû A ïî ïîäãðóïïå B.
Îòñþäà A = B ⊕ 〈a〉. �

Ñëåäñòâèå 1.2.8.3. [6, ñëåäñòâèå 28.3] Åñëè B ñåðâàíòíà â A è A/B � êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííàÿ ãðóïïà, òî B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû A.
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Òåîðåìà 1.2.8.4. [6, òåîðåìà 28.3] Äëÿ ïîäãðóïïû B ãðóïïû A ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿ:
1) ïîäãðóïïà B ñåðâàíòíà â A;
2) ïîäãðóïïà B ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ n−1B ïðè ëþáîì n > 0;
3) åñëè C � ãðóïïà, ëåæàùàÿ ìåæäó B è A, è C/B � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà,

òî B ñëóæèò äëÿ C ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäãðóïïà B ñåðâàíòíà â A, òî ïî òåîðåìàì 1.1.4.2 è 1.2.8.2
óñëîâèå 2) âûòåêàåò èç îãðàíè÷åííîñòè ãðóïïû (n−1B)/B. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî èç 2) ñëå-
äóåò 3), ìû ìîæåì â ñèëó òåîðåìû 1.1.1.5 îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà C/B � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Òîãäà C 6 n−1B äëÿ íåêîòîðîãî n, è 3) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç 2). Òàê êàê
èç 3) ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû A ïî ïîäãðóïïå B ñîäåðæèò ýëåìåíò
òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ýòîò ñìåæíûé êëàññ, òî óñëîâèå 1) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
òåîðåìû 1.2.8.1 �

Òåîðåìà 1.2.8.5. [6, òåîðåìà 28.5] Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé

m∑
j=1

nijxj = bi (bi ∈ B, i ∈ I)

íàä ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïîé B ãðóïïû A, ñîäåðæàùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî m íåèçâåñòíûõ,
èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå A, òî îíà èìååò ðåøåíèå è â B. (Â áåñêîíå÷íîì ñëó÷àå óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû íåâåðíî.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xj = aj (j = 1, . . . ,m) � ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ãðóïïå A. Â ñèëó òåîðåìû 1.2.8.4, ï. 3), ïîäãðóïïà B ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ
ïîäãðóïïû 〈Ba1, . . . , am〉 = C, ò. å. C = B ⊕ B1. Êîìïîíåíòû ýëåìåíòîâ aj â ïðÿìîì
ñëàãàåìîì B äàþò ðåøåíèå, ëåæàùåå â B. �

�9 Ñåðâàíòíî òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ëåììà 1.2.9.1. [6, ëåììà 2.4] (3× 3-ëåììà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãðàììà

0 0 0
↓ ↓ ↓

0−→A1
α1−→B1

β1−→C1−→0
λ1 ↓ µ1 ↓ ↓ ν1

0−→A2
α2−→B2

β2−→C2−→0
λ2 ↓ µ2 ↓ ↓ ν2

0−→A3
α3−→B3

β3−→C3−→0
↓ ↓ ↓
0 0 0

êîììóòàòèâíà, à âñå òðè åå ñòîëáöà òî÷íû. Òîãäà åñëè ïåðâûå äâå èëè ïîñëåäíèå äâå
ñòðîêè òî÷íû, òî îñòàâøàÿñÿ ñòðîêà òîæå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òîëüêî, ÷òî èç òî÷íîñòè äâóõ ïåðâûõ ñòðîê âûòåêàåò
òî÷íîñòü ïîñëåäíåé ñòðîêè.

Ïóñòü a3 ∈ Ker α3. Òàê êàê λ2 � ýïèìîðôèçì, òî a2λ2 = a3 äëÿ íåêîòîðîãî a2 ∈ A2. Èç
a2α2µ2 = a2λ2α3 = 0 è òî÷íîñòè ñðåäíåãî ñòîëáöà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî b1 ∈ B1,
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÷òî b1µ1 = a2α2. Èç ñîîòíîøåíèÿ b1β1ν1 = b1µ1β2 = 0 ìû ïîëó÷àåì b1β1 = 0, òàê êàê
ν1 � ìîíîìîðôèçì. Îòñþäà è èç òî÷íîñòè ïåðâîé ñòðîêè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî a1α1 = b1 äëÿ
íåêîòîðîãî a1 ∈ A1. Ñëåäîâàòåëüíî, a2α2 = b1µ1 = a1α1µ1 = a1λ1α2. Òàêèì îáðàçîì, òàê
êàê α2 � ìîíîìîðôèçì, a2 = a1λ1, îòêóäà a3 = a2λ2 = a1λ1λ2 = 0, ò. å. α3 � ìîíîìîðôèçì.

Òàê êàê λ2α3β3 = α2µ2β3 = α2β2ν2 = 0 è λ2 � ýïèìîðôèçì, òî èìååò ìåñòî α3β3 = 0.
×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî Ker β3 6 Im α3, âîçüìåì b3 ∈ Ker β3. Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
b2 ∈ B2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî b2µ2 = b3. Îòñþäà b2β2ν2 = b2µ2β3 = 0. Â ñèëó òî÷íîñòè
òðåòüåãî ñòîëáöà ñóùåñòâóåò âûòåêàåò òàêîé ýëåìåíò c1 ∈ C1, ÷òî c1ν1 = b2β2. Èç òî÷íîñòè
ïåðâîé ñòðîêè âûòåêàåò, ÷òî b1β1 = c1 äëÿ íåêîòîðîãî b1 ∈ B1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò a2 ∈ A2, äëÿ êîòîðîãî a2α2 = b2 − b1µ1, îòêóäà a2λ2α3 = a2α2µ2 = b2µ2 = b3,
ò. å. b3 ∈ Imα3.

Íàêîíåö, èç ñîîòíîøåíèÿ Imβ3 6 Imµ2β3 = Imβ2ν2 = C3 âûòåêàåò, ÷òî β3 � ýïèìîð-
ôèçì. �

Îïðåäåëåíèå 1.2.9.2. [6, ñòð. 145] Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ A
α−→ B

β−→ C −→ 0 (1.12)

íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíî òî÷íîé, åñëè Imα � Ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû B. Äàííàÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ p-ñåðâàíòíî òî÷íîé, åñëè Imα åñòü p-ñåðâàíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû B.

Äëÿ ïðîñòîòû â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé è òîé æå áóêâîé çà-
äàííûé ãîìîìîðôèçì è âñå ãîìîìîðôèçìû, èì èíäóöèðîâàííûå.

Òåîðåìà 1.2.9.3. [6, òåîðåìà 29.1] Äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.12) êàæäîå èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.12) ñåðâàíòíî òî÷-
íà:

à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ nA
α−→ nB

β−→ nC −→ 0 òî÷íà ïðè ëþáîì n;

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ A[n]
α−→ B[n]

β−→ C[n] −→ 0 òî÷íà ïðè ëþáîì n;

â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ A/nA
α−→ B/nB

β−→ C/nC −→ 0 òî÷íà ïðè ëþáîì n;

ã) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ A/A[n]
α−→ B/B[n]

β−→ C/C[n] −→ 0 òî÷íà ïðè ëþáîì n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.12) òî÷íà, òî â ï. à) îòîáðàæåíèå α � ìî-
íîìîðôèçì, β � ýïèìîðôèçì. ßäðîì îòîáðàæåíèÿ β èç à) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà αA ∩ nB,
êîòîðàÿ ðàâíà α(nA) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (1.12) � ñåðâàíòíî òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.

Â ï. á) îòîáðàæåíèå α âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, à β � ýïèìîðôèçì ïðè ëþáîì
n â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû C, èìåþùèé ïîðÿäîê n, ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì ýëåìåíòà ïîðÿäêà n èç B; ýòî ïî òåîðåìå 1.2.8.1 ýêâèâàëåíòíî ñåðâàíòíîñòè. Òàê
êàê α � ìîíîìîðôèçì, Ker β = αA ∩B[n] = αA[n].

Îñòàëüíîå ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî è èç 3× 3-ëåììû. �

Òåîðåìà 1.2.9.4. [6, òåîðåìà 29.2] Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.12) ñåðâàíòíî òî÷íà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G èíúåêòèâíà îòíîñèòåëüíî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.12), ò. å. äëÿ âñÿêîé êîöèêëè÷åñêîé ãðóïïû G äèàãðàììà

0−→A
α−→B

β−→C−→0
ϕ↓ ↙ ψ
G
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ìîæåò áûòü âëîæåíà â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ãî-
ìîìîðôèçìà ψ : B −→ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà G1 ⊕ . . . ⊕ Gm èíúåê-
òèâíà îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.12) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ãðóïïà
Gi èíúåêòèâíà îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó ãðóïïó G ìîæíî ñ÷èòàòü
êîíå÷íî êîïîðîæäåííîé. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ϕ � ýïè-
ìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà ψ ýêâèâàëåíòíî âîçìîæíîñòè ïðîäîëæèòü
èçîìîðôèçì A/Ker ϕ ∼= G äî ãîìîìîðôèçìà B/(Ker ϕ)α −→ G, ò. å. ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî (A/Ker ϕ)α � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû B/(Ker ϕ)α. Òåïåðü îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü
òåîðåìó 1.2.7.15. �

Òåîðåìà 1.2.9.5. [6, òåîðåìà 29.3] Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî,
÷òîáû òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.12) áûëà ñåðâàíòíî òî÷íîé, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâ-
íîñòü îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.12) ëþáîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G è ëþáîãî
ãîìîìîðôèçìà ϕ : G −→ C ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψ : G −→ B, ïðè êîòîðîì ñòàíî-
âèòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììà

G
ψ ↙ ↓ϕ

0−→A
α−→B

β−→C−→0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, äâîéñòâåííûìè ê ïðåäûäóùåìó
äîêàçàòåëüñòâó, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1.2.8.4. �

�10 Ñåðâàíòíàÿ ïðîåêòèâíîñòü è ñåðâàíòíàÿ èíúåêòèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.2.10.1. [6, ñòð. 149] Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíî ïðîåêòèâíîé, åñëè
îíà ïðîåêòèâíà îòíîñèòåëüíî êëàññà ñåðâàíòíî òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò. å. åñëè
êàæäàÿ äèàãðàììà

X
ψ ↙ ↓ ϕ

0−→A
α−→B

β−→C−→0

(1.13)

ñ ñåðâàíòíî òî÷íîé ñòðîêîé ìîæåò áûòü ïîïîëíåíà ñîîòâåòñòâóþùèì ãîìîìîðôèçìîì ψ :
X −→ B òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà.

Ëåììà 1.2.10.2. [6, ëåììà 30.1] Äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïðÿìàÿ ñóììà
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï X =

∑
i∈I〈xi〉 è òàêîé ãîìîìîðôèçì η : X −→ A, ÷òî Ker η �

ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ai}i∈I � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A, è ïóñòü Ai =
〈ai〉. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ai âîçüìåì ãðóïïó 〈xi〉, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Ai = 〈ai〉, è ïî-
ëîæèì X =

∑
i∈I〈xi〉. Âëîæåíèÿ ηi : 〈xi〉 −→ A, ãäå xiηi = ai, ïîðîæäàþò ýïèìîðôèçì

η : X −→ A, ÿäðî êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç K. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî K � ñåðâàíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Ïóñòü nx = b ∈ K äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X. Åñëè xη = ai ∈ A, òî èç
xiη = ai èìååì x − xi ∈ K. Òàê êàê nai = (nx)η = bη = 0 è |xi = |ai|, òî nxi = 0, îòêóäà
n(x− xi) = b. �
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Òåîðåìà 1.2.10.3. [6, òåîðåìà 30.2] Ãðóïïà ñåðâàíòíî ïðîåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ò. å. X =
∑

i∈I〈xi〉, è
ïóñòü â äèàãðàììå (1) ñòðîêà ñåðâàíòíî òî÷íà. Èç òåîðåìû 1.2.9.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
i ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò bi ∈ B, ÷òî biβ = xiϕ è |bi| = |xiϕ|. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì
ψ : X −→ B òàê, ÷òîáû îí ïðîäîëæàë ñîîòâåòñòâèå xi 7−→ bi; ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà
ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ è ñòðîåíèå ãðóïïû X, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ãîìîìîðôèçì ψ ïðåâðàùàåò äèàãðàììó 1.13 â êîììóòàòèâíóþ.

Îáðàòíî, ïóñòü ãðóïïà X ñåðâàíòíî ïðîåêòèâíà. Ïî ëåììå 1.2.10.2 ñóùåñòâóåò äèà-
ãðàììà

X
ψ ↙ ‖

0−→K
ξ−→G

η−→X−→0

ñ ñåðâàíòíî òî÷íîé ñòðîêîé, ãäå G � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ ìîæíî íàéòè òàêîé ãîìîìîðôèçì ψ : X −→ G, ÷òî ψη = 1X . Ñëåäîâàòåëüíî, ψ �
èíúåêöèÿ íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû G. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïû ïðÿìûõ ñóìì öèêëè÷å-
ñêèõ ãðóïï ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, X � òàêæå ïðÿìàÿ
ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. �

Îïðåäåëåíèå 1.2.10.4. [6, ñòð.150] Íàçîâåì ãðóïïó Y ñåðâàíòíî èíúåêòèâíîé, åñëè âñÿ-
êàÿ äèàãðàììà

0−→A
α−→B

β−→C−→0
ϕ↓ ↙ ψ
Y

(1.14)

ìîæåò áûòü âëîæåíà â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ãîìîìîð-
ôèçìà ψ : B −→ Y .

Ëåììà 1.2.10.5. [6, ëåììà 30.3] Âñÿêóþ ãðóïïó ìîæíî âëîæèòü â êà÷åñòâå ñåðâàíòíîé
ïîäãðóïïû â äåêàðòîâó ñóììó êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Bi (i ∈ I) � ñåìåéñòâî âñåõ ôàêòîðãðóïï äàííîé ãðóïïû A, è
ïóñòü B =

∑
i∈IBi. Ýïèìîðôèçìû ηi : A −→ Bi èíäóöèðóþò ãîìîìîðôèçì

η =: A −→ B.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A, a 6= 0, ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ηi, ÷òî a
íå ëåæèò â åãî ÿäðå (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.2.7.14, òî η ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. ×òîáû
äîêàçàòü ñåðâàíòíîñòü ïîäãðóïïû Im η â B, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ A, a /∈ pnA, è âûáåðåì
â A ïîäãðóïïó M , ìàêñèìàëüíóþ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ pnA 6 M è a /∈ M . Òîãäà ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.2.7.14 A/M áóäåò êîöèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, è èç âêëþ÷åíèÿ pnA 6 M ìû
ïîëó÷èì, ÷òî A/M = Z(pk), ãäå k 6 n. Òàê êàê A/M = Bi äëÿ íåêîòîðîãî i è ýëåìåíò
a+M èìååò â ãðóïïå A/M âûñîòó 6 k − 1, òî âêëþ÷åíèå aη ∈ pkB íåâîçìîæíî. �

Òåîðåìà 1.2.10.6. [6, òåîðåìà 30.4] Ãðóïïà ñåðâàíòíî èíúåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà � ïðÿìîå ñëàãàåìîå äåêàðòîâîé ñóììû êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ïðÿìîå ñëàãàåìîå äåêàðòîâîé ñóììû G =
∑
Gi, ãäå âñå

Gi � êîöèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïóñòü πi, ρi � êîîðäèíàòíûå ïðîåêöèè è èíúåêöèè, ñâÿçàí-
íûå ñ ýòèì äåêàðòîâîé ñóììîé, è ïóñòü π : G −→ Y , ρ : Y −→ G òàêîâû, ÷òî πρ = 1Y .
Åñëè â äèàãðàììå 1.14 ñòðîêà ñåðâàíòíî òî÷íà, òî ïî òåîðåìå 1.2.9.4 äëÿ êàæäîãî i ñó-
ùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå ψi : B −→ Gi, ÷òî ϕρπi = αψi. Îòîáðàæåíèÿ ψi ïîðîæäàþò
îòîáðàæåíèå ψ : B −→ G, ãäå ψπi = ψi. Îòñþäà ϕρπi = αψπi äëÿ êàæäîãî i, ò. å. ϕρ = αψ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ = ϕρπ = αψπ è ψπ : B −→ Y � èñêîìûé ãîìîìîðôèçì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà Y ñåðâàíòíî èíúåêòèâíà. Ïî ëåììå 1.2.10.5 ñóùåñòâó-
åò ñåðâàíòíî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ Y −→ G −→ H −→), ãäå G � äåêàðòîâà
ñóììà êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Â ñèëó ñåðâàíòíîé èíúåêòèâíîñòè, òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå Y −→ Y ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ G −→ Y , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà
Y èçîìîðôíà ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ãðóïïû G. �

1.3 Àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûå ãðóïïû

�1 Àëãåáðàè÷åñêàÿ êîìïàêòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.3.1.1. [6, ñòð. 187] Ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé, åñ-
ëè îíà âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì èç âñÿêîé ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé åå â êà÷åñòâå
ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïû.

Òåîðåìà 1.3.1.2. [6, òåîðåìà 38.1] Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ãðóïïû A ýêâèâàëåíòíû:
à) ãðóïïà A ñåðâàíòíî èíúåêòèâíà;
á) ãðóïïà A àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà;
â) ãðóïïà A � ïðÿìîå ñëàãàåìîå äåêàðòîâîé ñóììû êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï;
ã) ãðóïïà A â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ãðóïïû, äîïóñêà-

þùåé êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ;
ä) åñëè âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä A èìååò ðåøåíèå â ãðóï-

ïå A, òî è âñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçðåøèìà â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè ïî öèêëó. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå à), è ïóñòü A � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Èç íàëè÷èÿ ñåðâàíòíî
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 −→ A −→ G −→ G/A −→ 0 è èç óñëîâèÿ à) ìû ïîëó÷àåì,
÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 1A : A −→ A ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîðôèçìà G −→
A. Ñëåäîâàòåëüíî, A � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû G, ÷òî äîêàçûâàåò á).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå á). Ïî ëåììå 1.2.10.5 ãðóïïó A ìîæ-
íî âëîæèòü â êà÷åñòâå ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïû â äåêàðòîâó ñóììó êîöèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç ï. á) âûòåêàåò â).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî â). Òàê êàê äåêàðòîâà ñóììà êîìïàêòíûõ ãðóïï ñàìà
êîìïàêòíà â òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ è òàê êàê ñâîéñòâî áûòü ïðÿìûì ñëàãàåìûì òðàíçè-
òèâíî, òî ñâîéñòâî ã) áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî èì îáëàäàþò êîöèêëè÷åñêèå
ãðóïïû. Íî ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ãðóïïà Z(pk) (k < ∞) êîìïàêòíà â äèñêðåòíîé òîïî-
ëîãèè, à ãðóïïà Z(p∞) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå àääèòèâíîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðàÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ãðóïïîé.

×òîáû âûâåñòè ä) èç ã), âîçüìåì ñèñòåìó óðàâíåíèé∑
j∈J

nijxj = ai (ai ∈ A, i ∈ I), (1.15)
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ãäå nij �öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè ôèêñèðîâàííîì i ïî÷òè âñå ðàâíû íóëþ, è ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âñÿêàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà èìååò â ãðóïïå A ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ã)
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà B, ÷òî ãðóïïà A ⊕ B = C äîïóñêàåò êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.15) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé íàä ãðóïïîé
C. Ðåøåíèå i-îãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.15) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò (. . . , cj, . . .)
ãðóïïû CJ = C, ãäå ýëåìåíòû xj = cj (j ∈ J) óäîâëåòâîðÿþò i-îìó óðàâíåíèþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé i-îãî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Xi êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà C. Êðîìå òîãî, ïîäìíîæåñòâî Xi çàìêíóòî, òàê êàê îíî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì.
Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ Xi èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà C ïåðåñå÷åíèå ∩Xi âñåõ ïîäìíîæåñòâ Xi

íå ïóñòî, ïîýòîìó âñÿêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.15) äîïóñêàåò ðåøåíèå â C. Êîìïîíåíòû
ýòîãî ðåøåíèÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì A ãðóïïû C äàþò ðåøåíèå â ãðóïïå A.

Íàêîíåö ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ä). Ïóñòü 0 −→ B −→ C −→ C/B −→
0 � ñåðâàíòíî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è η : B −→ A� ãîìîìîðôèçì. Ïóñòü cj(j ∈ J) �
ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû C ïî ìîäóëþ B è∑

j∈J

= nijcj = bi ∈ B (i ∈ I)

âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè cj è ýëåìåíòàìè ãðóïïû B. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ∑

j∈J

nijxj = biη(∈ A) (i ∈ I). (1.16)

Êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (1.16) ñîäåðæèò ÿâíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
xj1 , . . . , xjk . Â ñèëó ñåðâàíòíîñòè ïîäãðóïïà B âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì èç ïîäãðóï-
ïû B′ = 〈B, cj1 , . . . , cjk〉, ò. å. B′ = B ⊕ C ′ (ñì. òåîðåìó 1.2.8.4), è îáðàçû êîìïîíåíò â B
ýëåìåíòîâ cj1 , . . . , cjk ïðè ãîìîìîðôèçìå η äàþò ðåøåíèå â ãðóïïå A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòå-
ìà (1.16) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì ï. ä). Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå xj = aj âñåé ñèñòåìû (1.16). Ñîîòâåòñòâèå cj 7−→ aj ïîðîæäàåò ïðîäîëæåíèå ãî-
ìîìîðôèçìà η äî ãîìîìîðôèçìà C −→ A. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå à). �

Ñëåäñòâèå 1.3.1.3. [6, ñëåäñòâèå 38.2] Ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóï-
ïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì äåêàðòîâîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, òî äëÿ
íåêîòîðîé ãðóïïû B èìååì A⊕B = C = C1⊕C2, ãäå C1 � äåêàðòîâà ñóììà öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï Z(pk), à C2 � äåêàðòîâà ñóììà êâàçèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Î÷åâèäíî, C2 ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé äåëèìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû C. Â ñèëó òîãî, ÷òî, C2 � âïîëíå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ñëåäîâàòåëüíî, C2 = (A ∩ C2) ⊕ (B ∩ C2). Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü
äîëæíî áûòü íóëåâûì (â ñèëó ðåäóöèðîâàííîñòè). Ïîýòîìó C2 6 B è A⊕(B/C2) ∼= C1. �

Ñëåäñòâèå 1.3.1.4. [6, ñëåäñòâèå 38.3] Äåêàðòîâà ñóììà ãðóïï àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêò-
íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà.

Îáúåäèíÿÿ ëåììó 1.2.10.5 ñ ýòîé òåîðåìîé, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.3.1.5. [6, ñëåäñòâèå 38.4] Âñÿêóþ ãðóïïó ìîæíî âëîæèòü â êà÷åñòâå ñåð-
âàíòíîé ïîäãðóïïû â àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíóþ ãðóïïó.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.1.6. [6, ïðåäëîæåíèå 38.5] Ãðóïïà A àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ âñÿêîé òàêîé ãðóïïû G, ÷òî
A � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, à ôàêòîðãðóïïà G/A èçîìîðôíà ãðóïïå Q èëè
íåêîòîðîé ãðóïïå Z(p∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ãðóïïà A îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà ãðóïïà A äîëæíà âûäåëÿòüñÿ ïðÿìûì
ñëàãàåìûì èç âñÿêîé ãðóïïû G, ãäå îíà � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà è G/A � äåëèìàÿ ãðóï-
ïà. Â ñàìîì äåëå, ýòî âûòåêàåò èç íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé, ëåììû 1.1.1.4 è òåîðåìû 1.2.2.1.
Ðàññìîòðèì, äàëåå, ñëó÷àé, êîãäà A �ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è G/A � ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ãðóïïà. Åñëè B/A � áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G/A, òî èç òåîðåìû 1.2.8.2 èìååì
B = A ⊕ B′ äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû B′ 6 B. Òåïåðü G/B ∼= (G/A)/(B/A) � äåëèìàÿ
ãðóïïà, ïîýòîìó G/B′ ñîäåðæèò B/B′ ∼= A â êà÷åñòâå ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïû, ôàêòîðãðóï-
ïà ïî êîòîðîé äåëèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, G/B′ = B/B′ ⊕ G′/B′ äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû
G′ 6 G. Òàê êàê G = B+G′ = A+B′+G′ = A+G′ è A∩G′ = (A∩B)∩G′ = A∩ (B∩G′) =
A ∩B′ = 0, òî G = A⊕G′.

Åñëè G/A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî èç òåîðåìû 1.2.5.7 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ãðóïïà H, ÷òî G 6 H è H/A � äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Ïî ïåðâîé ÷àñòè
íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà ãðóïïà A ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ ãðóïïû H, à òîãäà
è äëÿ ãðóïïû G. Íàêîíåö, åñëè G/A � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà è T/A � åå ïåðèîäè÷åñêàÿ
÷àñòü, òî A ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ ãðóïïû T , ò. å. T = A⊕T ′, à òàê êàê T/T ′ ∼= A�
ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû G/T ′, òî G = A⊕G′ äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû G′ 6 G. �

�2 Ïîëíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.3.2.1. [6, ñòð. 42] Z-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ � ýòî òàêàÿ òîïîëîãèÿ, â êî-
òîðîé áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ îáðàçóþò ïîäãðóïïû nA (n ∈ Z). Àíàëîãè÷íî, p-àäè÷åñêàÿ
òîïîëîãèÿ � ýòî òàêàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ îáðàçóþò ïîäãðóï-
ïû pnA.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2.2. [6, ñòð. 82] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî èíäåêñà i ∈ I ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ j ∈ I,
÷òî

ak − ak′ ∈ Ui, åñëè k, k′ > j.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2.3. [6, ñòð. 82] Ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â çàäàííîé òîïîëîãèè,
åñëè îíà õàóñäîðôîâà è åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ãðóïïå A èìååò â A
ïðåäåë.

Òåîðåìà 1.3.2.4. [6, òåîðåìà 39.1] Ãðóïïà ïîëíà â Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè òîãäà è òî-
ëüêî òîãäà, êîãäà îíà � ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A � ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêè êîì-
ïàêòíàÿ ãðóïïà. Èç ñëåäñòâèÿ 1.3.1.3 ìû çíàåì, ÷òî îíà ñëóæèò ïðÿìûì ñëàãàåìûì äëÿ
äåêàðòîâîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ ãðóïï Z(pk). Òàê êàê êàæäàÿ ãðóïïà Z(pk) ïîëíà â ñâîåé
Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè è äåêàðòîâà ñóììà ïîëíûõ ãðóïï âíîâü ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé,
ãðóïïà A ïîëíà â ñâîåé Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà A ïîëíà â ñâîåé Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òîãäà ãðóïïà
A õàóñäîðôîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðåäóöèðîâàííàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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ãðóïïà A ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ äåëèìóþ ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëà-
ãàåìûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíà. Íî äåëèìàÿ ãðóïïà, î÷åâèäíî, íåïîëíà â Z-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèè. Ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò ãðóïïó A â êà÷åñòâå ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïû, ïðè÷åì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G/A � äåëèìàÿ ãðóïïà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íóæíî
òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî A ñëóæèò äëÿ G ïðÿìûì ñëàãàåìûì (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.3.1.6).

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà A ïëîòíà â G. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäãðóïïà A ïëîòíà â Z-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèè, åñëè äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H êîíå÷íîãî èíäåêñà A+H = G. ßñíî, ÷òî åå îáðàç
â ãðóïïå G/A òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êîíå÷íîãî èíäåêñà. Íî òàê êàê G/A � äåëèìàÿ
ãðóïïà, îíà íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà. Åñëè ãðóïïà G õàóñäîðôîâà â ñâîåé
Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè, òî â ñèëó ïëîòíîñòè ïîäãðóïïû A â G êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç A. Òàê êàê èíäóöèðîâàííàÿ
òîïîëîãèÿ ãðóïïû A ñîâïàäàåò ñ Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèåé ãðóïïû A, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â ãðóïïå A, îòêóäà g ∈ A è A = G.

Ïóñòü X � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïîëîæèì U(G) = G1 = ∩ϕKer ϕ,
ãäå ϕ : A −→ X ∈ X. Åñëè ãðóïïà G íå õàóñäîðôîâà, òî ãðóïïà G/G1 õàóñäîðôîâà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåë õàóñäîðôîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ∩Ui,
ãäå Ui � ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà. Íî î÷åâèäíî, ÷òî G1 6 ∩Ui. Â ñèëó ïðåäëî-
æåíèÿ 1.3.1.3, ñïðàâåäëèâî A ∩ G1 = 0, ïîýòîìó A1

∼= (A + G1)/G1 ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíò-
íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/G1. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, A ∼= G/G1, ñëåäîâàòåëüíî,
G = A⊕G1. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2.5. [6, ïðåäëîæåíèå 13.1] Ïóñòü ãðóïïà A ïîëíà â íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè. Ïîäãðóïïà ãðóïïû A çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëíà â èíäóöè-
ðîâàííîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî îáû÷íàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåììà. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2.6. [6, ïðåäëîæåíèå 13.2] Åñëè B � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ïîëíîé
ãðóïïû A, è B ñîäåðæèò ñ÷åòíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ, òî ôàêòîðãðóïïà A/B ïîëíà
â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ áàçà {Um}m îêðåñòíîñòåé íóëÿ
â A, ÷òî U1 ⊇ U2 ⊇ . . . è ∩mUm = 0. Ãðóïïû Um = (Um + B)/B (m = 1, 2, . . .) îáðàçóþò
áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ â A/B. Ïóñòü a1 +B, . . . , am +B, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
â ãðóïïå A/B, êîòîðóþ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñòîé, ò. å. òàêîé,
÷òî am+1 − am + B ⊆ Um + B äëÿ ëþáîãî m. Ïîëîæèì c1 = a1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýëåìåíòû c1, . . . , cm ∈ A óæå âûáðàíû òàê, ÷òî ci ∈ ai + B è ci − ci−1 ∈ Ui−1, i = 2, . . . ,m.
Òîãäà am+1 − cm = um + bm ∈ am+1 + B äëÿ íåêîòîðûõ um ∈ Um, bm ∈ B. Ïîëîæèì
cm+1 = am+1 − bm ∈ am+1 + B è ïîëó÷èì cm+1 − cm ∈ Um. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cm}m ñî ñâîéñòâàìè cm ∈ am + B è cm+1 − cm ∈ Um ïðè ëþáîì
m. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ïîìîùüþ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {am + B} ãðóïïû
A/B ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {cm} â ãðóïïå A. Åñëè a ∈ A � ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cm}, òî a = a + B � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {am + B}. Òàê êàê
B � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A, òî ãðóïïà A/B õàóñäîðôîâà. �

Çàìå÷àíèå. ×àñòü òåîðåìû 1.3.2.4, êàñàþùóþñÿ íåîáõîäèìîñòè, ìîæíî íåìíîãî óñèëèòü,
çàìåòèâ, ÷òî ãðóïïà A ïîëíà â Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè, åñëè îíà ïîëíà â íåêîòîðîé [õà-
óñäîðôîâîé] òîïîëîãèè, áîëåå ãðóáîé, ÷åì Z-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
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a1, . . . , an . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè, ãäå, êàê ìîæíî ïðåä-
ïîëàãàòü, äëÿ ëþáîãî n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî an − an+1 = n!gn [ïðè íåêîòîðîì gn ∈ A].
(Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðîðåäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.) Ïîëîæèì

bnk = gn + (n+ 1)gn+1 + . . .+ (n+ 1) . . . (n+ k)gn+k.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn0, . . . , bnk, . . . áóäåò ñíîâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â Z-
àäè÷åñêîé òîïîëîãèè, òàê êàê k!|(n + 1) . . . (n + k), è ìû áóäåì èìåòü an = n!bnk + an+k+1

äëÿ ëþáûõ n è k. Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â áîëåå ãðóáîé òîïîëîãèè, ïîýòîìó ïðè k −→ ∞ ïîëó÷èì
an = n!bn+a, ãäå a è bn � ïðåäåëû ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {bnk}. Ñëå-
äîâàòåëüíî, a− an ∈ n!A è ýëåìåíò a ñëóæèò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} òàêæå â
Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Òàê êàê Z-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ãðóïïû A èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ íà ïîäãðóïïå B, áîëåå
ãðóáóþ, ÷åì Z-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ãðóïïû B (ãðóïïà B íå îáÿçàíà áûòü ñåðâàíòíîé), òî
èç òåîðåìû 1.3.2.4, íàøåãî çàìå÷àíèÿ, ïðåäëîæåíèÿ 1.3.2.5 è ïðåäëîæåíèÿ 1.3.2.6 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.3.2.7. [6, ñëåäñòâèå 39.2] Åñëè A � ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêè êîì-
ïàêòíàÿ ãðóïïà è B � òàêàÿ åå ïîäãðóïïà, ÷òî (A/B)1 = 0, òî B è A/B � ðåäóöèðî-
âàííûå àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûå ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 1.3.2.8. [6, ñëåäñòâèå 39.3] Åñëè θ � ýíäîìîðôèçì ïîëíîé ãðóïïû A, òî Ker θ
è Im θ � ïîëíûå ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì B = Ker θ, ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 1.3.2.7 è çàìåòèì, ÷òî
A/Ker θ � ïîëíàÿ ãðóïïà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.2.6. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2.9. [6, ïðåäëîæåíèå 39.4] Îáðàòíûé ïðåäåë ðåäóöèðîâàííûõ àëãåáðà-
è÷åñêè êîìïàêòíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííîé àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé ãðóïïîé.
Â ÷àñòíîñòè, Jp (ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë) � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáùåé òåîðèè ïðîêîíå÷íûõ ãðóïï ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûé ïðåäåë
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé äåêàðòîâîé ñóììû â òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ. Â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèé è ñëåäñòâèÿ 1.3.1.4 äåêàðòîâà ñóììà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé
ãðóïïîé. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1.3.2.7. �

Òåîðåìà 1.3.2.10. [6, òåîðåìà 39.5] Äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ãðóïïà

Â = lim
←−n

A/nA

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå µ : a 7→ (. . . , a + nA, . . .) ∈ Â èìååò ÿäðî

A1, Aµ � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Â è Â/Aµ � äåëèìàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ãðóïïû A/nA îãðàíè÷åííûå è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêè
êîìïàêòíûå, òî ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3.2.9. Î÷åâèäíî, Aµ = 0
äàåò a ∈ nA äëÿ ëþáîãî n, îòêóäà Ker µ = A1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòà â = (. . . , an + nA, . . .)
(an ∈ A) âûïîëíåíî ðàâåíñòâîmâ = Aµ ïðè íåêîòîðîì a ∈ A, òîman−a ∈ nA äëÿ êàæäîãî
n, â ÷àñòíîñòè äëÿ n = m, îòêóäà a ∈ mA, ÷òî äàåò ñåðâàíòíîñòü ïîäãðóïïû Aµ â ãðóïïå
Â. ×òîáû äîêàçàòü äåëèìîñòü ãðóïïû Â/Aµ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ

òîïîëîãèÿ â ãðóïïå Â ñîâïàäàåò ñ Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèåé, òàê êàê òîãäà èç ïëîòíîñòè
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ïîäãðóïïû Aµ â ãðóïïå Â ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòü äåëèìîñòü Â/Aµ. (Ïëîòíîñòü ãðóïïû A
âûòåêàåò èç [6, òåîðåìà 13.6] è ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.)

Ïîñêîëüêó ãðóïïû A/nA îãðàíè÷åííûå è, ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíûå, òî îêðåñòíî-

ñòÿìè íóëÿ â ãðóïïå Â ñëóæàò Un = π−1
n 0, ãäå πn åñòü n-àÿ êîîðäèíàòíàÿ ïðîåêöèÿ

Â −→ A/nA. Ïîêàæåì, ÷òî Un = nÂ. Òàê êàê âêëþ÷åíèå nÂ ⊆ Un î÷åâèäíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî â ∈ Un, ò. å. â = (. . . , am+mA, . . .), ãäå an = 0. Äëÿ ëþáîãîm ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
cm ∈ A, ÷òî a(m+1)!n− am!n = m!ncm. Ïîëîæèì b1 = 0 è bm+1 = bm +m!cm ïðè m > 1. Òîãäà

ïî èíäóêöèè ïîëó÷èòñÿ am!n = nbm äëÿ êàæäîãî m > 1, è b̂ = (. . . , bm +m!A, . . .) ∈ Â. Äëÿ
ýòîãî ýëåìåíòà b̂ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî nb̂ = â, îòêóäà Un ⊆ nÂ. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2.11. [6, ïðåäëîæåíèå 39.7] Ãîìîìîðôèçì α : A −→ B èíäóöèðóåò

åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì α̂ : Â −→ B̂, äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà

A
α−→B

µ↓ ↓ ν
Â

bα−→B̂

(1.17)

êîììóòàòèâíà (âåðòèêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ � êàíîíè÷åñêèå).

Îïðåäåëåíèå 1.3.2.12. [6, ñòð. 194] Ãðóïïà Â íàçûâàåòñÿ Z-àäè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì ãðó-

ïïû A. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.2.11 ñîîòâåòñòâèå A 7→ Â, α 7→ α̂ ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì èç
êàòåãîðèè A â êàòåãîðèþ ïîëíûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 1.3.2.13. [6, òåîðåìà 12.3] Ïóñòü

A = {Ai(i ∈ I);πji }, B = {Bi(i ∈ I); ρji}, C = {Ci(i ∈ I);σji }

� îáðàòíûå ñïåêòðû ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ I è ϕ : A −→ B, ψ :
B −→ C � òàêèå ãîìîìîðôèçìû, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ A
ϕ−→ B

ψ−→ C

òî÷íà (ò. å. äëÿ êàæäîãî i òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Ai
ϕi−→ Bi

ψi−→ Ci).

Òîãäà äëÿ îáðàòíûõ ïðåäåëîâ èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ A∗
ϕ∗−→ B∗

ψ∗−→ C∗,

ãäå A∗ = lim
←− I

Ai (è àíàëîãè÷íî B∗ è C∗), à ϕ∗ è ψ∗ � êàíîíè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ãîìî-

ìîðôèçìîâ ϕ è ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êàæäûé ãîìîìîðôèçì ϕi � ìîíîìîðôèçì è aϕ∗ = 0 äëÿ íåêî-
òîðîãî a ∈ A∗, òî aπiϕi = aϕ∗ρi = 0, îòêóäà aπi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ I, ò. å. a = 0. Åñëè
πi, ρi, σi � êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, òî äèàãðàììà

0−→A∗
ϕ∗−→B∗

ψ∗−→C∗

↓ πi ↓ ρi ↓ σi
0−→Ai

ϕi−→Bi
ψi−→Ci

(i ∈ I)
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êîììóòàòèâíà. Ïóñòü b ∈ Ker ψ∗. Â ñèëó òîãî, ÷òî bρiψi = bψ∗σi = 0, è òî÷íîñòè íèæíåé
ñòðîêè ïðè êàæäîì i ∈ I ñóùåñòâóåò ai ∈ Ai, äëÿ êîòîðîãî aiϕi = bρi. Ïðè j > i èìååì
ajπ

j
iϕi = ajϕjρ

j
i = bρjρ

j
i = bρi = aiϕi, îòêóäà ajπ

j
i = ai, òàê êàê ϕi � ìîíîìîðôèçì. Ìû

çàêëþ÷àåì, ÷òî a = (. . . , ai, . . . , aj, . . .) ∈ A∗. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà a èìååì aϕ∗ρi = aπiϕi =
aiϕi = bρi ïðè êàæäîì i, îòêóäà aϕ∗ = b. �

Òåîðåìà 1.3.2.14. [6, òåîðåìà 39.8] Ïóñòü 0 −→ A
α−→ B

β−→ C −→ 0 � ñåðâàíòíî
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Â
bα−→ B̂

bβ−→ Ĉ −→ 0 (1.18)

òî÷íà è ðàñùåïëÿåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðâàíòíî òî÷íà, òî â ñèëó òåîðå-
ìû 1.2.9.3 èíäóöèðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 −→ A/nA −→ B/nB −→ C/nC −→ 0
òî÷íû äëÿ âñåõ n. Èç òåîðåìû 1.3.2.10 è òåîðåìû 1.3.2.13 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Â
bα−→ B̂

bβ−→ Ĉ

òî÷íà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1.18 äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî β̂ � ýïèìîðôèçì. Çäåñü Im β̂ 6 Ĉ, è èç ñëåäñòâèÿ 1.3.2.7 âûòåêàåò ïîëíîòà
ãðóïïû Im β̂. Òàê êàê Im β̂ ñîäåðæèò îáðàç ãðóïïû C ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè,
ïëîòíûé â ãðóïïå Ĉ, òî îáÿçàòåëüíî Im β̂ = Ĉ. Ïëîòíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Ĉ ÿâëÿåòñÿ
ïîïîëíåíèåì ãðóïïû C. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñåðâàíòíîñòü ïîäãðóïïû Im α̂ ∼= Â â ãðóïïå B̂.
Îòîáðàæåíèå a + A1 7→ aα + B1 ïåðåâîäèò A/A1 â ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû B/B1.

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî ïîäãðóïïà Bν ñåðâàíòíà â B̂ ñëåäóåò, ÷òî Aαν � ñåðâàíòíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû B̂. Òàê êàê αν = µα̂ (ñì. 1.17) è Âα̂/Aµα̂ � äåëèìàÿ ãðóïïà, òî ïîäãðóïïà

Âα̂ ñåðâàíòíà â B̂. �

Òåîðåìà 1.3.2.15. [6, òåîðåìà 39.9] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíàÿ ãðóïïà A ñîäåðæèòñÿ
â ïðÿìîé ñóììå

∑
i∈I Ci òàêèõ ãðóïï Ci, ÷òî C

1
i = 0 äëÿ êàæäîãî i. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå öåëîå ÷èñëî n > 0, ÷òî ïîäãðóïïà nA ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ãðóïï Ci.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nj, . . . , ãäå nj|nj+1, è ñóùåñòâóþò òàêèå ãðóïïû Bj, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ãðóïï Ci, ÷òî ýòè Bj ïîðîæäàþò â∑
Ci ïîäãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ èõ ïðÿìîé ñóììîé, è

njA ∩
j−1∑
k=1

Bk 6 njA ∩
j∑

k=1

Bk (j = 1, 2, . . .).

Ïóñòü aj � ýëåìåíò, âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü, íî íå ëåæàùèé â ëåâîé ÷àñòè; òîãäà ýëåìåíò
aj−1 èìååò íóëåâóþ êîìïîíåíòó â Bj, à ýëåìåíò aj � íåíóëåâóþ. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Êîøè a1, . . . , aj . . . ∈ A íå ìîæåò èìåòü ïðåäåëà â

∑
iCi. �

Ñëåäñòâèå 1.3.2.16. [6, ñëåäñòâèå 39.10] Åñëè A =
∑

i∈I Ci � ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ïîëíîé
ãðóïïû A, òî âñå Ci � ïîëíûå ãðóïïû è ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî n > 0, ÷òî nCi = 0
äëÿ ïî÷òè âñåõ i ∈ I.
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�3 Ñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûõ ãðóïï

Ëåììà 1.3.3.1. [6, ëåììà 9.3] Åñëè A = B ⊕ C è G � âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû A, òî G = (G ∩B)⊕ (G ∩ C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π, θ � ïðîåêöèè, ñâÿçàííûå â ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì A = B⊕C.
Òàê êàê G � âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, Gπ è Gθ � ïîäãðóïïû ãðóïïû G.
Äàëåå, èç âêëþ÷åíèé Gπ 6 B è Gθ 6 C ñëåäóåò, ÷òî Gπ ∩ Gθ = 0, à g = gπ + gθ (g ∈ G)
äàåò G = Gπ + Gθ, òàê ÷òî G = Gπ ⊕ Gθ. Î÷åâèäíî, Gπ 6 G ∩ B è Gθ 6 G ∩ C, îòêóäà
îáÿçàòåëüíî Gπ = G ∩B è Gθ = G ∩ C. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3.2. [6, ïðåäëîæåíèå 40.1] Ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà A àëãåáðàè÷åñêè
êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò âèä

A =
∑
p

Ap, (1.19)

ãäå êàæäàÿ ãðóïïà Ap ïîëíà â ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè (ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî
âñåì ðàçëè÷íûì ïðîñòûì ÷èñëàì p). Ãðóïïû Ap îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîé A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ãðóïïà A àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà, è
ïóñòü A ⊕ B = C � äåêàðòîâà ñóììà öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï (ñì. ñëåäñòâèå 1.3.1.3). Ñîáå-
ðåì ñëàãàåìûå Z(pk), îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðîñòîìó ÷èñëó p, è îáðàçóåì èõ
äåêàðòîâó ñóììó Cp. Ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû C, ïðè÷åì, î÷åâèäíî, C =

∑
pCp. Ïîäãðóï-

ïû Cp ÿâëÿþòñÿ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè â C, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.3.3.1 èìååì

Cp = Ap⊕Bp, ãäå Ap = A∩Cp, Bp = B ∩Cp. Òàêèì îáðàçîì, C =
∑

pAp⊕
∑
Bp. Î÷åâèäíî,

ïîäãðóïïû Ap ïðè ïåðåìåííîì p ïîðîæäàþò â ãðóïïå A ïîäãðóïïó A0, ÿâëÿþùóþñÿ èõ
ïðÿìîé ñóììîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó C êàê òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó ñ Z-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèåé, òî ÿñíî, ÷òî çàìûêàíèå â C ïîäãðóïïû A0 äîëæíî ñîäåðæàòü

∑
pAp, òàê êàê∑

pAp/A0 � äåëèìàÿ ãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈
∑

pAp/A0, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
nx = a. Ïóñòü p1, . . . , pk � âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n. Òîãäà ýëåìåíò a ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå a = a+A0, ïðè÷åì p1-àÿ, . . ., pk-àÿ êîîðäèíàòû ýëåìåíòà a íóëåâûå. Òîãäà
äëÿ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò óðàâíåíèå nx = ap èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå Ap,
îáúåäèíÿÿ ýòè ðåøåíèÿ ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå äëÿ ýëåìåíòà a. Òàê êàê B1 = 0 (ïî-
ñêîëüêó C1 = 0), òî ïîäãðóïïà A çàìêíóòà â C, îòêóäà ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

∑
pAp 6 A.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
∑

pBp 6 B. Ñëåäîâàòåëüíî, A =
∑

pAp, B =
∑

pBp. Êàê ïðÿìîå
ñëàãàåìîå ïîëíîé ãðóïïû ãðóïïà Ap äîëæíà áûòü ïîëíîé â ñâîåé Z-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè,
êîòîðàÿ çäåñü ñîâïàäàåò ñ p-àäè÷åñêîé, òàê êàê Z-àäè÷åñêàÿ è p-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèè íà
ãðóïïå Z(pk) ñîâïàäàþò.

Îáðàòíî, ïóñòü Ap � ãðóïïà, ïîëíàÿ â ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òîãäà ãðóïïó Ap
ìîæíî ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåâðàòèòü â ìîäóëü íàä êîëüöîì Q∗p öåëûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïóñòü a ∈ Ap è π = s0 + s1p+ . . .+ snp

n . . . ∈ Q∗p. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s0a, (s0 + s1p)a, . . . , (s0 + s1p+ . . .+ snp
n)a, . . .

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â ãðóïïå Ap, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ â Ap ê
ïðåäåëó, è ìû îïðåäåëÿåì aπ êàê ýòîò ïðåäåë. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèì ïóòåì ãðóïïà Ap
äåéñòâèòåëüíî ïðåâðàùàåòñÿ â óíèòàðíûé Q∗p-ìîäóëü. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî qAp = Ap
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q 6= p, ò. å. ÷òî Z-àäè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ â ãðóïïå Ap ñîâïàäàåò ñ

35



p-àäè÷åñêîé. Ïî òåîðåìå 1.3.2.4 ãðóïïà Ap àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà, à èç ñëåäñòâèÿ 1.3.1.4
âûòåêàåò, ÷òî äåêàðòîâà ñóììà ãðóïï Ap àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíà.

Íàêîíåö, åäèíñòâåííîñòü êîìïîíåíò Ap â ðàçëîæåíèè (1.19) ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíî-
øåíèÿ

Ap =
⋂
q 6=p

qkA (k = 1, 2, . . .),

ãäå q îïÿòü îáîçíà÷àåò ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòî � ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé qAp = Ap (q 6= p) è
∩kpkAp = 0. �
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Ãëàâà 2

Íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

2.1 Îáùèå ñâîéñòâà è ïðèìåðû

�1 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.1.1.1. [6, ñòð. 148] Ïóñòü G � ãðóïïà. Íîðìàëüíàÿ ìàòðåøêà

1 = G0 6 G1 6 . . . 6 Gs = G (2.1)

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè âñå åå ñåêöèè öåíòðàëüíû, ò. å.

Gi+1/Gi 6 Z(G/Gi) äëÿ âñåõ i (2.2)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
[Gi+1, G] 6 Gi äëÿ âñåõ i. (2.3)

Ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ öåíòðàëüíûìè ìàòðåøêàìè, íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, à ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ñåêöèé òàêèõ ìàòðåøåê � åå ñòóïåíüþ íèëüïîòåíòíîñòè.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü

ζ0G = 1, ζi+1G/ζiG = Z(G/ζiG), i = 0, 1, 2, . . . ,

γ1G = G, γj+1G = [γjG,G], j = 1, 2, . . .

Ïîäãðóïïû ζiG íàçûâàþòñÿ ãèïåðöåíòðàìè ãðóïïû G, à ïîäãðóïïû γiG � ýòî öåíòðà-
ëû ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî åñëè íåêîòîðûé öåíòðàë ñîâïàäàåò ñ åäèíèöåé èëè íåêîòîðûé
ãèïåðöåíòð ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé, òî ãðóïïà íèëüïîòåíòíà.

Îáðàòíî, ïóñòü ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà è 2.1 � ïðîèçâîëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ìàòðåøêà
â íåé. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè Zi = ζiG, Γj = γjG. Îïðåäåëåíèÿ è ëåãêàÿ èíäóêöèÿ äàþò
ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

1=Z06Z16. . . ,
∨ ∨

1=G06G16 . . .6Gs−16Gs=G,
∨ ∨

. . .6 Γ2 6Γ1=G.

(2.4)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ðÿäû ãèïåðöåíòðîâ è öåíòðàëîâ ÿâëÿþòñÿ
ìàòðåøêàìè, ò. å. ñîäåðæàò 1 è G, è ÷èñëî ñåêöèé â êàæäîé èç íèõ ðàâíî ñòóïåíè íèëü-
ïîòåíòíîñòè ãðóïïû. Ýòè ðÿäû íàçûâàþòñÿ âåðõíèì öåíòðàëüíûì è íèæíèì öåíòðàëü-
íûì.
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�2 Îáùèå ñâîéñòâà

Ëåììà 2.1.2.1. [1, ëåììà 16.2.1] Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè s > 2.
Ëþáàÿ åå ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êîììóòàíòîì è îäíèì ýëåìåíòîì, èìååò ñòóïåíü
íèëüïîòåíòíîñòè ìåíüøå s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ G, H = 〈a, [G,G]〉. Òàê êàê

[G,G] 6 (ζs−1G) ∩H 6 ζs−1H,

òî ãðóïïà H/ζs−1H öèêëè÷åñêàÿ. Ïîñêîëüêó ôàêòîðãðóïïà ïî öåíòðó íå ìîæåò áûòü öèê-
ëè÷åñêîé, îòëè÷íîé îò 1, òî ζs−1H = H, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G/Z(G) �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ïóñòü a ∈ G � ýëåìåíò, îáðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîðîæäàþùèì
ýëåìåíòîì ãðóïïû G/Z(G). Òîãäà ãðóïïà 〈a, Z(G)〉 àáåëåâà è ñîâïàäàåò ñ G. �

Òåîðåìà 2.1.2.2. [1, òåîðåìà 16.2.2] Ëþáàÿ ïîäãðóïïà íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñóáíîð-
ìàëüíà. Áîëåå òî÷íî, åñëè G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè s, òî äëÿ ëþáîé åå
ïîäãðóïïû H ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íîðìàëèçàòîðîâ äîñòèãàåò G íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç s
øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Zi = ζiG,H0 = H,Hj+1 = NG(Hj).

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Zi 6 Hi. Äëÿ i = 0 ýòî î÷åâèäíî. Ïåðåéäåì îò i ê i + 1. Òàê
êàê

[G,Zi+1] 6 Zi 6 Hi,

òî
H
Zi+1

i 6 Hi[Hi, Zi+1] 6 Hi.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Zi+1 íîðìàëèçóåò Hi, ò. å. Zi+1 6 Hi+1. �

Òåîðåìà 2.1.2.3. [1, òåîðåìà 16.2.3] Â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èìååò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ öåíòðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè. ÏóñòüG� íèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà, H � G, H 6= 1, Zi = ζiG. Åñëè H 6 Z1, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ïóñòü H 66 Z1. Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðèìåíåííîìó ê G/Z1, ïåðåñå÷å-
íèå HZ1 ∩ Z2 ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò a /∈ Z1. Òàê êàê

a = hz, h ∈ H, z ∈ Z1,

òî h ∈ H ∩ Z2, h /∈ Z1. Ïóñòü ýëåìåíò g ∈ G òàêîâ, ÷òî [h, g] 6= e. Òîãäà

[h, g] ∈ H ∩ [Z2, G] 6 H ∩ Z1,

ò. å. ïåðåñå÷åíèå H ∩ Z1 íåòðèâèàëüíî. �

Òåîðåìà 2.1.2.4. [1, òåîðåìà 16.2.5] Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Åñëè A � åå
ïîäãðóïïà ñ óñëîâèåì A[G,G] = G, òî A = G. Â ÷àñòíîñòè, [G,G] 6 Φ(G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, A 6= G. Ïîëîæèì Ai = AζiG, i = 0, 1, 2, . . .. Î÷åâèä-
íî, Ai�Ai+1. Ïóñòü Am < G, Am+1 = G. Òàê êàê ñåêöèÿ Am+1/Am àáåëåâà, òî [G,G] 6 Am,
îòêóäà

A[G,G] 6 Am < G.

Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2.1.2.5. [1, òåîðåìà 16.2.6] Â ëþáîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G ëþáàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A ñîâïàäàåò ñî ñâîèì öåíòðàëèçàòîðîì. Â ÷àñò-
íîñòè, A � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà è G/A èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â Aut A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èìH = CG(A), Zi = ζiG. Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òîH∩Zi 6 A,
è ïóñòü x ∈ H∩Zi+1. Äëÿ âñÿêîãî g ∈ G èìååì [x, g] ∈ H∩Zi 6 A, ïîýòîìó 〈x,A〉 � àáåëåâà
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ A. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè A èìååì x ∈ A, ò. å.
H ∩ Zi+1 6 A. Òàê êàê Zn = G ïðè íåêîòîðîì n, òî H = A. �

Òåîðåìà 2.1.2.6. [1, òåîðåìà 16.2.7] Â ëþáîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G ñîâîêóïíîñòü
τG ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ åñòü ïîäãðóïïà (ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè ïðè ïîìî-
ùè ëåììû 2.1.2.1. Ïóñòü a, b � ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Ïîëîæèì

A = 〈a[G,G]〉, B = 〈b, [G,G]〉.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ τA, τB � ïîäãðóïïû â A, B ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê τA
ýíäîìîðôíî äîïóñòèìà â A, à A íîðìàëüíà â G, òî τA íîðìàëüíà â G. Ïî òîé æå ïðè÷èíå
τB íîðìàëüíà â G. Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò èç τA · τB ïðè âîçâåäåíèè â ïîäõîäÿùóþ
ñòåïåíü ïîïàäàåò ñíà÷àëà â τB, à çàòåì â 1, òî ãðóïïà τA ·τB ïåðèîäè÷åñêàÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ýëåìåíòû ab a−1 ïåðèîäè÷åñêèå. �

Òåîðåìà 2.1.2.7. [1, òåîðåìà 16.2.8] Â ëþáîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G áåç êðó÷åíèÿ
èçâëå÷åíèå êîðíåé � îäíîçíà÷íàÿ îïåðàöèÿ (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî âñþäó îïðåäåëåííàÿ),
ò. å. èç an = bn, n =6= 0 ñëåäóåò a = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè. Òàê êàê äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï
òåîðåìà î÷åâèäíà, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G íåàáåëåâà. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó 〈a, [G,G]〉.
Îíà íîðìàëüíà â G è èìååò ìåíüøóþ ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè (ëåììà 2.1.2.1). Òàê êàê
a, ab ∈ 〈a, [G,G]〉 è, î÷åâèäíî, (ab)n = an(= bn), òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ab = a.
Çíà÷èò ýëåìåíòû a è b ïåðåñòàíîâî÷íû, îòêóäà (ab−1)n = e. Òàê êàê G áåç êðó÷åíèÿ,
òî a = b. �

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2.8. [1, óïðàæíåíèå 16.2.9] Â ëþáîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå áåç êðó-
÷åíèÿ xmyn = ynxm (m,n 6= 0) =⇒ xy = yx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (y−nxyn)m = xm, ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 2.1.2.7, y−nxyn = x.
Äàëåå, (x−1yx)n = yn, ïîýòîìó â ñèëó òîé æå òåîðåìû, x−1yx = y. �

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2.9. [1, óïðàæíåíèå 16.2.10] Â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ
âñå ñåêöèè âåðõíåé öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè òîæå áåç êðó÷åíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè. Ïðè i = 1 óòâåðæäåíèå î÷å-
âèäíî. Äîêàæåì ïåðåõîä îò i ê i+1. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå. Åñëè G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî G/Z(G) � òàêæå áåç êðó÷åíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xm ∈ Z(G), íî x /∈ Z(G) äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ G, m ∈ N. Òîãäà xm
ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç G, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.2.8, ýëåìåíò
x ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç G, ïîýòîìó x ∈ Z(G), ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 2.1.2.10. [1, ëåììà 3.2.3] (ëåììà î òðåõ êîììóòàíòàõ) Ïóñòü A,B,C � ïîä-
ãðóïïû íåêîòîðîé ãðóïïû, H � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè äâà èç êîììóòàíòîâ

[A,B,C], [B,C,A], [C,A,B]

ëåæàò â H, òî è òðåòèé ëåæèò â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðîâåðÿåìîãî
íåïîñðåäñòâåííî (òîæäåñòâà Ô. Õîëëà):

[a, b−1, c]b[b, c−1, a]c[c, a−1, b]a = 1.�

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2.11. [1, óïðàæíåíèå 3.2.6] Åñëè A, B è C íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû
ãðóïïû G, òî [AB,C] 6 [A,C][B,C] è

[A,B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
n

] 6
∏
i+j=n

[A,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òðåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï A, B è C ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå [AB,C] = [A,C][B,C]. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðà-
âåíñòâ.

[A,B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
n+1

] =

 ∏
i+j=n

[A,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 , G
 =

=
∏
i+j=n

[AG, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 , G


Äàëåå, êîììóòàíòû [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

], G

 , [AG, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

]


è G, [A,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸

i

]

 , [BG, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 ,
î÷åâèäíî, ëåæàò â ∏

i+j=n+1

[A,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 ,
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ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î òðåõ êîììóòàíòàõ, êàæäûé êîììóòàíò[AG, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 , G


òàêæå ëåæèò â ∏
i+j=n+1

[A,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
i

], [B,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
j

]

 .
�

Òåîðåìà 2.1.2.12. [1, òåîðåìà 16.2.12] Âî âñÿêîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íîðìàëü-
íûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ñòóïåíåé s, t åñòü íîðìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà
ñòóïåíè 6 s+ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A�G, B �G, γs+1A = 1, γt+1B = 1. Òîãäà

γn(AB) = [AB, . . . , AB︸ ︷︷ ︸
n

] =
∏

[H1, . . . , Hn], (2.5)

ãäå êàæäîå Hi ñîâïàäàåò ëèáî ñ A, ëèáî ñ B (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.2.11). Òàê êàê γiA
e

6
A�G, òî γiA�G è, çíà÷èò,

[γiA,B] 6 γiA äëÿ âñåõ i.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè i ÷ëåíîâ èç H1, . . . , Hn ñîâïàäàþò ñ A, à îñòàëüíûå n − i ñîâïàäàþò
ñ B, òî

[H1, . . . , Hn] 6 γiA ∩ γn−iB. (2.6)

Âîçüìåì n = s + t + 1. Òîãäà ëèáî i > s + 1, ëèáî n − i > t + 1, îòêóäà ââèäó (2.5), (2.6)
γn(AB) = 1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2.13. [1, óïðàæíåíèå 14.4.2] Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G èìååì

[γiG, γjG] 6 γi+jG, i, j = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé, ñ ïîìîùüþ ëåììû î òðåõ êîììóòàíòàõ. �

Òåîðåìà 2.1.2.14. [1, òåîðåìà 16.2.14] Åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíóþ íîð-
ìàëüíóþ ïîäãðóïïó N ñòóïåíè r, ôàêòîðãðóïïà ïî êîììóòàíòó êîòîðîé G/N ′ íèëüïî-
òåíòíà ñòóïåíè s, òî ñàìà G íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè <

(
r+1
2

)
s−

(
r
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
m(i, s), ÷òî

[γiN,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
m(i,s)

] 6 γi+1N. (2.7)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ ìîæíî âçÿòü m(1, s) = s, à åñëè m(i − 1, s) óæå íàéäåíî, òî
ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2.11 è 2.1.2.13 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîæíî âçÿòü m(i, s) = m(i− 1, s) + s− 1.
Èç ýòîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ÿâíàÿ: m(i, s) = i(s − 1) + 1. Íàêîíåö,
ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.7) ïðè i = 1, . . . , r ïîêàçâàåò, ÷òî γmG = 1, ãäå
m =

∑s
i=1 =

(
r+1
2

)
s−

(
r
2

)
. �
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�3 Íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Ëåììà 2.1.3.1. [1, ëåììà 16.3.1] Ïóñòü â ãðóïïå G çàäàíà (r + 1)-÷ëåííàÿ ìàòðåøêà

G = G0 > G1 > . . . > Gr = 1 (2.8)

è Φ � ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèõ ÷ëåíû ìàòðåøêè (2.8) èíâà-
ðèàíòíûìè è äåéñòâóþùèõ òîæäåñòâåííî â ñåêöèÿõ Gi/Gi+1 (ñòàáèëèçàòîð ìàòðåø-
êè (2.8)). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü G, Φ êàê ïîäãðóïïû ãîëîìîðôà Hol G.

Òîãäà ãðóïïû Φ è [G,Φ] íèëüïîòåíòíû ñòóïåíè < r.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ãðóïïà Φ íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè < r. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ

GΦ
i = Gi, [Gi,Φ] 6 Gi+1 äëÿ âñåõ i. (2.9)

Ïóñòü Φj � öåíòðàëèçàòîð â Φ ñåêöèé Gi/Gi+j, i = 0, 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî, Φ = Φ1 > Φ2 >
. . . > Φr = 1, (çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî CΦ(G) = 1) è íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýòî
öåíòðàëüíàÿ ìàòðåøêà â Φ, ò. å. [Φj,Φ] 6 Φj+1 äëÿ âñåõ j èëè [Gi, [Φj,Φ]] 6 Gi+j+1 äëÿ
âñåõ i, j. Íî ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

[Φj, [Φ, Gi]] 6 [Φj, Gi+1] 6 Gi+j+1,

[Φ, [Gi,Φj]] 6 [Φ, Gi+j] 6 Gi+j+1

ââèäó ëåììû î òðåõ êîììóòàíòàõ 2.1.2.10.
á) Ãðóïïà [G,Φ] íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè < r. Äåéñòâèòåëüíî,

[G, [Φ, Gi]] 6 [G,Gi+1] 6 Gi+1,

[φ, [Gi, G]] 6 [Φ, Gi] 6 Gi+1,

ïîýòîìó, ñíîâà ââèäó ëåììû î òðåõ êîììóòàíòàõ, [Gi, [G,Φ]] 6 Gi+1 äëÿ âñåõ i. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòàìè èç [G,Φ] äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî â ñåêöèÿõ ìàòðåøêè
G1 > G2 > . . . > Gr = 1. Ïî óæå äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ à) ãðóïïà ýòèõ ñîïðÿæåíèé,
ò. å. [G,Φ]/C[G,Φ](G1), íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè < r − 1. Íî [G,Φ] 6 G1, ïîýòîìó C[G,Φ](G1)
ëåæèò â öåíòðå [G,Φ]. Îòñþäà è ñëåäóåò á). �

Òåîðåìà 2.1.3.2. [1, òåîðåìà 16.3.2] Ñòàáèëèçàòîð ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíîé)
(r + 1)-÷ëåííîé ìàòðåøêè ïîäãðóïï åñòü íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè 6

(
r
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî r. Ïóñòü Φ � ñòàáèëèçàòîð ìàòðåøêè (2.8). Ïóñòü åùå
Ψ = CΦ(G1). Òàê êàê Φ ñòàáèëèçèðóåò r-÷ëåííóþ ìàòðåøêó G1 > G2 > . . ., òî ïî èíäóê-
òèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ãðóïïà Φ/Ψ íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè 6

(
r−1
2

)
, ò. å. γ1+( r−1

2 )Φ 6 Ψ.

Îáîçíà÷èì Ψ1 = Ψ, Ψi+1 = [Ψi,Φ]. Òàê êàê Ψ � Φ, òî Ψ = Ψ1 > Ψ2 > . . .. Íàì äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî [G,Ψr] = 1. Äëÿ ýòîãî ìû ïðîâåðèì, ÷òî [G,Ψi] 6 Gi äëÿ âñåõ i. Äëÿ
i = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ïåðåéäåì îò i ê i + 1. Ïóñòü g ∈ G, ψi+1 ∈ Ψi+1. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
[ψi+1, g] ∈ Gi+1. Íî ψi+1 � ñëîâî îò êîììóòàòîðîâ âèäà [ψi, ϕ

−1], ψi ∈ Ψi, ϕ ∈ Φ. Ýëåìåíò
ψgi+1 � òî æå ñàìîå ñëîâî îò ïðîèçâåäåíèé

[ψi, ϕ
−1]g = [ψi, ϕ

−1][ψi, ϕ
−1, g]. (2.10)

(Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî ag = a[a, g].) Çàìåòèì, ÷òî [ψi, ϕ, g] ∈ Gi+1 ââèäó òîæäå-
ñòâà Ô. Õîëëà (ñì. 2.1.2.10) è ñîîòíîøåíèé [ϕ, g−1, ψi] ∈ [Φ, G,Ψi] 6 [G1,Ψ] = 1, [g, ψ−1

i , ϕ] ∈
[G,Ψi,Φ] 6 [Gi,Φ] 6 Gi+1. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîèçâåäåíèè (2.10) ëåâûé ìíîæèòåëü ïðè-
íàäëåæèò Ψ, à ïðàâûé � Gi+1. Íî Ψ öåíòðàëèçóåò G1 > Gi+1, ïîýòîìó ψ

g
i+1 ∈ ψi+1Gi+1 =

Gi+1. Îòñþäà [ψi+1, g] ∈ Gi+1. �
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�4 Êîðíè èç ïîäãðóïï

Îïðåäåëåíèå 2.1.4.1. [1, ñòð. 159] Åñëè G � ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà, òî ïóñòü
√
H

îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ èç G, êîòîðûå â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîïàäàþò â
H (êîðåíü èç H â G; áîëåå òî÷íîå îáîçíà÷åíèå:

√
H|G).

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4.2. [1, óïðàæíåíèå 14.4.1] Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Åñëè
G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì M , òî öåíòðàë γiG ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèì öåíòðàëîì
γi+1G è ïðîñòûìè êîììóòàòîðàìè âåñà i îò ýëåìåíòîâ èç M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ i = 1 î÷åâèäíî. Ïåðåéäåì îò i ê i + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ γi+1G
ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè [x, y], x ∈ γiG, y ∈ G. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ x =
xε11 . . . xεm

m z, ãäå êàæäîå xi � ïðîñòîé êîììóòàòîð âåñà i îò ýëåìåíòîâ èçM , z ∈ γi+1G, εj =
±1. Äàëåå, y � ñëîâî îò ýëåìåíòîâ èç M ∪M−1. Èñïîëüçóÿ êîììóòàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ
(ïðåäëîæåíèå 2.1.4.4), ìû âèäèì, ÷òî [x, y] � ñëîâî îò ýëåìåíòîâ âèäà

[xj, a]
g = [xj, a][xj, a, g], [z, a]g, a ∈M, g ∈ G.

Òàê êàê [xj, a, g], [z, a] ïðèíàäëåæàò γi+2G, òî âñå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4.3. [1, óïðàæíåíèå 16.1.6] Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåí-
òíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëèöèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëî-
æåíèÿ. �

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4.4. [1, ñòð. 38] Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êîììóòàòîðíûå òîæäå-
ñòâà

[a, b]−1 = [b, a], [ab, c] = [a, c]b[b, c], [a−1, b] = [b, a]a
−1

.

Òåîðåìà 2.1.4.5. [1, òåîðåìà 16.4.1] Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû H íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû
G êîðåíü

√
H èç ïîäãðóïïû H â G � òîæå ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈
√
H; íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî xy ∈

√
H. Ïîëîæèì A = 〈x, y〉,

B = A ∩ H, Ai = γiA. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå |BAi : BAi+1| < ∞, òàê êàê òîãäà
áóäåò |A : B| <∞. Ðÿä BA1 > BA2 > . . . ñóáíîðìàëüíûé ñ àáåëåâûìè ñåêöèÿìè, òàê êàê
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïü âêëþ÷åíèé

[BAi, BAi] 6 [B,B]Ai [Ai, B]Ai [Ai, Ai] 6 BAi+1.

Ïóñòü xm, ym ∈ B è óæå äîêàçàíî, ÷òî ñåêöèÿ BAi−1/BAi êîíå÷íà è èìååò ïåðèîä mi−1.
Äîêàæåì, ÷òî ñåêöèÿ BAi/BAi+1 êîíå÷íî ïîðîæäåíà è èìååò ïåðèîä m

i. Ïåðâîå âûòåêàåò
èç ïîëèöèêëè÷íîñòè A (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.4.3). Äàëåå, [Ai−1, A,A] ≡ 1(mod Ai+1), ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ [u, v](mod Ai+1), u ∈ Ai−1, v ∈ A, ãîìîìîðôíà ïî îáîèì àðãóìåíòàì (ò. å.
îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ýòîé ôóíêöèåé ïî îáîèì àðãóìåíòàì ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì).

Äåéñòâèòåëüíî, [u1, v] · [u2, v]
1≡ [u1, v]

u1 [u2, v] = [u1u2, v] (1 � ïîñêîëüêó BAi/BAi+1 àáåëå-

âà) è [u, v1v2] = ([v1v2, u])
−1 = ([u, v1]

v1 [u, v2])
−1 2≡ ([u, v1][u, v2])

−1 3≡ ([u, v1])
−1([u, v2])

−1 =
[u, v1][u, v2], (2 � ïîñêîëüêó Ai/Ai+1 6 Z(A/Ai+1), 3 � ïîñêîëüêó Ai/Ai+1 àáåëåâà). Îòñþäà

Am
i

i = [Ai−1, A]m
i

6 [Am
i−1

i−1 , Am]Ai+1.
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Òàê êàê
Am

i−1

i−1 6 (B ∩ Ai−1)Ai, A
m 6 BA2,

òî, ïðèìåíÿÿ êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà (ïðåäëîæåíèå 2.1.4.4), ïîëó÷àåì Am
i

i 6 BAi+1.
�

Îòìåòèì, ÷òî íàìè ïîïóòíî äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.1.4.6. [1, ëåììà 16.4.2] Åñëè A, B � ïîäãðóïïû íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû è èí-
äåêñ |A : AB′| êîíå÷åí, òî èíäåêñ |A : B| òàêæå êîíå÷åí.

Òåîðåìà 2.1.4.7. [1, òåîðåìà 16.4.3] Ïóñòü H � ïîäãðóïïà íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû G
áåç êðó÷åíèÿ. Ãèïåðöåíòðû ïîäãðóïï H è

√
H (êîðåíü èç H â G) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
ζi
√
H =

√
ζiH, ζiH = H ∩

√
ζiH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Hi = ζiH è ïåðåéäåì îò i ê i+1. Ïðåæäå âñåãî, ζi+1

√
H 6√

Hi+1, òàê êàê äëÿ ëþáîãî x èç ζi+1

√
H èìååì xm ∈ H ïðè ïîäõîäÿùåì m è [xm, H] 6

H ∩
√
Hi = Hi, îòêóäà x

m ∈ Hi+1, x ∈
√
Hi+1. Îáðàòíî,

√
Hi+1 6 ζi+1

√
H, ò. å. ïîäãðóïïû√

H,
√
Hi ïîýëåìåíòíî ïåðåñòàíîâî÷íû ïî ìîäóëþ

√
Hi. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈

√
H,

y ∈
√
Hi+1, ò. å. x

m ∈ H, yn ∈ Hi+1 ïðè ïîäõîäÿùèõ m, n. Òàê êàê [H,Hi+1] 6 Hi 6
√
Hi, òî

xmyn ≡ ynxm(mod
√
Hi). Òàê êàê

√
H/

√
Hi � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî xy ≡ yx(mod

√
Hi)

(ïðåäëîæåíèå 2.1.2.8).
Íàêîíåö, H ∩

√
Hi+1 = Hi+1. Äîêàæåì òîëüêî íåòðèâèàëüíîå âêëþ÷åíèå H ∩

√
Hi+1 6

Hi+1. Ïóñòü x ∈ H ∩
√
Hi+1, x

m ∈ Hi+1. Òîãäà x
m ïåðåñòàíîâî÷íî ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç H

ïî ìîäóëþ Hi, à, çíà÷èò, òàêîâî è x (ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2.8 è 2.1.2.9). Îòñþäà x ∈ Hi+1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4.8. [1, óïðàæíåíèå 16.4.4] Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà. Òîãäà

à) Èíäåêñ |
√
H : H| âñåãäà êîíå÷åí.

á) Åñëè |G : H| êîíå÷åí, òî è |G′ : H ′| êîíå÷åí.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïðèìåíèòü ëåììó 2.1.4.6 äëÿ A =

√
H, B = H.

á) ßñíî, ÷òî åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà, òî ∩g∈GHg � íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû
∩g∈GHg î÷åâèäíî. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî ýòî � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H, êîòî-
ðàÿ íîðìàëüíà â G. Äàëåå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íà ñìåæíûõ êëàññàõ
ïî ïîäãðóïïå H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà. Òàê êàê îíà ëåæèò â ∩g∈GHg, ïîëó÷àåì, ÷òî ∩g∈GHg � òàêæå
ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà H íîðìàëüíà.
Ïóñòü ϕ � ôàêòîðèçàöèÿ G ïî

√
H ′. ßñíî, ÷òî ãðóïïà Hϕ àáåëåâà è èíäåêñ |Gϕ : Hϕ| êîíå-

÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, Gϕ =
√
Hϕ, à ïîòîìó Gϕ òîæå àáåëåâà (ñì. òåîðåìó 2.1.4.7). Çíà÷èò,

G′ 6
√
H ′, è îñòàåòñÿ ó÷åñòü à). �

Òåîðåìà 2.1.4.9. [1, òåîðåìà 16.4.5] Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäãðóïï H è K ëþáîé íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå [

√
H,
√
K] 6

√
[H,K].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈
√
H, y ∈

√
K, ïîêàæåì, ÷òî [x, y] ∈

√
[H,K]. Ïóñòü m,n �

òàêèå ïîêàçàòåëè, ÷òî xm ∈ H, yn ∈ K, è A = 〈x, y〉, B = 〈xm, yn〉. Òàê êàê èíäåêñ |A : BA′|
êîíå÷åí (ëþáîé ýëåìåíò èç A ïðåäñòàâèì â âèäå xkylz, ãäå z ∈ A′, êðîìå òîãî, xm, yn ∈ B,
îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî èíäåêñ êîíå÷åí), òî |A : B| òàêæå êîíå÷åí (ëåììà 2.1.4.6), à ïîòîìó è
|A′ : B′| êîíå÷åí (ïðåäëîæåíèå 2.1.4.8). Ñëåäîâàòåëüíî, [x, y] ∈

√
B′. Äàëåå [〈xm〉, 〈yn〉]�B.

ßñíî, ÷òî B′ 6 [H,K], îòêóäà [x, y] ∈
√

[H,K]. �
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2.2 Âàæíåéøèå ïîäêëàññû

�1 Êîíå÷íûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

Òåîðåìà 2.2.1.1. (Áåðíñàéä�Âèëàíä). [1, òåîðåìà 17.1.4] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) G íèëüïîòåíòíà,
á) ëþáàÿ ïîäãðóïïà èç G ñóáíîðìàëüíà,
â) G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï,
ã) [G,G] 6 Φ(G)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

à)
↙↑↘

á) | ã)
↘ | ↙
â)

à) =⇒ á) ñì. òåîðåìó 2.1.2.2.
á) =⇒ â). Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç G. Çàìåòèì, ÷òî NG(P ) = NG(NG(P )).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó P � íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû NG(P ), îíà
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò x íîðìàëèçóåò NG(P ), òî
îí íîðìàëèçóåò P , ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â P . Ïîñêîëüêó ââèäó á) íîðìàëèçàòîð ëþáîé
ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû áîëüøå åå ñàìîé, ïîëó÷àåì NG(P ) = G. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â G, îòêóäà óæå ëåãêî âûòåêàåò â).

â) =⇒ à) î÷åâèäíî.
à) =⇒ ã) ñì. òåîðåìó 2.1.2.4.
ã) =⇒ â). Îïÿòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P íîðìàëüíà

â G. Ïóñòü, íàïðîòèâ, NG(P ) � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â G è H � ñîäåðæàùàÿ åå ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç G. Òàê êàê [G,G] 6 Φ(G) 6 H, òî H íîðìàëüíà â G. ñ äðóãîé
ñòîðîíû, H ñîäåðæèò NG(P ), à ïîòîìó äîëæíà ñîâïàäàòü ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì â G.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Hx = H. Òîãäà P x = P1 � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Â
ñèëó ñîïðÿæåííîñòè ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, ñóùåñòâóåò h ∈ H òàêîé, ÷òî P h = P1. Òîãäà
xh−1 ∈ NG(P ) 6 H, îòêóäà x ∈ H. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2.2.1.2. (Ôðàòòèíè) [1, òåîðåìà 17.1.7] Ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè êîíå÷íîé ãðóïïû
íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, A � åå ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè. Ââèäó
òåîðåìû 2.2.1.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû A íîð-
ìàëüíà â A èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â G, ò. å. NG(P ) = G. Íî ýòî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ
G = A · NG(P ), òàê êàê ìíîæåñòâî A êîíå÷íî è ñîñòîèò èç íåïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìû è äîêàæåì.

Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G. Ñîïðÿæåíèå G îòîáðàæàåò A â ñåáÿ, ïîýòî-
ìó P g � ñíîâà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç A. Ãðóïïû P è P g ñîïðÿæåíû â A íåêîòîðûì
ýëåìåíòîì a ∈ A, ò. å. P g = P a. Îòñþäà ga−1 ∈ NG(P ), g ∈ A ·NG(P ). �

Îòìåòèì, ÷òî íàìè äîêàçàíà
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Ëåììà 2.2.1.3. (ëåììà Ôðàòòèíè) [1, ëåììà 17.1.8] Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
êîíå÷íîé ãðóïïû G, P � åå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà. Òîãäà G = A ·NG(P ).

�2 Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 2.2.2.1. [1, ñòð. 166] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà ïî÷òè èëè ïî÷òè âñÿ
îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, åñëè îíà ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî
èíäåêñà, îáëàäàþùóþ ýòèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 2.2.2.2. [1, òåîðåìà 17.2.1] Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà G îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé ñ öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè è ïî÷òè âñÿ áåç êðó÷å-
íèÿ. Åñëè G âñÿ áåç êðó÷åíèÿ, òî îíà îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé ñ áåñêîíå÷íûìè
öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü G êîíå÷íî ïîðîæäåíà è íèëüïîòåíòíà. Êàæäàÿ ñåêöèÿ åå
íèæíåé öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 2.1.4.2) è, çíà÷èò, ãðóïïà G îáëàäàåò ìàòðåøêîé ñ öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè. Ïîñêîëüêó
óïëîòíåíèå öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè � ñíîâà öåíòðàëüíàÿ ìàòðåøêà, òî G îáëàäàåò öåí-
òðàëüíîé ìàòðåøêîé ñ öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ÷ëåíîâ ìàòðåøêè
äîêàæåì, ÷òî G ïî÷òè âñÿ áåç êðó÷åíèÿ. Ïóñòü H � ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí ìàòðåøêè, îò-
ëè÷íûé îò G, à � ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé G (modH). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþH
ïî÷òè áåç êðó÷åíèÿ, ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì m ïîäãðóïïà Hm = 〈hm|h ∈ H〉 áåç êðó÷åíèÿ.
Ïîñêîëüêó H � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îíà
ÿâëÿåòñÿ ïîëèöèêëè÷åñêîé. Ïîýòîìó |H : Hm| <∞. Åñëè |G : H| <∞, òî Hm � èñêîìàÿ
ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ â G. Ïóñòü |G : H| áåñêîíå÷åí. Òîãäà 〈a,Hm〉 ñîäåðæèò èñêîìóþ
ïîäãðóïïó, òàê êàê îíà áåç êðó÷åíèÿ è |G : 〈a,Hm| = |H : H ∩ 〈a,Hm|� |H : Hm| <∞.

á) Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Ïî äîêàçàííîìó îíà ïîëèöèêëè-
÷åñêàÿ, ïîýòîìó ñåêöèè åå âåðõíåé öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè � òîæå ïîëèöèêëè÷åñêèå è
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè áåç êðó÷åíèÿ (ïðåäëîæåíèå 2.1.2.9). Ïîýòîìó âåðõíÿÿ öåíòðàëüíàÿ
ìàòðåøêà óïëîòíÿåòñÿ äî ìàòðåøêè ñ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè. �

Îïðåäåëåíèå 2.2.2.3. [1, ñòð. 167] Ïóñòü G � ìíîæåñòâî. Íàáîð ôóíêöèé fi : G −→ Z,
i = 1, . . . , s íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì, åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ (f1(x), . . . , fs(x)) ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà G â ìíîæåñòâî Zs âñåõ öåëî÷èñëåííûõ
s-îê. Ïóñòü G ⊆ Zs. Îòîáðàæåíèå ϕ : G −→ Zr íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fr îò s ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Q, ÷òî
xϕ = (f1(x), . . . , fr(x)) äëÿ x ∈ G. Åñëè f1, . . . , fr � ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè, òî ϕ
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2.4. [1, ñòð. 167] Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà áåç êðó÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì â íåé öåíòðàëüíóþ ìàòðåøêó

G = G1 > G2 > . . . > Gs+1 = 1

ñ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè è âîçüìåì ýëåìåíòû a1, . . . , as ñ óñëîâèåì Gi =
〈ai, Gi+1〉. Î÷åâèäíî, êàæäûé ýëåìåíò x èç G îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x = a

t1(x)
1 . . .

a
ts(x)
s , ti(x) ∈ Z, òàê ÷òî íàáîð ôóíêöèé t1, . . . , ts ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì. Óïîðÿäî÷åí-
íóþ ñèñòåìó a1, . . . , as íàçîâåì ìàëüöåâñêîé áàçîé ãðóïïû G, à ÷èñëà t1(x), . . . , ts(x) �
êîîðäèíàòàìè ýëåìåíòà x â ýòîé áàçå.
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Òåîðåìà 2.2.2.5. [1, òåîðåìà 17.2.4] Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ñ îòìå÷åííûìè íà íåé ìàëüöåâñêèìè êîîðäèíàòàìè t1, . . . , ts. Ñó-
ùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = n(G) è òàêîå èçîìîðôíîå âëîæåíèå ϕ : G −→ UTn(Z),
÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ïîëèíîìèàëüíî íà G, à îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå ϕ−1 ëèíåéíî
íà Gϕ (â ìàòðè÷íûõ êîîðäèíàòàõ, èìåþùèõñÿ íà UTn(Z)). Â ÷àñòíîñòè, óìíîæåíèå
è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü â ãðóïïå G çàïèñûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè â ìàëüöåâñêèõ êîîðäè-
íàòàõ. Áîëåå òî÷íî, åñëè x, y ∈ G, m ∈ Z, 1 6 i 6 s, òî ti(xy) = ìíîãî÷ëåí íàä Q
îò

{tα(x), tα(y)|α < i}+ ti(x) + ti(y), (2.11)

ti(x
m) = ìíîãî÷ëåí íàä Q îò m è

{tα(x)|α < i}+mti(x). (2.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Âûâåäåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå ¾â ÷àñòíîñòè¿. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
a èç UTn(Z) è ëþáîãî m èç Z ìû èìååì

am =
n−1∑
i=0

(m
i

)
(a− e)i, (2.13)

ò. å. êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû am ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò m è êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû
a. Â ñèëó îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû êîîðäèíàòû ti(xy), ti(x

m) ëèíåéíî âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìàòðèö (xy)ϕ, (xm)ϕ, êîòîðûå ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû ìàòðèö xϕ, yϕ è ÷èñëî m. Ñíîâà ïî îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû êî-
ýôôèöèåíòû ìàòðèö xϕ, yϕ ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû tα(x), tα(y),
ïîýòîìó ìàëüöåâñêèå êîîðäèíàòû ïðîèçâåäåíèÿ xy è ñòåïåíè xm ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíà-
ìè îò ìàëüöåâñêèõ êîîðäèíàò ýëåìåíòîâ x, y è ÷èñëà m. Òî, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû èìåþò
âèä (2.11), (2.12), ñðàçó âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè.

á) Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âìåñòî âëîæåíèÿ ϕ äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïîëèíîìèàëüíîå âëî-
æåíèå ψ : G −→ GLn(Z), îáðàòíîå ê êîòîðîìó ψ−1 ëèíåéíî íà Gψ, ïðè÷åì Gψ ñî-
ñòîèò èç óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïó H = Gψ ïóòåì ñîïðÿæåíèÿ â
GLn(Q) ìîæíî îòîáðàçèòü â UTn(Z). Ïîêàæåì ýòî. Ìû äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî H ñîïðÿ-
æåíà ñ ïîäãðóïïîé èç UTn(Q). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü GLn(Q) êàê ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ
n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì Q è âîçüìåì íåóïëîòíÿåìóþ ìàòðåø-
êó V = V1 > V2 > . . . > Vm+1 = 0 ïîäïðîñòðàíñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî H.
Â áàçå, ñîãëàñîâàííîé ñ ýòîé ìàòðåøêîé, àâòîìîðôèçìû èç H çàïèñûâàþòñÿ êëåòî÷íî-
òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè, äèàãîíàëüíûå êëåòêè êîòîðûõ èçîáðàæàþò äåéñòâèå H â ñåê-
öèÿõ Vi/Vi+1, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ñåêöèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü
1. Òàê êàê êîììóòàíò [H,H] èìååò ìåíüøóþ ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî [H,H] ïðèâîäèòñÿ â óíèòðåóãîëüíîìó âèäó (ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî ñòóïåíè íèëüïî-
òåíòíîñòè). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð u ∈ U , íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî [H,H].
Ïóñòü U ′ � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ. Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî H, òàê
êàê äëÿ h ∈ H, h′ ∈ [H,H] èìååì (uh)h′ = u(hh′h−1)h = uh. Òàê êàê ñåêöèÿ U íå ñî-
äåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî H, òî U ′ = U . Îòñþäà
[H,H] = 1 íà U , ò. å. H èíäóöèðóåò àáåëåâó ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñåêöèè U . Íî ëþáîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò îáùèé ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð íàä ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ýòèõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Òàê êàê ãðóïïà H óíèïîòåíòíà, òî îíà èìååò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð
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â U . Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòîò âåêòîð, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî H è
U íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî U îäíîìåðíî. Ýòèì äîêà-
çàíî, ÷òî Ha 6 UTn(Q) ïðè ïîäõîäÿùåì a ∈ GLn(Q). Âîçüìåì òåïåðü â Ha êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö, âîçüìåì îáùèé çíàìåíàòåëü N èõ êîýôôèöèåíòîâ è ðàññìîòðèì
ìàòðèöó b = diag(1, N,N2, . . . , Nn−1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Hab 6 UTn(Z).

â) Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ψ. Ìû ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî äëèíå ìàëü-
öåâñêîé áàçû. Ïóñòü äëÿ ãðóïï ñ ìàëüöåâñêîé áàçîé äëèíû < s òðåáóåìîå ìàòðè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå óæå íàéäåíî, à âìåñòå ñ íèì äîêàçàíà è âñÿ òåîðåìà (ñì. à) è á)). Ïóñòü
ãðóïïà G èìååò ìàëüöåâñêóþ áàçó a1, . . . , as äëèíû s. Â êà÷åñòâå ïîäãîòîâêè ê ïîñòðîåíèþ
ψ ìû óñòàíîâèì â ýòîì ïóíêòå ôîðìóëó (2.11) äëÿ ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè
ti(x) = ξi, ti(y) = ηi. Î÷åâèäíî,

xy = aξ1+η1
1 (a−η11 a−1

2 aη11 )xi2 . . . (a−1 η1a
−1
s aη11 )−ξsaη22 . . . aηs

s

è
a−η1 a−1

i aη1 = [aη1, ai]a
−1
i .

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è ââèäó à), á) ôîðìóëû (2.11), (2.12) ñïðàâåäëèâû äëÿ
ãðóïï ñ ìàëüöåâñêîé áàçîé äëèíû < s, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êîîðäèíàòû
ýëåìåíòîâ [aη1, ai] â ìàëüöåâñêîé áàçå a2, . . . , as � ìíîãî÷ëåíû îò η. Î÷åâèäíî, [aη1, ai] =
a−η1 (a−1

i a1ai)
η è a−1

i a1ai = a1a
ci,i+1

i+1 . . . aciss , cij ∈ Z. Ïðèìåíÿÿ ê 〈a1, ai+1, . . . , as〉 èíäóêòèâíîå
ïðåäïîëîæåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî (a−1

i a1ai)
η = a1a

ζi,i+1

i+1 . . . aζiss , ãäå ζij � ìíîãî÷ëåíû îò

η. Îòñþäà [aη1, ai] = a
ζi,i+1

i+1 . . . aζiss è ôîðìóëà (2.11) äîêàçàíà äëÿ ãðóïïû G.
ã) Ïîñòðîåíèå ψ. Ïóñòü Q(t) � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q îò ôóíêöèé t1, . . . , ts. Îïðåäå-

ëèì íà íåì äåéñòâèå ãðóïïû G, ïîëàãàÿ äëÿ a èç G fa(x) = f(ax), f ∈ Q[t], x ∈ G (¾ëåâûé
ñäâèã àðãóìåíòà¿). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð op(a), çàäàâàåìûé ýòîé
ôîðìóëîé, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êîëüöà Q[t], à ïðàâèëî a 7→ op(a) îïðåäåëÿåò èçî-
ìîðôèçì G −→ Aut (Q[t]). Ïðîèçâåäåíèå âèäà M(t) = tm1

1 . . . tms
s íàçîâåì îäíî÷ëåíîì îò

t1, . . . , ts. Ââèäó (2.11)

tai = ti +
∑
j

cij(a)Mj(t), (2.14)

ãäå cij(a) � ìíîãî÷ëåí íàä Q îò ìàëüöåâñêèõ êîîðäèíàò ýëåìåíòà a, à îäíî÷ëåíû Mj(t),
âõîäÿùèå ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè â âûðàæåíèå äëÿ tai , íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ
ti, . . . , ts (è íå çàâèñÿò îò a). Îòñþäà âèäíî, ÷òî op(a) − op(e) îòîáðàæàåò ïðîèçâîëüíûé
îäíî÷ëåí M(t) ëèáî â 0, ëèáî â ëèáî â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìåíüøèõ îäíî÷ëåíîâ, åñëè
ñ÷èòàòü îäíî÷ëåíû óïîðÿäî÷åííûìè ïî ïîñëåäíèì ðàçëè÷íûì ïîêàçàòåëÿì. Çíà÷èò, ïðè
ïîäõîäÿùåì m = m(a,M) ïðåîáðàçîâàíèå (op(a)− op(e))m àííóëèðóåò M(T ).

Ïóñòü H � àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îðáèòîé ìíîæåñòâà êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé {t1, . . . , ts} îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ op(x), x ∈ G. Ââèäó (2.14) H ëåæèò â ïîä-
ãðóïïå, ïîðîæäåííîé ôóíêöèÿìè {ti, 1

N
Mj(t)} ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N , à ïîòîìó

êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ïóñòü h1, . . . , hn � áàçà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû H. Ïóñòü åùå

hxk =
∑
l

ψkl(x)hl, (2.15)

ò. å. (ψkl(x)) � ìàòðèöà ñóæåíèÿ op(x) íà H â áàçå h1, . . . , hn. Òàê êàê H ñîäåðæèò êîîð-
äèíàòíûå ôóíêöèè t1, . . . , ts, òî ïðàâèëî x 7→ (ψkl(x)) îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ψ : G −→
GLn(Z), ïðè÷åì Gψ ñîñòîèò èç óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö. Îòîáðàæåíèå ψ−1 ëèíåéíî íà Gψ,
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òàê êàê ìíîæåñòâî {ti} ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç {hk}, à âû÷èñëÿÿ ôóíêöèè (2.15) â òî÷-
êå e, ìû âèäèì, ÷òî {hk} ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç {ψkl}. Ñàìî ψ ïîëèíîìèàëüíî, ò. å.
ôóíêöèè ψkl ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè íà G íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü x ∈ G. Òàê êàê êàæäîå hk � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàä Z îò íåêîòîðûõ tgi , g ∈ G, òî
ââèäó (2.13) hxl � òàêàÿ æå êîìáèíàöèÿ îò tgxi = ti +

∑
j cij(gx)Mj(t). Îòñþäà

hxk =
∑
j

Pkj(x)Mj(t), (2.16)

ãäå Pkj � ìíîãî÷ëåí íàä Q; â ÷àñòíîñòè,

hk =
∑
j

Pkj(e)Mj(t). (2.17)

Òàê êàê ìíîæåñòâî {hk} ëèíåéíî íåçàâèñèìî íàä Q, òî òàêîâû è ñòðîêè ìàòðèöû (Pkj(e)).
Ïîäñòàâëÿÿ (2.16), (2.17) â (2.15) è ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ {Mj(t)}, ïîëó÷èì
äëÿ ψkl(x) ñèñòåìó óðàâíåíèé Pkj(x) =

∑
l ψkl(x)Plj(e), îòêóäà è âèäíî, ÷òî ôóíêöèè ψkl

ïîëèíîìèàëüíû íàä Q. �

Ïóñòü H � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà m â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G. Ïóñòü a1, . . . ,
am � ïðàâûå ïðåäñòàâèòåëè G ïî H. Åñëè σ � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H ìàòðèöàìè
ñòåïåíè n, òî ôîðìóëà g 7→ ||(aiga−1

j )σ|| çàäàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ìàòðèöàìè
ñòåïåíè mn (çäåñü ñ÷èòàåòñÿ xσ = 0 ïðè x /∈ H).

�3 Íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.2.3.1. [1, ñòð. 172] Ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî åå ýëåìåíòà g è ëþáîãî íàòóðàëüíîãîm â G ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xm = g.
Ïðèìåðîì ïîëíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà UTn(K) íàä ïîëåì K ïðîèçâîëüíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3.2. [1, ñòð. 173] Ïîëíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà
√
G áåç êðó÷åíèÿ íà-

çûâàåòñÿ (íèëüïîòåíòíûì) ïîïîëíåíèåì ãðóïïû G, åñëè îíà ñîäåðæèò G è íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ ïîëíûõ ïîäãðóïï, ñîäåðæàùèõ G.

Òåîðåìà 2.2.3.3. À. È. Ìàëüöåâ [1, òåîðåìà 17.3.1] Ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G áåç
êðó÷åíèÿ îáëàäàåò íèëüïîòåíòíûì ïîïîëíåíèåì òîé æå ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè.
Ëþáûå äâà íèëüïîòåíòíûõ ïîïîëíåíèÿ ãðóïïû G èçîìîðôíû; áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî
àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó íèìè, ïðîäîëæàþùèé ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü G1, G2 � ãðóïïû, èçîìîðôíûå G, ϕ � èçî-
ìîðôèçì G1 íà G2,

√
Gi � íèëüïîòåíòíîå ïîïîëíåíèå ãðóïïû Gi. Âîçüìåì ïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå P =
√
G1 ×

√
G2, â íåì ïîäãðóïïó D = {xxϕ|x ∈ G1} è ðàññìîòðèì åå êîðåíü

√
D

â ýòîì ïðîèçâåäåíèè. Ïðîâåðèì, ÷òî

P =
√
D ·

√
Gi,

√
D ∩

√
Gi = 1 ïðè i = 1, 2. (2.18)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈
√
D ∩

√
Gi, òî x

m ∈ D ∩ Gi ïðè ïîäõîäÿùåì m. Îòñþäà x = 1 è
âòîðàÿ èç ôîðìóë (2.18) äîêàçàíà. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ π : P −→√
G1 íà ãðóïïó

√
D åñòü èçîìîðôèçì, ñëåäîâàòåëüíî,

√
Dπ =

√
D
π
. Äàëåå, ñóæåíèå π íà
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√
G1 � òîæå èçîìîðôèçì, ïîýòîìó

√
G1

π
=

√
Gπ

1 . Íî D
π = Gπ

1 , ïîýòîìó
√
D
π

=
√
G1

π
.

Âîçâðàùàÿñü ê ïîëíûì ïðîîáðàçàì îòíîñèòåëüíî π, ïîëó÷àåì ïåðâóþ èç ôîðìóë (2.18)
äëÿ i = 2. Ïî ñèììåòðèè îíà âåðíà è äëÿ i = 1.

Ôîðìóëû (2.18) ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x1 èç
√
G1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷íî

îäíîãî ýëåìåíòà x èç
√
D íà ìíîæèòåëü

√
G1. Ñîïîñòàâëÿÿ ýëåìåíòó x1 ïðîåêöèþ ýëåìåíòà

x íà ìíîæèòåëü
√
G2, ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì

√
G1 íà

√
G2, ïðîäîëæàþùèé ϕ.

á) Ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè ãðóïïà G êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî îíà âêëàäûâàåòñÿ â ïîëíóþ
íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó UTn(Q) ïðè íåêîòîðîì n (òåîðåìà 2.2.2.5). Êîðåíü

√
G èç ïîä-

ãðóïïû G â ãðóïïå UTn(Q) áóäåò íèëüïîòåíòíûì ïîïîëíåíèåì ãðóïïû G. Äëÿ g èç G è
íàòóðàëüíîãî m îáîçíà÷èì m

√
g ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xm = g â ãðóïïå

√
G. Î÷åâèäíî,

m
√
g = m′√

g′ ⇐⇒ gm
′
= g′

m
, (2.19)

ïðè÷åì ââèäó à) òàáëèöà óìíîæåíèÿ â
√
G ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

â G. Îòáðîñèì òåïåðü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî G êîíå÷íî ïîðîæäåíà, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ m

√
g, g ∈ G, m = 1, 2, . . .. Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå ôîðìó-

ëîé (2.19) îòíîøåíèå ðàâåíñòâà è îáîçíà÷èì ÷åðåç
√
G ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî êëàññîâ

ðàâíûõ ýëåìåíòîâ. Óñëîâèìñÿ óìíîæàòü m
√
g, m′√

g′ êàê ýëåìåíòû íèëüïîòåíòíîãî ïîïîëíå-

íèÿ ãðóïïû 〈g, g′〉. Òîãäà
√
G ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé, ñîäåðæàùåé ïîäãðóïïó G. Åñëè ãðóïïà

G íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè s, òî ïîïîëíåíèÿ åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï èìåþò ñòó-
ïåíè 6 s (òåîðåìà 2.1.4.7), ïîýòîìó

√
G óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó [x1, . . . .xs+1] = 1. Çíà÷èò,√

G� íèëüïîòåíòíîå ïîïîëíåíèå ãðóïïûG ñ òîé æå ñàìîé ñòóïåíüþ íèëüïîòåíòíîñòè. �

Íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû, óæå íå âñåãäà âêëàäûâà-
åòñÿ â ïîëíóþ íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó, òàê êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîëíîé íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïû G îáÿçàíà ëåæàòü â öåíòðå. Äåéñòâèòåëüíî, ïî èíäóêòèâíûì ñîîáðàæåíèÿì ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîé ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò g èç G ëåæèò âî âòîðîì ãèïåðöåíòðå. Åñëè
gm = 1, m 6= 0, òî [g, xm] = [g, x]m = [gm, x] = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ G. Ââèäó ïîëíîòû
G ýëåìåíò xm ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó, ïîýòîìó ýëåìåíò g öåíòðàëüíûé.

2.3 Îáîáùåíèÿ íèëüïîòåíòíîñòè

�1 Ëîêàëüíàÿ íèëüïîòåíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.3.1.1. [1, ñòð. 175] Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíà, åñëè âñå
åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû íèëüïîòåíòíû. Ïðè ýòîì ñàìà ãðóïïà ìîæåò íå áûòü
íèëüïîòåíòíîé. Áîëåå îáùî, åñëè σ � ñâîéñòâî ãðóïï, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà ïîäãðóïïû,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ëîêàëüíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì σ, åñëè âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïîäãðóïïû èç G îáëàäàþò ñâîéñòâîì σ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1.2. [1, óïðàæíåíèå 18.1.1] Ïîäãðóïïû ôàêòîðãðóïïû ëîêàëüíî íèëü-
ïîòåíòíûõ ãðóïï ñàìè ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíû. Âñÿêàÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãîìîìîðôíûå îáðàçû è ïîäãðóïïû
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû íèëüïîòåíòíû. Âòîðàÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïîëèöèêëè÷åñêèìè. �
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Ëåììà 2.3.1.3. [1, ëåììà 3.2.2] Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, A, B � åå ïîäãðóïïû,
H = 〈A,B〉. Òîãäà [A,B], A[A,B], B[A,B] íîðìàëüíû â H, A[A,B] ·B[A,B] = H, [A,B] =
〈〈CA〉B〉, ãäå C = {[ai, bj]|i ∈ I, j ∈ J}, åñëè A = 〈ai|i ∈ I〉, B = 〈bj|j ∈ J〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.4.4. �

Òåîðåìà 2.3.1.4. [1, òåîðåìà 18.1.2] 1) Âî âñÿêîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íîðìàëüíûõ
ëîêàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï åñòü ëîêàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà.

2) (Á. È. Ïëîòêèí). Âî âñÿêîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íîðìàëüíûõ ëîêàëüíî íèëü-
ïîòåíòíûõ ïîäãðóïï åñòü ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü K, L � íîðìàëüíûå ëîêàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêèå ïîäãðóï-
ïû ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà
èç KL ïîëèöèêëè÷åñêàÿ. Âîçüìåì â KL òàêóþ ïîäãðóïïó è çàïèøåì åå ïîðîæäàþùèå â
âèäå ïðîèçâåäåíèé ab, a ∈ K, b ∈ L. Ïóñòü A � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ëåâûìè ìíîæè-
òåëÿìè, B � ïðàâûìè. Ïî óñëîâèþ ãðóïïû A, B ïîëèöèêëè÷åñêèå. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî
óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ ïîðîæäåíèå H = 〈A,B〉 � ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Âîñïîëüçóåìñÿ
ëåììîé 2.3.1.3, îïèñûâàþùåé ñòðîåíèå H. Ïîñêîëüêó ãðóïïà [A,B] ñîäåðæèòñÿ â A[A,B],
H = A[A,B] · B[A,B] è ïðîèçâåäåíèå äâóõ íîðìàëüíûõ ïîëèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï �
âíîâü ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî A[A,B] � ïîëèöèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà.

Òàê êàê K, L íîðìàëüíû â G, òî [K,L] 6 K ∩L. Òàê êàê A, 〈C〉 êîíå÷íî ïîðîæäåíû è
ëåæàò â ëîêàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêîé ãðóïïå K, òî ãðóïïà 〈A,C〉 ïîëèöèêëè÷åñêàÿ. Çíà÷èò,
ëåæàùàÿ â íåé ïîäãðóïïà 〈CA〉 òàêæå ïîëèöèêëè÷åñêàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ëåæèò
â L, ïîýòîìó 〈〈CA〉B〉 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà èç L è, çíà÷èò, òîæå ïîëèöèê-
ëè÷åñêàÿ. Ïî ëåììå 2.3.1.3 â íåé ñîäåðæèòñÿ [A,B], ïîýòîìó [A,B] � ïîëèöèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Òàê êàê A è [A,B] îáå ëåæàò â K è êîíå÷íî ïîðîæäåíû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå �
ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

2) Äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå. �

Òåîðåìà 2.3.1.5. (Ìàêëåéí). [1, òåîðåìà 18.1.3] Ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H ëî-
êàëüíî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû G íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, H íå íîðìàëüíà â G. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ [G,G],
s /∈ H. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè H 〈H, x〉 = G. Ïóñòü x = [y1, z1] . . . [yn, zn], yi, zi ∈ G.
Ïóñòü yi, zi âûðàæàþòñÿ êàê ñëîâà îò x è h1, . . . , hm èç H, è H∗ = 〈h1, . . . , hm〉, G∗ =
〈h1, . . . , hm, x〉. Ïî óñëîâèþ ãðóïïà G∗ íèëüïîòåíòíà. Î÷åâèäíî, x ∈ [G∗, G∗], x /∈ H∗,
ïîýòîìó H∗ � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â G∗. Ïî òåîðåìà 2.1.2.2 ìîæíî âêëþ÷èòü H∗ â
ñóáíîðìàëüíóþ ìàòðåøêó ãðóïïû G∗, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 2.2.2.2 óïëîòíÿåòñÿ äî ïîëè-
öèêëè÷åñêîé ìàòðåøêè

1 < . . . < H∗ < H1 < . . . < Hs < G∗. (2.20)

Òàê êàê ñåêöèÿ G∗/Hs êîììóòàòèâíà, òî [G∗, G∗] 6 H, è, çíà÷èò, x ∈ Hs. Íî òîãäà G
∗ 6 Hs,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãèì âêëþ÷åíèÿì (2.20). �

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1.6. [1, óïðàæíåíèå] Âî âñÿêîé ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G
ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïó (íàçûâàåìóþ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ãðó-
ïïû G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïîêîëüêó ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ëåæèò â íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïå, à ïîòîìó � òàêæå ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. �

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1.7. [1, óïðàæíåíèå 18.1.5] Âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ëîêàëüíî íèëüïî-
òåíòíàÿ ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü ëþáûå äâà p-ýëåìåíòà ïîðîæäàþò íèëüïîòåíòíóþ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ p-ýëåìåíòîâ � âíîâü
p-ýëåìåíò. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ (è, çíà÷èò, íîðìàëüíóþ) ñè-
ëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó äëÿ ëþáîãî p. �

�2 Íîðìàëèçàòîðíîå óñëîâèå

Îïðåäåëåíèå 2.3.2.1. [1, ñòð. 177] Ñëåäóþùåå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðíûì:
êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà îòëè÷íà îò ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà.

Òåîðåìà 2.3.2.2. (Á. È. Ïëîòêèí). [1, òåîðåìà 18.2.1] Âñÿêàÿ ãðóïïà G ñ íîðìàëèçàòîð-
íûì óñëîâèåì ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Öîðíà âñÿêèé ýëåìåíò èç G ëåæèò â íåêîòîðîé ìàêñèìàëü-
íîé ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïå H. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî H íîðìàëüíà â G
(òîãäà G áóäåò ïîêðûâàòüñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûìè íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, à ïî-
òîìó ïî òåîðåìå 2.3.1.4 ñàìà áóäåò ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîé). Îáîçíà÷èì N = NG(H).
Åñëè N g = N , òî Hg, H íîðìàëüíû â N . Ïî òåîðåìå 2.3.1.4 èõ ïðîèçâåäåíèå HgH ëî-
êàëüíî íèëüïîòåíòíî. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè H èìååì HgH = H, îòêóäà Hg = H, g ∈ N .
Òàêèì îáðàçîì, N ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì. Ââèäó íîðìàëèçàòîðíîãî óñëî-
âèÿ N = G. �

Ï ð è ì å ð. (Ì. È. Êàðãàïîëîâ). Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà α
ãðóïïó Gα, ïîëàãàÿ

G0 = Cp, Gα =

{
Cp oGα−1 ïðè íåïðåäåëüíîì α,⋃
β<αGβ ïðè ïðåäåëüíîì α.

(Çäåñü Cp � ãðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû p-îé ñòåïåíè â C.)
Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî êàæäîå Gα ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé, ïðè÷åì âñå åå êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûå ïîäãðóïïû êîíå÷íû è |Gα| > α. (Êîíå÷íîñòü çäåñü ïîëó÷àåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî
ñïëåòåíèå ïðÿìîå.) Â ÷àñòíîñòè, âñå ãðóïïû Gα ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíû.

Ïóñòü γ � ïåðâîå íåñ÷åòíîå òðàíñôèíèòíîå ÷èñëî. ßñíî, ÷òî âñå Gα ïðè α < γ ñ÷åòíû,
à ãðóïïà Gγ íåñ÷åòíà. Ïîêàæåì, ÷òî Gγ íå óäîâëåòâîðÿåò íîðìàëèçàòîðíîìó óñëîâèþ.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â Gγ ñóùåñòâîâàëà áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï
Hλ, çàíóìåðîâàííûõ òðàíñôèíèòíûìè ÷èñëàìè λ 6 ν, ñ óñëîâèÿìè:

à) H0 = 1, Hµ �Hµ+1, Hλ = ∩µ<λHµ ïðè ïðåäåëüíîì λ, Hν = Gγ,
á) âñå ñåêöèè Hm+1/Hµ êîììóòàòèâíû.

(Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, áåðÿ ïåðâóþ è òðåòüþ
ôîðìóëû èç à) çà îïðåäåëåíèå Hλ, à â êà÷åñòâå Hµ+1 áåðÿ ïîðîæäåíèå Hµ è ëþáîãî ýëåìåí-
òà èç NGγ (Hµ), ëåæàùåãî âíå Hµ.) Ìû ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî ãðóïïà Gγ â äåéñòâèòåëüíîñòè
íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï ñ óñëîâèÿìè à) è á).

Ïóñòü, íàïðîòèâ, òàêèå Hλ ñóùåñòâóþò. Óïëîòíèâ, åñëè íóæíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýòèõ ïîäãðóïï, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñåêöèè Hµ+1/Hµ öèêëè÷åñêèå. Òîãäà âñå Hn ñ
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íàòóðàëüíûìè íîìåðàìè n ñ÷åòíû, à ïîòîìó è èõ îáúåäèíåíèå Hω ñ÷åòíî. Çàíóìåðóåì
ýëåìåíòû èç Hω: h1, h2, . . .. Î÷åâèäíî, hm ∈ Gβm ïðè íåêîòîðîì βm < γ. Îáúåäèíåíèå
âñåõ Gβm åñòü íåêîòîðîå Gβ, ïðè÷åì β < γ, ïîñêîëüêó Gβ ñ÷åòíî, à ãðóïïà Gγ íåñ÷åòíà.
Ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè óñòàíîâèì, ÷òî Gβ ñîäåðæèò âñå Hλ ïðè ω < λ 6 ν.
Ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî λ. Äëÿ ïðåäåëüíûõ λ óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó ïóñòü
λ � íåïðåäåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî Hλ−1 6 Gβ, íî ñóùåñòâóåò h ∈ Hλ,
h /∈ Gβ. Ïóñòü α òàêîâî, ÷òî h ∈ Gα, íî h /∈ Gα−1. Î÷åâèäíî, ÷òî β 6 α − 1, ïîýòîìó
Hλ−1 6 Gα−1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñïëåòåíèÿ, h = bf , b ∈ Gα−1, f ∈ fun(Gα−1,Cp), ïðè÷åì
f 6= 1. Äëÿ âñåõ x ∈ Hλ−1 èìååì [xb, f ] = (xb)−1xbf ∈ Gα−1 ∩ fun(Gα−1,Cp) = 1, ò. å. Hb

λ−1

öåíòðàëèçóåò f . (Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Hλ íîðìàëèçóåò Hλ−1 èìååì xbf ∈ Hλ−1 6
Gα−1 è xb ∈ Hλ−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà fun(Gα−1,Cp) íîðìàëüíà â Gα, ïîýòîìó

fx
b ∈ fun(Gα−1,Cp), îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå.) Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò f ′ =

bfb−1 6= 1 èìååò â Gα−1 èìååò â Gα−1 áåñêîíå÷íûé öåíòðàëèçàòîð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòîò öåíòðàëèçàòîð, äåéñòâóÿ íà Gα−1 ïðàâûìè ñäâèãàìè, äîëæåí ïåðåâîäèòü supp(f ′)
(íîñèòåëü) â ñåáÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò öåíòðàëèçàòîð äîëæåí ïåðåâîäèòü supp(f ′) â
ñåáÿ. Çíà÷èò, îí èçîìîðôåí ãðóïïå ïîäñòàíîâîê êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà supp(f ′) è ïîòîìó
íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.

�3 Ýíãåëåâîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.3.3.1. [1, ñòð. 179] Êîììóòàòîðíîå òîæäåñòâî

[x0, x1, . . . , xn] = 1, (2.21)

îïðåäåëÿþùåå, êàê ìû çíàåì, íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ñòóïåíè 6 n ñëóæèò èñòî÷íèêîì
ýòîãî îáîáùåíèÿ íèëüïîòåíòíîñòè. Ñòðåìëåíèå èìåòü âîçìîæíî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïå-
ðåìåííûõ ïðèâîäèò íàñ ê òîæäåñòâó

[x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
n

] = 1 (2.22)

(îòñóòñòâèå âíóòðåííèõ ñêîáîê îçíà÷àåò ¾ïðàâèëüíóþ¿ èõ ðàññòàíîâêó: [. . . [[x, y], y], . . . ,
y]). Ãðóïïà ñ òîæäåñòâîì (2.22) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííî ýíãåëåâîé ãðóïïîé ñòóïåíè 6 n �
â ÷åñòü Ýíãåëÿ, çàëîæèâøåãî âìåñòå ñ Ëè îñíîâû òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.3.2. [1, óïðàæíåíèå 6.2.3] Ïóñòü ãðóïïà A íåòðèâèàëüíà. Òîãäà
Z(AōB) = Diag(B,Z(A)), Z(A oB) = 1, åñëè B áåñêîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ Z(AōB). Òîãäà z = bf , ãäå b ∈ B è f ∈ Fun(B,A). Ïðåäïî-
ëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî b 6= e. Òîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ Fun(B,A) èìååì gz

−1
= f b

−1
gb

−1
(f b)−1.

Ïîñêîëüêó z ∈ Z(AōB) ïîëó÷àåì gz
−1

= g. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî b1 ∈ B ñïðàâåä-
ëèâî f b

−1
gb

−1
(f b)−1(b1) = g(b1). Âîçüìåì b1 = e, ïîëó÷èì, f(b−1)g(b−1)f−1(b) = g(e) äëÿ

âñåõ g ∈ Fun(B,A). Íî åñëè g(e) = e, à g(b) 6= (f(b−1)−1f(b), òî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, z = f . Äàëåå, äëÿ ëþáîãî bg ∈ (B ōA) èìååì (bg)f = b(f−1)bgf = bg, îòêóäà
(f−1)bgf = g. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî b1 ∈ B ñïðàâåäëèâî f−1(bb1)g(b1)f(b1) = g(b1).
Åñëè f(bb1) 6= f(b1) äëÿ íåêîòîðîãî b, òî òîãäà âçÿâ â êà÷åñòâå g ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âñå ýëå-
ìåíòû èç B ïîñûëàåò â e ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, f ∈ Diag(B,A). Êðîìå
òîãî, åñëè f(b1) /∈ Z(A), òî âûáðàâ òàêîé ýëåìåíò a èç A, ÷òî af(b1) 6= a è ïîëîæèâ g(x) = a
äëÿ âñåõ x ∈ A ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì f . Òàêèì îáðàçîì, f ∈ Diag(B,Z(A)).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîãäà B áåñêîíå÷íà
â Diag(B,Z(A)) íåò ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. �

Ï ð è ì å ð. Åñëè A, B � ãðóïïû ïåðèîäà 2, òî ïðÿìîå ñïëåòåíèåG = AoB óäîâëåòâîðÿ-
åò òîæäåñòâó [x, y, y, y] = 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x, y ∈ G. Î÷åâèäíî, [x, y] = f ∈ fun(B,A)
è

[f, y, y] = (f−1f y)−1(f−1f y)y = f(f−1)y(f−1)yf y
2

= 1,

ïîñêîëüêó y2 ∈ fun(B,A) è f 2 = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè A 6= 1 è áåñêîíå÷íîé B ñïëåòåíèå
G = A oB íåíèëüïîòåíòíî (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3.3.2).

2.4 Êîììóòàòîðíîå èñ÷èñëåíèå

�1 Ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ñëîâà, èëè öåïî÷êè b1b2 . . . bn, ãäå êàæäûé ñèìâîë bi ïðåäñòàâëÿåò
îäíó èç áóêâ x1, x2, . . . , xr. Îïðåäåëèì òàêæå ôîðìàëüíûå êîììóòàòîðû cj è èõ âåñ�à ω(cj)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ci = xi, i = 1, . . . , r � êîììóòàòîðû âåñà 1, ò. å. ω(xi) = 1
2) åñëè ci è cj � êîììóòàòîðû òî è ck = [ci, cj] � êîììóòàòîð è ω(ck) = ω(ci) + ω(cj).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî ci1 , . . . , cim , ñîñòàâëåííîå èç êîììóòàòîðîâ, ñîáðàíî, åñëè

i1 6 i2 6 . . . 6 im, ò. å. åñëè êîììóòàòîðû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ
ñëåâà íà ïðàâî. Ïðîèçâîëüíîå ñëîâî èç êîììóòàòîðîâ

ci1 . . . cimcim+1 . . . cin (2.23)

ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîáðàííóþ ÷àñòü ci1 , . . . , cim , ãäå i1 6 . . . 6 im è im 6 ij, j =
m+1, . . . , n, è íåñîáðàííóþ ÷àñòü cim+1 , . . . , cin , ãäå im+1 óæå íå íàèìåíüøèé èç èíäåêñîâ ij,
j = m+ 1, . . . , n. Ñîáðàííàÿ ÷àñòü ñëîâà ci1 . . . ci+n ïóñòà, åñëè òîëüêî i1 � íå íàèìåíüøèé
èç èíäåêñîâ.

Îïðåäåëèì ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ äëÿ ñëîâ èç êîììóòàòîðîâ. Ïóñòü cu � êîììó-
òàòîð ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì â íåñîáðàííîé ÷àñòè ñëîâà, è ïóñòü cij = cu � ïåðâîå
âõîæäåíèå cu â íåñîáðàííóþ ÷àñòü. Çàìåíèì òîãäà ñëîâî ci1 . . . cim . . . cij−1

cij . . . cin ñëîâîì
ci1 . . . cim . . . cijcij−1

[cij−1
, cij ] . . . cin . Ïðè ýòîì êîììóòàòîð cij ñäâèíåòñÿ íà îäíî ìåñòî âëåâî

è ïîÿâèòñÿ íîâûé êîììóòàòîð [cij−1
, cij ], êîòîðûé ïî âåñó áîëüøå, ÷åì cij .

Òàêèì îáðàçîì, è ïîñëå óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ cij îñòàíåòñÿ êîììóòàòîðîì ñ íàè-
ìåíüøèì èíäåêñîì â íåñîáðàííîé ÷àñòè. Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ øàãîâ êîììóòàòîð
cij çàéìåò (m + 1)-ìåñòî è ñòàíåò ýëåìåíòîì ñîáðàííîé ÷àñòè. Òàê îïðåäåëåííûé ñîáèðà-
òåëüíûé ïðîöåññ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò îáðûâàòüñÿ, òàê êàê íà êàæäîì øàãå ââîäèòñÿ
íîâûé êîììóòàòîð.

Ïóñòü x1, . . . , xr � îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû F (ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè x1, x2, . . . , xr), è ïóñòü
[u, v] = u−1v−1uv, òîãäà

cij−1
cij = cijcij−1

[cij−1
, cij ], (2.24)

è ìû âèäèì, ÷òî ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ íå èçìåíÿåò ýëåìåíò ãðóïïû, ïðåäñòàâëåííûé
ñëîâîì. Ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ ïðèìåíèì íå êî âñåì ñëîâàì, à
òîëüêî ê òàê íàçûâàåìûì ïîëîæèòåëüíûì ñëîâàì, ò. å. ê ñëîâàì, ñîñòàâëåííûì èç áóêâ
xj è íå ñîäåðæàùèì áóêâ âèäà x−1

j . Íèæå ìû îñâîáîäèìñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.
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Â õîäå ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà, ïðèìåíåííîãî ê ïîëîæèòåëüíûì ñëîâàì, âîçíèêàþò
íå ëþáûå êîììóòàòîðû. Òàê, íàïðèìåð, êîììóòàòîð [x2, x1] ìîæåò âîçíèêíóòü, à êîììó-
òàòîð [x1, x2] âîçíèêíóòü íå ìîæåò, òàê êàê áóêâà x1 ñîáèðàåòñÿ äî x2. Êîììóòàòîðû,
êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ìîãóò âîçíèêíóòü â ñîáèðàòåëüíîì ïðîöåññå, íàçûâàþòñÿ áàçèñ-
íûìè. Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ ãðóïïû F ñ îáðàçóþùè-
ìè x1, x2, . . . , xr.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1.1. [7, ñòð. 187] 1) ci = xi, i = 1, . . . , r � áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñà
îäèí, ω(xi) = 1.

2) Ïóñòü áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñîâ, ìåíüøèõ n, óæå îïðåäåëåíû. Òîãäà áàçèñíûìè
êîììóòàòîðàìè âåñà n ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòîðû ck = [ci, cj], ãäå

à) ci è cj � áàçèñíûå êîììóòàòîðû è ω(ci) + ω(cj) = n;
á) ci > cj, à åñëè cj = [cs, ct], òî cj > ct.
3) Êîììóòàòîðû âåñà n ñëåäóþò çà êîììóòàòîðàìè âåñîâ, ìåíüøèõ n, è ìåæäó ñîáîé

îíè óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Áàçèñíûå êîììóòàòîðû ñ÷èòàåì ïðîíóìåðîâàí-
íûìè òàê, ÷òî îíè óïîðÿäî÷åíû ïî èíäåêñàì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîììóòàòîðû óïîðÿäî÷åíû ïî âåñàì, à â îñòàëüíîì � ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì, òî ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ, ïðèìåíåííûé ê ïîëîæèòåëüíûì ñëîâàì, äàåò òîëüêî
áàçèñíûå êîììóòàòîðû.

Ìû ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî ïî ìîäóëþ γk+1F , ãäå γk+1F � (k + 1)-é ÷ëåí íèæíåãî öåí-
òðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû F , îáîçíà÷àåìûé òàêæå Fk+1 (k � ëþáîå ÷èñëî), ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

f = ce11 c
e2
2 . . . cet

t (mod Fk+1), (2.25)

ãäå c1, . . . , ct � áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñîâ 1, 2, . . . , k.
Â õîäå ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà èìååì

vu = uv[v, u], (2.26)

ãäå u, v è [v, u] � áàçèñíûå êîììóòàòîðû. Ìû äîëæíû òàêæå ðàññìîòðåòü âûðàæåíèÿ
vu−1, v−1u−1 è v−1u. Ïðè ýòîì vu−1 = u−1v[vu−1], à èç ñîîòíîøåíèÿ [x, yz] = [x, z][x, y]z =
[x, z][x, y][x, y, z] èìååì

1− [v, uu−1] = [v, u−1][v, u][v, u, u−1], (2.27)

îòêóäà [vu−1] = [v, u, u−1]−1[v, u]−1. Àíàëîãè÷íî [v, u, u−1] = [v, u, u, u−1]−1[v, u, u]−1. Ïîëî-
æèâ v0 = v è vt+1 = [vt, u], ïîëó÷èì

[v, u−1] = [v1, u
−1]v−1

1 = v2[v2, u
−1]v−1

1 ≡ v2v4 . . . v
−1
5 v−1

3 v−1
1 (mod Fk+1). (2.28)

Åñëè çäåñü êîììóòàòîð v1 = [v, u] áàçèñíûé, òî è v2, v3, . . . � òàêæå áàçèñíûå êîììóòàòîðû.
Ïî ìîäóëþ Fk+1 ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü êîììóòàòîðîì [vs, u

−1], åñëè èíäåêñ s íàñòîëüêî âå-
ëèê, ÷òî âåñ ýòîãî êîììóòàòîðà íå ìåíüøå k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî
ýòàïà ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà ìû äîïóñêàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó:

vu−1 ≡ u−1vv2v4 . . . v
−1
5 v−1

3 v−1
1 (mod Fk+1). (2.29)

Àíàëîãè÷íî, v−1u = uv−1[v−1, u], è èç ðàâåíñòâà [xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][x, z, y][y, z]
ïîëó÷àåì 1 = [vv−1, u] = [v, u][v, u, v−1][v−1, u], îòêóäà, ïîëàãàÿ w1 = [v, u], wt+1 = [wt, v],
èìååì

v−1u ≡ uv−1w2w4 . . . w
−1
3 w−1

1 (mod Fk+1). (2.30)
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Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî v−1u−1 = u−1(uvu−1)−1, à èç (2.29) ïîëó÷àåì

uvu−1 ≡ v · v2v4 . . . v
−1
5 v−1

3 v−1
1 (mod Fk+1), (2.31)

îòêóäà
v−1u−1 ≡ u−1v1v3v5 . . . v

−1
4 v−1

2 v−1 (mod Fk+1). (2.32)

Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå çàìåí (2.26), (2.29), (2.30) è (2.32) ïðèâîäèò ê çàïèñè (2.25) ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà f ãðóïïû F â âèäå ñëîâà èç áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ.

�2 Ôîðìóëà Âèòòà. Òåîðåìà î áàçèñå

Ïðåäïîëîæèì, íàì äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ c1, c2, . . ., ñîñòîÿùèõ
èç îáðàçóþùèõ x1, x2, . . . , xr. Íàçîâåì ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ

ci1ci2 . . . cis (2.33)

áàçèñíûì, åñëè ñëîâî (2.33) ñîáðàíî, ò. å. åñëè i1 6 i2 6 . . . 6 is. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîì-
ìóòàòîðîâ p = a1a2 . . . an ïðîèçâîëüíîãî âèäà ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå âåñà ω(p) : ω(p) =
ω(a1) + . . . + ω(an). Ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ èçìåíÿåò âåñ ïðîèçâåäåíèÿ. Ìû îïðåäåëèì
ñåé÷àñ àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ � ïðîöåññ çàêëþ÷åíèÿ â ñêîáêè, íå ìåíÿþùèé âåñà ïðîèç-
âåäåíèÿ. Åñëè u, v è [u, v] � áàçèñíûå êîììóòàòîðû, òî ñëîâî . . . uv . . . çàìåíÿåòñÿ íà
. . . [u, v] . . . â îòëè÷èå îò ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà, ãäå ñëîâî . . . uv . . . çàìåíÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì . . . v, u[u, v] . . ..

Òåîðåìà 2.4.2.1. [7, òåîðåìà 11.2.1] ×èñëî áàçèñíûõ ïðîèçâåäåíèé âåñà n, ñîñòàâëåííûõ
èç îáðàçóþùèõ x1, . . . , xr, ðàâíî r

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ñåìåéñòâî Pk = P
(n)
k âñåõ ïðîèçâåäå-

íèé a1a2 . . . at âåñà n (ãäå ai � áàçèñíûå êîììóòàòîðû) âèäà

ce11 c
e2
2 . . . cek

k ci1 . . . cis , (2.34)

ãäå ei > 0, i1 > k, i2, . . . , is > k, è äëÿ êàæäîãî êîììóòàòîðà cij = [cu, cv] êîììóòàòîð
cv ïðåäøåñòâóåò ck. Òàêèì îáðàçîì, Pk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâî ñëîâ, â êî-
òîðûõ êîììóòàòîðû c1, . . . , ck−1 ñîáðàíû, à ck åùå íå ñîáðàíû. ßñíî, ÷òî P1 � ñåìåéñòâî
âñåõ ïðîèçâåäåíèé n îáðàçóþùèõ xi, îòêóäà |P1| = rn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ó íàñ áûë
õîòü îäèí ìíîæèòåëü âèäà [ci, cj], òî ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî êîììóòàòîð cj óæå ñîáðàí, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó.

Äàëåå ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ñå-
ìåéñòâ Pk è Pk+1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè c

e1
1 . . . cek

k ci1 . . . cis � ïðîèçâåäåíèå èç ñåìåéñòâà Pk,
òî êîììóòàòîð ci1 ñëåäóåò çà ck è, õîòÿ â ïðîèçâåäåíèè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ öåïî÷êè êîì-
ìóòàòîðîâ ck â íåñîáðàííîé ÷àñòè, êàæäîé òàêîé öåïî÷êå íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò
êîììóòàòîð cy, ãäå y > k. Êî âñåì ïîäîáíûì öåïî÷êàì cyck . . . ckcw, y > k, w > k ïðèìåíèì
îïåðàöèè çàêëþ÷åíèÿ â ñêîáêè, çàìåíèâ èõ âûðàæåíèÿìè [. . . [[cy, ck], ck], . . . , ck], cw, è òàê
êàê ïðè óñëîâèè cy = [cu, cv], k > v, òî âíîâü âîçíèêàþùèé êîììóòàòîð áóäåò îïÿòü áà-
çèñíûì è áóäåò ñëåäîâàòü çà ck. Óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå
ïðîèçâåäåíèå èç ñåìåéñòâà Pk+1. Îáðàòíî, åñëè â ïðîèçâåäåíèè ñåìåéñòâà Pk+1 óáðàòü âñå
ñêîáêè, çàêëþ÷àþùèå êîììóòàòîð ck, òî ìû ïîëó÷èì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå ïðîèçâåäå-
íèå èç ñåìåéñòâà Pk. Ñëåäîâàòåëüíî, |Pk+1| = |Pk| = |P1| = rk. Íî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
k ñåìåéñòâî Pk ñîñòîèò èç âñåõ áàçèñíûõ ïðîèçâåäåíèé âåñà n. �

56



Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.4.2.1 ìîæíî íàéòè ÷èñëî áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ âåñà n, è, äàæå
áîëåå òîãî, ìîæíî íàéòè ÷èñëî áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ ñ çàäàííûìè âåñàìè îòíîñèòåëüíî
êàæäîãî îáðàçóþùåãî.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2.2. [7, ñòð. 191] Ñëîâî a1 . . . an áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêèì, åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî a1 ñëåäóåò çà an, à a1a2 . . . an, a2 . . . ana1, . . ., ana1 . . . an−1 � çàïèñè îäíîãî è òîãî
æå ñëîâà. Öèêëè÷åñêîå ñëîâî C äëèíû n ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïîâòîðåíèÿ
ïîäñëîâà èç d áóêâ n/d ðàç, ãäå d � íåêîòîðûé äåëèòåëü ÷èñëà n. Êàæäîìó öèêëè÷å-
ñêîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèìåíüøèé ïåðèîä, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå öèêëè÷åñêîå ñëîâî äëèíû d.

Ëåììà 2.4.2.3. [7, ëåììà 11.2.1] Ìåæäó áàçèñíûìè êîììóòàòîðàìè âåñà n è öèêëè-
÷åñêèìè ñëîâàìè äëèíû è ïåðèîäà n èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.
Îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé ðàññòàíîâêîé ñêîáîê â öèêëè÷åñêîì ñëîâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1a2 . . . an � öèêëè÷åñêîå ñëîâî äëèíû n. Öèêëè÷åñêèå ñëîâà
âåñà n îáðàçóþò ñåìåéñòâî Cn

k = Ck, åñëè îíè âèäà ci1ci2 . . . cis , ãäå cij � áàçèñíûå êîììó-
òàòîðû, è äëÿ ëþáîãî cij = cw, åñëè cw = [cu, cv], òî v < k, ïðè÷åì èëè (1) i1 = i2 = . . . = is
(âêëþ÷àÿ ñëó÷àé s = 1), èëè (2) i1, . . . , is > k è íåêîòîðûé èíäåêñ ij > k. Åñëè èìååò
ìåñòî ñëó÷àé (1), òî ñëîâî ïðèíàäëåæèò, ïî îïðåäåëåíèþ, òàêæå ñåìåéñòâó Ck+1. Åñëè
æå íàëèöî ñëó÷àé (2), òî ìû áåðåì êàæäóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (åñëè
òàêîâûå ñóùåñòâóþò) âèäà cw, ck, . . . , ck, ct, w > k, t > k, è ðàññòàâëÿåì ñêîáêè ñëåäóþùèì
îáðàçîì: [. . . [cw, ck], . . . , ck]. Ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêîå ñëîâî èç ñåìåéñòâà Ck+1. Îáðàòíî,
óäàëèâ èç êàêîãî-ëèáî ñëîâà ñåìåéñòâà Ck+1 âñå ñêîáêè, çàêëþ÷àþùèå ck, ïîëó÷àåì ñëîâî
èç ñåìåéñòâà Ck. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ñëîâàìè ñåìåéñòâà Ck è ñåìåéñòâà Ck+1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k. Åñëè æå k äîñòàòî÷íî
âåëèêî, òî êîììóòàòîð ck èìååò âåñ, á�îëüøèé n, è ñëó÷àé (2) íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
â èòîãå ïðîöåññ ðàññòàíîâêè ñêîáîê ïðåêðàùàåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêîå ñëîâî, äëÿ
êîòîðîãî èìååò ìåñòî ñëó÷àé (1). Ýòî ñëîâî áóäåò èëè áàçèñíûì êîììóòàòîðîì âåñà n, èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s = n/d òîæäåñòâåííûõ áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ âåñà d. Ðàññòàíîâêà
ñêîáîê, ïðè ïîìîùè êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ñåìåéñòâà Ck ê ñåìåéñòâó Ck+1,
îõâàòûâàåò îäèí êîììóòàòîð cw è íåêîòîðîå ÷èñëî êîììóòàòîðîâ ck. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæ-
äàÿ òàêàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî âíóòðè îäíîãî ïåðèîäà è â òî÷íîñòè
ïîâòîðÿåòñÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðîöåññàõ. Ïðè âñåì ýòîì ÷èñëî ïåðèîäîâ â ñëîâå îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòàíîâêà ñêîáîê âî âñåõ öèêëè÷åñêèõ ñëîâàõ äëèíû
n äàåò âñå áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñà n, à â ñëó÷àå d|n äàåò âñå áàçèñíûå êîììóòàòîðû
âåñà d, ïîâòîðåííûå n/d ðàç êàæäûé, òàê êàê âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ñåìåéñòâà Ck ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì k. �

Îïðåäåëåíèå 2.4.2.4. [7, ñòð. 190] Îïðåäåëèì âåñ ωi(xi) = 1, ωi(xj) = 0, i 6= j, à äàëåå ïî
ïðàâèëó ωi([cu, cv]) = ωi(cu) + ωj(cv). Ïóñòü Mr(n) � ÷èñëî áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ âåñà
n îò r îáðàçóþùèõ x1, x2, . . . , xr, è ïóñòü M(n1.n2, . . . , nr) � ÷èñëî òàêèõ êîììóòàòîðîâ c,
÷òî ωi(c) = ni, i = 1, 2, . . . , r, ïðè÷åì n = n1 + n2 + . . .+ nr.

Òåîðåìà 2.4.2.5. (Òåîðåìà Âèòòà). [7, òåîðåìà 11.2.2]

Mr(n) =
1

n

∑
d|n

µ(d)rn/d, (2.35)
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M(n1, n2, . . . , nr) =
1

n

∑
d|ni

µ(d)
(n
d

)
!|

(
n1

d1

)
! . . .

(nr
d

)
! (2.36)

Çäåñü µ(m) � ôóíêöèÿ Ìåáèóñà, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: µ(1) = 1; äëÿ n = pe11 . . . pes

s , ãäå p1, . . . , ps � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,
µ(n) = 0, åñëè õîòü îäèí ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ei > 1, à µ(p1p2 . . . ps) = (−1)s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.2.1, ÷èñëî áàçèñíûõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíî rn. Ýòî
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ôîðìàëüíîìó òîæäåñòâó äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ïåðåìåííîé z:

1
1−rz =

∏∞
n=1(1 − zn)−Mr(n). Ïðîöåññ ðàññòàíîâêè ñêîáîê îñòàâëÿåò âåñà ωi(i = 1, . . . , r)

íåèçìåííûìè. ×èñëî ñëîâ W òî îáðàçóþùèõ x1, . . . , xr ñ âåñîì ωi(W ) = ni (äëÿ âñåõ i)
ðàâíî, î÷åâèäíî, n!

n1!...nr!
. Îòñþäà âûòåêàåò ôîðìàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðÿäîâ îò ïåðåìåí-

íûõ z1, . . . , zr:
1

1− z1 − . . .− zr
=

∞∏
n1,...,nr=1

(1− zn1
1 . . . znr

r )−M(n1,...,nr). (2.37)

Â ñèëó ëåììû 2.4.2.3 íàì äîñòàòî÷íî èçó÷àòü ñëîâà äëèíû è ïåðèîäà n. Ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ñëîâ äëèíû n è ïåðèîäà n? Öèêëè÷åñêîå ñëîâî äëèíû n è ïåðèîäà d, ãäå d|n, äàåò
òî÷íî d îáûêíîâåííûõ ( íå îáÿçàòåëüíî öèêëè÷åñêèõ) ñëîâ äëèíû n:

a1 . . . ada1 . . . ad . . . a1 . . . ad
a2 . . . ada1 . . . a1 . . . ada1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ada1 . . . ad . . . a1 . . . ad−1.

Òàêèì îáðàçîì, rn =
∑

d|n dMr(d), òàê êàê ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ñëîâ äëèíû è ïåðèîäà d

ðàâíî Mr(d) è êàæäîìó èç rn îáûêíîâåííûõ ñëîâ ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé
ïåðèîä d. Èç òîæäåñòâà

rn =
∑
d|n

dMr(d) (2.38)

ìîæíî íàéòè Mr(d), ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà: åñëè

f(n) =
∑
d|n

g(d), (2.39)

òî
g(n) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
f(d). (2.40)

Îòñþäà nMr(n) =
∑

d|n µ
(
n
d

)
rd èëè

Mr(n) =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
rd, (2.41)

ò. å. ïîëó÷èì ôîðìóëó Âèòòà.
×èñëî îáûêíîâåííûõ ñëîâW , òàêèõ, ÷òî ωi(W ) = ni, ãäå n1+ . . .+nr = n, ðàâíî n!

n1!...nr!
.

Ýòî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

n!

n1! . . . nr!
−

∑
d|n1,...,nr

dM
(n1

d
,
n2

d
, . . . ,

nr
d

)
. (2.42)

Çäåñü d ïðîáåãàåò âñå äåëèòåëè ÷èñëà n0 = (n1, . . . , nr). Âíîâü ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùå-
íèÿ Ìåáèóñà (2.40) ìû ïîëó÷àåì âòîðóþ ôîðìóëó Âèòòà (2.36). �
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Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî R ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñ
r îáðàçóþùèìè x1, x2, . . . , xr. Ýëåìåíòû ñòåïåíèm îáðàçóþò ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó Rm

ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç rm ïðîèçâåäåíèé âèäà xi1 . . . xim . Â ýòîì êîëüöå R ìû ñëåäóþùèì
îáðàçîì îïðåäåëÿåì êîììóòàòîð [u, v]:

[u, v] = uv − vu. (2.43)

Ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ðàññòàíîâêè ñêîáîê äëÿ êîììóòàòîðîâ êîëüöà òå æå, ÷òî è äëÿ
êîììóòàòîðîâ ãðóïï. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò î÷åíü òåñíàÿ ñâÿçü
ìåæäó ãðóïïîâûìè è êîëüöåâûìè êîììóòàòîðàìè, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà óñòàíîâëåíà
Ìàãíóñîì.

Òåîðåìà 2.4.2.6. [7, òåîðåìà 11.2.3] Áàçèñíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíè m îáðàçóþò àääè-
òèâíûé áàçèñ ãðóïïû Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.2.1, ÷èñëî áàçèñíûõ ïðîèçâåäåíèé ñòå-
ïåíè m ðàâíî rm, ò. å. ÷èñëó áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Rm, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç Rm ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñ-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàê êàê ñåìåéñòâî P

(m)
1 = P1 îáðàçóåò

áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç rm ïðîèçâåäåíèé xi1 , . . . , xim , è òàê êàê äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî k ñåìåéñòâî Pk ñîñòîèò èç áàçèñíûõ ïðîèçâåäåíèé, òî äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ýëåìåí-
òû èç Pk â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ýëåìåíòîâ èç Pk+1.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî òîæäåñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

[[. . . [[u, v], v], . . .], v] = [u,
s︷ ︸︸ ︷

v, . . . , v] = [su, vs], åñëè ÷èñëî áóêâ v ðàâíî s. Íåîáõîäèìîå íàì
òîæäåñòâî âûãëÿäèò òàê:

uvs = vsu+
s∑
j=1

(
s

j

)
vs−j[ju, vj]. (2.44)

Ïðè s = 1 îíî ñâîäèòñÿ ê uv = vu + [u, v]. Ïðåäïîëîæèâ âûïîëíèìîñòü (2.44) äëÿ s, ïðè
ïîìîùè òîæäåñòâà

[ju, vj]v = [j+1u, v, vj+1] + v[ju, vj] (2.45)

ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2.44) äëÿ s+ 1.
Åñëè ýëåìåíò èç Pk ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà . . . uck . . . ckw . . ., w 6= ck, ãäå

êîììóòàòîð u áîëüøå êîììóòàòîðà ck, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ çäåñü s ðàç, òî ìû ïðèìåíÿåì
òîæäåñòâî (2.44), ïîëàãàÿ u = u, v = ck. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ èëè ïðè-
íàäëåæàùèå ñåìåéñòâó Pk+1, èëè ñåìåéñòâó Pk ñ ìåíüøèì ÷èñëîì êîììóòàòîðîâ ck, èëè
ñîäåðæàùèå êîììóòàòîðû ck áëèæå ê íà÷àëó ñëîâà. Â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìå-
íåíèÿ òîæäåñòâà (2.44) ïðîèçâåäåíèå èç Pk ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ýëåìåíòîâ èç Pk+1. �

Ñëåäñòâèå 2.4.2.7. [7, ñëåäñòâèå 11.2.1] Áàçèñíûå êîììóòàòîðû ñòåïåíè m ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2.8. [7, ñòð. 195] Ïðèñîåäèíèì òåïåðü ê êîëüöó R åäèíèöó 1 è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü öåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà êàê ýëåìåíòû ñòåïåíè íóëü. Èõ ñîâîêóïíîñòü
îáîçíà÷èì ÷åðåç R0. Îáðàçóåì â R ôàêòîðêîëüöî R ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåí-
íîìó âñåìè ÷ëåíàìè, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ìåíüøå n+ 1. Òîãäà

R = R0 +R1 + . . .+Rn. (2.46)
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Â R ýëåìåíòû âèäà 1+z, ãäå z ∈ R1 + . . .)Rn, îáðàçóþò ãðóïïó G, òàê êàê â ñèëó ðàâåíñòâà
zn+1 = 0 èìååì

(1 + z)−1 = 1− z + z2 − . . .+ (−1)nzn. (2.47)

Åñëè 1+z = 1+um+um+1 + . . .+un, ãäå uj ∈ Rj äëÿ j = m, . . . , n è um 6= 0, òî ìû ãîâîðèì,
÷òî um � ñòàðøèé ÷ëåí ýëåìåíòà 1 + z.

Ëåììà 2.4.2.9. [7, ëåììà 11.2.2] Ïóñòü u, v 6= 1 � ýëåìåíòû ãðóïïû G ñî ñòàðøèìè
÷ëåíàìè us è vt ñòåïåíåé s è t ñîîòâåòñòâåííî. Ñòàðøèìè ÷ëåíàìè ýëåìåíòîâ u−1 è
v−1 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû −us è −vt. Åñëè s < t, òî ñòàðøèé ÷ëåí ýëåìåíòà uv åñòü
ux. Åñëè êîëüöåâîé êîììóòàòîð [us, vt] íå ðàâåí íóëþ, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì
ãðóïïîâîãî êîììóòàòîðà [u, v].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = 1+a, v = 1+b, u−1 = 1+a′, v−1 = 1+b′. Òîãäà a+a′+aa′ = 0,
aa′ = a′a, b + b′ + bb′ = 0, a = us + . . . + un, b = vt + . . . + vn, uv = 1 + a + b + ba. Èç ýòèõ
ñîîòíîøåíèé ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ëåììû î ñòàðøèõ ÷ëåíàõ ýëåìåíòîâ u−1, v−1

è vu. Èñïîëüçóÿ ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì [u, v] = u−1v−1uv = (1 + a′)(1 + b′)(1 +
a)(1 + b) = 1 + ab− ba+ aa′b− bb′a+ b′ab+ a′b′a+ a′b′ab, îòêóäà

[u, v] = 1 + [us, vt] + ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè. (2.48)

�

Ïóñòü c1, c2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû F ,
ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè y1, . . . , yr, è ïóñòü d1, d2, . . . � êîëüöåâûå êîììóòàòîðû â êîëüöå
R, ïîëó÷àþùèåñÿ çàìåíîé y1, . . . , yr íà x1, . . . , xr. Êðîìå òîãî, ïóñòü ct � ïîñëåäíèé êîì-
ìóòàòîð âåñà n. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîììóòàòîðàìè ci è di â êîëüöå R,
óñòàíàâëèìîå ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 2.4.2.10. [7, ëåììà 11.2.3] Ïðè ñîîòâåòñòâèè yi −→ 1 + xi, i = 1, 2, . . . , r, îïðå-
äåëÿþùåì îòîáðàæåíèå ãðóïïû F íà ãðóïïó G, ïóñòü ci −→ gi ∈ G. Òîãäà ñòàðøèé ÷ëåí
ýëåìåíòà gi ðàâåí di (i = 1, . . . , t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê yi −→ 1 + xi, i = 1, . . . , r, òî ñòàðøèé ÷ëåí ýëåìåíòà gi =
1 + xi åñòü xi ïðè i = 1, . . . , r. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé. Åñëè cw = [cu, cv],
w 6 t òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñòàðøèé ÷ëåí ýëåìåíòà gu ðàâåí du, à ýëåìåíòà gv
ðàâåí dv. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.4.2.9 ñòàðøèé ÷ëåí êîììóòàòîðà [gu, gv] ðàâåí du, dv],
åñëè ïîñëåäíèé êîììóòàòîð íå ðàâåí íóëþ. Áóäó÷è áàçèñíûì êîììóòàòîðîì, îí íà ñàìîì
äåëå íå ðàâåí íóëþ, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 2.4.2.7. Èòàê, ñòàðøèé ÷ëåí êîììóòàòîðà
gw = [gu, gv] ðàâåí [du, dv] = dw. �

Òåîðåìà 2.4.2.11. (Òåîðåìà î áàçèñå). [7, òåîðåìà 11.2.4] Åñëè F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà
ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè y1, . . . , yr è åñëè â íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàçèñíûõ
êîììóòàòîðîâ c1, c2, . . . , ct � âñå áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñîâ 1, 2, . . . , n, òî ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò f ãðóïïû F îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

f ≡ ce11 c
e2
2 . . . cet

t (mod Fn+1). (2.49)

Áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñà n îáðàçóþò áàçèñ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû Fn/Fn+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü cs, . . . , ct � áàçèñíûå
êîììóòàòîðû âåñà n. Ñîãëàñíî ëåììå 2.4.2.10, ïðè îòîáðàæåíèè, îïðåäåëåííîì ñîîòâåò-
ñòâèÿìè

yi −→ 1 + xi = gi, i = 1, . . . , r, (2.50)

ãðóïïû F íà êîëüöî R, ñòàðøèå ÷ëåíû êîììóòàòîðîâ cs, . . . , ct áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîëüöåâûìè êîììóòàòîðàìè ds, . . . , dt, ÿâëÿþùèìèñÿ êîëüöåâûìè áàçèñíûìè êîììóòàòî-
ðàìè ñòåïåíè n. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4.2.7 êîììóòàòîðû ds, . . . , dt ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïî
ëåììå 2.4.2.9 ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ces

s . . . c
et
t ðàâåí esds + . . .+ etdt. Îí íå ðàâåí íó-

ëþ, åñëè òîëüêî íå âñå ÷èñëà es, . . . , et ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàòîðû cs, . . . , ct
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè ôàêòîðãðóïïû Fn/Fn+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçó-
þò áàçèñ, òàê êàê ìû óæå çíàåì èç ðàâåíñòâà (2.25), ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ôàêòîðãðóïïû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå cs, . . . , ct. Ñóùåñòâîâàíèå ïî ìåíüøåé ìåðå îäíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòà f â âèäå (2.49) óñòàíîâëåíî ñîîòíîøåíèåì (2.25). Ïîêàæåì
åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

ce11 . . . cet
t ≡ ch1

1 . . . cht
t (mod Fn+1), (2.51)

ãäå hi = ei, i = 1, . . . , j − 1, íî hj 6= ej è åñëè áû âåñ cj áûë ðàâåí k, òî ýòî ïðèâåëî áû ê
çàâèñèìîñòè ìåæäó áàçèñíûìè êîììóòàòîðàìè âåñà k ïî ìîäóëþ Fk+1. Íî ýòîãî íå ìîæåò
áûòü, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå (2.49) îäíîçíà÷íî. �

�3 Òåîðåìà Áåðíñàéäà î áàçèñå. Àâòîìîðôèçìû p-ãðóïï

Òåîðåìà 2.4.3.1. (Òåîðåìà Áåðíñàéäà î áàçèñå). [7, òåîðåìà 12.2.1] Ôàêòîðãðóï-
ïà P/Φ(P ) = A � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû A ðàâåí pr, òî
ëþáîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ z1, . . . , zs ãðóïïû P ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî
èç r ýëåìåíòîâ x1, . . . , xr, òàêæå ïîðîæäàþùèõ ãðóïïó P . Ïðè îòîáðàæåíèè P −→ A
ýëåìåíòû x1, . . . , xr îòîáðàæàþòñÿ â áàçèñ a1, . . . , ar ãðóïïû A. Îáðàòíî, ëþáîå ìíîæå-
ñòâî r ýëåìåíòîâ ãðóïïû P , îòîáðàæàåìîå ïðè P −→ A íà áàçèñ ãðóïïû A, ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ãðóïïû P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G/Φ(P ) = A � àáåëåâà ãðóï-
ïà, îòêóäà óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé. Îñòàëüíûå
óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. �

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïå àâòî-
ìîðôèçìîâ Aut (P ) ãðóïïû P . Áàçèñ a1, . . . , ar ãðóïïû P/Φ(P ) ìîæíî âûáðàòü θ(pr) =
(pr−1)(pr−p) . . . (pr−pr−1) ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî � ïîðÿäîê ãðóïïû
GLr(p), à ïîñêîëüêó P/Φ(P ) � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì GF (p) ðàçìåðíîñòè
r, òî ãðóïïà åå àâòîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò ñ GLr(p).

Ñóùåñòâóåò òî÷íî pr(n−r)θ(pr) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X = (x1, . . . , xr), ïîðîæäàþùèõ
ãðóïïó P . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè îòîáðàæåíèè xi −→ ai, i = 1, . . . , r, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X
ïåðåõîäèò â áàçèñ ãðóïïû A, ïîñëåäíèé ìîæåò áûòü âûáðàí θ(pr) ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
à äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ai ëþáîé èç p

n−r ýëåìåíòîâ ñìåæíîãî êëàññà ïî Φ(P ), îòîáðàæà-
åìîãî â ai, ìîæåò áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå xi. Ëþáîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû P îòîáðàæàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X äðóã â äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïó Aut (P ) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ãðóïïó ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X. Íî Aut (P ) äåéñòâóåò
ðåãóëÿðíî íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X, òàê êàê àâòîìîðôèçì, îòîáðàæàþùèé
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íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X íà ñåáÿ îïðåäåëÿåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå
ýëåìåíòîâ xi, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà âñåé ãðóïïå P , ò. å. ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì àâòî-
ìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X ðàñïàäàåòñÿ íà îðáèòû â
êàæäîé èç êîòîðûõ k ìíîæåñòâ, ãäå k � ïîðÿäîê ãðóïïû Aut (P ). Èòàê, pr(n−r)θ(pr) = kt.

Îïðåäåëåíèå 2.4.3.2. [7, ñòð. 200] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ñåìåéñòâà X = (x1, . . . , xr
è Y = (y1, . . . , yr) ïîðîæäàþò ãðóïïó P îäèíàêîâûì îáðàçîì, åñëè èç ëþáîãî îòíîøåíèÿ
w(x1, . . . , xr) = 1 ñëåäóåò îòíîøåíèå w(y1, . . . , yr) = 1 è îáðàòíî.

Ïóñòü A1(P ) � èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut (P ), èíäóöèðóþùàÿ òîæäåñòâåí-
íûé àâòîìîðôèçì â ôàêòîðãðóïïå P/Φ(P ). Ýòè àâòîìîðôèçìû ïåðåñòàâëÿþò ðåãóëÿðíî
pr(n−r) ïîðîæäàþùèõ ñåìåéñòâ X = (x1, . . . , xr), êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ â îäèí è òîò æå
áàçèñ a1, . . . , ar ãðóïïû A ïðè ãîìîìîðôèçìå P −→ P/Φ(P ) = A. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê
ïîäãðóïïû A1(P ) äåëèò pr(n−r). Ñôîðìóëèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû Ô. Õîëëà â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.4.3.3. [7, òåîðåìà 12.2.2] Ïóñòü P � ãðóïïà ïîðÿäêà pn, è ïóñòü |P : Φ(P )| =
pr. Òîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû Aut (P ) àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû P äåëèò pr(n−r)θ(pr). Ïîðÿäîê
ãðóïïû A1(P ) àâòîìîðôèçìîâ, èíäóöèðóþùèõ òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì â ãðóïïå
P/Φ(P ), äåëèò pr(n−r).

�4 Ñîáèðàòåëüíàÿ ôîðìóëà

ÏóñòüG� ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , ar. Ìû âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âûðà-
æåíèÿ (a1a2 . . . ar)

n ÷åðåç áàçèñíûå êîììóòàòîðû ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ar. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , ar, òîãäà èñêîìàÿ ôîðìóëà
òåì áîëåå áóäåò ñïðàâåäëèâà â ëþáîé ãðóïïå, ïîðîæäåííîé r ýëåìåíòàìè. Óòî÷íèì îïðå-
äåëåíèå 2.4.1.1.

1) a1, . . . , ar � êîììóòàòîðû âåñà îäèí, ïðîñòî óïîðÿäî÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a1 < a2 < . . . < ar;

2) åñëè áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñîâ ìåíüøèõ n, óæå îïðåäåëåíû è ïðîñòî óïîðÿäî÷å-
íû, òî [x, y] � áàçèñíûé êîììóòàòîð âåñà n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

à) x è y � áàçèñíûå êîììóòàòîðû, ïðè÷åì ω(x) + ω(y) = n,
á) x > y,
â) åñëè x = [u, v], òî y > v;
3) êîììóòàòîðû âåñà n ñëåäóþò çà âñåìè êîììóòàòîðàìè âåñîâ, ìåíüøèõ n; äëÿ êîì-

ìóòàòîðîâ îäèíàêîâîãî âåñà [x1, y1] < [x2, y2], åñëè y1 < y2 èëè åñëè y1 = y2, íî x1 < x2.
Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

(a1a2 . . . ar)
n = a1(1)a2(1) . . . ar(1)a1(2)a2(2) . . . ar(2) . . . ar(n), (2.52)

ãäå ìû ïðîíóìåðîâàëè îáðàçóþùèå ai ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè â ñêîáêàõ îò 1 äî n, ÷òî-
áû ðàçëè÷àòü âñå ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ áóêâû ai. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ êîììóòàòîðà
SR = RS[S,R], ìû ìîæåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.52) çàìåíèòü äðóãèì ðàâíûì åìó
âûðàæåíèåì, â êîòîðîì âìåñòî íåêîòîðîé ïàðû SR ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòîèò
ïðîèçâåäåíèå RS[S,R]. Ýòà çàìåíà ñäâèãàåò ýëåìåíò R áëèæå ê íà÷àëó ñëîâà, ïðè÷åì ïî-
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîð [S,R]. Ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì òàêèõ çàìåí ìû ìîæåì ñäâè-
íóòü ëþáóþ áóêâó êàê óãîäíî áëèçêî ê íà÷àëó ñëîâà. Ìû áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü (2.52) â
ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Ñäâèãàåì a1(2) âëåâî äî òåõ ïîð, ïîêà ýòà áóêâà íå çàéìåò ìåñòî ñðàçó

62



ïîñëå a1(1), çàòåì ñäâèãàåì a1(3) âëåâî äî òåõ ïîð, ïîêà ýòà áóêâà íå îêàæåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî çà a1(2), è ò. ä. äî òåõ ïîð, ïîêà â íà÷àëå ñëîâà íå áóäóò ñîáðàíû âñå áóêâû a1(i),
i = 1, . . . , n. Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïîñëå ýòîãî ìû
òàêèì æå îáðàçîì ñîáèðàåì áóêâû a2(i), i = 1, . . . , n, ñïðàâà çà áóêâàìè a1(i)), i = 1, . . . , n.

Îïèøåì ñîáèðàòåëüíûé ïðîöåññ áîëåå òî÷íî. Ïîñëå i-îãî ýòàïà èìååì âûðàæåíèå

(a1a2 . . . ar)
n = ce11 c

e2
2 . . . cei

i R1R2 . . . Rt, (2.53)

ãäå c1, c2, . . . , ci � ïåðâûå i áàçèñíûõ êîììóòàòîðîâ, à R1, . . . , Rt � áàçèñíûå êîììóòàòî-
ðû, ñëåäóþùèå çà ci. Åñëè Rj1 , Rj2 , . . . , Rjs � òå èç êîììóòàòîðîâ R1, . . . , Rt (âûïèñàííûå
ïî ïîðÿäêó èõ ñëåäîâàíèÿ), êîòîðûå ðàâíû ci+1, òî ìû ñíà÷àëà ñäâèãàåì Rj1 íà ìåñòî,
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà ýëåìåíòîì cei

i , çàòåì Rj2 , Rj3 , . . ., è, íàêîíåö, Rjs , òàê ÷òî
ei+1 = s è òîæäåñòâî (2.53) ïðèíèìàåò âèä

(a1a2 . . . ar)
n = ce11 c

e2
2 . . . c

ei+1

i+1 R
∗
1 . . . R

∗
k. (2.54)

Ýòî áûë (i + 1)-é ýòàï ñîáèðàòåëüíîãî ïðîöåññà. Â ñëîâå (2.53) íàçîâåì ce11 . . . cei
i ñîáðàí-

íîé ÷àñòüþ, à R1, . . . , Rt � íåñîáðàííîé. Íî äëÿ îïðàâäàíèÿ ïðèâåäåííîãî âûøå îïèñàíèÿ
ìû äîæíû ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì ïðîöåññå â êàæäîé ôîðìóëå ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî
áàçèñíûå êîììóòàòîðû. Èñõîäíàÿ ôîðìóëà (2.52) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëåâîé ýòàï è ñî-
äåðæèò òîëüêî îáðàçóþùèå ai, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñíûìè êîììóòàòîðàìè âåñà îäèí. Ïðåä-
ïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî íà i-îì ýòàïå ïðåîáðàçîâàíèé íåñîáðàííàÿ ÷àñòü R1, . . . , Rt

ñîäåðæèò òîëüêî áàçèñíûå êîììóòàòîðû, ñëåäóþùèå çà ci. Â ïðîöåññå ñîáèðàíèÿ êîììó-
òàòîðîâ Rj1 , . . . , Rjs , ðàâíûõ ci+1, ìû ââîäèì òîëüêî êîììóòàòîðû âèäà [cj, ci+1, . . . , ci+1],
ãäå j > i + 2. Òàêèå êîììóòàòîðû ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè, òàê êàê åñëè cj = [cr, cs], òî êîì-
ìóòàòîð cj âîçíèê íà s-îì ýòàïå, êîãäà ñîáèðàëèñü êîììóòàòîðû cs, îòêóäà s < i + 1,
è ïîýòîìó cs < ci+1. Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð [cj, ci+1] áàçèñíûé, è, ñëåäîâàòåëüíî,
[cj, ci+1, . . . , ci+1] � òàêæå áàçèñíûé êîììóòàòîð.

Ìû óæå ïîìåòèëè â ôîðìóëå (2.52) âõîæäåíèÿ îáðàçóþùèõ ai ìåòêàìè j: ai(j), j =
1, . . . , n. Ïóñòü êîììóòàòîð R âåñà w1 èìååò óæå ìåòêó (λ1, . . . , λw1), à êîììóòàòîð S âåñà
w2 � ìåòêó (µ1, . . . , µw2); ñîïîñòàâèì òîãäà êîììóòàòîðó [R,S] ìåòêó (λ1, . . . , λw1 , µ1, . . . ,
µw2). Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé e1, . . . , si, ei+1 â ôîðìóëå (2.54) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ íàìè ìåòîê. Ïðè ýòîì ei+1 = s åñòü ÷èñëî íåñîáðàííûõ êîììó-
òàòîðîâ, ðàâíûõ ci+1, íà i-îì ýòàïå, ò. å. ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé êîììóòàòîðà ci+1 íà i-îì
ýòàïå. Ïóñòü ci+1 = [cr, cs], òîãäà êîììóòàòîð ci+1 âîçíèêàë âñÿêèé ðàç, êîãäà ñîáèðàëèñü
êîììóòàòîðû, ðàâíûå cs, ïðè÷åì ci+1 ïîÿâëÿëñÿ, êîãäà âõîæäåíèå êîììóòàòîðà cr ïðåä-
øåñòâîâàëî âõîæäåíèþ cs â íåñîáðàííîé ÷àñòè ñëîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû òàêæå
ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ âõîæäåíèÿ êîììóòàòîðà cr âõîæäåíèþ cs, êîãäà îáà
îíè âñòðå÷àþòñÿ â íåñîáðàííîé ÷àñòè.

Íà íóëåâîì ýòàïå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî êîììóòàòîðû âåñà îäèí, è äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
λ = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ak(λ). Ïðè ýòîì ýëåìåíò ak(λ) ïðåäøåñòâóåò ýëåìåíòó
as(µ) íà íóëåâîì ýòàïå ïðè k > s, åñëè λ < µ, à ïðè k < s, åñëè λ 6 µ. Èòàê, â òåðìèíàõ
ìåòîê íà íóëåâîì ýòàïå ìû èìååì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåäøåñòâîâà-

íèÿ: E0
k(ak(λ), åñëè ìåòêà λ ñóùåñòâóåò, P 0

rs(ar(λ) ïðåäøåñòâóåò as(µ))

(
λ < µ åñëè r > s
λ 6 µ åñëè r < s

)
.

Ïóñòü λ1, . . . , λm � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë; ðàññìîòðèì óñëîâèÿ òèïà λt < λu, λt 6 λu.
Âñÿêèå óñëîâèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ èç óñëîâèé
ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ, áóäåì íàçûâàòü óñëîâèÿìè (L). Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ El

k ñóùåñòâî-
âàíèÿ êîììóòàòîðà ck ñ ìåòêîé (λ1, . . . , λm) íà i-îì ýòàïå ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (L) äëÿ
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÷èñåë λ1, . . . , λm, à óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ P i
rs êîììóòàòîðà cr êîììóòàòîðó cs â íåñî-

áðàííîé ÷àñòè íà i-îì ýòàïå ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (L) äëÿ ÷èñåë λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µq, åñëè
(λ1, . . . , λm) � ìåòêà êîììóòàòîðà cr, à (µ1, . . . , µq) � ìåòêà êîììóòàòîðà cs. Êàê ìû çàìå-
òèëè, íà íóëåâîì ýòàïå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåäøåñòâîâàíèÿ áûëè óñëîâèÿìè (L).
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ýòî âåðíî íà ëþáîì ýòàïå. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ i-îãî
ýòàïà. ×òîáû ïîêàçàòü åãî èñòèííîñòü äëÿ (i + 1)-îãî ýòàïà, ñðàâíèì òîæäåñòâà (2.53) è
(2.54). Äëÿ Rj1 = Rj2 = . . . = Rjs = ci+1 ìû ñîáèðàëè ñíà÷àëà Rj1 , çàòåì Rj2 , è, íàêîíåö,
Rjs . Íà êàæäîì øàãå ìû ïðîèçâîäèëè çàìåíó SR íà RS[S,R]. Ïðè ýòîì ëþáûå êîììóòà-
òîðû, ñóùåñòâîâàâøèå íà i-îì ýòàïå è îòëè÷íûå îò ci+1, ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå íà (i+ 1)-îì
ýòàïå â òîì æå ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêèõ êîììóòàòîðîâ Ei+1

k = Ei
k è P

i+1
rs = P i

rs.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íóæíî òîëüêî ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîììóòàòîðîâ ck,
âîçíèêàþùèõ íà (i+ 1)-îì ýòàïå, è ïðåäøåñòâîâàíèÿ P i+1

rs , ãäå èëè îäèí èç êîììóòàòîðîâ
cr, cs, èëè îáà âîçíèêëè íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå. Êîììóòàòîð, âîçíèêøèé íà (i+ 1)-îì
ýòàïå, èìååò âèä ck =

[
cj, Ru1 , . . . , Rum−1

]
, ãäå rui

= ci+1. Îí áûë ïîëó÷åí ïåðåñòàíîâ-
êîé Ru1 ñ cj, çàòåì Ru2 ñ âîçíèêøèì ïðè ýòîì êîììóòàòîðîì è ò. ä., ïîêà, íàêîíåö, ìû
íå ïîìåíÿëè ìåñòàìè Rum ñ êîììóòàòîðîì

[
cj, Ru1 , . . . , Rum−1

]
. Ïðè ýòîì âñå êîììóòàòîðû

Ru1 , . . . , Rum ðàâíû ci+1. E
i+1
k � ëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ êîììóòà-

òîðîâ cj, Ru1 , . . . , Rum íà i-îì ýòàïå è óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì íà i-îì
ýòàïå êîììóòàòîðû cj, Ru1 , . . . , Ru+m ðàñïîëîæåíû èìåííî â ðàññìàòðèâàåìîì ïîðÿäêå.
Òàêèì îáðàçîì, Ei+1

k � óñëîâèå (L) äëÿ ìåòêè êîììóòàòîðà ck. Íà (i+ 1)-îì ýòàïå êîììó-
òàòîð [S,R] âîçíèêàåò â ïðîèçâåäåíèè SR = RS[S,R] íåïîñðåäñòâåííî çà ýëåìåíòîì S, íî
ïåðåä âñåìè êîììóòàòîðàìè, ñëåäóþùèìè çà S. Ìû äîëæíû íàéòè óñëîâèå ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ P i+1

rs , ãäå cr = cj1 èëè cr = [cj1 , Ru1 , . . . , Rum ] è cs = cj2 èëè cs = [cj2 , Rv1 , . . . , Rvw)].
Åñëè cj1 6= cj2 , òî P

i+1
rs = P i

j1j2
. Åñëè æå cj1 = cj2 , òî óñëîâèå P

i+1
rs çàâèñèò îò êîììóòàòîðîâ

Rui
, Rvj

. Ïóñòü e � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî Ru1 = Rv1 , . . . , Rue = Rve . Òîãäà
cr ïðåäøåñòâóåò cs, åñëè (1) m = e è íå ñóùåñòâóåò êîììóòàòîðà Rue+1 (â ýòîì ñëó÷àå
cs åñòü êîììóòàòîð îò êîììóòàòîðà cr), èëè (2) êîììóòàòîð Rve+1 ïðåäøåñòâóåò Rue+1 .
Òîãäà P i+1

rs � ëîãè÷åñêàÿ ñóììà óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (äëÿ ýòàïîâ, ïðåäøåñòâóþùèõ
(i + 1)-ìó), êîòîðûå ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿìè (L) äëÿ ìåòîê êîììóòàòîðà cr
è cs.

Ëåììà 2.4.4.1. [7, ëåììà 12.3.1] ×èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ1, . . . , λm (1 6 λi 6 n),
óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííûì óñëîâèÿì (L), âûðàæàåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà îò n: b1

(
n
1

)
+

b2
(
n
2

)
+ . . . + bm

(
n
m

)
, ãäå bi � ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå äàííûì óñëîâèåì (L), íî íå çàâèñÿùèå

îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì èíäåêñû 1, . . . ,m íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà S1, S2,
. . . , St. Âûáåðåì t ÷èñåë v1 < v2 < . . . < vt 6 n. Åñëè â íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
λ1, λ2, . . . , λ èìååò ìåñòî λj = vi äëÿ j ∈ Si, òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíî óïîðÿäî÷åíèå ÷èñåë
λi ïî âåëè÷èíå. (Âñå äî ñèõ ïîð äåëàëîñü íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.) Äëÿ ëþáîãî
âîçìîæíîãî âûáîðà ÷èñåë λi ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïîðÿäîê óêàçàííîãî òèïà (ò. å. ïîäõî-
äÿùåå ðàçáèåíèå S1, . . . , St è íàáîð ÷èñåë v1 < . . . < vt 6 n). ×èñëî âîçìîæíûõ âûáîðîâ
v1 < v2 < . . . < vt 6 n ðàâíî

(
n
t

)
. Ïðè ïîäîáíîì óïîðÿäî÷åíèè ÷èñåë λi (ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì ðàçáèåíèè S1, S2, . . . , St è âñåâîçìîæíûõ âûáîðàõ v1, v2 < . . . < vt 6 n) èëè âñå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè λ1, . . . , λm äàííîãî òèïà óïîðÿäî÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (L), èëè íè
îäíà èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
λ1, . . . , λm, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííûì óñëîâèÿì (L), åñòü ïîëèíîì b1

(
n
1

)
+b2

(
n
2

)
+. . .+bm

(
n
m

)
,

ãäå bt � ÷èñëî âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åíèé ñ t ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
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óñëîâèÿì (L), è, î÷åâèäíî, ÷èñëà bt çàâèñÿò òî ýòèõ óñëîâèé, íî íå îò n. �

Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëà λ1, λ2, λ3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (L) λ1 < λ2, λ3 6 λ2, òî
âîçìîæíû ñëåäóþùèå óïîðÿäî÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (L):

1) λ1 = v1, λ2 = λ3 = v2, v1 < v2,
2) λ1 = λ3 = v1, λ2 = v2, v1 < v2,
3) λ1 = v1, λ3 = v2, λ2 = v3, v1 < v2 < v3,
4) λ3 = v1, λ1 = v2, λ2 = v3, v1 < v2 < v3,

à ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ1, λ2, λ3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (L), ðàâíî 2
(
n
2

)
+ 2

(
n
3

)
.

Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ei êîììóòàòîðà ci â òîæäåñòâå (2.53) ðàâåí
÷èñëó êîììóòàòîðîâ, ðàâíûõ ci â íåñîáðàííîé ÷àñòè ñëîâà íà (i−1)-îì ýòàïå, è ÷òî ýòî ÷èñ-
ëî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ1, . . . , λm, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì (L), ãäå m � âåñ êîììóòàòîðà ci. Òàêèì îáðàçîì, â ëåììå 2.4.4.1
ãîâîðèòñÿ îá ýòèõ ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíè. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.4.4.2. [7, òåîðåìà 12.3.1] Ïðîèçâåäåíèå (a1a2 . . . ar)
n ïðåäñòàâèìî â âèäå (a1

a2 . . . ar)
n = an1a

n
2 . . . a

n
r c
er+1

r+1 . . . c
ei
i R1 . . . Rt, ãäå cr+1, . . . , ci � âûïèñàííûå â ïðèíÿòîì ïî-

ðÿäêå áàçèñíûå êîììóòàòîðû ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar, à R1, . . . , Rt � áàçèñíûå êîììóòà-
òîðû, òàêæå âûïèñàííûå çäåñü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì ci < R1. Ïðè 1 6 j 6 i,
ej = b1

(
n
1

)
+ b2

(
n
2

)
+ . . . + bm

(
n
m

)
, ãäå m � âåñ êîììóòàòîðà cj, à b1, . . . , bm � íåîòðèöà-

òåëüíûå öåëûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò cj è íå çàâèñÿùèå îò n.

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè âàæíîå ñëåäñòâèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � p-ãðóïïà êëàññà íèëü-
ïîòåíòíîñòè, ìåíüøåãî p. Ñîáðàâ âñå êîììóòàòîðû âåñîâ, ìåíüøèõ p, ìû ñâåäåì íåñîáðàí-
íóþ ÷àñòü ê åäèíèöå. Áîëåå òîãî, ïðè n = pα âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè êðàòíû n, òàê êàê(
n
i

)
, i 6 p− 1, åñòü áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò.

Ñëåäñòâèå 2.4.4.3. [7, ñëåäñòâèå 12.3.1] Åñëè p-ãðóïïà P èìååò êëàññ íèëüïîòåíòíî-
ñòè, ìåíüøèé, ÷åì p, òî ïðè n = pα èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(a1a2 . . . ar)
n = an1a

n
2 . . . a

n
rS

n
1S

n
2 . . . S

n
t ,

ãäå S1, S2, . . . , St � ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå êîììóòàíòó ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé
ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , ar.

�5 Ðåãóëÿðíûå p-ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 2.4.5.1. [7, ñòð. 205] Áóäåì íàçûâàòü p-ãðóïïó P ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b è ëþáîãî n = pα èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(ab)n = anbnSn1 . . . S
n
t , (2.55)

ãäå S1, . . . , St � ïîäõîäÿùèå ýëåìåíòû êîììóòàíòà ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè a è
b.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ñëåäñòâèÿ 2.4.4.3:
1) ëþáàÿ p-ãðóïïà, êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè êîòîðîé ìåíüøå p, ðåãóëÿðíà;
2) ëþáàÿ p-ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé íå áîëüøå pp ðåãóëÿðíà;
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3) ãðóïïà P ðåãóëÿðíà, åñëè ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ åå ýëåìåíòàìè ðå-
ãóëÿðíà;

4) ëþáàÿ ïîäãðóïïà è ôàêòîðãðóïïà ðåãóëÿðíîé ãðóïïû ðåãóëÿðíà.
Äëÿ ëþáîãî p ñóùåñòâóåò íåðåãóëÿðíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pp+1, à èìåííî ñèëîâñêàÿ ïîä-

ãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sp2 ñòåïåíè p
2. Ýòà ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè

ïîðÿäêà p è ñîäåðæèò ýëåìåíòû ïîðÿäêà p2. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, òàêîå ÿâëåíèå íåâîçìîæ-
íî â ðåãóëÿðíîé ãðóïïå.

Òåîðåìà 2.4.5.2. [7, òåîðåìà 12.4.1] Â ðåãóëÿðíîé p-ãðóïïå ïðè n = pα èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî anbn = (ab)nSn1 = (abS2)

n, ãäå S1 è S2 � ýëåìåíòû èç êîììóòàíòà γ2(〈a, b〉)
ãðóïïû 〈a, b〉, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè a è b.

Ñëåäñòâèå 2.4.5.3. [7, ñëåäñòâèå 12.4.1] Â ðåãóëÿðíîé p-ãðóïïå ïðè n = pα ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà an1a

n
2 . . . a

n
r = (a1a2 . . . arS2)

n = (a1 . . . ar)
nsn1 , ãäå S1, S2 ∈ γ2(〈a1, . . . , ar〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó è ñëåäñòâèå îäíîâðåìåííî. Â àáåëåâîé
ãðóïïå òåîðåìà è ñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâû, ïðè÷åì S1 = S2 = e. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû H ïðèìåíèì èíäóêöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû ãðóïïû H òåîðåìà è åå ñëåäñòâèå âåðíû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóï-
ïà H ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , ar, òî åå êîììóòàíò γ2(H) ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííîé
ïîäãðóïïîé. Èç òîæäåñòâà (2.55) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

anbn = (ab)ns−nt . . . S−n1 . (2.56)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè S−nt . . . S−n1 = Sn, ãäå S ∈ γ2(H). Íî åñëè H = 〈a, b〉 �
íåàáåëåâà ãðóïïà, òî 〈γ2(H), ab〉 � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H, îòêóäà ïî èíäóêöèè
(ab)nSn = (abS2)

n. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ãðóïïû H. Ïðèìåíÿÿ òåî-
ðåìó r − 1 ðàç ê ïðîèçâåäåíèþ an1a

n
2 . . . a

n
r , ïîëó÷àåì an1a

n
2 . . . a

n
r = (a1a2 . . . ar)

nSn1 . . . S
n
r−1,

ãäå S1, . . . , Sr−1 ∈ γ2(H). Ïðèìåíÿÿ ê ïîäãðóïïå γ2(H) ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì an1a
n
2 . . . a

n
r =

(a1a2 . . . ar)
nSn, à ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, ïîëó÷àåì (a1a2 . . . ar)

nSn = (a1a2 . . . arT )n. �

Òåîðåìà 2.4.5.4. [7, òåîðåìà 12.4.2] Êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà p ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

apbpp = (ab)pSp, (2.57)

ãäå S � ýëåìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè a è b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (2.57), êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ â ðåãóëÿðíîé p-ãðóïïå; ýòî ÷àñ-
òíûé ñëó÷àé òåîðåìû 2.4.5.2. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: èç óñëîâèÿ (2.57) âûòåêàåò
óñëîâèå

anbn = (ab)nSn1 , n = pα, S1 ∈ γ2(〈a, b〉). (2.58)

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

ap1a
p
2 . . . a

p
r = (a1a2 . . . ar)

pSp1 = (a1a2 . . . arS2)
p, (2.59)

ãäå S1, S2 ∈ γ2(〈a1, . . . , ar〉). Åñëè H � àáåëåâà ãðóïïà, òî ýòè ðàâåíñòâà, êîíå÷íî, âû-
ïîëíÿþòñÿ ïðè S1 = S2 = 1. Åñëè ðàâåíñòâî (2.59) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé
ïîäãðóïïû ãðóïïû H, òî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (2.57) r − 1 ðàç, ïîëó÷àåì ap1a

p
2 . . . a

p
r =

(a1 . . . ar)
pup1 . . . u

p
r−1, ãäå u1, . . . , ur−1 ∈ γ2(H). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè up1 . . . u

p
r−1 =

Sp1 . Íî ýëåìåíòû b = a1a2 . . . ar è S1 ïîðîæäàþò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, îòêóäà
(a1a2 . . . ar)

pSp1 = (a1 . . . arS2)
p, è òîæäåñòâî (2.59) óñòàíîâëåíî.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
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Ëåììà 2.4.5.5. [7, ëåììà 12.4.1] Åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.57), òî x−py−pxpyp =
Sp, ãäå S � ýëåìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû 〈x, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. xpyp = (xy)pSp1 , y
pxp = (yx)pSp2 , îòêóäà x

−py−pxpyp = S−p2 (yx)−p(xy)p

Sp1 , íî, êðîìå òîãî, (y, x)−p(x, y)p = (x−1y−1xy)pSp3 = [x, y]pSp3 , ñëåäîâàòåëüíî, x
−py−pxpyp =

S−p2 [x, y]pSp3S
p
1 = Sp. �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Èç ëåììû 2.4.5.5 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êîììóòàòîð
ýëåìåíòîâ ap1, a

p
2, . . . , a

p
r ÿâëÿåòñÿ p-é ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà êîììóòàíòà ãðóïïû

〈a1, . . . , ar〉.
Èç (2.57) èìååì

ap
2

bp
2

= (apbp)pSp1 = [(ab)pSp2 ]
pSp1 = (ab)p

2

Sp
2

2 S
p
3S

p
1 , (2.60)

ãäå S1 � ýëåìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû 〈ap, bp〉, à S3 � ýëåìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû 〈(ab)p, Sp2〉.
Â ñèëó ëåììû 2.4.5.5 îáà ýòè ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ p-ìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòîâ êîììóòàíòà
ãðóïïû 〈a, b〉, îòêóäà

ap
2

bp
2

= (ab)p
2

Sp
2

2 S
p2

4 S
p2

5 , (2.61)

ò. å. ñîîòíîøåíèå (2.58) ñïðàâåäëèâî ïðè n = p2. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì
ëåììû äàþò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.58) äëÿ n = pα â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n = pα, ò. å. çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (2.58)
ïî èíäóêöèè. �

Òåîðåìà 2.4.5.6. [7, òåîðåìà 12.4.3] Åñëè P � ðåãóëÿðíàÿ p-ãðóïïà è n = pα, òî
1) èç [an, b] = 1 ñëåäóåò [a, b]n = 1, è îáðàòíî;
2) åñëè [an, b] = 1, òî [a, bn] = 1;
3) êîììóòàòîð S, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò u, èìååò ïîðÿäîê, íå ïðåâîñõîäÿùèé ïîðÿäêà

ýëåìåíòà u ïî ìîäóëþ Z, ãäå Z � öåíòð ãðóïïû P ;
4) ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ a1a2 . . . ar íå áîëüøå ïîðÿäêà êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . ,

ar.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àáåëåâîé p-ãðóïïå ýòè ñâîéñòâà òðèâèàëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï íåàáåëåâîé ãðóïïû P . Ïðèìåíÿÿ òîæäå-
ñòâî (2.58) ê ðàâåíñòâó

a−nb−1anb = (a−1)n(b−1ab)n = (a−1b−1ab)nsn, (2.62)

ãäå s � ýëåìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû 〈a, b−1ab〉 6〉a, b〉, ïîëó÷àåì

(an, b) = (a, b)nsn1 . (2.63)

Åñëè òåïåðü [an, b] = 1, òî ïîðÿäîê a â ôàêòîðãðóïïå ïî öåíòðó Z ãðóïïû 〈a, b〉 íå áîëüøå
n, îòêóäà â ñèëó ñâîéñòâà (3) â ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå K = 〈a, b−1ab〉 = 〈a, [a, b]〉 < 〈a, b〉
ïðè u = a ëþáîé êîììóòàòîð èç ïîäãðóïïû K âêëþ÷àåò ýëåìåíò a, è åãî ïîðÿäîê íå
áîëüøå n. Ýëåìåíò s1 â ðàâåíñòâå (2.63) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîììóòàòîðîâ èç ïîäãðóïïû
K, è â ñèëó ñâîéñòâà (4) äëÿ ïîäãðóïïû K ïîðÿäîê ýëåìåíòà s1 íå áîëüøå n. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè [an, b] = 1, òî â (2.63) sn1 = 1, îòêóäà [a, b]n = 1. Îáðàòíî, åñëè [a, b]n = 1, òî
â ïîäãðóïïå K = 〈a, [a, b]〉 = 〈a, u〉, ãäå u = [a, b], ïîðÿäîê ýëåìåíòà u â K/Z (Z � öåíòð
ïîäãðóïïû K) íå ïðåâîñõîäèò n, è â êàæäîì êîììóòàòîðå âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò u. Òîãäà
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â ñèëó ñâîéñòâà (3) ïîäãðóïïû K âñå êîììóòàòîðû ýòîé ïîäãðóïïû èìåþò ïîðÿäîê, íå
ïðåâîñõîäÿùèé n, îòêóäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (4) êîììóòàíòà γ2(K) ãðóïïû K, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà s1 íå áîëüøå n.

Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ [a, b]n = 1 ñëåäóåò, ÷òî sn1 = 1, îòêóäà [an, b] = 1 â ñè-
ëó (2.63). Ýòèì óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî (1) ãðóïïû, èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò ñâîéñòâî (2).
Äåéñòâèòåëüíî, [a, bn] = [a, b]nsn, ãäå s ∈ γ(〈a, b〉). Êàê è âûøå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî sn = 1.
Ïîñêîëüêó [a, b]n = 1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [a, bn] = 1. Ñâîéñòâî (3) ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðíûì
ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà (1) (î÷åâèäíî).

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñâîéñòâî (4) äëÿ ãðóïïû P . Åñëè an = 1, bn = 1, òî â ñèëó ñâîéñòâà
(3) ïîðÿäîê ëþáîãî êîììóòàòîðà, â êîòîðîì âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò a èëè b, íå ïðåâîñõîäèò
n. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò S1 èç ðàâåíñòâà (2.58)ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîììóòàòîðîâ, ïî-
ðÿäêè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n; ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî (4) äëÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû P ′,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà S1 íå áîëüøå, ÷åì n. Ñëåäîâàòåëüíî, Sn1 = 1, è ïîýòî-
ìó (ab)n = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé íå ïðåâîñõîäèò
ïîðÿäêà êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé, îòêóäà ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî
ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ r ñîìíîæèòåëåé. �

Òåîðåìà 2.4.5.7. [7, òåîðåìà 12.4.4] Åñëè an = bn ïðè n = pα, òî (ab−1)n = 1, è îáðàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.4.5.6 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü ¾è îáðàòíî¿. Ïóñòü
anb−n = (ab−1)nsn1 , (ab−1) = 1 è 〈a, b〉 = 〈a, ab−1〉. Òîãäà èç ñâîéñòâà (3) äëÿ ýëåìåíòà
u = ab−1 ïîëó÷àåì sn1 = 1, îòêóäà an = bn. �

Òåîðåìà 2.4.5.8. [7, òåîðåìà 12.4.5] Â ðåãóëÿðíîé p-ãðóïïå P ýëåìåíòû âèäà ap
α
, ãäå

a ∈ P , îáðàçóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Cα(P ), à ýëåìåíòû, ïîðÿäêè êîòîðûõ
íå ïðåâûøàþò pα, � õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Cα(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäûäóùèõ òåîðåì äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. �
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Ãëàâà 3

Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

3.1 Îáùèå ñâîéñòâà è ïðèìåðû

�1 Îïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà 3.1.1.1. [1, òåîðåìà 19.1.1] Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

à) ãðóïïà G îáëàäàåò ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêîé ñ àáåëåâûìè ñåêöèÿìè,
á) ãðóïïà G îáëàäàåò íîðìàëüíîé ìàòðåøêîé ñ àáåëåâûìè ñåêöèÿìè,
â) ðÿä êîììóòàíòîâ G > G′ > . . . > G(n) > . . . ãðóïïû G ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ

îáðûâàåòñÿ íà åäèíèöå, ò. å. ÿâëÿåòñÿ (êîíå÷íîé) ìàòðåøêîé,
ã) ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç òîæäåñòâ δn(x1, . . . , x2n) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå δ0(x) = x, δn+1(x1, . . . , x2n+1) = [δn(x1, . . . , x2n), δn(x1, . . . , x2n)].

Äîêàçàòåëüñòâî. â)=⇒á)=⇒à). Î÷åâèäíî.
à)=⇒â). Ïóñòü ãðóïïà G îáëàäàåò ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêîé ñ àáåëåâûìè ñåêöèÿìè:

1 = H0 < H1 < . . . < Hs = G. Òàê êàê ôàêòîðãðóïïà G/Hs−1 àáåëåâà, òî G′ 6 Hs−1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå óñòàíîâëåíî âêëþ÷åíèå G(k) 6 Hs−k, 1 6 k < s. Ââèäó êîììóòà-
òèâíîñòè ñåêöèè Hs−k/Hs−k−1 êîììóòàíò (G(k))′ = G(k+1) ñîäåðæèòñÿ â Hs−k−1. Îòñþäà
G(s) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ïåðâûõ òðåõ óòâåðæäåíèé.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé â) è ã) î÷åâèäíà. �

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.1.1 âèäíî, ÷òî íà ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ ñòóïåíè ðàçðå-
øèìîñòè 6 n è òîëüêî íà íèõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî δn = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ðàçðå-
øèìûõ ãðóïï ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè 6 n åñòü ìíîãîîáðàçèå. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâè-
åì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîñòü êëàññà ðàçðåøèìûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
ïîäãðóïï, ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, à òàêæå äåêàðòîâûõ
ïðîèçâåäåíèé ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ñòóïåíåé ðàçðåøèìîñòè ñîìíîæèòåëåé. Ïðÿìîå
(äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ìîæåò íå áûòü ðàçðåøèìîé
ãðóïïîé.

�2 Ïîëèöèêëè÷íîñòü è ñâåðõðàçðåøèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 3.1.2.1. [1, ñòð. 185] Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé,
åñëè îíà îáëàäàåò íîðìàëüíîé (à íå ïðîñòî ñóáíîðìàëüíîé) ìàòðåøêîé ñ öèêëè÷åñêèìè
ñåêöèÿìè.
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Òåîðåìà 3.1.2.2. [1, òåîðåìà 19.2.2] Êîììóòàíò ñâåðõðàçðåøèìîé ãðóïïû íèëüïîòåí-
òåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ãðóïïå G çàäàíà íîðìàëüíàÿ ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ìàòðåøêà
1 = G0 6 G1 6 . . . 6 Gn = G, è ïóñòü G′ � êîììóòàíò ãðóïïû G. Òîãäà ðÿä 1 =
H0 6 H1 6 . . . 6 Hn = G′, ãäå Hi = Gi ∩ G′, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîëèöèêëè÷åñêîé ìàò-
ðåøêîé â G′. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíà öåíòðàëüíà â G′, ò. å. [g′, Hi+1] 6 Hi äëÿ
âñåõ i = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Î÷åâèäíî, ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïû G ýëåìåíòàìè èç G èíäóöèðóþò
àâòîìîðôèçìû â ñåêöèÿõ Hi+1/Hi. Òàê êàê ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
àáåëåâà, òî êîììóòàíò G′ äîëæåí èíäóöèðîâàòü âî âñåõ ñåêöèÿõ Hi+1/Hi òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî öåíòðàëüíîñòü ìàòðåøêè. �

Îïðåäåëåíèå 3.1.2.3. [1, ñòð. 185] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = pα1
1 . . . pαk

k ,
ãäå pi � ïðîñòûå ÷èñëà, p1 > . . . > pk. Íîðìàëüíàÿ ìàòðåøêà 1 = H0 < H1 < . . . < Hk = G
íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé ìàòðåøêîé ãðóïïû G, åñëè ñåêöèÿ Hi+1/Hi, i = 0, 1, . . . , k − 1,
ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé pi+1-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/Hi. (Èíîãäà â ýòîì îïðåäåëåíèè íå òðåáóþò
óïîðÿäî÷åííîñòè p1 > . . . > pk.)

Òåîðåìà 3.1.2.4. [1, òåîðåìà 19.2.3] Êîíå÷íàÿ ñâåðõðàçðåøèìàÿ ãðóïïà îáëàäàåò ñèëîâ-
ñêîé ìàòðåøêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ñâåðõðàçðåøèìîé
ãðóïïû G, è ïóñòü H � êàêàÿ-íèáóäü åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà q. Ôàê-
òîðãðóïïà G/H ñâåðõðàçðåøèìà è |G/H| < |G|. Ïî èíäóêòèâíûì ñîîáðàæåíèÿì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ôàêòîðãðóïïå G/H ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P/H íîðìàëüíà. Ïðè p = q
ïîäãðóïïà P áóäåò ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â G è P � G. Åñëè p 6= q, òî â G/H íàéäåòñÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H1/H ïîðÿäêà p. Ïî òåîðåìå Ñèëîâà, êàê ëåãêî âèäåòü, ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà H2 ãðóïïû H1 åäèíñòâåííà è ïîòîìó ââèäó ñîîòíîøåíèÿ H1 � G íîðìàëü-
íà â G. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî p = q, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåí óæå
ðàçîáðàííûé ñëó÷àé. �

3.2 Êîíå÷íûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû

�1 Õîëëîâû è êàðòåðîâû ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 3.2.1.1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ õîëëîâûì äåëèòåëåì ÷èñëà n,
åñëè k|n è

(
k, n

k

)
= 1. Âñÿêóþ ïîäãðóïïó êîíå÷íîé ãðóïïû G, ïîðÿäîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðûì õîëëîâûì äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G, íàçûâàþò õîëëîâîé ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.2.1.2. (Ô. Õîëë). [1, òåîðåìà 20.1.1] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà n è k � õîëëîâ äåëèòåëü ÷èñëà n. Òîãäà

1) â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà k;
2) ëþáûå äâå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà k ñîïðÿæåíû â G;
3) ëþáàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà k′|k ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå ïîðÿäêà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Äîïóñòèì, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñïðàâåëèâû
äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðîé ìåíüøå n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà pα, ãäå p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî.
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Åñëè p|k, òî ââèäó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ â ôàêòîðãðóïïå G/A ñóùåñòâóåò ïîäãðóï-
ïà B/A ïîðÿäêà k/pm. Òîãäà ïîðÿäîê B ðàâåí k. Êðîìå òîãî, ëþáûå ïîäãðóïïû B1, B2

ïîðÿäêà k ñîäåðæàò, î÷åâèäíî, ïîäãðóïïó A. Ïî èíäóêöèè ïîäãðóïïû B1/A è B2/A ñîïðÿ-
æåíû â G/A. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïû B1, B2 ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü òåïåðü p íå äåëèò k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D íàèáîëüøóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
ãðóïïû G, ïîðÿäîê êîòîðîé âçàèìíî ïðîñò ñ k, à ÷åðåç H/D � ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó ãðóïïû G/D. Ïîðÿäîê H/D èìååò âèä qs, qs|k.

Åñëè íîðìàëèçàòîð NG(Q) ñèëîâñêîé q-ïîäãðóïïû Q èç H ñîâïàäàåò ñ G, òî Q � G è
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàêæå, êàê è ïðè äîïóùåíèè, ÷òî p|k.

Ïóñòü NG(Q) 6= G. Èç ðàâåíñòâà G = NG(Q)H = NG(Q)D (ïåðâîå ñì. ëåììó Ôðàòòè-
íè 2.2.1.3, âòîðîå èç ïåðâîãî, ïîñêîëüêó H = QD) ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê NG(Q) äåëèòñÿ
íà k. Îòñþäà ââèäó èíäóêòèâíûõ ïðåäïîëîæåíèé âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå â NG(Q), à,
çíà÷èò, è â ãðóïïå G, ïîäãðóïïû ïîðÿäêà k.

Âîçüìåì äâå ïîäãðóïïû B1, B2 ïîðÿäêà k. Ïåðåñå÷åíèÿ B1 ∩ H, B2 ∩ H ÿâëÿþòñÿ â
H ñèëîâñêèìè q-ïîäãðóïïàìè, ïîýòîìó, ââèäó èõ ñîïðÿæåííîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
B1 ∩ H = B2 ∩ H = Q. Ïîäãðóïïà Q, î÷åâèäíî, íîðìàëüíà â ïîäãðóïïå 〈B1, B2〉. Íà
îñíîâàíèè èíäóêöèè ïîäãðóïïû B1/Q è B2/Q ñîïðÿæåíû â 〈B1, B2〉/Q. Îòñþäà ñëåäóåò
ñîïðÿæåííîñòü ïîäãðóïï B1, B2.

Èòàê, óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) äîêàçàíû. Äîêàæåì 3).
Ïóñòü B′ � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà k′. Ïðè p|k ïîðÿäîê ïîäãðóïïû AB′, î÷åâèäíî, äåëèò

k. Â ñèëó èíäóêòèâíîãî äîïóùåíèÿ ïîäãðóïïà AB′/A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå
ïîðÿäêà k/pm. Òîãäà AB′ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãðóïïå ïîðÿäêà k. Ïóñòü òåïåðü p íå
äåëèò k. Íà îñíîâàíèè èíäóêòèâíûõ ïðåäïîëîæåíèé ïîäãðóïïà AB′/A ñîäåðæèòñÿ â ïîä-
ãðóïïå C/A ïîðÿäêà k. Íà òîì æå îñíîâàíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C = G. Ïî äîêàçàííîìó
ï. 1) â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà B ïîðÿäêà k. Î÷åâèäíî, ïðîèçâåäåíèå AB ñîâïàäàåò ñ G

è ïîòîìó AB′B = G. Èç ôîðìóë |G| = |AB′|·|B|
|AB′∩B| , |G| = pmk, |AB′| = pmk′, |B| = k ïîëó÷àåì,

÷òî ïîðÿäîê D = AB′ ∩B ðàâåí k′. Ïî äîêàçàííîìó ï. 2) ïîäãðóïïû B′ è D ñîïðÿæåíû â
AB′: B′ = Dg. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B′ ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå Bg ïîðÿäêà k. �

Îïðåäåëåíèå 3.2.1.3. [1, ñòð. 189] Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ êàðòåðîâîé, åñëè
H íèëüïîòåíòíà è ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì â G.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1.4. (Îáîáùåííàÿ ëåììà Ôðàòòèíè). [1, óïðàæíåíèå 17.1.9] Ïóñòü
A � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è B � òàêàÿ ïîäãðóïïà èç A, ÷òî B,B′ 6 A
ñîïðÿæåíû â G. Òîãäà G = A ·NG(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ G. Òîãäà Bg = B′ 6 A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé
a ∈ A, ÷òî Ba = B′. Îòñþäà ga−1 ∈ NG(B). �

Òåîðåìà 3.2.1.5. (Êàðòåð). [1, òåîðåìà 20.1.4] Êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G îáëàäàåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé è ëþáûå äâå êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû
G ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G.
Ïóñòü A� ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG è |A| = pm. Â ñèëó èíäóêòèâ-

íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôàêòîðãðóïïà G/A îáëàäàåò êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé, ñêàæåì, K ′/A.
Ïóñòü Q � õîëëîâà p′-ïîäãðóïïà ãðóïïû K ′. Ïîêàæåì, ÷òî K = NK′(Q) áóäåò êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé â G.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïî îáîáùåííîé ëåììå Ôðàòòèíè (ïðåäëîæåíèå 3.2.1.4) èìååì K ′ =
NK′(Q) · QA = KA. Ïîäãðóïïà K ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íèëüïîòåíòíûõ
ïîäãðóïï Q è K∩P , ãäå P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû K ′ (òàê êàê ïðè ãîìîìîðôèçì
K ′ −→ K ′/A ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà K). Äàëåå, ïóñòü Kg = K. Òàê êàê A � G è
K ′ = KA, òî K ′g = K ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ K ′. Íîðìàëèçàòîð õîëëîâîé ïîäãðóïïû
ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì (ýòî î÷åâèäíî), ïîýòîìó ýëåìåíò g ñîäåðæèòñÿ â K.

Ïóñòü òåïåðü K1, K2 � êàðòåðîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Äîêàæåì èõ ñîïðÿæåííîñòü
â G.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî KiA/A, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/A.
Íèëüïîòåíòíîñòü ïîäãðóïïûKiA/A î÷åâèäíà. Åñëè (KiA)g = KiA, g /∈ KiA, òî |KiA| < |G|
è, çíà÷èò, â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê êàðòåðîâûì ïîäãðóïïàì

èç KiA ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ KiA, ÷òî K
g
i = Ka

i èëè Kga−1

i = Ki. Íî ïîäãðóïïà
Ki ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì, ïîýòîìó ga−1 ∈ Ki, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ
g /∈ KiA.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî õîëëîâà p′-ïîäãðóïïà Qi èç Ki ÿâëÿåòñÿ õîëëîâîé p′-ïîäãðóïïîé
ãðóïïû KiA. Êðîìå òîãî, íîðìàëèçàòîð NKiA(Qi) ïîäãðóïïû Qi â KAi íèëüïîòåíòåí è
ñîäåðæèò Ki. Ñëåäîâàòåëüíî, Ki ñîâïàäàåò ñ NKiA(Qi). Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ êàð-
òåðîâû ïîäãðóïïû K1A/A, K2A/A ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
K1A = K2A. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïîäãðóïïà Ki ñîâïàäàåò ñ íîðìàëèçàòîðîì NK1A(Qi).
Íî õîëëîâû p′-ïîäãðóïïû Q1, Q2 ãðóïï K1, K2, ÿâëÿþùèåñÿ õîëëîâûìè p′-ïîäãðóïïàìè
ãðóïïû K1A, ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ñîïðÿæåíû è èõ íîðìàëèçàòîðû. �

�2 Î ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé

Îïðåäåëåíèå 3.2.2.1. [1, ñòð. 190] Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K,
G � ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè â V ñóùåñòâóåò ñîáñòâåí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî G, òî ãðóïïó G íàçûâàþò ïðèâîäèìîé. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïó G íàçûâàþò íåïðèâîäèìîé èëè íåïðèâîäèìî äåéñòâóþùåé íà
ïðîñòðàíñòâå V . Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå äîïîëíåíèå, ò. å. òàêîå äîïóñòèìîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W , ÷òî V = U ⊕W .

Ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì ϕ àáñòðàêòíîé ãðóïïû G â ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K íàçâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ãðóïïû G. Åñëè ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Gϕ íåïðèâîäèìà (ïðèâîäèìà,
âïîëíå ïðèâîäèìà), ïðåäñòàâëåíèå ϕ íàçâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñîîòâåòñòâåííî ïðèâîäè-
ìûì, âïîëíå ïðèâîäèìûì). Ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì ψ ãðóïïû G â ãðóïïó ìàòðèö
Gln(K) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.2.2.2. (Ìàøêå). [1, òåîðåìà 20.2.2] Ïóñòü ϕ � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóï-
ïû G ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì K. Åñëè ïîðÿäîê
G íå äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ K, òî ïðåäñòàâëåíèå ϕ âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G äåéñòâóåò íà V â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ. Ïóñòü
U � äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî G ïîäïðîñòðàíñòâî èç V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç W êàêîå-íèáóäü
äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà U , V = U⊕W . Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç πW ïðîåêòèðîâàíèå V
íà ïîäïðîñòðàíñòâî W è ïîëîæèì vt = 1

m

∑
g∈G vg

−1πwg, v ∈ V , ãäå m � ïîðÿäîê ãðóïïû
G. Îòîáðàæåíèå t ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì h ∈ G ýëåìåíò gh âìåñòå ñ g ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
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ðàâåíòñâà (vt)h = 1
m

∑
g vh ·h−1g−1πWgh = (vh)t, èç êîòîðûõ ñëåäóåò äîïóñòèìîñòü ëèíåé-

íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W0 = V t îòíîñèòåëüíî G.
Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü ðàçëîæåíèå V = U⊕W0. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v ∈ V ïðåäñòàâèì

â âèäå ñóììû v = (v−vt)+vt, vt ∈ W0. Ïåðâîå ñëàãàåìîå v−vt ðàâíî v− 1
m

∑
g vg

−1πWg =
1
m

∑
g(vg

−1− vg−1πW )g. Òàê êàê vg−1− vg−1πW ∈ U è U äîïóñòèìî, òî v− vt ïðèíàäëåæèò
U . Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî V = U + W0. Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî v ∈ U ∩W0. Òàê
êàê v ∈ U , U äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî G è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u ∈ U ïðîåêöèÿ uπW
ðàâíà 0, òî

vt = 0. (3.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíò v ïðèíàäëåæèò W0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò v
′ ∈ V ,

÷òî

v′t = v. (3.2)

Íî òîãäà vt = v′t2. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, v′ − v′t ∈ U è, çíà÷èò, v′t− v′t2 = 0. Îòñþäà
vt = v′t, ÷òî âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (3.1), (3.2) âëå÷åò v = 0. �

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2.3. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ìàøêå). [1, óïðàæíåíèå 20.2.4] Ïóñòü
G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p > 0, P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè G-äîïóñòèìîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî U îáëàäàåò P -äîïóñòèìûì äîïîëíåíèåì, òî U îáëàäàåò òàêæå G-äîïóñ-
òèìûì äîïîëíåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = U ⊕W , ãäå W åñòü P -äîïóñòèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç πW ïðîåêòèðîâàíèå V íà ïîäïðîñòðàíñòâî W è ïîëîæèì

vt =
1

m

∑
g∈S

vg−1πWg, v ∈ V,

ãäå m = |G : P | è S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, âûáðàííûõ ïî îäíîìó â êàæ-
äîì ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå P . Î÷åâèäíî, ïðîåêòèðîâàíèå πW
ïåðåñòàíîâî÷íî ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ãðóïïû P . Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàøêå. �

Òåîðåìà 3.2.2.4. (Øóð). [1, òåîðåìà 20.2.6] Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n ñîäåð-
æèò òàêóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó A ïîðÿäêà k, ÷òî (k, n/k) = 1. Òîãäà A îáëàäàåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíèì äîïîëíåíèåì, ò. å. ïîäãðóïïîé B ñ óñëîâèÿìè G = A ·B, A ∩B = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ñíà÷àëà A àáåëåâà è èìååò ïðîñòîé ïåðèîä p. Ïî òåîðå-
ìå Ôðîáåíèóñà ìîæíî ñ÷èòàòü G ïîäãðóïïîé ñïëåòåíèÿ W = A o B, B = G/A, ïðè÷åì
W = G ·A, G∩A = A, ãäå A = Fun(B,A). Òàê êàê |G : A| íå äåëèòñÿ íà p è A�W , òî ââè-
äó òåîðåìû Ìàøêå3.2.2.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íîðìàëüíàÿ â W ïîäãðóïïà C, ÷òî A = A×C.
(Ãðóïïó A ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì GF (P ) ñ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû G, êîòîðîå, î÷åâèäíî, áóäåò ëè-
íåéíûì.) Èç ñîîòíîøåíèé W/C = A/C ·BC/C, A∩BC = C è åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà
ϕ : W/C −→ G ñëåäóåò, ÷òî G = AD, ãäå D � îáðàç ïîäãðóïïû BC/C îòíîñèòåëüíî ϕ.

á) Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè
èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó ãðóïïû. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà äëÿ âûáðàííîé ãðóïïû
G, íî ñïðàâåäëèâà äëÿ âñÿêîé ãðóïïû ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå
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äîïîëíåíèÿ ê ïîäãðóïïå A ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ â G ïîäãðóïïû ïîðÿäêà l = n
k
, òàê

êàê (l, k) = 1.
Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç A. Òàê êàê G = A · NG(P ), òî NG(P ) îáëà-

äàåò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé A ∩ NG(P ), ïîðÿäîê êîòîðîé âýàèìíî ïðîñò ñ èíäåêñîì
l = |NG(P ) : (A ∩ NG(P )|. Ïîýòîìó, åñëè |NG(P )| < n, òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæ-
íèþ ïîäãðóïïà NG(P ), à ñëåäîâàòåëüíî, è ãðóïïà G, îáëàäàåò ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà l, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G. Çíà÷èò, âñÿêàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç A íîðìàëüíà â G, è
ïîýòîìó êîììóòàíò A′ < A (A íèëüïîòåíòíà). Ïóñòü A′ 6= 1. Òîãäà ãðóïïà G/A′ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû è |G/A′| < n. Ñëåäîâàòåëüíî, â G/A′ ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
C/A′ ïîðÿäêà l. Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ê ãðóïïå C, ïðèõîäèì ê ñóùåñòâî-
âàíèþ â íåé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà l. Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ âûáîðîì G âûòåêàåò
êîììóòàòèâíîñòü A. Åñëè äàëåå p|k, Ap 6= 1, òî áåðÿ Ap â ðîëè A′ ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå
ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, A àáåëåâà ïåðèîäà p. Ïðîòèâîðå÷èå ñ à). �

Îòìåòèì, (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ÷òî ëþáûå äâà l-äîïîëíåíèÿ ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà 3.2.2.5. [1, ëåììà 20.2.7] Ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V íàä ïîëåì K âïîëíå ïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ðàçëàãàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó äîïóñòèìûõ íåïðèâîäèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè. �

Ëåììà 3.2.2.6. [1, ëåììà 20.2.8] Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé ãðóïïû G íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì îäíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà èìååò îáùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. �

�3 Êðèòåðèé ñâåðõðàçðåøèìîñòè

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3.1. [1, óïðàæíåíèå 11.3.6] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è A 6 G.
Åñëè èíäåêñ |G : A| ìåíüøå íåêîòîðîãî ïðîñòîãî äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû G, òî ïå-
ðåñå÷åíèå ∩g∈GAg ñîäåðæèò ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G è, â ÷àñòíîñòè, îòëè÷íî
îò åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ÿäðîì ïîäñòàíîâî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G íà ñìåæ-
íûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå A ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà K(A) = ∩g∈GAg, êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
íîðìàëüíà â G. Êðîìå òîãî, òàê êàê ýòî ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äàåò ãîìîìîðô-
íûé îáðàç ïîðÿäêà 6 n!, ãäå n = |G : A| è n < p, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî K(A) ñîäåðæèò
íåêîòîðóþ (à, çíà÷èò, âñå) ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G. �

Òåîðåìà 3.2.3.2. (Õóïïåðò). [1, òåîðåìà 20.1.3] Êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èìåþò ïðîñòûå èíäåêñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G èìåþò ïðîñòûå èíäåêñû, è ïóñòü äîêàçàíî,

÷òî âñå ãðóïïû ñ òàêèì óñëîâèåì, èìåþùèå ïîðÿäêè < |G|, ñâåðõðàçðåøèìû. Äîêàæåì
ñíà÷àëà ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïî-
ðÿäêà |G| è ÷åðåç M ′ êàêóþ-íèáóäü ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ñîäåðæàùóþ ñèëîâñêóþ
p-ïîäãðóïïó ãðóïïû G. Òîãäà |G : M ′| < p è, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2.3.1 ïåðåñå÷åíèå
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M ′′ = ∩g∈GM ′g îòëè÷íî îò åäèíèöû è, êîíå÷íî, íîðìàëüíî â G. Òàêèì îáðàçîì, íåêîòî-
ðàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G îòëè÷íà îò G. Âîçüìåì ñèëîâñêóþ
q-ïîäãðóïïó Q èç M ïî íàèáîëüøåìó ïðîñòîìó äåëèòåëþ q ïîðÿäêà |M | è ïðåäïîëîæèì,
÷òî NG(Q) 6= 1. Òàê êàê NG(Q)M = G (ëåììà 2.2.1.3), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàêñèìàëü-
íîé ïîäãðóïïû H > NG(Q) ãðóïïû G òåì áîëåå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî HM = G, îòêóäà
|G : H| = |M : (M ∩ H)|. Ïðîñòîé èíäåêñ |M : (M ∩ H)| = q′ äåëèò ÷èñëî |M : NM(Q)|,
âçàèìíî ïðîñòîå ñ q, ñëåäîâàòåëüíî, q′ < q. Ñíîâà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3.2.3.1 ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî â M ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M0, ñîäåðæàùàÿ âñå q-
ýëåìåíòû èç M . Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è âñÿêàÿ ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ â M0.
Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ∩g∈GM g

0 îòëè÷íî îò 1, M è íîðìàëüíî â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âû-
áîðó M . Èç ïîëó÷åííîãî ñëåäóåò, ÷òî NG(Q) = G, ò. å. Q � G, è, çíà÷èò, Q = M . Òàêèì
îáðàçîì, â ãðóïïå G åñòü ðàçðåøèìàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïàM , ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé
ñîãëàñíî èíäóêöèè ñâåðõðàçðåøèìà. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü G.

Êàê ìû çíàåì, ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ðàçðåøèìîé ãðóïïû G àáåëåâà
è ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïðîñòîãî ïîðÿäêà q. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî |M | = q, èëè ïî êðàéíåé ìåðå ñóùåñòâîâàíèå â G êàêîé-ëèáî öèêëè÷åñêîé
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû. Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.

1) Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû G áîëüøå q. Â ýòîì ñëó÷àå â
G/M íàéäåòñÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A/M (òåîðåìà 3.1.2.4). Ïðè NG(P ) = G, ãäå P <
A � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p, â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
÷òî âëå÷åò ñâåðõðàçðåøèìîñòü G. Åñëè NG(P ) 6= G, òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H >
NG(P ) íå ñîäåðæèò M (èíà÷å áûëî áû G = NG(P )A = HPM 6 H), îòêóäà G = HM
è ïåðåñå÷åíèå H ∩ M íîðìàëüíî â G. Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè M ýòî ïåðåñå÷åíèå ðàâíî
åäèíèöå è, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê èíäåêñ |G : H| ïðîñò, ïîðÿäîê M ðàâåí q.

×èñëî q ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G. Â äàííîé ñè-
òóàöèè ââèäó ñâåðõðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G/M è òåîðåìû 3.1.2.4 ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà
Gq íîðìàëüíà â G. Èç íîðìàëüíîñòè öåíòðà Z ïîäãðóïïû Gq â ãðóïïå G è Z ∩M 6= 1
(ñì. 2.1.2.3) ñëåäóåò M 6 Z.

Åñëè M = Gq, òî â ôàêòîðãðóïïå G/M íàéäåòñÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A/M ïðîñòî-
ãî ïîðÿäêà p, îòëè÷íîãî îò q. Òîãäà ñâåðõðàçðåøèìîñòü G äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â
ñëó÷àå 1).

Ïóñòü òåïåðü M 6= Gq. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B/M íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G/M
ïîðÿäêà q. Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïà B àáåëåâà. Âñå ýëåìåíòû ãðóïïû B èìåþò ïîðÿäîê q, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå BDq áûëà áû èñêîìîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà q, íîðìàëüíîé â ãðóïïå G.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî B íå ëåæèò â öåíòðå Z. Ðàçóìååòñÿ, B ïðèíàäëåæèò âòî-
ðîìó ãèïåðöåíòðó ãðóïïû Gq. Â ñèëó ñâåðõðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G/B ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ìàòðåøêà 1 < B = B0 < B1 < . . . < Bs = Gq, ÷òî Bi � G, |Bi+1 : Bi| = q. Íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð k, ÷òî B 6 Z(Bk), íî B 66 Z(Bk+1. Ïóñòü B = 〈M, b〉, Bk+1 = 〈Bk, bk+1〉. Òîãäà
ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ âèäà [b, x], x ∈ Bk+1 áóäåò ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà
q, íîðìàëüíîé â G. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x = c1b

l
k+1, y = c2b

m
k+1,

c1, c2 ∈ Bk, g ∈ G, èìååì: [b, x][b, y] = [b, blk+1][b, b
m
k+1] = [b, bk+1]

l+m, [b, bk+1]
g = [bg, bgk+1] =

[abn, c2b
r
k+1] = [b, bk+1]

n+r, ãäå a, c3 � íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâåííî èç M è Bk.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B ïðèíàäëåæèò öåíòðó ãðóïïû Gq. Äàëåå, ãðóïïó

B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì GF (q), à ãðóïïó F àâòî-
ìîðôèçìîâ B, èíäóöèðîâàííûõ âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè ãðóïïû G, � êàê ãðóïïó
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê B 6 Z, òî ïîðÿäîê ãðóïïû F ,
èçîìîðôíîé G/CG(B), âçàèìíî ïðîñò ñ q. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ìàøêå 3.2.2.2
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äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî F ïîäïðîñòàíñòâî M èìååò â B äîïóñòèìîå äîïîëíåíèå A ðàç-
ìåðíîñòè 1. Íà ãðóïïîâîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. �

3.3 Ðàçðåøèìûå ãðóïïû ñ óñëîâèÿìè ìàêñèìàëüíîñòè

è ìèíèìàëüíîñòè

�1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 3.3.1.1. [1, ñòð. 229] Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíè-
ìàëüíîñòè (äëÿ ïîäãðóïï) èëè êîðî÷å, óñëîâèþ min, åñëè âñÿêèé óáûâàþùèé ðÿä åå ïîä-
ãðóïï H1 > H2 > . . . îáðûâàåòñÿ, ò. å. Hn = Hn+1 = . . . ïðè íåêîòîðîì n. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóï-
ïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè (äëÿ ïîäãðóïï) èëè, êîðî÷å, óñëîâèþmax, åñëè
âñÿêèé âîçðàñòàþùèé ðÿä åå ïîäãðóïï H1 6 H2 6 . . . îáðûâàåòñÿ, ò. å. Hn = Hn+1 = . . .
ïðè íåêîòîðîì n.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1.2. [1, óïðàæíåíèå 24.1.1] Óñëîâèå max ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, ÷òî
âñå ïîäãðóïïû ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû êîíå÷íî ïîðîæäåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïóñòü h1 � íåêîòîðûé
íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò èç H. Îïðåäåëèì H1 = 〈h1〉. Åñëè ãðóïïà Hi−1 óæå îïðåäåëåíà,
ïóñòü hi � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû H, íå ëåæàùèé â Hi−1 (åñëè òàêîâîé èìååòñÿ)
è hi = e â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîëîæèì Hi = 〈Hi−1, hi〉. Òîãäà ðÿä ïîäãðóïï H1 6 H2 6 . . .
íà íåêîòîðîì øàãå n îáðûâàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû h1, . . . , hn ïîðîæäàþò H.

Îáðàòíî, ïóñòü ëþáàÿ ïîäãðóïïà èç G êîí÷íî ïîðîæäåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòî-
ðûé ðÿä H1 < H2 < . . . íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. ßñíî, ÷òî ∪iHi = H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà H êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h1, . . . , hn,
ïîðîæäàþùàÿ H. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç hi ëåæèò â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Hj. Âîçüìåì
òàêîé íîìåð m, ÷òî âñå hi ëåæàò â Hm. Íî òîãäà H = Hm, ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1.3. [1, óïðàæíåíèå 24.1.2] Óñëîâèÿ min è max ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê ïîäãðóïïàì, ãîìîìîðôíûì îáðàçàì è ðàñøèðåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ äëÿ óñëîâèÿ max ëåãêî ñëåäóåò èç ïðåäû-
äóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå äëÿ óñëîâèÿ min. Ñîõðàíåíèå óñëîâèÿ min äëÿ ïîäãðóïï
è ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ î÷åâèäíû. Ïóñòü H1 > H2 > . . . � íåêîòîðûé ðÿä ïîäãðóïï
ãðóïïû G, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H òàêóþ, ÷òî ãðóïïû H è G/H
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min. Òîãäà H1H/H > H2H/H > . . . � óáûâàþùèé ðÿä ãðóïïû
G/H, ïîýòîìó íà íåêîòîðîì øàãå n îí ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Hn > Hn+1 >
. . . ëåæèò â H è, ñëåäîâàòåëüíî, íà íåêîòîðîì øàãå m ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ðÿä H1 > H2 > . . . íà m+ n-îì øàãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. �

Îïðåäåëåíèå 3.3.1.4. [1, ïðèìåð 24.1.3] Íàçîâåì ÷åðíèêîâñêîé ãðóïïîé ðàñøèðåíèå ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàçèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï (âîîáùå ãîâîðÿ, ïî ðàçëè÷-
íûì ïðîñòûì ÷èñëàì) ïðè ïîìîùè êîíå÷íîé ãðóïïû. Âñÿêàÿ ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ min. Âñÿêàÿ ïî÷òè ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ max.
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Òåîðåìà 3.3.1.5. (Ñ. Í. ×åðíèêîâ). [1, òåîðåìà 24.1.4] Âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G c
óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷åðíèêîâñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ãðóïïà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H êî-
íå÷íîãî èíäåêñà, íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà. Òàê êàê ïåðåñå÷å-
íèå äâóõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà ñàìî èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ, òî H åäèíñòâåííà,
à ïîòîìó íîðìàëüíà. Åñëè H àáåëåâà, òî äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ãðóïïà H/Hp ∼=
Zp × Zp × . . . êîíå÷íà (ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ìèíè-
ìàëüíîñòè), à ïîòîìó H = Hp, ò. å. H � ïîëíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïî òåîðåìå 1.2.4.1 îíà
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êâàçèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ââèäó óñëîâèÿ ìèíèìàëü-
íîñòè èõ ÷èñëî êîíå÷íî. Òåì ñàìûì äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû H òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü G áåñêîíå÷íà è íåàáåëåâà. Âîçüìåì â H íååäèíè÷íóþ àáåëåâó íîðìàëü-
íóþ ïîäãðóïïó A (íàïðèìåð, ïîñëåäíèé íååäèíè÷íûé êîììóòàíò). Ïîêàæåì, ÷òî A ëåæèò
â öåíòðå ãðóïïû H. Â ñàìîì äåëå, A � àáåëåâà ãðóïïà ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè, à ïîòî-
ìó ïî ïðåäûäóùåìó ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîãî çàäàííîãî ïîðÿäêà.
Çíà÷èò, êàæäûé ýëåìåíò a èç A èìååò â H ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-
òîâ, îòêóäà |H : CH(a)| < ∞. Òàê êàê H íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà, òî
CH(a) = H è A 6 Z(H).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîäãðóïïà H íèëüïîòåíòíà. Ìû ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî åå
ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè k. Òàê êàê, ïî ïðåäûäóùåìó,H(k−1) 6 Z(H), òîH/Z(H) ðàçðåøèìà
ñòóïåíè 6 k − 1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðèìåíåííîìó ê ãðóïïå G/Z(H),
ãðóïïà H/Z(H) íèëüïîòåíòíà, à ïîòîìó è ñàìà ãðóïïà H íèëüïîòåíòíà.

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî H àáåëåâà. Ïóñòü B � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â H. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, B 6 Z(H). Íî â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ìàêñè-
ìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì öåíòðàëèçàòîðîì (òåîðåìà 2.1.2.5), îòêó-
äà B = H. �

Òåîðåìà 3.3.1.6. [1, òåîðåìà 24.1.7] Ãðóïïà G òîãäà è òîëüêî òîãäà ðàçðåøèìà è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ max, êîãäà îíà ïîëèöèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óæå îòìå÷àëàñü. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ max è èìååò êîíå÷íóþ ðàçðåøèìóþ ìàòðåøêó 1 = G0 6 G1 6
. . . 6 Gn = G. Òàê êàê åå ñåêöèè Gi+1/Gi òîæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ max (ñì. 3.3.1.3),
òî îíè êîíå÷íî ïîðîæäåíû è, çíà÷èò, ðàçëàãàþòñÿ â ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï (òåîðåìà 1.1.3.4). Ýòî ïîçâîëÿåò óïëîòíèòü äàííóþ ìàòðåøêó äî ïîëèöèêëè÷åñêîé
ìàòðåøêè. �

Îòìåòèì îïèñàíèå àáåëåâûõ ïîäãðóïï ñ óñëîâèÿìè min è max, ïîëó÷åííîå â õîäå äî-
êàçàòåëüñòâ òåîðåì 3.3.1.5 è 3.3.1.6.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1.7. [1, óïðàæíåíèå 24.1.8] Àáåëåâà ãðóïïà òîãäà è òîëüêî òîãäà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ min, êîãäà îíà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
êâàçèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï è êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Àáåëåâà ãðóïïà òîãäà è òîëüêî òîãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ max, êîãäà îíà ðàçëà-
ãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

�2 Ïåðåíîñ ñ àáåëåâûõ ïîäãðóïï íà ðàçðåøèìóþ ãðóïïó

Îïðåäåëåíèå 3.3.2.1. [1, ñòð. 232] Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî A min-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî G, åñëè âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H
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ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â A è îòëè÷íàÿ îò A, êîíå÷íà. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî A max-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî G, åñëè äëÿ âñÿêîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû
H ãðóïïû G, ñîäåðæàùåéñÿ â A è îòëè÷íîé îò 1, ôàêòîðãðóïïà A/H ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Ëåììà 3.3.2.2. [1, ëåììà 24.2.1] Ïóñòü A � G, îáå ãðóïïû A, G/A àáåëåâû è A íå
öåíòðàëüíà â G.

à) Åñëè A min-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî G, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà X,
÷òî G = XA è |X ∩ A| <∞.

á) Åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, max-íåïðèâîäèìàÿ îòíîñèòåëüíî
G, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà X, ÷òî |G : XA| <∞ è X ∩ A = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäãðóïïà A áåñêîíå÷íà � èíà÷å èìåëè
áû ñëó÷àé à) è äîñòàòî÷íî áûëî áû âçÿòü X = G. Âîçüìåì â ãðóïïå G ýëåìåíò x, äëÿ
êîòîðîãî [A, x] 6= 1, è ïîêàæåì, ÷òî åãî öåíòðàëèçàòîð X = CG(x) � èñêîìàÿ ïîäãðóïïà
â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå θ : a 7→ [a, x] åñòü ýíäîìîðôèçì ïîäãðóïïû A.
Áîëåå òîãî, îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè ñîïðÿæåíèÿìè ãðóïïû G, ò. å. [a, x]g = [ag, x] äëÿ
âñåõ a ∈ A, g ∈ G, òàê êàê xg ≡ x(mod A) (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.4.4).

à) Ïîñêîëüêó Ker θ < A è A min-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî G, òî Ker θ èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, ïåðåñå÷åíèå X ∩ A êîíå÷íî. Òîãäà îáðàç Aθ áåñêîíå÷åí, îòêóäà, ñíîâà ââèäó
min-íåïðèâîäèìîñòè, A = Aθ = [A, x]. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò
a ∈ A ñ óñëîâèåì [g, x] = [a, x], îòêóäà ga−1 ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, G = AX.

á) Òàê êàê Ker θ < A, ãðóïïà A/Ker θ ∼= Aθ íå èìååò êðó÷åíèÿ (î÷åâèäíî, ïîñêîëü-
êó [an, x] = [a, x]n è A íå èìååò êðó÷åíèÿ), à A max-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî G, òî
Ker θ = 1 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, X ∩A = 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû G è åå
ïîäãðóïïû A ñïðàâåäëèâî dim G = dim A+ dim G/A, ôàêòîðãðóïïà A/Aθ êîíå÷íà; ïóñòü
m � åå ïîðÿäîê. Ãðóïïà G èíäóöèðóåò â A/Aθ (ñîïðÿæåíèÿìè) ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå G/C, ãäå C = CG(A/Aθ), ïîýòîìó G/C òàêæå êîíå÷íà. Åñëè c ∈ C,
òî [c, xm] ∈ Aθ = [A, x]. Äàëåå [cm, x] ≡ [c, x]m(mod [C, x, C]), [C, x, C] 6 [A,C] 6 [A, x], òàê
÷òî [cm, x] = [a, x] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A. Îòñþäà cma−1 ∈ X, cm ∈ XA. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôàêòîðãðóïïà G/XA ïåðèîäè÷åñêàÿ, è îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíà êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Ïóñòü a1, . . . , am � ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû A ïî ïîäãðóïïå [A, x].
Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . ,m âûáåðåì â G ýëåìåíò gj â óñëîâèåì aj = [gj, x], à åñëè òàêîãî
ýëåìåíòà íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèì gj = 1. Äëÿ êàæäîãî g ∈ G èìååì [g, x] = ai[bi, x]
ïðè ïîäõîäÿùèõ i è bi ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, [gb−1

i , x] = ai = [gi, x], îòêóäà, gb
−1
i g−1

i ∈ X,
g ∈ 〈g1, . . . , gm, X,A〉. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ãðóïïà G/XA êîíå÷íî ïîðîæäåíà. �

Òåîðåìà 3.3.2.3. (Ñ. Í. ×åðíèêîâ). [1, òåîðåìà 24.2.2] Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G, ó êîòîðîé
âñå àáåëåâû ïîäãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min, ÿâëÿåòñÿ ÷åðíèêîâñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî åñëè G óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï è A � åå àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà G/A òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ
àáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî A êîíå÷íà, è äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà B/A
ãðóïïû G/A äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min. Ãðóïïà B/CB(A) òàêæå êîíå÷íà
(îíà èçîìîðôíà ïîäãðóïïå èç Aut A) è, ðàçóìååòñÿ, A 6 CB(A). Áóäåì ñ÷èòàòü ïîýòîìó,
÷òî [A,B] = 1, ïðè÷åì A óæå íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íà. Âîçüìåì â B êàêóþ-íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïóM . Î÷åâèäíî, A 6 M , à òàê êàê B íèëüïîòåíòíà
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(B/Z(B) àáåëåâà, òàê êàê A 6 Z(B)), òî M = CB(M) (ñì. 2.1.2.5). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå τ : B/M −→ Hom(M/A,A), îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì (bM)τ : xA −→ [x, b], ÿâ-
ëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Òàê êàê B (è äàæå âñÿ G) ïåðèîäè÷åñêàÿ, à M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
min, òî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû Hom(M/A,A) êîíå÷íà.
Ââèäó 3.3.1.7 M/A = P ⊕Q, ãäå P � ïîëíàÿ, Q � êîíå÷íàÿ ãðóïïû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêèé ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò ϕ èç Hom(M/A,A) äåéñòâóåò íà P òðèâè-
àëüíî. Íî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê: åñëè áû ϕ îòîáðàæàë êàêîé-òî ýëåìåíò x ∈ P íå â íóëü,
òî äëÿ âñÿêîãî n > 1 ãîìîìîðôèçì nϕ îòîáðàæàë áû ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 1

n
x òàêæå íå â

íóëü.

Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà A áåñêîíå÷íà. Ðàçëîæèâ åå â G-äîïóñòèìóþ ìàòðåøêó ñ ïðè-
ìàðíûìè ñåêöèÿìè, êîíå÷íûìè èëè ïîëíûìè, ìû âèäèì, ÷òî äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ñëó÷àé,
êîãäà A � ïîëíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñÿêàÿ àáåëåâà ïîäãðóï-
ïà B/A ãðóïïû G/A òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min. Òàê êàê äëÿ A = 1 óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ðàíãó ãðóïïû A. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî
A min-ïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî B, ò. å. ñîäåðæèò íååäèíè÷íóþ ïîëíóþ ñîáñòâåííóþ B-
äîïóñòèìóþ ïîäãðóïïó H. Òàê êàê ïîëíàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû âûäåëÿåòñÿ â íåé
ïðÿìûì ìíîæèòåëåì (òåîðåìà 1.2.2.3) è ðàíã êîíå÷íîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êâàçèöèê-
ëè÷åñêèõ p-ãðóïï ðàâåí ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé, òî ïîëó÷àåì òàêóþ êàðòèíó: 1 < H < A < B,
ïðè÷åì ðàíã H ìåíüøå ðàíãà A, ðàíã A/H ìåíüøå ðàíãà A. Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè, äåëàåì âûâîä, ÷òî ðàíã B/H êîíå÷åí, îòêóäà ðàíã B/A êîíå÷åí. Ïóñòü òåïåðü A
min-íåïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî B. Ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî [A,B] 6= 1, òàê êàê ïðîòèâî-
ïîëîæíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí âûøå. Ïî ëåììå 3.3.2.2a) B ñîäåðæèò òàêóþ ïîäãðóïïó
X, ÷òî B = XA è |X ∩ A| < ∞. Ñîãëàñíî ðàçîáðàííîìó âûøå ñëó÷àþ (êîãäà A êîíå÷íà)
ïîäãðóïïàX óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min, à ïîòîìó B è B/A òàêæå åìó óäîâëåòâîðÿþò. �

Òåîðåìà 3.3.2.4. (À. È. Ìàëüöåâ). [1, òåîðåìà 24.2.3] Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé
âñå àáåëåâû ïîäãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ max, ÿâëÿåòñÿ ïîëèöèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó. Ïóñòü G óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ max äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï, A � åå àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà;
äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G/A òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ max.

Ñíà÷àëà îïÿòü äîïóñòèì, ÷òî [A,B] = 1 (ýòèì, â ÷àñòíîñòè, îõâàòûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
A êîíå÷íà, ïîñêîëüêó òîãäà B0 � ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé
êîíå÷íîãî èíäåêñà â B). ÏóñòüM , τ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëü-
ñòâå. Òàê êàê M/A è A � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû, òî òàêîâû è àääèòèâíàÿ
ãðóïïà Hom(M/A,A) è âëîæåííàÿ â íåå ãðóïïà B/M . Ñëåäîâàòåëüíî, B è âìåñòå ñ íåé
B/A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ max.

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A íå èìååò êðó÷åíèÿ, òàê êàê åå ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ÷àñòü A0 êîíå÷íà è, çíà÷èò, íàä A0 ìîæíî ïîäíÿòüñÿ, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó.
Äîêàæåì îïÿòü, ÷òî âñÿêàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà B/A ãðóïïû G/A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
max. Òàê êàê ïðè A = 1 ýòî òðèâèàëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ðàíãó ãðóïïû A.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A max-ïðèâîäèìà îòíîñèòåëüíî B, ò. å. ñîäåðæèò íååäèíè÷-
íóþ B-äîïóñòèìóþ ïîäãðóïïó H ñ íåïåðèîäè÷åñêîé ôàêòîðãðóïïîé A/H. Ïóñòü T/H �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû A/H. Òàê êàê â êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ áåç
êðó÷åíèÿ ðàíã ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ, à ïðè ôàêòîðèçàöèè ðàçìåðíîñòè ñêëàäûâàþò-
ñÿ, òî êàðòèíà òàêîâà: 1 < H < T < A < B, ãäå ðàíã H ìåíüøå ðàíãà A, T/H êîíå÷íà è
ðàíã A/T ìåíüøå ðàíãà A. Îòñþäà ðàíã B/A êîíå÷åí. Ïóñòü òåïåðü A max-íåïðèâîäèìà
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îòíîñèòåëüíî B. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [A,B] 6= 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåìåäëåííî
ñëåäóåò èç ëåììû 3.3.2.2á). �

Îòìåòèì, ÷òî íàìè ïîïóòíî äîêàçàíà áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.2.5. [1, òåîðåìà 24.2.4] Ïóñòü A � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G. Åñëè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min (ñîîòâåòñòâåííî max) äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï, òî
G/Z òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min (ñîîòâåòñòâåííî max) äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2.6. [1, óïðàæíåíèå 24.2.5] Åñëè â ðàçðåøèìîé ãðóïïå âñå àáåëåâû
ïîäãðóïïû êîíå÷íû, òî îíà ñàìà êîíå÷íà. (Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.)

�3 Î ëîêàëüíî ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ

Ëåììà 3.3.3.1. [1, ëåììà 24.3.1] Âñÿêàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà G ñ óñëîâèåì min
äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ÷åðíèêîâñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ââèäó òåîðåìû 3.3.2.3 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî G ðàçðåøèìà. Òàê
êàê â íåðàçðåøèìîé ãðóïïå ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå íåðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû, òî ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G ñ÷åòíà è îòëè÷íà îò åäèíèöû.

á) Öåíòð Z(G) ãðóïïû G îòëè÷åí îò åäèíèöû. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê G ñ÷åòíà, òî åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ ïîä-
ãðóïï 1 < G1 < G2 < . . .. Ïóñòü Zi = Z(Gi), i = 1, 2, . . .. Òàê êàê öåíòðà êîíå÷íîé p-ãðóïïû
îòëè÷åí îò åäèíèöû, òî âñå Zi 6= 1. Ïîðîæäåííàÿ èìè ïîäãðóïïà Z = 〈Z1, Z2, . . .〉 àáåëåâà,
à ïîòîìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min. Ó÷èòûâàÿ ñòðîåíèå àáåëåâûõ ãðóïï ñ óñëîâèåì min
(ïðåäëîæåíèå 3.3.1.7), âèäèì, ÷òî ýëåìåíòû z èç Z ñ óñëîâèåì zp = 1 ñîñòàâëÿþò êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó P . Òàê êàê P 6 Gi äëÿ íåêîòîðîãî i, òî P ∩ Zj+1 > P ∩ Zj+1 > . . . è, çíà÷èò,
P ∩ Zj = P ∩ Zj+1 = . . . äëÿ íåêîòîðîãî j. ßñíî, ÷òî 1 < P ∩ Zj 6 Z(G).

â) Âñå ãèïåðöåíòðû ãðóïïû G ðàçðåøèìû. Ïóñòü, íàïðîòèâ, α-é ãèïåðöåíòð ζαG ãðóï-
ïû G íåðàçðåøèì, ïðè÷åì α � ïåðâîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì. ßñíî, ÷òî îíî
ïðåäåëüíîå è áîëüøå íóëÿ. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè L = ζαG è âûáåðåì â L êàêóþ-íèáóäü
ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M . Î÷åâèäíî, L ÿâëÿåòñÿ ZA-ãðóïïîé,
ïîýòîìó, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1.8, M = CL(M). Ïóñòü A/M � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëå-
âà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L/M . Ïî òåîðåìå 3.3.2.5 A/M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
min. Î÷åâèäíî, M òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âè-
äå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé ìàòðåøêè ñ ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ñåêöèÿìè S. Ïóñòü
1 = M1 < M2 < . . . � òàêàÿ ìàòðåøêà. Òàê êàê CA(M1) > CA(M2) > . . ., òî íàéäåòñÿ
íîìåð i, äëÿ êîòîðîãî CA(Mi) = CA(Mi+1) = . . . = CA(M) = M . Ãðóïïà A/M ∼= A/CA(Mi)
âêëàäûâàåòñÿ â Aut Mi, à ïîòîìó êîíå÷íà. Íî òîãäà è L/M êîíå÷íà (òàê êàê ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû). Çíà÷èò, L ðàçðåøèìà.

ã) Ãðóïïà G ðàçðåøèìà. Â ñàìîì äåëå, åñëè ζβG < G, òî èç òåîðåìû 3.3.2.5 ñëåäóåò,
÷òî ôàêòîðãðóïïà G/ζβG óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï (òàê êàê
ζβG ðàçðåøèìà). Ââèäó á) öåíòð ýòîé ôàêòîðãðóïïû îòëè÷åí îò åäèíèöû, à ïîòîìó ζβG <
ζβ+1G. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèïåðöåíòðîâ {ζβG} äîõîäèò äî âñåé ãðóïïû
G, à ïîòîìó, ñíîâà ââèäó â), G äîëæíà áûòü ðàçðåøèìîé. �

Ëåììà 3.3.3.2. [1, ëåììà 24.3.2] Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p � ïðîñòîå
÷èñëî, S = X/Y � ñåêöèÿ ãðóïïû G è S1 < S2 < . . . � áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû S. Òîãäà â X ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîç-
ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ p-ïîäãðóïï P1 < P2 < . . ., ÷òî Si = PiY/Y ,
i = 1, 2, . . ..

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â ñìåæíûõ êëàññàõ ïî Y , ñîñòàâëÿþùèõ (êîíå÷íóþ) ñåêöèþ
Si, ïî ïðåäñòàâèòåëþ è ïîðîäèì èìè ïîäãðóïïó Fi. Òàê êàê G ëîêàëüíî êîíå÷íà, òî Fi
êîíå÷íà è, î÷åâèäíî, Si = FiY/Y . Ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè ýòîì, ÷òî F1 6 F2 6 . . .. Âûáåðåì
â êàæäîé ïîäãðóïïå Fi ïî ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå P1 òàê, ÷òîáû áûëî P1 6 P2 6 . . .. Òàê
êàê ïðè ãîìîìîðôèçìàõ êîíå÷íûõ ãðóïï ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ïåðåõîäÿò â ñèëîâñêèå, à
ïðè ôàêòîðèçàöèè Fi ïî Fi ∩ Y ïîëó÷àåòñÿ p-ãðóïïà (èçîìîðôíàÿ Si), òî Pi(Fi ∩ Y ) = Fi.
Òåïåðü ÿñíî, ÷òî FiY PiY è P1 < P2 < . . .. �

Ëåììà 3.3.3.3. [1, ëåììà 24.3.3] Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Åñëè G óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï, òî îíà íå èìååò áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòàð-
íûõ àáåëåâûõ ñåêöèé. Åñëè â G âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû êîíå÷íû, òî è â ëþáîé åå ñåêöèè
òîæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï
è îáëàäàåò ñ÷åòíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ñåêöèåé S. Ïóñòü S1 < S2 . . . � âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîäãðóïï èç S, äàþùàÿ â îáúåäèíåíèè S, P1 < P2 < . . . �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p-ïîäãðóïï ãðóïïû
G. Òàê êàê ãðóïïà P ∪ Pi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï, òî îíà
÷åðíèêîâñêàÿ (ëåììà 3.3.3.1). Çíà÷èò, ðàíãè âñåõ Pi îãðàíè÷åíû. Ýòî, îäíàêî, íåâîçìîæíî,
òàê êàê ðàíãè ãðóïï Si íåîãðàíè÷åíû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç 3.3.3.2 ñîâñåì
î÷åâèäíûì îáðàçîì. �

Òåîðåìà 3.3.3.4. (Ñ. Í. ×åðíèêîâ). [1, ëåììà 24.3.4] Âñÿêàÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ÷åðíèêîâñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ëîêàëüíî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ óñëîâèåì min äëÿ àáå-
ëåâûõ ïîäãðóïï. Ïî ëîêàëüíîé òåîðåìå À. È. Ìàëüöåâà 3.5.2.2 G îáëàäàåò íåêîòîðîé
RI-ìàòðåøêîé. Ïóñòü M � íåóïëîòíÿåìàÿ RI-ìàòðåøêà ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, êàæäàÿ
ñåêöèÿ S ýòîé ìàòðåøêè � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà àâòîìîðôíî ïðîñòàÿ ãðóïïà, ïîýòîìó
S � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïî ëåììå 3.3.3.3 îíà ê òîìó æå êîíå÷íà.

Ïóñòü R � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â G âñåìè êâàçèöèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè. Òàê
êàê R íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà, îò îíà ñòàáèëèçèðóåò ìàòðåøêó M, ò. å.
èíäóöèðóåò â êàæäîé åå ñåêöèè S åäèíè÷íóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ. Çíà÷èò, R îáëàäàåò
öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé (ñì. 3.5.1.6). Òàê êàê R ëîêàëüíî êîíå÷íà, òî îíà ëîêàëüíî íèëü-
ïîòåíòíà. Ââèäó 2.3.1.7 è 3.3.3.1 îíà ÷åðíèêîâñêàÿ, à òàê êàê íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà, òî àáåëåâà.

Ôàêòîðãðóïïà G/R óæå íå ñîäåðæèò êâàçèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Â ñàìîì äåëå, äî-
ïóñòèì, ÷òî òàêàÿ ïîäãðóïïà H/R ñóùåñòâóåò, ò. å. â G íàéäóòñÿ ýëåìåíòû 1 = a1, a2, . . .
òàêèå, ÷òî H = 〈a1, a2, . . .〉 · R è api+1 ≡ ai(mod R), i = 1, 2, . . .. Ãðóïïà H, äåéñòâóÿ â
ãðóïïå R ñîïðÿæåíèÿìè, èíäóöèðóåò â íåé àâòîìîðôèçìû. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ
áûë áû íåòîæäåñòâåííûì, òî âçÿâ ýëåìåíò èç R, êîòîðûé èì ïåðåäâèãàåòñÿ, è äîáàâèâ
âñå ýëåìåíòû èç R òîãî æå ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷èëè áû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M , íà êîòî-
ðîì H äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî. Ïîäãðóïïà H0 = CH(M) èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ. Òàê
êàê H/H0

∼= (HR)/(H0R) è H/R íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà,
òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, H ïîýëåìåíòíî ïåðåñòàíîâî÷íà ñ R. Çàìåòèâ ýòî, ìû
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çàìåíèì ñåé÷àñ ýëåìåíòû 1 = a + 1, a2, . . . íà 1 = b1, b2, . . . ñ óñëîâèåì bi ≡ ai(mod R),
bi+1 = bi, i = 1, 2 . . .. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê R � äåëèìàÿ ãðóïïà. Ïîñòðîåííûå òà-
êèì îáðàçîì ýëåìåíòû b1, b2, . . ., î÷åâèäíî, ïîðîæäàþò â G êâàçèöèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó,
íå ëåæàùóþ â R, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó R.

Òàê êàê, ïî äîêàçàííîìó, ãðóïïà G/R íå ñîäåðæèò êâàçèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ min äëÿ àáåëåâûõ ïîäãðóïï (òåîðåìå 3.3.2.5), òî âñå åå àáåëåâû è âñå
åå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû êîíå÷íû (ñì. 3.3.1.7 è 3.3.3.1 ñîîòâåòñòâåííî). Äîêàæåì, ÷òî ñàìà
G/R êîíå÷íà.

Èòàê, ïóñòü G � ëîêàëüíî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé âñå àáåëåâû è âñå ñèëîâñêèå
ïîäãðóïïû êîíå÷íû. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî G ñàìà êîíå÷íà. Òàê êàê êàæäàÿ áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà ñîäåðæèò ñ÷åòíûå ïîäãðóïïû, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî G íå ìîæåò áûòü ñ÷åò-
íîé. Ïóñòü, íàïðîòèâ, îíà ñ÷åòíà. Òàê êàê G ëîêàëüíî êîíå÷íà (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.3.2.6),
òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ
ïîäãðóïï G1 < G2 < . . ..

Òàê êàê êàæäàÿ Gn êîíå÷íà è ðàçðåøèìà, òî îíà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ íîðìàëüíóþ ýëå-
ìåíòàðíóþ àáåëåâó pn-ïîäãðóïïó An. Åñëè ñðåäè ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, . . . èìååòñÿ ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ, òî, ïåðåõîäÿ ê ïîäõîäÿùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå pn ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì p. Ïóñòü A = 〈A1, A2, . . .〉 = A1A2 . . .. Òàê êàê
ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â G êîíå÷íû, òî A êîíå÷íà. íî òîãäà ñðåäè ïîäãðóïï A1, A2, . . . íàé-
äåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîâïàäàþùèõ, ò. å. G îáëàäàåò êîíå÷íîé íîðìàëüíîé ýëåìåíòàðíîé
àáåëåâîé ïîäãðóïïîé K1.

Ââèäó 3.3.2.6 è 3.3.3.3 â ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé ãðóïïå G/K1 âñå àáåëåâû è âñå ñèëîâñêèå
ïîäãðóïïû ñíîâà êîíå÷íû. Ïîâòîðèì ïðîâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå äëÿ G/K1, âçÿòîé
âìåñòî ãðóïïû G. Åñëè ïðè ýòîì â G/K1 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
àáåëåâà ïîäãðóïïà K2/K1, òî ïîâòîðèì ðàññóæäåíèå äëÿ G/K2, è ò. ä. Â êîíöå êîíöîâ ìû
ëèáî ïîñòðîèì â G áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï
ñ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ñåêöèÿìè, ëèáî ïðèäåì ê ôàêòîðãðóïïå G/Ki0

äëÿ êîòîðîé ïðîöåññ âûäåëåíèÿ ãðóïï An ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîñòûõ ÷èñåë
pn, ñîäåðæàùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ãðóïïó K = ∪iKi. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p îíà
ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñåêöèÿ Ki+1/Ki, ïîðÿäêè êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà p (òàê
êàê ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â G êîíå÷íû), à ïîòîìó ìíîæåñòâî π(K) âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé
ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ èç K áåñêîíå÷íî. Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî p ∈ π(K) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
èç K ïîðÿäêà p êîíå÷íî, òàê êàê âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû K ëåæàò â íåêîòîðîì
Ki. Ïóñòü p1 ∈ π(K), a1 � ýëåìåíò èç K ïîðÿäêà p1 è C1 = CK(a1). Òàê êàê |K : C1| =
|aK1 | <∞, òî ìíîæåñòâî π1 = π(C1) ñíîâà áåñêîíå÷íî. Âîçüìåì â πi ýëåìåíò p2 6= p1 è â C1

ýëåìåíò a2 ïîðÿäêà p2. Òàê êàê ïîäãðóïïà C2 = CK(a1, a2) = CK(a1) ∩ CK(a2) èìååò â K
êîíå÷íûé èíäåêñ, òî ìíîæåñòâî π2 = π(C2) áåñêîíå÷íî. Âîçüìåì â π2 ýëåìåíò p3 6= p1, p2 è â
c2 ýëåìåíò a3 ïîðÿäêà p3. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå
ýëåìåíòû a1, a2, . . . ïîðÿäêîâ p1, p2, . . . ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïîðîæäåííàÿ èìè àáåëåâà
ïîäãðóïïà áåñêîíå÷íà, òî ïåðâûé ñëó÷àé íà ñàìîì äåëå íå âîçìîæåí.

Ïåðåõîäÿ êî âòîðîìó ñëó÷àþ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óæå äëÿ ñàìîé ãðóïïû G ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü p1, p2, . . . ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî.
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå ñàìè ÷èñëà p1, p2, . . . ðàçëè÷íû � èíà÷å ìû ïðîñòî îïóñòèëè áû
òå ãðóïïû Gn, êîòîðûì îòâå÷àþò ïîâòîðÿþùèåñÿ pn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï A1, A2, . . . íå ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü, íàïðîòèâ, Ak1 , Ak2 , . . . � òàêàÿ ïîäïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîëîæèì Bj = 〈Akj
, Akj+1

, . . .〉, j = 1, 2 . . .. Òàê êàê ãðóïïà B1 îáëàäàåò
íîðìàëüíîé ìàòðåøêîé B1 > B2 > . . . ñ öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè, òî åå êîììóòàíò B′1
îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé (ñì. 3.5.1.7). Òàê êàê ãðóïïà B′1 ëîêàëüíî êîíå÷íà, òî
îíà ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíà, à ïîòîìó ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï (ñì. 2.3.1.7). Íî åå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, ïîýòîìó B′1
àáåëåâà. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà B1 ðàçðåøèìà, à ïîòîìó êîíå÷íà (ñì. 3.3.2.6). Ýòî îäíàêî,
íåâîçìîæíî ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ ãðóïïû B1.

Èòàê, ñðåäè ãðóïï A1, A2, . . . ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî; ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïîýòîìó, ÷òî èõ íåò ñîâñåì. Òàê êàê Ai è Aj ïðè i 6= j � íåöèêëè÷åñêèå
ýëåìåíòàðíûå àáåëåâû ãðóïïû ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ, òî â ïðîèçâåäåíèè AiAj ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò ïîðÿäêà pipj, à ïîòîìó â ãðóïïàõ Ai è Aj ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû
ai è aj. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðû (a1, ai), ãäå ai ∈ Ai, a1ai = aia1, i = 1, 2, . . .. Òàê
êàê ãðóïïà A1 êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò b1, öåíòðàëèçàòîð êîòîðîãî
â G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó N1, íå ñîäåðæàùóþ b1. Òàê êàê N1 óäîâëåòâîðÿåò
òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è G, òî â N1 ñóùåñòâóåò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò b2, öåíòðàëèçàòîð
êîòîðîãî â G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó N2, íå ñîäåðæàùóþ b2 è ò. ä. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ýëåìåíòû b1, b2, . . . ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû è ïîðîæäàþò áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.
Ïðîòèâîðå÷èå. �

3.4 Ðàçðåøèìûå ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà

�1 Ïåðåíîñ ñ àáåëåâûõ ïîäãðóïï íà ðàçðåøèìóþ ãðóïïó

Çäåñü áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4.1.1. (Ì. È. Êàðãàïîëîâ). [1, òåîðåìà 25.2.1] Âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ó
êîòîðîé ðàíãè àáåëåâûõ ïîäãðóïï êîíå÷íû, ñàìà èìååò êîíå÷íûé ðàíã.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4.1.2. [1, òåîðåìà 25.2.2] Ïóñòü A � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G. Åñëè ðàíãè àáåëåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G êîíå÷íû, òî ðàíãè àáåëåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G/A òîæå êîíå÷íû.

Íà÷íåì ñ ëåìì.

Ëåììà 3.4.1.3. [1, ëåììà 25.2.3] Ïóñòü A � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû G. Åñëè A èìååò êîíå÷íûé ðàíã, à G/A ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó
ñ÷åòíîé ñòåïåíè, òî è G ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ñ÷åòíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1A, x2A, . . . � ñ÷åòíàÿ áàçà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû
ãðóïïû G/A è Aij = 〈xi, xj〉. Òîãäà êîììóòàíò A′ij ãðóïïû Aij ïîðîæäàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè
ýëåìåíòàìè, ñîïðÿæåííûìè ñ êîììóòàòîðîì [xi, xj]. Òàê êàê âñå îíè ëåæàò â A, à àáåëåâà
ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà è êîíå÷íîãî ïåðèîäà êîíå÷íà, òî A′ij êîíå÷åí. Òîãäà èíäåêñ åãî
öåíòðàëèçàòîðà äîëæåí áûòü êîíå÷åí, ïîýòîìó A′ij öåíòðàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì
x
nij

j , nij > 0. Â ÷àñòíîñòè, [xi, x
nij

j , x
nij

j ] = 1, îòêóäà èíäóêöèåé ïî m (ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîììóòàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé 2.1.4.4) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî [xi, x
nijm
j ] = [xi, x

nij

j ]m, m = 1, 2, . . ..

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = |A′ij| èìååì [xi, x
nijm
j ] = 1. Ïîëîæèì mij = nij|A′ij|, m1 = 1, mj =
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m1jm2j . . .mj−1,j ïðè j > 1. ßñíî, ÷òî 〈xm1
1 , xm2

2 , . . .〉 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ÷åòíîé
ñòåïåíè. �

Ëåììà 3.4.1.4. [1, ëåììà 25.2.4] Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, ó êîòîðîé ðàíãè âñåõ
àáåëåâûõ ïîäãðóïï êîíå÷íû, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ÷åðíèêîâñêîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ àáåëåâûõ p-ãðóïï óñëîâèå êîíå÷íîñòè ðàíãà è
óñëîâèå min ñîâïàäàþò. �

Ëåììà 3.4.1.5. [1, ëåììà 25.2.5] Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé ðàíãè
àáåëåâûõ ïîäãðóïï êîíå÷íû, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

à) ðàíãè p-ñåêöèé ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G êîíå÷íû è îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíî-
ñòè,

á) ðàíãè p-ñåêöèé ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäÿò sp, ãäå sp � ìàêñèìóì ðàíãîâ ñèëîâñêèõ
p-ïîäãðóïï ãðóïïû G,

â) sp 6 1
2
(5ap + 1)ap, ãäå ap � ìàêñèìóì ðàíãîâ àáåëåâûõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïî ëåììå 3.4.1.4 ðàíãè âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G êî-
íå÷íû; ïîêàæåì, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ p-ïîäãðóïï P1, P2, . . . íåîãðàíè÷åííûõ ðàíãîâ. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé êàæäîå Qi = 〈P1, . . . , Pi〉 � p-ãðóïïà.
Ïîäïðàâëåííûå òàêèì îáðàçîì P1, P2, . . . ïîðîæäàþò p-ïîäãðóïïó íåîãðàíè÷åííîãî ðàíãà,
ïðîòèâîðå÷èå.

á) Ïóñòü L/M � íåêîòîðàÿ p-ñåêöèÿ. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû L. Òàê
êàê ïðè ãîìîìîðôèçìå L −→ L/M ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà îòîáðàæàåòñÿ íà ñèëîâñêóþ
p-ïîäãðóïïó, òî L = PM , îòêóäà ðàíã L/M 6 ðàíã P 6 sp.

â) Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ðàíãà sp. Òàê êàê P ÷åðíèêîâñêàÿ
(ñì. 3.4.1.4), òî îíà ñîäåðæèò òàêóþ ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M ,
÷òî P/M � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà. Äàëåå, P ÿâëÿåòñÿ ZA-ãðóïïîé (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 3.3.3.1), ïîýòîìó, ââèäó 3.5.1.8, P/M èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â Aut M . Ãðóïïà P/M
èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû M (òàê êàê CP (M) = M).
Ïóñòü M = B ⊕ C, ãäå B � êîíå÷íàÿ, à C � äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû M . Ïóñòü l′ � òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî Bpl′
= 1 è l = max(l′, 2) ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé p-ýëåìåíò, öåíòðà-

ëèçóþùèé ïîäãðóïïó Ωl(M) öåíòðàëèçóåò M . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Ïóñòü h ∈ P/M � íåêîòîðûé ýëåìåíò. Ïîñêîëüêó îí îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ p2x = 1, îí ïðåäñòàâèì â âèäå e + p2a äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû a ∈ GLn(Zp∞)
(çäåñü n � ðàíã ãðóïïû C). Òîãäà (e+p2a)m = e+

(
m
1

)
p2a+ . . .+p2mam è ïîñêîëüêó p2a 6= 1

(åñëè ýëåìåíò h äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî), òî äëÿ ëþáîãî m èìååì hm 6= 1, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ãðóïïû P/M . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P/M � ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû. Òîãäà M = A(1) ⊕ A(2) ⊕ . . . ⊕ A(l), ãäå êàæ-
äîå A(i) � ïðÿìàÿ ñóììà ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ ïåðâîîáðàçíûìè ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà pi

(ïåðâîîáðàçíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî â M èç íèõ óæå íå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü p-îé ñòåïåíè).
Òîãäà P/M âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï GLk1(Zp)× . . .×GLkl

(Zpl), ãäå ki �
êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ â ñëàãàåìîì A(i), ïðè÷åì

∑
ki 6 ap. Èç ñîîáðàæåíèé

èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P/M 6 GLap(Zpl). Äàëåå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàíã ñè-
ëîâñêîé p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GLn(Zpm) íå ïðåâîñõîäèò 1

2
(5n−1)n (è íå çàâèñèò îò m). Ýòî

äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ïðèìåðå 25.1.1 èç [1] è ìû íå áóäåì íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàíã P/M 6 1

2
(5ap− 1)ap, îòêóäà sp 6 ap + 1

2
(5ap− 1)ap = 1

2
(5ap + 1)ap. �
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.1.6. [1, óïðàæíåíèå 25.2.6] Â óñëîâèÿõ ëåììû 3.4.1.5 êàæäàÿ p-ñåê-
öèÿ ãðóïïû G � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 3.4.1.7. [1, ëåììà 25.2.7] Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, A � åå íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, à G/A
àáåëåâà. Åñëè ðàíãè àáåëåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G êîíå÷íû, òî G ñàìà èìååò êîíå÷íûé
ðàíã.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû Sp/A ãðóïïû G/A ïî
êàæäîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p êîíå÷íû. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî 3.4.1.6 êàæäàÿ ãðóïïà Sp/A
÷åðíèêîâñêàÿ, à ïîòîìó åå ðàíã ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ñëîÿ S∗p/A, ò. å. ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóï-
ïû ïåðèîäà p. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ðàíã ãðóïïû G∗ = 〈S∗p |p − ïðîñòîå ÷èñëî〉 êîíå÷åí,
òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü êîíå÷íîñòü ðàíãîâ ãðóïï A è G∗/A, à ïîòîìó è G/A, è, çíà÷èò âñåé
ãðóïïû G.

á) Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G (à òàêæå ëþáîé åå ïîäãðóïïû) ñîïðÿæåíû. Â ñàìîì
äåëå, êàæäàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà Gpi

ãðóïïû G äîëæíà ñîäåðæàòü (åäèíñòâåííóþ)
ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó Ap ãðóïïû A. Òàê êàê Gp1/Ap êîíå÷íà, òî Gpi

= Xpi
Ap, ãäå Xpi

�
êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà. Åñëè Ypi

, Ypj
� ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû 〈Xpi

, Xpj
〉,

ñîäåðæàùèå Xpi
, Xpj

, ñîîòâåòñòâåííî, òî Gpi
= Ypi

Ap, Gpj
= Ypj

Ap, ïîýòîìó ïî òåîðåìå
Ñèëîâà, Gpi

è Gpj
ñîïðÿæåíû â G.

â) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî G = TA äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû T , ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï Tp. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Hp � àáåëåâà ïîäãðóï-
ïà íàèáîëüøåãî ðàíãà ãðóïïû Tp, òî âñå òàêèå Hp ïîðîæäàþò àáåëåâó ïîäãðóïïó (â T ),
êîòîðàÿ äîëæíà èìåòü êîíå÷íûé ðàíã, ñêàæåì, r. Ïî ëåììå 3.4.1.5â) ðàíã êàæäîé Tp íå
ïðåâîñõîäèò 1

2
(5r + 1)r, à ïîòîìó ðàíã T êîíå÷åí. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ðàíã A è,

çíà÷èò, ðàíã âñåé ãðóïïû G òàêæå êîíå÷åí.
ã) Ïîñòðîåíèå òðåáóåìîé ãðóïïû T .
Ïóñòü p1 = 2, p2 = 3, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, Si/A � ñèëîâñêàÿ pi-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G/A. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäãðóïï G = N0 > N1 >
. . . è P1, P2, P2, . . ., ãäå Pi+1 � ñèëîâñêàÿ pi+1-ïîäãðóïïà ãðóïïû Ni, Ni+1 = NNi

(Pi+1), è
ïîêàæåì, ÷òî G = NiA äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . .. Äëÿ i = 0 ýòî òðèâèàëüíî; ïåðåéäåì îò i
ê i + 1. Î÷åâèäíî, Pi+1 � ñèëîâñêàÿ pi+1-ïîäãðóïïà ïåðåñå÷åíèÿ Ni ∩ Si+1, íîðìàëüíîãî
â Ni (òàê êàê G/A àáåëåâà, ëþáàÿ ãðóïïà Si íîðìàëüíà â G), ïîýòîìó, ïî îáîáùåííîé
ëåììå Ôðàòòèíè 3.2.1.4, Ni = Ni+1(Ni ∩ Si+1). Íî Ni ∩ Si+1 = Pi+1(Ni ∩ A), ïîñêîëüêó
ñåêöèÿ (Ni ∩ Si+1)/(Ni ∩ A) � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà. Îòñþäà Ni = Ni+1(Ni ∩ A) è
G = NiA = Ni+1A.

Ñîãëàñíî 3.4.1.6 ãðóïïà Pi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min, ïîýòîìó ðÿä åå ïîäãðóïï N1 ∩
Pi > N2 ∩ Pi > . . . îáðûâàåòñÿ, ò. å. Nk(i) ∩ Pi = Nk(i)+1 ∩ Pi = . . . äëÿ íåêîòîðîãî k(i) > i;
îáîçíà÷èì ýòè ïåðåñå÷åíèÿ Ti. Åñëè k > k(i) è P � ïðîèçâîëüíàÿ pi-ïîäãðóïïà ãðóïïû
Nk, òî P íîðìàëèçóåò ïîäãðóïïó Pi (òàê êàê Nk 6 Nk(i) 6 Ni), ïîýòîìó P 6 Nk ∩ Pi = Ti
è, çíà÷èò, Ti � åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ pi-ïîäãðóïïà ãðóïïû Nk. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
[Ti, Tj] = 1 ïðè i 6= j è, çíà÷èò, ïîäãðóïïà T = 〈T1, T2, . . .〉 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åå
ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï T1, T2, . . ..

Ãðóïïà T � èñêîìàÿ. Â ñàìîì äåëå, îñòàëîñü óáåäèòüñÿ òîëüêî, ÷òî G = TA. Òàê
êàê G = 〈S1, S2, . . .〉A, òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî Si = TiA. Íî Si =
(NkA)∩Si = (Nk∩Si)A, è åñëè k > k(i), òîNk∩Si = Ti(Nk∩A). Ñëåäîâàòåëüíî, Si = TiA. �

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìû 3.4.1.2. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äàòü äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî â
äâóõ êðàéíèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà è êîãäà A íå èìååò êðó÷åíèÿ,
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òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîäíÿòüñÿ ïî ìàòðåøêå 1 6 A0 6 A, ãäå A0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ
÷àñòü ãðóïïû A.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A ïåðèîäè÷åñêàÿ, è ïîêàæåì, ÷òî ðàíãè àáåëåâûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G/A êîíå÷íû. Ïóñòü, íàïðîòèâ, G/A ñîäåðæèò àáåëåâó ïîäãðóïïó B/A áåñêîíå÷-
íîãî ðàíãà. Ïî ëåììå 3.4.1.7 åå ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü B0/A äîëæíà èìåòü êîíå÷íûé ðàíã,
à ïîòîìó ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ B/B0 äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Òîãäà B/B0 èìå-
åò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, à ïîòîìó ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ñ÷åòíîé
ñòåïåíè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.4.1.3.

Òåïåðü ðàçáåðåì âòîðîé ñëó÷àé: ïîäãðóïïà A íå èìååò êðó÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âñÿêàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà B/A ãðóïïû G/A òàêæå èìååò êîíå÷íûé ðàíã. Ìû áóäåì
ñëåäîâàòü òîé ñõåìå è òåì îáîçíà÷åíèÿì, êàêèå ïðèìåíÿëèñü âûøå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì 3.3.2.3 è 3.3.2.4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [B,A] = 1. Ïóñòü âíîâü M � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà, ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàíã ãðóïïû
Hom(M/A,A) êîíå÷åí. Òàê êàê M/A è A � àáåëåâû ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà, ïðè÷åì A
áåç êðó÷åíèÿ, òî ãðóïïà Hom(M/A,A) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå àääèòèâíîé ãðóïïû (ïðÿìî-
óãîëüíûõ) ìàòðèö íàä ïîëåì Q, à ïîòîìó äåéñòâèòåëüíî èìååò êîíå÷íûé ðàíã.

Ìîæíî ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî [A,B] 6= 1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A max-ïðèâîäèìà îò-
íîñèòåëüíî B, ò. å. ñîäåðæèò íååäèíè÷íóþ B-äîïóñòèìóþ ïîäãðóïïó H ñ íåïåðèîäè÷åñêîé
ôàêòîðãðóïïîé A/H. Ïóñòü T/H � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû A/H. Òîãäà ìû âíîâü
ìîæåì ïîäíÿòüñÿ ïî ìàòðåøêå 1 < H 6 T < A < B. Ïóñòü òåïåðü A max-íåïðèâîäèìà îò-
íîñèòåëüíî B. Òîãäà ïî ëåììå 3.3.2.2.á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà X, ÷òî |B : XA| <∞
è X ∩A = 1. Òàê êàê ïîäãðóïïà X ∼= XA/A àáåëåâà, òî îíà, à ïîòîìó è ïîäãðóïïû XA è
B èìåþò êîíå÷íûå ðàíãè. Íî òîãäà è B/A äîëæíà èìåòü êîíå÷íûé ðàíã. �

3.5 Îáîáùåíèÿ ðàçðåøèìîñòè

�1 Êëàññû Êóðîøà-×åðíèêîâà

Îïðåäåëåíèå 3.5.1.1. [1, ñòð. 209] Ñèñòåìà M ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñóáíîð-
ìàëüíîé ìàòðåøêîé, åñëè îíà

1) ñîäåðæèò 1 è G;

2) ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà ïî âëîæåíèþ, ò. å. äëÿ âñÿêèõ A,B èç M ëèáî A 6 B, ëèáî
B 6 A;

3) çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, âìåñòå ñ êàæäûì
A 6= G ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå A] âñåõ H ∈M ñ óñëîâèåì H > A è âìåñòå ñ êàæäûì B 6= 1
ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå B[ âñåõ H ∈M ñ óñëîâèåì H < B;

4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A� A] äëÿ âñåõ A ∈M, A 6= G.

Ôàêòîðãðóïïû A]/A íàçûâàþòñÿ ñåêöèÿìè ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêèM. Ãîâîðÿò, ÷òî
M âïîëíå óïîðÿäî÷åíà ïî âîçðàñòàíèþ, åñëè A] 6= A äëÿ âñåõ A 6= G, è âïîëíå óïîðÿäî÷åíà
ïî óáûâàíèþ, åñëè B[ 6= B äëÿ âñåõ B 6= 1. Ñóáíîðìàëüíàÿ ìàòðåøêà íàçâàåòñÿ íîðìàëü-
íîé, åñëè âñå åå ÷ëåíû íàðìàëüíû â ãðóïïå. Åñëè îäíà ñóáíîðìàëüíàÿ ìàòðåøêà ñîäåðæèò
äðóãóþ, òî ïåðâàÿ íàçûâàåòñÿ óïëîòíåíèåì âòîðîé. Ìàòðåøêà M íàçâàåòñÿ öåíòðàëü-
íîé, åñëè âñå åå ñåêöèè öåíòðàëüíû, ò. å. A]/A 6 Z(G/A) äëÿ âñåõ A ∈ M, A 6= G, èëè,
÷òî ðàâíîñèëüíî, [A], G] 6 A äëÿ âñåõ A ∈M, A 6= G. Íàêîíåö, ñóáíîðìàëüíóþ ìàòðåøêó
íàçûâàþò ðàçðåøèìîé, åñëè âñå åå ñåêöèè àáåëåâû.
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Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå êëàññû Êóðîøà-×åðíèêîâà:
RN : ãðóïïà îáëàäàåò ðàçðåøèìîé ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêîé;
RN∗: ãðóïïà îáëàäàåò ðàçðåøèìîé ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêîé, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé

ïî âîçðàñòàíèþ:
RN : âñÿêóþ ñóáíîðìàëüíóþ ìàòðåøêó ìîæíî óïëîòíèòü äî ðàçðåøèìîé ñóáíîðìàëü-

íîé ìàòðåøêè;
RI: ãðóïïà îáëàäàåò ðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé ìàòðåøêîé;
RI∗: ãðóïïà îáëàäàåò ðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé ìàòðåøêîé, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé ïî

âîçðàñòàíèþ;
RI: âñÿêóþ íîðìàëüíóþ ìàòðåøêó ìîæíî óïëîòíèòü äî ðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé ìàò-

ðåøêè;
Z: ãðóïïà îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé;
ZA: ãðóïïà îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé ïî âîçðàñòàíèþ;
ZD: ãðóïïà îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé ïî óáûâàíèþ;
Z: âñÿêóþ íîðìàëüíóþ ìàòðåøêó ìîæíî óïëîòíèòü äî öåíòðàëüíîé ìàòðåøêè;
Ñ : âñÿêóþ ïîäãðóïïó ìîæíî âêëþ÷èòü â ñóáíîðìàëüíóþ ìàòðåøêó;
N : âñÿêóþ ïîäãðóïïó ìîæíî âêëþ÷èòü â ñóáíîðìàëüíóþ ìàòðåøêó, âïîëíå óïîðÿäî-

÷åííóþ ïî âîçðàñòàíèþ.
Ñôîðìóëèðóåì äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ðÿä ïðåäëîæåíèé, äîêàçàòåëüñòâî êî-

òîðûõ òðèâèàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.2. [1, óïðàæíåíèå 22.1.1] Óñëîâèå N ðàâíîñèëüíî íîðìàëèçàòîðíî-
ìó óñëîâèþ.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.3. [1, óïðàæíåíèå 22.1.2] Äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï óñëîâèÿ RN , RN∗,

RN , RI, RI∗, RI ðàâíîñèëüíû ðàçðåøèìîñòè, à óñëîâèÿ Z, ZA, ZD, Z, Ñ , N � íèëüïî-
òåíòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.4. [1, óïðàæíåíèå 22.1.3] Ãðóïïà òîãäà è òîëüêî òîãäà îáëàäàåò
ñâîéñòâîì RI (ñîîòâåòñòâåííî Z), êîãäà âñå åå ãîìîìîðôíûå îáðàçû îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì RI (ñîîòâåòñòâåííî Z).

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.5. [1, óïðàæíåíèå 22.1.4] Ñâîéñòâà RN∗, RI∗, ZA, RN , RI, Z, Ñ ,
N ïåðåíîñÿòñÿ íà ãîìîìîðôíûå îáðàçû.

Ìíîãèå ñâîéñòâà ðàçðåøèìûõ è íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ (âìåñòå ñ
äîêàçàòåëüñòâîì) íà èõ îáîáùåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.6. [1, óïðàæíåíèå 22.1.5] Ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé íîðìàëüíîé
ìàòðåøêè îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé. (ñì. 2.1.3.1)

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.7. [1, óïðàæíåíèå 22.1.6] Êîììóòàíò âñÿêîé ãðóïïû, îáëàäàþùåé
íîðìàëüíîé ìàòðåøêîé ñ öèêëè÷åñêèìè ñåêöèÿìè, îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ìàòðåøêîé.
(ñì. 3.1.2.2)

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1.8. [1, óïðàæíåíèå 22.1.7] Âî âñÿêîé ZA-ãðóïïå G âñÿêàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì öåíòðàëèçàòîðîì.
(ñì. 2.1.2.5)
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�2 Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà

Îïðåäåëåíèå 3.5.2.1. [1, ñòð. 214] Ñèñòåìà Mi, i ∈ I, ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M íàçû-
âàåòñÿ åãî ëîêàëüíûì ïîêðûòèåì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò èç M ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Mi

è ëþáûå äâà ìíîæåñòâà Mi, Mj ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì òðåòüåì ìíîæåñòâå Mk.
Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ëîêàëüíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì σ, åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå

ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï ñî ñâîéñòâîì σ.

Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ñâîéñòâà ãðóïï (è ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ãðóïï) ñïðàâåäëèâà ëî-
êàëüíàÿ òåîðåìà, åñëè âñÿêàÿ ãðóïïà, ëîêàëüíî îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì, ñàìà îáëà-
äàåò èì. Òàê ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà â êëàññå àáåëåâûõ ãðóïï è íå ñïðàâåäëèâà
â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 3.5.2.2. (À. È. Ìàëüöåâ). [1, òåîðåìà 22.3.1] Äëÿ ñâîéñòâ RN , Z, RN , RI, Z,

Ñ ñïðàâåäëèâà ëîêàëüíàÿ òåîðåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì îò ÿçûêà ñóáíîðìàëüíûõ ìàòðåøåê ê ÿçûêó ïðåäèêàòîâ.
Äëÿ ýòîãî ñ êàæäîé ñóáíîðìàëüíîé ìàòðåøêîé M ïîäãðóïï ãðóïïû G ñâÿæåì ïðåäèêàò
P íà G, ïîëàãàÿ P (x, y) = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ìàòðåøêå M ñóùåñòâóåò
ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ x è íå ñîäåðæàùàÿ y. ßñíî, ÷òî P óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óíèâåðñàëüíûì àêñèîìàì (êâàíòîðû îïóùåíû):

1) ¬P (x, x),
2) P (x, y) ∧ P (y, z) −→ P (x, z),
3) P (x, z) ∧ ¬P (y, z) −→ P (x, y),
4) P (x, z) ∧ P (y, z) −→ P (xy−1, z),
5) x 6= 1 −→ P (1, x),
6) P (x, y) −→ P (y−1xy, y).
Îáîçíà÷èì Ay = {x|x ∈ G,P (x, y) = È}, y 6= 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ay =

∪y/∈A∈MA, A = ∩y/∈AAy (A ∈ M, A 6= G), ò. å. Ay ∈ M è êàæäîå A ∈ M, A 6= G, ïðåäñòà-
âèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï Ay.

Îáðàòíî, ïóñòü íà G çàäàí ïðåäèêàò P ñî ñâîéñòâàìè 1)�6). Ìíîæåñòâà Ay ñîñòàâëÿþò
ñèñòåìó ïîäãðóïï ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííóþ ïî âëîæåíèþ. Åñëè ìû äîáàâèì ê ýòîé ñèñòåìå
G, à òàêæå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ ïîäñèñòåì, òî ïîëó÷èòñÿ ñóáíîðìàëüíàÿ
ìàòðåøêà ïîäãðóïï â ãðóïïå G. Èç 1)�3) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííûå ïåðåõîäû îò M è
îò P ê M âçàèìíî îáðàòíû, à ïîòîìó îñóùåñòâëÿþò èñêîìûé ïåðåâîä íà ÿçûê ÈÏ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êëàññîâ Êóðîøà-×åðíèêîâà ïîñëå ïåðåâîäà íà ÿçûê ÈÏ
áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

7) ðàçðåøèìîñòü ìàòðåøêè: x 6= 1 ∧ ¬P (x, y) ∧ ¬P (y, x) −→ P ([x, y], x),
8) íîðìàëüíîñòü ìàòðåøêè: P (x, y) −→ P (z−1xz, y),
9) öåíòðàëüíîñòü ìàòðåøêè: x 6= 1 −→ P ([x, y], x).
Îõàðàêòåðèçóåì åùå òðåõ÷ëåííûå ìàòðåøêè 1 6 A 6 G íà ÿçûêå ÈÏ. Î÷åâèäíî, äëÿ

ýòîãî ê àêñèîìàì 1)�6) íàäî äîáàâèòü àêñèîìó
10) òðåõ÷ëåííîñòü ìàòðåøêè: x 6= 1 ∧ P (x, y) −→ ¬P (y, z).
Ñâîéñòâà RN , RI, Z çàïèñûâàþòñÿ òåïåðü ôîðìóëàìè
RN : (∃P )(∀x)(∀y)(∀z)((1) ∧ (2) ∧ (3) ∧ (4) ∧ (5) ∧ (7),
RI: (∃P )(∀x)(∀y)(∀z)((1) ∧ (2) ∧ (3) ∧ (4) ∧ (5) ∧ (7) ∧ (8)),
Z: (∃P )(∀x)(∀y)(∀z)((1) ∧ (2) ∧ (3) ∧ (4) ∧ (5) ∧ (9)),

à ñâîéñòâà RN , RI, Z, Ñ , ãîâîðÿùèå îá óïëîòíÿåìîñòè, çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

88



RN : (∀P )((P � ñóáí.) −→ (∃Q)((Q � ðàçð. ñóáí.) ∧ (∀u))(∀v)(P (u, v) −→ Q(u, v)))),
RI: (∀P )((P � íîðì.) −→ (∃Q)((Q � öåíòð.) ∧ (∀u)(∀v)(P (u, v) −→ Q(u, v)))),
Z: (∀P )((P � íîðì.) −→ (∃Q)((Q � öåíòð.) ∧ (∀u)(∀v)(P (u, v) −→ Q(u, v)))),

Ñ : (∀P )((P � òðåõ÷ë.) −→ (∃Q)((Q � ñóáí.) ∧ (∀u)(∀v)(P (u, v) −→ Q(u, v)))),
ãäå ñîêðàùåííûå çàïèñè äîëæíû áûòü çàìåíåíû î÷åâèäíûìè êîìáèíàöèÿìè ôîðìóë

1)�10). Ïîñêîëüêó âñå ñåìü ñâîéñòâ îêàçàëèñü êâàçèóíèâåðñàëüíûìè, îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ
íà ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ìàëüöåâà èç ëîãèêè. �
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Ãëàâà 4

Êîíå÷íûå è ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû

4.1 Ãðóïïû ïîäñòàíîâîê

�1 Öèêëû

Âñå ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà õîðîøî èçâåñòíû è ìû ïðèâåäåì èõ áåç äîêàçàòåëüñòâà
äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê.

Òåîðåìà 4.1.1.1. [7, òåîðåìà 5.1.1] Ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà ýëåìåíòîâ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà S. Ìíîæåñòâî S ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà (îðáèòû), ÷òî π èíäóöèðóåò öèêë íà êàæäîì èç íèõ.

Òåîðåìà 4.1.1.2. [7, òåîðåìà 5.1.2] Ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè π ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó
êðàòíîìó äëèí åå öèêëîâ.

Òåîðåìà 4.1.1.3. [7, òåîðåìà 5.1.3] Äâå ïîäñòàíîâêè ñîïðÿæåíû â ñèììåòðè÷åñêîé ãðó-
ïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî êàæäîé äëèíû.

�2 Òðàíçèòèâíîñòü

Òåîðåìà 4.1.2.1. [7, òåîðåìà 5.2.1] Ïóñòü G � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà ñèìâî-
ëîâ X = {x1, . . . , xn}, S � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. Òîãäà ïîäñòàíîâêè
èç ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå ñèìâîëû èç S, îáðàçóþò ïîäãðóïïó K. Ïîäñòà-
íîâêè, ïåðåñòàâëÿþùèå ìåæäó ñîáîé ñèìâîëû èç S, îáðàçóþò ïîäãðóïïó H, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò K â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2.2. [7, ñòð. 67] Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê G ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ
òðàíçèòèâíîé íà ïîäìíîæåñòâå S ìíîæåñòâà {x1, . . . , cn} åñëè SG = S è äëÿ ëþáûõ
xi, xj ∈ S ñóùåñòâóåò σ ∈ G òàêàÿ, ÷òî xiσ = xj. Ïîäìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
òðàíçèòèâíîñòè èëè îðáèòîé ãðóïïû G.

Òåîðåìà 4.1.2.3. [7, òåîðåìà 5.2.2] Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà xi ìíîæåñòâî xiG ÿâëÿåòñÿ
îðáèòîé ãðóïïû G.

Òåîðåìà 4.1.2.4. [7, òåîðåìà 5.2.3] Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ îðáèòà ãðóïïû ïîäñòàíîâîê
G, è x1 ∈ S. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå x1. Äëÿ êàæäîãî
xi ∈ S âûáåðåì òàêóþ ïîäñòàíîâêó σi ∈ G, ÷òî x1σi = xi. Òîãäà G = H ∪ Hσ2 ∪ . . . ∪
Hσi ∪ . . ..
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Ñëåäñòâèå 4.1.2.5. [7, ñëåäñòâèå 5.2.1] Åñëè ïîðÿäîê îðáèòû S ãðóïïû G ðàâåí r, òî
ïîäãðóïïà H, îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå îäèí ýëåìåíò, èìååò èíäåêñ r â G.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2.6. [7, ñòð. 68] Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ k-êðàòíî òðàíçèòèâíîé íà ìíî-
æåñòâå S, åñëè îíà òðàíçèòèâíà íà S è åñëè ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S, ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â ëþáîå äðóãîå óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî èç k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêîé èç
ãðóïïû G.

�3 Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïîäñòàíîâêàìè

Îïðåäåëåíèå 4.1.3.1. [7, ñòð. 68] Áóäåì íàçûâàòü ãðóïïó ïîäñòàíîâîê P ïðåäñòàâëå-
íèåì ãðóïïû G, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì èç G â P . Åñëè ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3.2. [7, ñòð. 69] Ãðóïïà P1 ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà S1 èçîìîðôíà êàê
ãðóïïà ïîäñòàíîâîê, ãðóïïå P2 ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà S2, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
πP1 � πP2 è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå xi � yi ìåæäó ìíîæåñòâàìè S1 è S2 òàêîå,
÷òî xiπP1 = xj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yiπP2 = yj. Èçîìîðôíûå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê
íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè.

Òåîðåìà 4.1.3.3. [7, òåîðåìà 5.3.1] Ïóñòü G � ãðóïïà è H � åå ïîäãðóïïà. Òîãäà èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ G ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ïîäñòàíîâêà ëåâûõ ñìåæíûõ

êëàññîâ ïî H: π(g) =

(
Hx
Hxg

)
, x ∈ G;

á) îòîáðàæåíèå g −→ π(g) åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïîä-
ñòàíîâîê ìíîæåñòâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H, ïðè÷åì π(g) îñòàâëÿåò
H íà ìåñòå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà g ∈ H.

Îáðàòíî, ïóñòü g −→ π(g) åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé
ïîäñòàíîâîê P ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ S. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

â) åñëè s1 � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç S, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g ∈ G, òàêèõ, ÷òî
ïîäñòàíîâêè π(g) îñòàâëÿþò ýëåìåíò s1 íà ìåñòå, îáðàçóþò ïîäãðóïïó H ãðóïïû G;

ã) ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà S è ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ïî H ìîæíî
óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òàê, ÷òîáû ãðóïïà ïîäñòàíîâîê P áûëà
èçîìîðôíà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê, îïèñàííîé â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ à), á) è â) î÷åâèäíû. Óòâåðæäåíèå ä) ëåãêî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 4.1.2.4. �

Îïðåäåëåíèå 4.1.3.4. Òî÷íîå òðàíçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì, åñëè ñòàáèëèçàòîð òî÷êè òðèâèàëåí.

Òåîðåìà 4.1.3.5. [7, òåîðåìà 5.3.2] Ýëåìåíòû, ïåðåõîäÿùèå ïðè ïðåäñòàâëåíèè g −→
π(g) (ñì. òåîðåìó 4.1.3.3) â åäèíèöó, îáðàçóþò íàèáîëüøóþ íîðìàëüíóþ (â G) ïîäãðóïïó
ãðóïïû H, à ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå òî÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hxg = Hx äëÿ âñåõ x ∈ G. Òîãäà x−1Hxg = x−1Hx, îòêóäà g ∈
∩x∈GHx := Kore H. ßñíî, ÷òî Kore H � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H. �
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Ñëåäñòâèå 4.1.3.6. [7, ñëåäñòâèå 5.3.1] Åäèíñòâåííûì òî÷íûì òðàíçèòèâíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì àáåëåâîé ãðóïïû ñëóæèò ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òåîðåìà 4.1.3.7. [7, òåîðåìà 5.3.3] Äâà òî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ïîäñòàíîâ-
êàìè ìíîæåñòâ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïàì H1 è H2 ïîäîáíû â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì α ãðóïïû G, ÷òî Hα

1 = H2.

�4 Èíòðàíçèòèâíûå ãðóïïû. Ïîäïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1.4.1. [7, ñòð.76] Ïóñòü G � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê, è ïóñòü Si, i ∈ I (I �
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ) � ðàçëè÷íûå îðáèòû ãðóïïû G. Åñëè âìåñòî ïîäñòàíîâîê ãðóïïû G
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Si, òî ïîñëåäíèå îáðàçóþò ãðóïïó Gi. Äëÿ
ëþáîãî i ∈ I ýëåìåíò g ∈ G îïðåäåëÿåò ýëåìåíò gi ∈ Gi, à èìåííî, ïîäñòàíîâêó ñèìâîëîâ
èç Si, èíäóöèðóåìóþ ýëåìåíòîì g.

Êðîìå òîãî ìû ìîæåì ïîëîæèòü

g =
∏
i∈I

gi, (4.1)

ðàññìàòðèâàÿ g êàê ýëåìåíò äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï Gi, òàê êàê ãðóïïîâàÿ îïåðà-
öèÿ â ãðóïïå G ñîãëàñóåòñÿ ñ ýòîé æå îïåðàöèåé â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

∏
iGi. Òàêèì

îáðàçîì, èíòðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãðóïïó äåêàðòîâà ïðîèç-
âåäåíèÿ òðàíçèòèâíûõ ãðóïï. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G åñòü ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ãðóïï Gi.

Áîëåå òî÷íî, íåêîòîðàÿ ãðóïïàG íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïGi, åñëè:
1) G � ïîäãðóïïà äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï Gi;
2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà gj ∈ Gj ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí ýëåìåíò g ∈ G, j-îé

êîìïîíåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ gj.
Ýòî âòîðîå óñëîâèå òðåáóåò, ÷òîáû ïðîåêöèÿ ãðóïïû G íà j-ûé ìíîæèòåëü áûëà ñþðú-

åêòèâíà.

Òåîðåìà 4.1.4.2. [7, òåîðåìà 5.5.1] Ïóñòü G∗ � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Gi è Gj,
Hij = G∗ ∩ Gi × 1 è Hji = G∗ ∩ 1 × Gj. Òîãäà ïîäãðóïïà Hij íîðìàëüíà â Gi, Hji � â Gj,
ïðè÷åì ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ôàêòîðãðóïïàìè Gi/Hij

∼= K ∼= Gj/Hji, òàêîé,
÷òî ýëåìåíò (g1, g2), g1 ∈ Gi, g2 ∈ Gj ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå G∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà g1 è g2 èìåþò îáùèé îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìàõ Gi −→ K, Gj −→ K.

�5 Ïðèìèòèâíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 4.1.5.1. [7, ñòð. 77] Ïðåäïîëîæèì, G 6= 1 � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà S1, . . . , Sm
òàê, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà èç ãðóïïû G ëèáî îòîáðàæàåò âñå ìíîæåñòâî Si íà ñåáÿ, ëèáî
íà äðóãîå ìíîæåñòâî Sj. Åñëè òàêîå ðàçáèåíèå ìîæíî ïðîâåñòè íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì,
ò. å. òàê, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâ áûëî áîëüøå îäíîãî è ÷òîáû íå âñå îíè èìåëè ïî îäíîìó
ýëåìåíòó, òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé, à ìíîæåñòâà S1, . . . , Sm � îáëàñòÿìè
èìïðèìèòèâíîñòè. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî èíòðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà òåì áîëåå èìïðèìè-
òèâíà. Åñëè ãðóïïà G íå èìïðèìèòèâíà, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà åñòü òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé íåëüçÿ ðàç-
áèòü íà ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà, ïåðåâîäèìûå îäíî â äðóãîå ýòîé ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê.
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Òåîðåìà 4.1.5.2. [7, òåîðåìà 5.6.1] Ïóñòü G � òðàíçèòèâíàÿ, íî èìïðèìèòèâíàÿ ãðó-
ïïà. Ïóñòü S1 � îäíà èç îáëàñòåé èìïðèìèòèâíîñòè, y1 � îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà S1 è H � ñòàáèëèçàòîð òî÷êè y1. Òîãäà ýëåìåíòû ãðóïïû G, îòîáðàæàþùèå S1

íà ñåáÿ, îáðàçóþò ïîäãðóïïó K, ïðè÷åì H < K < G. ×èñëî îáëàñòåé èìïðèìèòèâíîñòè
ðàâíî èíäåêñó |G : K|, è êàæäàÿ îáëàñòü èìïðèìèòèâíîñòè ñîñòîèò èç |K : H| ýëåìåí-
òîâ. Îáðàòíî, åñëè G � òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà è H � ñòàáèëèçàòîð y1, è åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîäãðóïïà K, òàêàÿ, ÷òî G > K > H, òî ãðóïïà G èìïðèìèòèâíà è îäíà èç åå
îáëàñòåé èìïðèìèòèâíîñòè ñîñòîèò èç |K : H| ýëåìåíòîâ, â êîòîðûå ïîäñòàíîâêè èç
ïîäãðóïïû K ïåðåâîäÿò ýëåìåíò y1. Ñóùåñòâóåò |G : K| îáëàñòåé èìïðèìèòèâíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûì ñìåæíûì êëàññàì ïî K. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà ïîäñòàíîâîê
G ïðèìèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòàáèëèçàòîð òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 4.1.5.3. [7, òåîðåìà 5.6.2] Ïóñòü G � ïðèìèòèâíàÿ íå öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ, H � åå òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà m ñèìâî-
ëàõ, îñòàâëÿþùàÿ îñòàëüíûå n−m ñèìâîëîâ íà ìåñòå. Òîãäà

1) åñëè H ïðèìèòèâíà, òî G (n−m+ 1)-êðàòíî òðàíçèòèâíà;
2) â ëþáîì ñëó÷àå ãðóïïà G äâàæäû òðàíçèòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðîå óòâåðæäåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþ-
áîé ñòàáèëèçàòîð òî÷êè äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà îñòàâøåìñÿ ìíîæåñòâå òî÷åê. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü H � ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè x1 è K = x2H � îðáèòà, ïîðîæäàåìàÿ
íåêîòîðîé òî÷êîé x2 îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ∩ {x1} 6= S è ðàñ-
ñìîòðèì ïîäãðóïïó L ãðóïïû G, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò íà ìåñòå ìíîæåñòâî K. Îíà ñîäåðæèò
H è åå èíäåêñ ðàâåí |S|/|K|. Òàêèì îáðàçîì, åñëè K � íå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, òî
H 6= L, îòêóäà, ïî òåîðåìå 4.1.5.2, L = G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèìèòèâíîñòè ãðóïïû G.
Ñëåäîâàòåëüíî, K � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ãðóïïà H òðèâèàëüíà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. ßñíî, ÷òî H òðàíçèòèâíà íà m ñèìâîëàõ. Ïîíÿòíî òàê-
æå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ cH, òàêæå ïðèìèòèâíà íàm ñèìâîëàõ è îñòàâëÿåò
íåïîäâèæíûìè îñòàëüíûå n−m ñèìâîëîâ. Åñëè áû òàêèå ìíîæåñòâà äëÿ âñåõ ñîïðÿæåí-
íûõ ñ H ïîäãðóïï ëèáî íå ïåðåñåêàëèñü, ëèáî ñîâïàäàëè, òî òîãäà îíè áû îáðàçîâûâàëè
îáëàñòü èìïðèìèòèâíîñòè äëÿ ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñîïðÿæåííàÿ
ñ H ïîäãðóïïà H ′, ÷òî H äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, H

′ äåéñòâóåò íà ìíî-
æåñòâå z1, . . . , zr, y1, . . . , ys, r + s = m, 0 < r < m è ÷èñëî r ñ òàêèì óñëîâèåì ìèíèìàëüíî.
Ïîêàæåì, ÷òî r = 1.

Ïóñòü, íàïðîòèâ, r > 1. Ïîñêîëüêó H ′ ïðèìèòèâíà, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò
h′ ∈ H ′, êîòîðûé u ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà {z1, . . . , zr} ïåðåâîäèò â ýòî æå ìíîæåñòâî, à
îñòàâøèåñÿ r − u ýëåìåíòîâ � â ìíîæåñòâî {y1, . . . , ys}, ïðè÷åì 0 < u < r (òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {z1, . . . , zr} áûëî áû îáëàñòüþ èìïðèìèòèâíîñòè. Ðàññìîòðèì
ãðóïïó Hh′ . Ýòà ïîäãðóïïà ïåðåñòàâëÿåò r ýëåìåíòîâ âèäà x (ïîñêîëüêó íà ýòèõ ýëåìåí-
òàõ ýëåìåíò h äåéñòâóåò òðèâèàëüíî), r − u ýëåìåíòîâ âèäà z (òàê êàê â ýòè ýëåìåíòû h
ïåðåâîäèò íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ y) è s−r+u ýëåìåíòîâ âèäà y (ïîñêîëüêó òàêîå êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ h ïåðåñòàâëÿåò). Òàêèì îáðàçîì, ýòà ãðóïïà ïåðåñòàâëÿåò s+u ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå ïåðåñòàâëÿåò òàêæå ãðóïïà H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ãðóïïû H ′. Òàêèì îá-
ðàçîì, ãðóïïà 〈H,H ′〉 äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå èç m + 1-îãî ýëåìåíòà, îíà ïðèìèòèâíà è
ñòàáèëèçàòîð òî÷êè äåéñòâóåò íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ òðàíçèòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî îíà
äâàæäû òðàíçèòèâíà. Çàìåíÿÿ òåïåðü ãðóïïó H íà H1 = 〈H,H ′〉 è ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå
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ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷àåì ïðèìèòâíóþ ãðóïïó H2, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå èç m+ 2
ýëåìåíòîâ è òðèæäû òðàíçèòèâíà. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî
G, êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò (n−m+ 1)-êðàòíî òðàíçèòèâíîé. �

�6 Êðàòíî-òðàíçèòèâíûå ãðóïïû

Òåîðåìà 4.1.6.1. [7, òåîðåìà 5.7.1] Ïóñòü G � t-êðàòíî òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè
n. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà, îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå t áóêâ, è P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ãðóïïû H, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò íà ìåñòå w > t áóêâ. Òîãäà íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû P
â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ t-êðàòíî òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé íà ìíîæåñòâå èç w áóêâ, èíâàðè-
àíòíûõ îòíîñèòåëüíî P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , at è b1, . . . , bt � óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ïî t áóêâ, ïðè÷åì îáà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà èç w áóêâ , ïðè-
÷åì îáà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà èç w áóêâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî P .
Òîãäà, òàê êàê ãðóïïà G t-êðàòíî òðàíçèòèâíà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x èç G, ïåðåâîäÿùèé
ai â bi ïðè i = 1, . . . , t. Òîãäà x−1Px îñòàâëÿåò íà ìåñòå b1, . . . , bt, à, çíà÷èò, ïîäãðóïïû P
è x−1Px ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèìè íà ìåñòå b1, . . . , bt.
Òîãäà ýòè ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû â ãðóïïå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî {b1, . . . , bt}
ïîýëåìåíòíî èíâàðèàíòíî. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè y, îñòàâëÿþùåé íà ìåñòå
b1, . . . , bt èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (P x)y = P . Åñëè z = xy, òî P z = P , ïðè÷åì ïîäñòàíîâêà
z ïåðåâîäèò ýëåìåíòû a1, . . . , at â ýëåìåíòû b1, . . . , bt. Çíà÷èò, â íîðìàëèçàòîðå ïîäãðóï-
ïû ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, îòîáðàæàþùèé ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç t áóêâ ìíîæåñòâà èç w áóêâ, îñòàâëÿåìûõ íà ìåñòå ïîäãðóïïîé P , íà ëþáîå äðóãîå
óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî òîãî æå ñàìîãî ìíîæåñòâà èç w áóêâ. �

Òåîðåìà 4.1.6.2. [7, òåîðåìà 5.7.2] Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n âèäà n = kp+ r, ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî, p > k, r > k, ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k = 1 è r = 2,
íå ìîæåò áûòü (r+1)-êðàòíî òðàíçèòèâíîé, åñëè òîëüêî îíà íå ñîâïàäàåò ñ ãðóïïàìè
Sn è An.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ñòåïåíè n (r + 1)-êðàòíî òðàíçèòèâ-
íà. Ïîäãðóïïà H, îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå ïåðâûå r áóêâ 1, 2, . . . , r, òðàíçèòèâíà òîãäà íà
îñòàëüíûõ kp áóêâàõ. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ãðóïïû H äåëèòñÿ íà p, à ñàìà îíà ñîäåðæèò
íåòðèâèàëüíóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó P . Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè ãðóïïû H èìååò èíäåêñ
kp â ãðóïïå H, à ïîýòîìó åãî ïîðÿäîê íå äåëèòñÿ íà âûñøóþ ñòåïåíü ÷èñëà p, êîòîðàÿ
äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû H. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà P äîëæíà ïåðåñòàâëÿòü êàæäûé èç
kp ñèìâîëîâ, íà êîòîðûõ ïîäãðóïïà H òðàíçèòèâíà. Äàëåå, òàê êàê kp < p2, ïîäãðóïïà
P íå ñîäåðæèò òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïû ñòåïåíè p2. Òàê êàê ÷èñëî ñèìâîëîâ â êàæäîé
îðáèòå ãðóïïû P äîëæíî äåëèòü ïîðÿäîê P , òî ãðóïïà P , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ãðóïïà
ïîäñòàíîâîê kp ñèìâîëîâ, îáëàäàåò â òî÷íîñòè k îðáèòàìè, ïî p ñèìâîëîâ â êàæäîé. Â
êàæäîé îðáèòå ãðóïïà P äåéñòâóåò êàê öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p. Ïîýòîìó P åñòü
ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå k öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà è ñòåïåíè p êàæäàÿ. Çíà÷èò, ëþáîé
ýëåìåíò èç P èìååò ïîðÿäîê p; êðîìå òîãî P � àáåëåâà ãðóïïà.

Ïóñòü N � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû P â G. Ïî òåîðåìå 4.1.6.1 íîðìàëèçàòîð N äåé-
ñòâóåò êàê ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sr íà ïåðâûõ áóêâàõ èç îñíîâíîãî ìíîæåñòâà áóêâ äëÿ
ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà r > 5. Ïóñòü N1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû N ,
ÿâëÿþùàÿñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé Ar òåõ æå r áóêâ. Ãðóïïà Ar ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
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íåàáåëåâîé ãðóïïîé. Òîãäà ãðóïïà N1 ïåðåñòàâëÿåò îðáèòû T1, . . . , Tk, ïîýòîìó ãðóïïà N1

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï Ar è B, ãäå B � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
Skp. Ïîñêîëüêó ãðóïïà Ar ïðîñòà, èç òåîðåìû 4.1.4.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôíûé îá-
ðàç ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ar è B. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà N1 ñîäåðæèò
íåêîòîðûé öèêë äëèíû 3 (a, b, c). Òàê êàê ãðóïïà G 5-òðàíçèòèâíà (r > 5), îíà ñîäåðæèò
âñå öèêëû äëèíû 3, çíà÷èò, ñîâïàäàåò ëèáî ñ An, ëèáî ñ Sn.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò ïðåäïîëîæåíèå r > 5. Îñòà-
åòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè r = 3, k = 1 èëè 2; r = 4, k − 1, 2 èëè 3. Îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðîñòûì ïåðåáîðîì è ââèäó ãðîìîçäêîñòè ìû çäåñü ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòü íå áó-
äåì. �

4.2 Ìîíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèå

�1 Ìîíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.2.1.1. [7, ñòð. 224] Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S ñèìâîëîâ u1, . . . , un, êîòîðûå
ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü ñëåâà íà ýëåìåíòû ãðóïïûH ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: 1ui = ui, ãäå
1 � åäèíèöà ãðóïïû H, è h1(h2ui) = (h1h2)ui. Ìîíîìèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé M íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå âèäà ui −→ hijuj, i = 1, . . . 1, . . . , n, j = j(i), ãäå u1 −→ uj � ïîäñòàíîâêà
ìíîæåñòâà S. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîáðàæåíèé M1 è M2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ.
Åñëè ñîïîñòàâèòü îòîáðàæåíèþ M1 : ui −→ hijuj ìàòðèöó (hij), â êîòîðîé i-ÿ ñòðîêà è
j-é ñòîëáåö ñîñòîÿò èç íóëåé, êðîìå ìåñòà (i, j), ãäå ñòîèò ýëåìåíò hij, òî óìíîæåíèþ
îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

Â ãðóïïå M âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê îòîáðàæåíèÿ ui −→ hiiui îáðàçóþò èí-
âàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó D, à ôàêòîðãðóïïà M/D èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû ñòåïåíè n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G ìîíîìèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê òðàíçèòèâ-
íà, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê òðàíçèòèâíà.

Òåîðåìà 4.2.1.2. [7, òåîðåìà 14.1] Ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó K è G = K ∪
Kx2∪. . .∪Kxn. Ïóñòü òàêæå K −→ H � ãîìîìîðôèçì ïîäãðóïïû K íà ãðóïïó H. Òîãäà
òðàíçèòèâíîå ìîíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä ãðóïïîé H îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ýëåìåíòà g ∈ G ïóñòü xig = kijxj, i = 1, . . . , n, j = j(i), kij ∈ K;
ïóñòü òàêæå hij � îáðàç ýëåìåíòà kij ïðè ãîìîìîðôèçìå K −→ H, òîãäà îòîáðàæåíèå
gπ : ui −→ hijuj ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì ìîíîìèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G
íàä ãðóïïîé H. Îáðàòíî, ëþáîå òðàíçèòèâíîå ìîíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü èëè
ïðåäñòàâëåíèå ïîäîáíîãî òèïà, èëè ñîïðÿæåííîå òàêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìå î
òðàíçèòèâíîì ïîäñòàíîâî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. �

�2 Ïåðåìåùåíèå

Ïóñòü èìååì ìîíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå R ãðóïïû G íàä ãðóïïîé H

ϕg : ui −→ hijuj, i = 1, . . . , n, j = j(i), (4.2)
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ãäå ÷èñëî n êîíå÷íî. Òîãäà, êàê ëåãêî çàìåòèòü, îòîáðàæåíèå

g −→
n∏
i=1

hij(mod H ′) (4.3)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G â ôàêòîðãðóïïó H/H ′, ãäå H ′ � êîììóòàíò ãðóïïû
H. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà H = K:

G = K ∪Kx2 ∪ . . . ∪Kxn. (4.4)

Åñëè ϕ(z) = xj äëÿ z = kxj, k ∈ K, òî

VG−→K(g) ≡
n∏
i=1

xigϕ(xig)
−1(mod K ′) (4.5)

è îòîáðàæåíèå VG−→K(g) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G â ãðóïïó K/K ′. Ýòîò ãîìî-
ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïåðåìåùåíèåì ãðóïïû G â ãðóïïó K.

Òåîðåìà 4.2.2.1. [7, òåîðåìà 14.2.1] 1) Îòîáðàæåíèå g −→ VG−→K(g) ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì G â ôàêòîðãðóïïó K/K ′.

2) Ïåðåìåùåíèå VG−→K(g) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé xi.
3) Åñëè G > K > T , òî VG−→T (g) = VK−→T [VG−→K(g)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì âñå òðè ñâîéñòâà, èñõîäÿ ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ (4.5). Îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñâîéñòâà çàìåòèì, ÷òî åñëè xigi = kijxj (i = 1, . . . , n),
xjg2 = kjsxs, (j = 1, . . . , n), òî Vg−→K(g1) ≡

∏
i kij(mod K ′), Vg−→K(g2) ≡

∏
j kjs(mod K ′) è

Vg−→K(g1g2) ≡
∏

j(k
∗
is)(mod K ′), ãäå k∗is = kijkjs.

Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî. Ïóñòü ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ ïåðâîé è âòîðîé ñè-
ñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì x∗i = aixi è xigkijxj. Òîãäà x

∗
i g = aixig = aikijxj = aikija

−1
j x∗j .

Ïðè ïåðâîì âûáîðå ïðåäñòàâèòåëåé V (g) ≡
∏

i kij(mod K ′), à ïðè âòîðîì V (g) ≡∏
i(aikija

−1
j ) ≡

∏
i ai ·

∏
kij ·

∏
a−1
j ≡

∏
i kij(mod K ′).

Óñòàíîâèì, íàêîíåö, òðåòüå ñâîéñòâî. Ïóñòü G = K ∪Kx2 ∪ . . . ∪Kxn, K = T ∪ Ty2 ∪
. . . ∪ Tym. Òîãäà G = T ∪ Ty2 ∪ . . . ∪ Tym ∪ . . . ∪ Txi ∪ Ty2xi ∪ . . . ∪ Tymxi ∪ . . . ∪ Txn ∪
Ty2xn ∪ . . . ∪ Tymxn. Ïóñòü òåïåðü äëÿ g ∈ G xig = kijxj è yrkij = tijrsys. Òàêèì îáðàçîì,
yrxig = tijrsysxj. Îòñþäà VG−→T (g) ≡

∏
i,r tijrs(mod T ′) è VG−→K(g) ≡

∏
j kij(mod K ′).

Äàëåå, Vk−→T (kij) ≡
∏

r tijrs(mod T ′). Ñëåäîâàòåëüíî, VG−→K(g) ≡
∏

i Vk−→T (kij)(mod T ′) ≡
Vk−→T (

∏
i kij)(mod T ′) ≡ Vk−→T [VG−→K(g)]. �

�3 Òåîðåìà Áåðíñàéäà

Ëåììà 4.2.3.1. [7, ëåììà 14.3.1] Åñëè äâà ìíîæåñòâà K1 è K2 èíâàðèàíòíû â ñèëîâñêîé
ïîäãðóïïå P ãðóïïû G è ñîïðÿæåíû â G, òî îíè ñîïðÿæåíû â NG(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x−1K1x = K2, x ∈ G. Òàê êàê ìíîæåñòâî K1 èíâàðèàíòíî â
P , òî ìíîæåñòâî K2 = x−1K1x èíâàðèàíòíî â x−1Px = Q. Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïû
P è Q ñîäåðæàòñÿ â íîðìàëèçàòîðå ìíîæåñòâà K2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿÿñü ñèëîâñêèìè
ïîäãðóïïàìè, ñîïðÿæåíû â NG(K2). Èòàê, y

−1Qy = P , ãäå y � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî y−1k2y =
k2. Ïîýòîìó ïðè z = xy èìååì z−1Pz = P , z−1K1z = K2. �
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Òåîðåìà 4.2.3.2. [7, òåîðåìà 14.3.1] Åñëè ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà P êîíå÷íîé ãðóïïû G
ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà, òî ãðóïïà G îáëàäàåò òàêèì íîðìàëüíûì
äåëèòåëåì H, ÷òî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ïî H ìîæíî âûáðàòü
ýëåìåíòû ãðóïïû P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîäãðóïïà P ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå íîðìàëèçàòîðà NG(P ),
P � àáåëåâà ãðóïïà è P ′ = 1. Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå VG−→P . Ïóñòü u ∈ P , âû÷èñëèì
VG−→P (u). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ïî P ýëåìåíòû
âèäà xi, xiu, . . . , xiu

r−1, ãäå xiu
r ∈ Pxi è xiuj /∈ Pxi ïðè j < r. Ïðè ýòîì xiu

j−1 ·uϕ(xiu
j)−1 =

xiu
j−1 ·u(xiu)−1 = xiu

ju−jx−1
i = 1 äëÿ j < r è xiu

r−1 ·uϕ(xiu
r)−1 = xiu

rx−1
i . Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ êàæäîãî öèêëà äëèíû r â ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòà u ïîäñòàíîâêîé ìíîæåñòâà ëå-
âûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî P â ïðîèçâåäåíèè äëÿ ïåðåìåùåíèÿ VG−→P (u) âñòðå÷àåòñÿ ÷ëåí
xiu

rx−1
i , à îñòàëüíûå ÷ëåíû (èç ýòîãî æå ïðîèçâåäåíèÿ)ðàíû åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì,

VG−→P (u) =
∏

i xiu
rx−1

i . Äàëåå, ýëåìåíò xiu
rx−1

i ∈ P ñîïðÿæåí ñ ur â ãðóïïå G, à òàê
êàê P � àáåëåâà ãðóïïà, îáà ýëåìåíòà èíâàðèàíòíû â P . Äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ NG(P ), ïî
ëåììå 4.2.3.1, xiu

rx−1
i = y−1ury. Ïî óñëîâèþ, ïîäãðóïïà P ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ñâîåãî íîð-

ìàëèçàòîðà, îòêóäà y−1ury = ur. Ñëåäîâàòåëüíî, VG−→P (u) ≡
∏
ur ≡ un, ãäå n = |G : P | �

ñóììà äëèí âñåõ öèêëîâ. Ïîñêîëüêó P � ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà, ñêàæåì, ps, îòñþäà
ÿñíî, ÷òî P 6 |n = |G : P |. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåìåùåíèè G íà ïîäãðóïïó P ïîñëåäíÿÿ
èçîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ è VG−→P (G) = P , òàê êàê, î÷åâèäíî, VG−→P (G) ñîäåð-
æèòñÿ â P . ßäðîì ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ èñêîìàÿ ãðóïïà H èíäåêñà ps â ãðóïïå
G è ïîðÿäêà n = |G : P |. �

�4 Òåîðåìû Ô. Õîëëà, Ãðþíà è Âèëàíäòà

Îïðåäåëåíèå 4.2.4.1. [7, ñòð. 229] Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, à B � ïîäãðóïïà
ãðóïïû H. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà B ñèëüíî çàìêíóòà â H (ïî îòíîøåíèþ ê G),
åñëè H ∩Bx 6 B, ãäå x � ëþáîé ýëåìåíò èç G, è ñëàáî çàìêíóòà â H, åñëè èç âêëþ÷åíèÿ
Bx 6 H ñëåäóåò, ÷òî bx = B

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G p-íîðìàëüíà, åñëè öåíòð Z ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ëþáîé äðóãîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P1, êîòîðàÿ åãî ñîäåðæèò.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíîãäà ïèñàòü V (g) âìåñòî VG−→H(g). Åñëè G = H ∪ Hx2 ∪
. . . ∪Hxn, òî V (g) ≡

∏n
i=1 xigϕ(xig)

−1(mod H ′).
Äëÿ ýëåìåíòà g ∈ G è ÷èñåë i = 1, . . . , n îïðåäåëÿåì ÷èñëà ig èç óñëîâèÿ xigx

−1
ig
∈ H.

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì g ñîîòâåòñòâèå i −→ ig � ïîäñòàíîâêà π(g) òðàíçèòèâíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ïîäñòàíîâêàìè ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H. Òàêèì îáðà-
çîì, èìååì V (g) ≡

∏
i xigx

−1
ig
. Ïîäñòàíîâêà π(g) ðàçëàãàåòñÿ íà ðÿä öèêëîâ, âêëþ÷àÿ öèêëû

äëèíû 1, ñîîòâåòñòâóþùèå áóêâàì, îñòàþùèìñÿ íà ìåñòå. Âûáåðåì ïî îäíîìó ñèìâîëó èç
êàæäîãî öèêëà è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ñèìâîëîâ ÷åðåç CH(g). Åñëè i ∈ CH(g),
òî ïóñòü ri � ïîðÿäîê öèêëà, â êîòîðîì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë i. Òîãäà

∑
i∈CH(g) ri = n.

Ëåììà 4.2.4.2. [7, ëåììà 14.4.1] V (g) ≡
∏

i∈CH(g) xig
rix−1

i , ãäå xig
rix−1

i � íàèìåíüøàÿ

ñòåïåíü ýëåìåíòà xigx
−1
i , ñîäåðæàùàÿñÿ â ïîäãðóïïå H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.2.3.2. �

Îïðåäåëåíèå 4.2.4.3. [7, ñòð. 231] Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ öèêëîâ äëèíû îäèí
äèàãîíàëüíûì ñîìíîæèòåëåì d(g) ïåðåìåùåíèÿ V (g) è çàïèñûâàòü d(g) ≡
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∏
i=ig

xigx
−1
i (mod H0). ßñíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò íè îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòå-

ëåé, íè îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé xi.

Ëåììà 4.2.4.4. [7, ëåììà 14.4.2] Åñëè u è v � ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû ãðóïïû G, òî
d(u) = d(v) è d(u−1) = [d(u)]−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v = t−1ut. Òîãäà ðàâåíñòâî iu = i ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
itv = it, îòêóäà, ïî îïðåäåëåíèþ, d(v) ≡

∏
i=iu

xitvx
−1
it
≡

∏
i=iu

(xitt
−1x−1

i )(xiux
−1
i )(xitx

−1
it

) ≡∏
i=iu

(xiux
−1
i ) ≡ d(u). Êðîìå ýòîãî, ðàâåíñòâî i = iu ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó i = iu−1 , îòêóäà

ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Äëÿ ýëåìåíòà h ∈ H îïðåäåëèì ôóíêöèþ D∗(h) ≡ h−1d(h). Òîãäà, ïî ëåììå 4.2.4.4,
h ≡ d(h)[d∗(h)]−1 ≡ d(h)d∗(h−1) è d(hr) ≡ d(xih

rx−1
i ), è ïîýòîìó, åñëè xih

rx−1
i ∈ H, èìååì

xih
rx−1

i ≡ d(hr)d∗(xih
−rx−1

i ) ≡ hrd∗(hr)d∗(xih
−rx−1

i ); è, íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.2.4.2,
ïîëó÷àåì ëåììó.

Ëåììà 4.2.4.5. [7, ëåììà 14.4.3] Åñëè h ∈ H, òî V (h) ≡ hn
∏

i∈CH(h) d
∗(hri)d∗(xih

−rix−1
i ).

Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ H ′ ìîæíî çàìåíèòü ñðàâíåíèåì ïî ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïå H0, ñîäåðæàùåé H

′. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.2.4.6. [7, ñëåäñòâèå 14.4.1] Åñëè d∗(h) ∈ H0 äëÿ âñåõ h ∈ H, òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà h ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V (h) = hn.
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Ãëàâà 5

Ãðóïïû, çàäàííûå ïîðîæäàþùèìè è

ñîîòíîøåíèÿìè

5.1 Ñâîáîäíûå ãðóïïû è ìíîãîîáðàçèÿ

�1 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 5.1.1.1. [1, ñòð. 123] Ïóñòü I � ìíîæåñòâî. Çàôèêñèðóåì äâà ìíîæåñòâà
ñèìâîëîâ X = {xi|i ∈ I} è X−1 = {x−1

i |i ∈ I}. Ñëîâî â àëôàâèòå X � ýòî ïóñòàÿ (îáî-
çíà÷àåòñÿ 1) èëè êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç X ∪ X−1. ×èñëî ýëåìåíòîâ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ äëèíîé ñëîâà. Ñëîâî íàçîâåì ñîêðàòèìûì, åñëè îíî
ñîäåðæèò ñîñåäíèå ñèìâîëû âèäà xεix

−ε
i , ε = ±1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ñëîâà u è v ýêâè-

âàëåíòíû (â ñèìâîëàõ: u ∼ v), åñëè v ìîæíî ïîëó÷èòü èç u ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî âñòàâîê
è ñîêðàùåíèé ñëîâ âèäà xεix

−ε
i . ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå ∼ ñèììåòðè÷íî, ðåôëåêñèâíî è òðàí-

çèòèâíî. Âñå ñëîâà, ýêâèâàëåíòíûå u, îáðàçóþò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ, êîòîðûé ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç [u].

Òåîðåìà 5.1.1.2. [1, òåîðåìà 14.1.1] Ïóñòü X = {xi|i ∈ I}. Íà ìíîæåñòâå F(X) êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ â àëôàâèòå X∪X−1 îïðåäåëèì óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ [u][v] = [uv]. Ýòî
îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ. Ìíîæåñòâî
F(X) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ýòîãî óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. �

Îïðåäåëåíèå 5.1.1.3. [1, ñòð. 127] Ãðóïïà F(X) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñî ñâî-
áîäíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì X, à ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ
(ñâîáîäû).

Òåîðåìà 5.1.1.4. [1, òåîðåìà 14.1.5] Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì M =
{gi|i ∈ I}. Âîçüìåì àëôàâèò X = {xi|i ∈ I}. Îòîáðàæåíèå X −→ M ïî ïðàâèëó xi 7→ gi
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà F(X) −→ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî. �

Îïðåäåëåíèå 5.1.1.5. [1, ñòð. 128] Ýëåìåíòû ÿäðà H ãîìîìîðôèçìà F(X) −→ G íàçûâà-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû G â àëôàâèòå X. Åñëè ìíîæåñòâî H ′ ñîîòíîøåíèé òàêîâî,

101



÷òî åãî íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ H, òî H ′ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ìíîæå-
ñòâîì ñîîòíîøåíèé â àëôàâèòå X. Òàê êàê G ∼= F(X)/H, òî çàäàíèå àëôàâèòà X è ìíî-
æåñòâà H ′ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ãðóïïó G. Ïàðà X,H ′ íàçûâàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèì êîäîì
èëè, êîðî÷å, ãåíåòèêîé ãðóïïû G; ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü G = 〈X||H ′〉. Êîíå÷íî, îäíà è òà
æå ãðóïïà äîïóñêàåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ãåíåòè÷åñêèõ êîäîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ãðóïïû, äîïóñêàþùèå êîíå÷íóþ ãåíåòèêó, îíè íàçûâàþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè.

Åñëè ϕ : X −→ Y � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ, w � ñëîâî â àëôàâèòå X, ò. å. w =
xε11 . . . xεn

n , xi ∈ X, εi = ±1, òî ÷åðåç wϕ óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü òàêîå æå ñëîâî îò îáðàçîâ
ýëåìåíòîâ x ∈ X îòíîñèòåëüíî ϕ, ò. å. wϕ = (xϕ1 )ε1 . . . (xϕn)

εn .

Òåîðåìà 5.1.1.6. [1, òåîðåìà 14.1.12] Ïóñòü G � ãðóïïà, N � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
N = 〈A||R〉, G/N = 〈B||S〉, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå A∩B ïóñòî. Ïóñòü α : A −→ N , β : B −→
G/N � åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ãåíåòè÷åñêèì êîäàì,
τ : G/N −→ G � êàêîé íèáóäü âûáîð ïðåäñòàâèòåëåé â ñìåæíûõ êëàññàõ. Ïîäáåðåì äëÿ
êàæäîãî s ∈ S ñëîâî ts è äëÿ êàæäûõ a ∈ A, b ∈ B, ε = ±1 ñëîâî ua,b,s â àëôàâèòå A òàê,
÷òîáû áûëî sβτ = tαs è (bβτ )−εaα(bβτ )ε = uεa,b,s (èìåþòñÿ â âèäó ðàâåíñòâà â ãðóïïå G).

Òîãäà G = 〈A∪B||R∪ T ∪U〉, ãäå T = {st−1
s |s ∈ S}, U = {b−εabεu−1

a,b,s|a ∈ A, b ∈ B, ε−±1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû G, òî Ng = wg, ãäå w � ïîäõîäÿùåå ñëîâî
â àëôàâèòå B. Òàê êàê g è wβτ , ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî N , òî g =
vαwβτ , ãäå v � ïîäõîäÿùåå ñëîâî â àëôàâèòå A. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì Aα ∪ Bβτ , è îòîáðàæåíèå A ∪ B −→ G, äåéñòâóþùåå íà ìíîæåñòâå A êàê
α, à íà ìíîæåñòâå B êàê βτ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà γ :
F(A ∪ B) −→ G, ãäå F(X) îáîçíà÷àåò ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ áàçîé X. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî Ker γ = R∗T ∗U∗, ãäå R∗, T ∗, U∗ � íîðìàëüíûå çàìûêàíèÿ â ãðóïïå F(A∪B) ìíîæåñòâ
R, T, U ñîîòâåòñòâåííî.

ßñíî, ÷òî R ∪ T ∪ U ⊆ Ker γ, ïîýòîìó R∗T ∗U∗ 6 Ker γ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî âêëþ÷åíèÿ âîçüìåì â ker γ ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò f = v1w1 . . . vkwk, ãäå vi � ñëîâà â àëôàâèòå A, wi � ñëîâà â àëôàâèòå B, ïðè÷åì v1

è wk ìîãóò áûòü ïóñòûìè (ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç FA ∪ B çàïèñûâàåòñÿ â òàêîì
âèäå).

Äîêàæåì ñíà÷àëà èíäóêöèåé ïî k, ÷òî f ≡ vw(mod U∗), ãäå u,w � ïîäõîäÿùèå ñëîâà
â àëôàâèòàõ A,B ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî; ïåðåéäåì îò k − 1
ê k. Çàïèøåì f â âèäå f = v1w1 . . . (wk−1vkw

−1
k−1)wk−1wk. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ èç U ,

ñëîâî â àëôàâèòå A � ýòî ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà wk−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
f ≡ v1w1 . . . vk−1wk−1(mod U∗), ãäå vk−1, wk−1 � ñëîâà â àëôàâèòàõ A,B ñîîòâåòñòâåííî, è
îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà îñíîâíîå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïî óñëîâèþ, fγ = 1, ïîýòîìó vαwβτ = 1 â ãðóïïå G. Òîãäà wβ = 1 â ôàêòîðãðóïïå G/N ,
è ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà S â F(B). Çàïèñûâàÿ
åãî êàê ñëîâî îò ýëåìåíòîâ âèäà r−1st−1

s tsr, s ∈ S, r ∈ F(B), è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ èç
T , ïîëó÷èì w ≡ w′(mod T ∗), ãäå w′ � ñëîâî îò ýëåìåíòîâ âèäà r−1tsr. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé
èç U ïîëó÷àåì w′ ≡ w′′(mod U∗), ãäå w′′ � íåêîòîðîå ñëîâî â àëôàâèòå A. Òàêèì îáðàçîì,
f ≡ f0(mod T ∗U∗), ãäå f0 = vw′′ ∈ F(A). Òàê êàê 1 = fγ = fα0 , òî f0 ≡ 1(mod R∗).
Îêîí÷àòåëüíî, f ≡ 1(mod R∗T ∗U∗). �
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�2 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Òàê êàê ãðóïïû F1,F2, . . . âêëàäûâàåòñÿ â F∞, à F∞ â F2, òî äîñòàòî÷íî íàéòè â SL2(Z)
ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó ñòåïåíè 2.

Òåîðåìà 5.1.2.1. [1, òåîðåìà 14.2.1] Ïóñòü m � öåëîå ÷èñëî > 2. Ïîäãðóïïà, ïîðîæ-

äåííàÿ â SL2(Z) òðàíñâåêöèÿìè t12(m) =

(
1 m
0 1

)
, t21(m) =

(
1 0
m 1

)
, ïîðîæäàåòñÿ èìè

ñâîáîäíî, ò. å. îïèñûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ñîîòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè a = t12(m), b = t21(m). Ïóñòü w � ÷åðåäó-
þùååñÿ ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ a, b â ãðóïïå SL2(Z). Íàäî ïîêàçàòü,
÷òî w 6= e. Åñëè w íà÷èíàåòñÿ ñî ñòåïåíè b, òî ìîæíî ñîïðÿ÷ü w ýòîé ñòåïåíüþ è ðàññìîò-
ðåòü ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ óæå ñî ñòåïåíè a. Ïîýòîìó ïóñòü w =
aα1bα2 . . . cαr , ãäå c = a èëè b, âñå αi 6= 0. Ïóñòü zi � âåðõíÿÿ ñòðî÷êà ìàòðèöû aα1bα2 . . . cαi .
Åñëè z2k−1 = (x2k−1, x2k), òî z2k = z2k−1b

α2k = (x2k+1, x2k), z2k+1 = z2ka
α2k+1 = (x2k+1, x2k+2),

ãäå x2k+1 = x2k−1+mα2kx2k, x2k+2 = x2k+mα2k+1x2k+1. Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû,
ïîëó÷àåì xi+2 = xi+mαi+1xi+1 äëÿ i = 1, 2, . . . , r−1. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñ ðîñòîì
i îò 1 äî r−1 ÷èñëà |xi| âîçðàñòàþò. Äëÿ i = 1, 2 x1 = 1, x2 = mα1 è óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äàëüøå âåäåì èíäóêöèþ: |xi+2| > m|αi+1||xi+1| − |xi| > 2|xi+1| − |xi| > |xi+1|+ 1. �

Òåîðåìà 5.1.2.2. [1, òåîðåìà 14.2.2] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà
F(X) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè p-ãðóïïàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ′ � êîíå÷íàÿ ÷àñòü ìíîæåñòâà X. Ïîñûëàÿ îñòàëüíûå ñâî-
áîäíûå ïîðîæäàþùèå â åäèíèöó, ìû ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì F(X) −→ F(X ′). Òàê êàê
ÿäðî òàêèõ ãîìîìîðôèçìîâ ïåðåñåêàåòñÿ ïî åäèíèöå, òî F(X) � ïîääåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå ñ÷åòíûõ ñâîáîäíûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F(X) ñ÷åòíà, à ïîòîìó
ïî òåîðåìå 5.1.2.1 âëîæåíà â ãðóïïó SL2(Z). Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíàÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïà
Γ2(p) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì Γ2(m) = {x|x ∈ SL2(Z), x =≡ e(mod m)}. Òàêèì
îáðàçîì, ãðóïïà F(X) âëîæåíà â ãëàâíóþ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïó Γ2(p) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p. Áóäó÷è ÿäðàìè ãîìîìîðôèçìîâ SL2(Z) −→ SL2(Zpα) ïîäãðóïïû Γ(p

α) � íîðìàëüíûå
ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ èíäåêñîâ â SL2(Z) è, î÷åâèäíî, ïåðåñåêàþòñÿ ïî åäèíèöå, k = 1, 2, . . ..
Ïîýòîìó, Γ2(p) � ïîääåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï Γ2(p)/Γ2(p

k). Íàêîíåö,

(e+ pz)p =

p∑
i=0

(
p

i

)
(pz)i ≡ e(mod p2),

(e+ p2z)p =

p∑
i=0

(
p

i

)
(p2z)i ≡ e(mod p3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ïîýòîìó Γ2(p)/Γ2(p
k) åñòü p-ãðóïïà. �

�3 Ïîäãðóïïû

Â ýòîì ïóíêòå ìû èçëîæèì ìåòîä Øðàéåðà, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ñèñòåìó ñâîáîäíûõ
ïîðîæäàþùèõ äëÿ ïîäãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû âíîâü ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé.
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Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G. Çàôèêñèðóåì â êàæäîì ïðàâîì ñìåæ-
íîì êëàññå G ïî H ïî ïðåäñòàâèòåëþ. Äëÿ ïîäãðóïïû H âûáèðàåì ïðåäñòàâèòåëåì 1.
Ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà ëþáîì ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå � ôèê-
ñèðîâàííûé ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà, � íàçûâàåòñÿ (ïðàâîé) âûáèðàþùåé ôóíêöèåé.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè: u = u è uv = uv, ãäå
u, v ∈ G, à u � ôèêñèðîâàííûé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà Hu.

Òåîðåìà 5.1.3.1. [1, òåîðåìà 14.3.1] Ïóñòü M � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ãðóïïû G,
H � åå ïîäãðóïïà, u 7→ u � ôóíêöèÿ, âûáèðàþùàÿ ïðàâûå ïðåäñòàâèòåëè G ïî H, S �
ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Òîãäà H = 〈sxsx−1|s ∈ S, x ∈M〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû sxsx−1 ñîäåðæàòñÿ â ïîäãðóïïå H. Ïîêàæåì,
÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç H ìîæíî çàïèñàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ sxsx−1 è ýëåìåíòîâ,

ê íèì îáðàòíûõ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (sxsx−1)−1 = s′x−1s′x−1
−1
, ãäå s′ = sx,

ïðè÷åì ïî s′ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ s = s′x−1. Ïóñòü òåïåðü ýëåìåíò u = xε11 . . . xεr
r ,

xi ∈ M , εi = ±1, âçÿò èç H. Ìû äîëæíû çàïèñàòü åãî â âèäå ñëîâà îò ýëåìåíòîâ âèäà
sxsx−1. Îáîçíà÷èì u1 = 1, ui+1 = xε11 . . . xεi

i . Òîãäà èñêîìîé çàïèñüþ áóäåò

u =
(
u1x

ε1
1 u1x

ε1
1

−1
) (

u2x
ε2
2 u2x

ε2
2

−1
)
. . .

(
urx

εr
r urx

εr
r
−1

)
. (5.1)

Äåéñòâèòåëüíî, uix
εi
i

−1
ui+1 = 1, i = 1, . . . , r − 1, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.1)

ðàâíà u1uurxεr
r
−1

= 1 · uu−1 = 1 · u · 1 = u. �

Îïðåäåëåíèå 5.1.3.2. [1, ñòð. 137] Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû, ïðåäñòà-
âèìûõ íåñîêðàòèìûìè ñëîâàìè, íàçûâàåòñÿ øðàéåðîâûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì
ýëåìåíòîì îíî ñîäåðæèò âñå åãî íà÷àëüíûå îòðåçêè.

Òåîðåìà 5.1.3.3. (Íèëüñåí�Øðàéåð). [1, òåîðåìà 14.3.5] Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé àë-
ôàâèò, H � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F = F(X). Ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíà øðàéåðîâà ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé F ïî H. Åñëè u 7→ u � ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ åé âûáèðàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî H ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ íååäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè
sxsx−1, ãäå s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ïðåäñòàâèòåëåé, à x ïðîáåãàåò X.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ñóùåñòâîâàíèå øðàéåðîâîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé. Íàçîâåì
äëèíîé ñìåæíîãî êëàññà ãðóïïû F ïî ïîäãðóïïå H äëèíó ñàìîãî êîðîòêîãî ñëîâà â íåì.
Ïîñòðîèì øðàéåðîâó ñèñòåìó èíäóêöèåé ïî äëèíå êëàññà.

Âûáåðåì ïóñòîå ñëîâî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ H. Åñëè L � êëàññ äëèíû 1, òî
âûáåðåì ëþáîå ñëîâî äëèíû 1 â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîãî êëàññà. Ïóñòü â êëàññàõ
äëèíû, ìåíüøåé r, ïðåäñòàâèòåëè óæå âûáðàíû, ò. å. íà ýòèõ êëàññàõ óæå îïðåäåëåíà
âûáèðàþùàÿ ôóíêöèÿ u 7→ u, ïðè÷åì äëèíà ïðåäñòàâèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ äëèíîé êëàññà.
Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé êëàññ äëèíû r. Âîçüìåì â íåì êàêîå-íèáóäü ñëîâî y1 . . . yr, yi ∈
X∪X−1, è îáúÿâèì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà L ñëîâî y1 . . . yr−1yr. ßñíî, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ
ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé øðàéåðîâà.

á) Ïóñòü S � øðàéåðîâà ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé F ïî H, u 7→ u � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åé âûáèðàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû

sxsx−1, s ∈ S, x ∈ X, (5.2)

ñâîáîäíî ïîðîæäàþòH. Èç òåîðåìû 5.1.3.1 ìû óæå çíàåì, ÷òî îíè ïîðîæäàþòH. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû íå ñâÿçàíû íåòðèâèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.
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Ïðåæäå âñåãî, êàæäîå ñëîâî (5.2) íåñîêðàòèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîêðàùåíèÿ ìîãóò íà-
÷àòüñÿ òîëüêî íà ñòûêàõ ñ áóêâîé x. Íî åñëè s = s1x

−1, òî sxsx−1 = s1s1
−1 = 1, à åñëè

sx−1 = x−1s−1
2 , òî s = s2 è sxsx

−1 = 1.
Äàëåå, ïóñòü u, v � íååäèíè÷íûå ñëîâà âèäà (5.2) èëè ê íèì îáðàòíûå, ïðè÷åì uv 6= 1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3.1 ìû çíàåì, ÷òî u = sxεsxε
−1
, v = tyδtyδ

−1
, s, t ∈ S,

x, y ∈ X, ε, δ = ±1. Ââèäó íåñîêðàòèìîñòè ñëîâ u, v ïðîöåññ ñîêðàùåíèé â ïðîèçâåäåíèè
uv ìîæåò íà÷àòüñÿ òîëüêî íà ñòûêå. Îí çàãëîõíåò, íå äîéäÿ äî xε ñëåâà è yδ ñïðàâà.
Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó øðàéåðîâîñòè ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé, åñëè ïðîöåññ ñîêðàùåíèé
çàõâàòèë áû ñíà÷àëà xε, òî áûëî áû t ≡ s1x

−εw, ãäå s1 ≡ sxε, îòêóäà s1x
−εs−1 ≡ 1. Íî

ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó u 6= 1. Àíàëîãè÷íî äëÿ y. Íàêîíåö, ñîêðàòèòüñÿ îäíîâðåìåííî
xε, yδ òàêæå íå ìîãóò, ïîñêîëüêó uv 6= 1.

Ïóñòü òåïåðü äàíî íåïóñòîå ñëîâî â ñèìâîëàõ (5.2). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü åãî êàê ñëîâî â àëôàâèòå X è ïðîèçâåñòè âñå âîçìîæíûå ñîêðàùåíèÿ, òî îñòàíåòñÿ
íåïóñòîå ñëîâî. Íî äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ñêàçàííîãî âûøå, ñîêðàùåíèÿ ìîãóò íà÷èíàòüñÿ
òîëüêî íà ñòûêàõ ñëîâ (5.2) è ïðåêðàùàþòñÿ, íå äîõîäÿ äî èõ ñåðäöåâèí xε. �

Òåîðåìà 5.1.3.4. [1, òåîðåìà 14.3.7] Ïóñòü F = F(x1, . . . , xn), H 6 F , |F : H| = j. Åñëè
n, j � êîíå÷íûå ÷èñëà, òî H èìååò ñòåïåíü m = 1 + (n− 1)j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ nj
çàïèñåé âèäà (5.2). Íàì íàäî ïîíÿòü, êîãäà ýòè çàïèñè èçîáðàæàþò åäèíèöó. Ñ ýòîé öåëüþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç S0 ìíîæåñòâî S áåç åäèíèöû è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå τ : S0 −→ M ,
ïîëàãàÿ {

s′xs′x
−1

ïðè s ≡ s′x, x ∈ X,
sxsx−1 ïðè s ≡ s′x−1, x ∈ X.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî τ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå S0 íà òå çàïèñè
èç M , êîòîðûå îòîáðàæàþò åäèíèöó. Òàê êàê ñòåïåíü H ðàâíà ÷èñëó îñòàëüíûõ çàïèñåé,
ò. å. nj − (j − 1), òî âñå äîêàçàíî. �

�4 Ðÿäû öåíòðàëîâ è êîììóòàíòîâ

Òåîðåìà 5.1.4.1. (Ìàãíóñ). [1, òåîðåìà 14.4.4] Âî âñÿêîé ñâîáîäíîé ãðóïïå F ω-é öåí-
òðàë åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ñíà÷àëà F ñ÷åòíà. Ïî òåîðåìå 5.1.2.1 îíà âêëàäûâàåòñÿ â
êîíãðóýíö-ïîäãðóïïó Γ2(m), m > 2, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ω-é öåíòðàë ãðóï-
ïû Γ2(m) ðàâåí åäèíèöå.

Âîçüìåì ìàòðèöû g = e +mka ∈ Γ2(m
k) è f = e +mlb ∈ Γ2(m

l). Ïóñòü g−1 = e +mka′

è f−1 = e + mlb′. Òîãäà êîììóòàòîð [g, f ] = (e + mka′)(e + mlb′)(e + mka)(e + mlb) =
e + (mka′ + mka + m2ka′a) + (mlb′ + mlb + m2lb′b) + . . . = e + . . ., ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åíû
ñìåøàííûå ïðîèçâåäåíèÿ òèïà m2k+la′ab. ßñíî, ÷òî ëþáîå òàêîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
ñðàâíèìî ñ íóëåâîé ìàòðèöåé ïî ìîäóëþ mk+l, à ïîòîìó [g, f ] ∈ Γ2(m

k+l).
Ïðîâåäåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî [Γ2(m

k),Γ2(m
l) 6 Γ2(m

k+l, ïîýòîìó γiΓ2(m) 6
Γ2(m

i). Ïîñêîëüêó ∩iΓ2(m
i) = e, òî äëÿ ñ÷åòíûõ ãðóïï òåîðåìà äîêàçàíà.

á) Ïóñòü òåïåðü F � ïðîèçâîëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Äîïóñòèì, ÷òî ω-é öåíòðàë F
ñîäåðæèò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò f . Âîçüìåì äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ðàçëîæåíèå f â ïðî-
èçâåäåíèå ïðîñòûõ êîììóòàòîðîâ âåñà n, ñîáåðåì âñå êîììóòèðóåìûå ýëåìåíòû è âûðàçèì
èõ ÷åðåç ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû F . ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàíî ëèøü
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ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ìíîæåñòâî ïîðîæäàåò ñâîáîäíóþ ïîä-
ãðóïïó. Òàê êàê îíà ñ÷åòíà è íå ïîä÷èíÿåòñÿ òåîðåìå Ìàãíóñà, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ à). �

Ïóñòü u � ñëîâî â àëôàâèòå X. Ëîãàðèôìîì u ïî îñíîâàíèþ x ∈ X íàçûâàåòñÿ öåëîå
÷èñëî logx u, ðàâíîå ñóììå ïîêàçàòåëåé ïðè áóêâå x â ñëîâå u (î÷åâèäíî, äëÿ ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñëîâ çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìà îäèíàêîâû). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîìó u èç F(X) íàáîð åãî ëîãàðèôìîâ logx u ïî âñåì x ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì ñâîáîäíîé ãðóïïû F(X) íà ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó òîãî æå ðàíãà. Òàê êàê ñëîâà
ñ îäèíàêîâûìè ëîãàðèôìàìè ïî âñåì îñíîâàíèÿì ëåæàò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ïî êîì-
ìóòàíòó, òî êîììóòàíò [F(X),F(X)] áóäåò ê êîììóòàíòó ñâîáîäíîé ãðóïïû è ò. ä., ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñåêöèè ðÿäà êîììóòàíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû � ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû.

�5 Òîæäåñòâà è ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.1.5.1. [1, ñòð. 142] Ñëîâî v â àëôàâèòå x1, x2, . . . íàçûâàåòñÿ òîæäå-
ñòâîì íà êëàññå ãðóïï L, åñëè íà ëþáîé ãðóïïå G èç L îíî îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, êîãäà
àðãóìåíòû x1, x2, . . . ïðîáåãàþò G. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå x1, x2, . . . G �
ãðóïïà. Â îáùåì ñëó÷àå ñëîâà èç V íå îáÿçàíû áûòü òîæäåñòâåííûìè íà G, è èõ çíà÷åíèÿ
íà G ïîðîæäàþò íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó

V (G) = 〈v(g1, . . . , gn(v))|v ∈ V, g ∈ G〉. (5.3)

Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ âåðáàëüíîé (=ñëîâåñíîé) â G îòíîñèòåëüíî V è â íåêîòîðîì
ñìûñëå èçìåðÿåò îòêëîíåíèå ãðóïïû G îò ãðóïï ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëÿåìîãî òîæäåñòâà-
ìè V .

Ïîäêëàññû, âûäåëÿåìûå â êëàññå âñåõ ãðóïï òîæäåñòâåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, íàçû-
âàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè.

Òåîðåìà 5.1.5.2. [1, òåîðåìà 15.1.4] Ïóñòü L � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, îïðåäåëÿåìîå òî-
æäåñòâàìè V . Ïóñòü X � àëôàâèò,

FV (X) = F(X)/V (F(X)), (5.4)

∗ îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì F(X) −→ FV (X). Åñëè X = {xi|i ∈ I}, G �
ãðóïïà èç L ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì {gi|i ∈ I}, òî îòîáðàæåíèå x∗i 7→ gi åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà FV (X) −→ G. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ãðóïïû FV (X) ñâîáîäíû â ìíîãîîáðàçèè L. Èìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ñâîáîäíûå ãðóïïû
èç L.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) ßñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãîìîìîðôèçìà FV (X) −→ G íàäî ñëîâó
îò x∗i ñîïîñòàâèòü ýòî æå ñëîâî îò gi. Êîððåêòíîñòü è ãîìîìîðôíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, FV (X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà â L.

á) Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà â L ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè fi, i ∈ I. Îòîá-
ðàæåíèå fi 7→ x∗i ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà F −→ FV (X), à îòîáðàæåíèå x∗i 7→ fi
ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà FV (X) −→ F . Îòñþäà F ∼= FV (X). �

Îïðåäåëåíèå 5.1.5.3. [1, ñòð. 144] Ìíîæåñòâî {x∗i |i ∈ I} íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïîðîæäà-
þùèì ìíîæåñòâîì ãðóïïû FV (X), à åãî ìîùíîñòü � ñòåïåíüþ ñâîáîäû ãðóïïû FV (X).
Ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñòåïåíè n â ìíîãîîáðàçèè L îáîçíà÷àþò òàêæå Fn(L).
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Òåîðåìà 5.1.5.4. [1, òåîðåìà 15.1.7] Ïóñòü L � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, G � ãðóïïà, ñâî-
áîäíàÿ â L. Ëþáàÿ ýíäîìîðôíî äîïóñòèìàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G âåðáàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â G ñâîáîäíî ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî {gi|i ∈ I} è ðàññìîò-
ðèì â F∞ ìíîæåñòâî V ñëîâ v(xi1 , . . . , xim}) ñ óñëîâèåì, ÷òî v(gi1 , . . . , gim) ∈ H. Ïîêàæåì,
÷òî H = V (G). Âêëþ÷åíèå H 6 V (G) î÷åâèäíî. Îáðàòíî, ïóñòü v ∈ V , g′i ∈ G. Íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî v(g′i1 , . . . , g

′
im) ∈ H. Íî ââèäó ñâîáîäû G â L îòîáðàæåíèå gi 7→ g′i ìîæíî

ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû G. Òàê êàê v(gi1 , . . . , gim) ∈ H è H ýíäîìîðôíî
äîïóñòèìà, òî v(g′i1 , . . . , g

′
im) ∈ H. �

Îïðåäåëåíèå 5.1.5.5. [1, ñòð. 145] Äâà ìíîæåñòâà V,W íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-
ëè îíè îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, åñëè
V (F∞) = W (F∞).

�6 Äðóãîé ïîäõîä ê ìíîãîîáðàçèÿì

Îïðåäåëåíèå 5.1.6.1. [1, ñòð. 145] Åñëè L � êëàññ ãðóïï, òî ïóñòü SL, QL, CL îáîçíà-
÷àþò ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèÿ ýòîãî êëàññà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé âçÿòèÿ ïîäãðóïï,
ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé. Åñëè L � ìíîãîîáðàçèå, òî, î÷åâèäíî,
SL = L, QL = L, CL = L.

Òåîðåìà 5.1.6.2. (Áèðêãîô). [1, òåîðåìà 15.2.1] Ïóñòü L � êëàññ ãðóïï. Åñëè SL = L,
QL = L, CL = L, òî L � ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � âñå òîæäåñòâà, èñòèííûå íà L, L � ìíîãîîáðàçèå, îïðå-
äåëÿåìîå èìè. Î÷åâèäíî, L ⊆ L è íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî L ⊆ L. Ïîñêîëüêó QL = L, òî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà F , ñâîáîäíàÿ â L, ïðèíàäëåæèò L, à ââèäó ñî-
îòíîøåíèé CL = L, SL = L äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âëîæèòü F â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ãðóïï èç L. Óêàæåì òàêîå âëîæåíèå.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.5.2 F = F(X)/V (F(X)) ïðè ïîäõîäÿùåì àëôàâèòåX = {xi|i ∈ I}.
Äëÿ êàæäîãî ñëîâà v(xi1 , . . . , xim), íå ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó V âîçüìåì â L ãðóïïó
Gv, à â íåé ýëåìåíòû gvi, i ∈ I, íà êîòîðûõ v(gvi1 , . . . , gvim) 6= 1. Âîçüìåì äåêàðòîâî ïðî-
èçâåäåíèå

∏
v/∈VGv, à â íåì ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè fi, i ∈ I, ãäå fi(v) = gvi.

Òàê êàê ýëåìåíòû fi íå ïîä÷èíÿþòñÿ íèêàêèì ñîîòíîøåíèÿì, êðîìå òîæäåñòâ èç V , òî
ïîðîæäåííàÿ èìè ïîäãðóïïà èçîìîðôíà F . �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî L = QSCL äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî êëàññà ãðóïï L.

5.2 Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñ îáúåäèíå-

íèåì

�1 Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.2.1.1. Ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì A ∗B ãðóïï

A = 〈a1, . . . , an||R1(aν), . . . , Rp(aν)〉 (5.5)

è
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B = 〈b1, . . . , bm||S1(bµ), . . . , Sq(bµ)〉 (5.6)

íàçûâàåòñÿ ãðóïïà

A ∗B = 〈a1, . . . , an, b1, . . . , bm||R1(aν), . . . , Rp(aν), S1(bµ), . . . , Sq(bµ)〉. (5.7)

Ãðóïïû A è B íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè ìíîæèòåëÿìè ãðóïïû A ∗B.

Õîòÿ â îïðåäåëåíèè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A ∗ B ó÷àñòâóþò êîíêðåòíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïï A è B, îíî, òåì íå ìåíåå, íå çàâèñèò îò ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ëåììà 5.2.1.2. [3, ëåììà 4.1] Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå A ∗ B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ãðóïïàìè A è B. Áîëåå òîãî, A∗B ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ïîäãðóïïàìè A è B, èçîìîðôíûìè
ãðóïïàì A è B ñîîòâåòñòâåííî, òàêèìè, ÷òî A ∩B = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïû A è B çàäàíû ïðåäñòàâëåíèÿìè (5.5) è
(5.6), è ïóñòü òàêæå

A = 〈a′1, . . . , a′s||R′1(a′σ), . . .〉, (5.8)

B = 〈b′1, . . . , b′t||S ′1(b′τ ), . . .〉. (5.9)

Òîãäà ãðóïïà A ∗ B, çàäàííàÿ ïðåäñòàâëåíèåì (5.7), ìîæåò áûòü òàêæå çàäàíà ïðåäñòàâ-
ëåíèåì

A ∗B = 〈a′1, . . . , a′s, b′1, . . . , b′t||R1(a
′
σ), . . . , S1(b

′
τ ), . . .〉. (5.10)

Èçîìîðôèçìû ãðóïïû (5.5) íà ãðóïïó (5.8) è ãðóïïû (5.6) íà ãðóïïó (5.9) îïðåäåëÿþò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû (5.7) íà ãðóïïó (5.10), òàê êàê îïðåäåëÿþùèå
ñëîâà èç (5.7) îòîáðàæàþòñÿ â ñëîâà, ðàâíûå 1 â ãðóïïå (5.10). Íî âîñïîëüçîâàâøèñü
èçîìîðôèçìàìè, îáðàòíûìè ê èçîìîðôèçìàì (5.5) íà (5.8) è (5.6) íà (5.9), ìû ïîëó÷èì
ãîìîìîðôèçì, îáðàòíûé ê ãîìîìîðôèçìó ãðóïïû (5.7) íà ãðóïïó (5.10). Òàêèì îáðàçîì,
A ∗B îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðóïïàìè A è B.

Ïóñòü A � ïîäãðóïïà ãðóïïû (5.7), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, è ïóñòü B �
ïîäãðóïïà ãðóïïû (5.7), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè b1, . . . , bm. Î÷åâèäíî, ÷òî A ∗B ïîðîæ-
äàåòñÿ ïîäãðóïïàìè A è B. Îòîáðàæåíèå aν â aν îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû A íà
ãðóïïó A. Äàëåå, ãîìîìîðôèçì ãðóïïû A ∗ B â ãðóïïó A, îïðåäåëÿåìûé îòîáðàæåíèåì
aν â aν è bµ â 1 îòîáðàæàåò A íà A è ÿâëÿåòñÿ íà A îáðàòíûì ê ãîìîìîðôèçìó A íà A.
Òàêèì îáðàçîì, A ∼= A; àíàëîãè÷íî, B ∼= B.

Íàêîíåö, åñëè g ∈ A ∩ B, òî ãîìîìîðôèçì ãðóïïû A ∗ B â A, îïðåäåëåííûé âûøå,
ïåðåâîäèò g â 1 ââèäó g ∈ B. Íî ýòîò ãîìîìîðôèçì âçàèìíî îäíîçíà÷åí íà A, îòêóäà
g = 1 è A ∩B = 1. �

Îïðåäåëåíèå 5.2.1.3. [3, ñòð. 191] Åñëè g 6= 1 � ýëåìåíò èç A ∗ B è g ëåæèò â A èëè â
B, òî ñâîáîäíûé ìíîæèòåëü ãðóïïû A ∗B, ñîäåðæàùèé g, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F (g).

Îïðåäåëåíèå 5.2.1.4. [3, ñòð. 192] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . , gn èç A ∗ B
íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìîé, åñëè g1 6= 1, gi ëåæèò â A èëè â B è gi, gi+1 íå ëåæàò â îäíîì
è òîì æå ñâîáîäíîì ìíîæèòåëå.

Ïóñòü W (aν , bµ) � ñëîâî â a1, . . . , an, b1, . . . , bm. Åñëè W (aν , bµ) = W1W2 . . .Wr, ãäå êàæ-
äîå ñëîâî Wi íåïóñòî (õîòÿ ìîæåò îïðåäåëÿòü 1 â A ∗ B) è ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì òîëüêî èç aν
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ëèáî òîëüêî èç bµ, à Wi è Wi+1 íå ëåæàò â îäíîì è òîì æå ñâîáîäíîì ìíîæèòåëå ãðóï-
ïû A ∗ B, òî ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ ñëîãîâîé äëèíîé ñëîâà W è îáîçíà÷àåòñÿ λ(W ); ñëîâà
W1,W2, . . . ,Wr íàçûâàþòñÿ ñëîãàìè ñëîâà W .

Ñëîãîâîé äëèíîé ýëåìåíòà g ãðóïïû A ∗ B íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ñëîãîâûõ äëèí ñëîâ,
îïðåäåëÿþùèõ g. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò 1 èç A∗B èìååò ñëîãîâóþ äëèíó íóëü; ñëîãîâàÿ
äëèíà ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà, íå ëåæàùåãî íè â A, íè â B, > 2.

Òåîðåìà 5.2.1.5. [3, òåîðåìà 4.1] Êàæäûé ýëåìåíò g ãðóïïû A ∗ B åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

g = g1g2 . . . gr, (5.11)

ãäå g1, g2, . . . , gr � íåñîêðàòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5.11) áó-
äåò èíîãäà íàçûâàòüñÿ íåñîêðàòèìîé çàïèñüþ ýëåìåíòà g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ãðóïïà A∗B ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè A è B, ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò g ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ h1, h2, . . . , hn, ãäå êàæäûé hi ëåæèò
â A èëè â B. Åñëè ñðåäè òàêèõ ïðîèçâåäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ g, âûáðàòü ïðîèçâåäåíèå
g1g2 . . . gr ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì r ÷ëåíîâ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g1, g2, . . . , gr áóäåò
íåñîêðàòèìîé. Ïîýòîìó êàæäûé ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (5.11).

Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü. Äëÿ ýòîãî ìû ââåäåì íåêîòîðóþ êîíêðåòíóþ ïðîöå-
äóðó ρ ïðåâðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà W (aν , bµ) â íåñîêðàòèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1.6. [3, ñòð. 193] Íåñîêðàòèìàÿ ôîðìà ρ(g1, . . . , gn) ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ýëåìåíòîâ g1, . . . , gn êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò èëè â A èëè â B (è ñîñåäíèå ÷ëåíû
ìîãóò áûòü èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæèòåëÿ), îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ρ(ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü)=ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ρ(g1) =

{
ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åñëè g1 = 1,

g1, åñëè g1 6= 1.
Äàëåå, åñëè ρ(g1, . . . , gn) = (h1, . . . , hr), òî

ρ(g1, . . . , gn, gn+1) =


(h1, . . . , hr), åñëè gn+1 = 1,

(h1, . . . , hr−1), åñëè gn+1 = h−1
r ,

(h1, . . . , hr · gn+1), åñëè gn+1 6= h−1
r , íî F (gn+1) = F (hr),

(h1, . . . , hr, gn+1), åñëè F (gn+1) 6= F (hr).
Íàêîíåö, äëÿ ñëîâà W (aν , bµ) ïðîöåäóðà ρ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè W1,W2, . . . ,Wn � ñëîãè ñëîâà W è gi � ýëåìåíò ãðóïïû A èëè B, îïðåäåëÿåìûé

ñëîãîì Wi, òî ρ(W1, . . . ,Wn) = ρ(g1, . . . , gn).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ïðîöåäóðû ρ:

(à) ρ(g1, . . . , gn) ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé n;

(á) åñëè ρ(g1, . . . , gn) = (h1, . . . , hr), òî g1 . . . gn = h1 . . . hr;
(â) åñëè g1, . . . , gn � íåñîêðàòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ρ(g1, . . . , gn) = (g1, . . . , gn);
(ã) ρ(g1, . . . , gk, gk+1, . . . , gn) = ρ(ρ(g1, . . . , gk), gk+1, . . . , gn);
(ä) ρ(g1, . . . , gn, 1) = ρ(g1, . . . , gn);
(å) ρ(g1, . . . , gk, 1, gk+1, . . . , gn) = ρ(g1, . . . , gk, gk+1, . . . , gn)
(æ) åñëè F (gn) = F (gn+1), òî ρ(g1, . . . , gn, gn+1) = ρ(g1, . . . , gn · gn+1);
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(ç) åñëè F (gi) = F (gi+1), òî ρ(g1, . . . , gi, gi+1, . . . , gn) = ρ(g1, . . . , gi · gi+1, . . . gn.
Âñå ýòè ñâîéñòâà ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. �

Ñëåäñòâèå 5.2.1.7. [3, ñëåäñòâèå 4.1.1] Ïóñòü A è B � òàêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G,
÷òî A ∩ B = 1, è ïóñòü ýëåìåíò èç G îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ g =
g1 . . . gn, ãäå g1, . . . , gn � íåñîêðàòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = 〈a1, . . . , an||R(aν), . . .〉 è B = 〈b1, . . . , bm||S(bµ), . . .〉. Òîãäà
ýëåìåíòû a1, . . . , an, b1, . . . , bm ïîðîæäàþò ãðóïïó G, è ñëîâà R(bν), . . . , S(bµ), . . . ðàâíû åäè-
íèöå â G. Òîãäà, î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå ai 7→ ai, bi 7→ bi ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
A∗B −→ G. Ïîñêîëüêó îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, äàííûé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. �

Ñëåäñòâèå 5.2.1.8. [3, ñëåäñòâèå 4.1.2] Ïóñòü G = A∗B, è ïóñòü C � ïîäãðóïïà ãðóïïû
A, D � ïîäãðóïïà ãðóïïû B. Åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäàåìàÿ ïîäãðóïïàìè
C è D, òî H = c ∗D.

Ñëåäñòâèå 5.2.1.9. [3, ñëåäñòâèå 4.1.3] Åñëè (g1, g2, . . . , gr) � íåñîêðàòèìàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â A ∗B, òî λ(g1g2 . . . gr) = r.

Ñëåäñòâèå 5.2.1.10. [3, ñëåäñòâèå 4.1.4] Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðó-
ïïû A ∗B ñîïðÿæåí ñ ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç A èëè èç B.

Ñëåäñòâèå 5.2.1.11. [3, ñëåäñòâèå 4.1.5] Åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû A ∗ B, è ýëåìåíòû
a, ag îáà ëåæàò â A, òî g ∈ A. Â ÷àñòíîñòè, åñëè g /∈ A, òî Ag ∩ A = 1.

Ñëåäñòâèå 5.2.1.12. [3, ñëåäñòâèå 4.1.6] Ïóñòü U è V � òàêèå ýëåìåíòû ãðóïïû A∗B,
÷òî UV = V U . Òîãäà èëè U è V ëåæàò â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé ñ A èëè ñ
B, èëè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ U è V ðàâåí 1, òî îíè � ñòåïåíè
ïîäõîäÿùåãî ýëåìåíòà. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U, V 6= 1. Åñëè, äàëåå, V ëåæèò â
ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé ñî ñâîáîäíûì ìíîæèòåëåì, íàïðèìåð, â gA, òî V g ∈ A è V g 6= 1.
Òàê êàê V U = V , òî (V g)U

g
= V g ëåæèò â A. Ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ ug ∈ A è

ïîòîìó U ∈g A.
Èòàê, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà ýëåìåíòà èç A ∗ B êîììóòèðóþò è íè îäèí

èç íèõ íå ëåæèò â ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé ñ A èëè ñ B, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íåêî-
òîðîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî è âûáåðåì U è V òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
V áûë êîíòðïðèìåðîì ìèíèìàëüíîé ñëîãîâîé äëèíû. Äàëåå äëÿ ýëåìåíòà V âûáèðàåì
ýëåìåíò U òàêæå íàèìåíüøåé ñëîãîâîé äëèíû. Ïóñòü U = g1g2 . . . gr è V = h1 . . . hs �
íåñîêðàòèìûå çàïèñè ýëåìåíòîâ U è V ; òîãäà r > s.

Åñëè h1 è hs ëåæàò â îäíîì è òîì æå ñîìíîæèòåëå, òî ìû ìîæåì ñîêðàòèòü äëèíó
V ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì h1, ïîýòîìó îíè ëåæàò â ðàçíûõ ñîìíîæèòåëÿõ.
Åñëè h1 è gr ëåæàò â ðàçíûõ ñîìíîæèòåëÿõ ãðóïïû A ∗ B, òî UV = g1g2 . . . grh1h2 . . . hs
åñòü íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü ýëåìåíòà UV , îòêóäà λ(UV ) = r + s. Òàê êàê UV = V U , òî
λ(V U) = r+ s è ïîòîìó V U = h1h2 . . . hsg1g2 . . . gr åñòü íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü ýëåìåíòà V U .
Èç åäèíñòâåííîñòè íåñîêðàòèìîé çàïèñè ýëåìåíòà UV = V U â A ∗ B âûòåêàåò r > s è
UV −1 = g1g2 . . . gr−s, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, h1 è gr ëåæàò
â îäíîì ñîìíîæèòåëå. Òîãäà hs è gr ëåæàò â ðàçíûõ ñîìíîæèòåëÿõ. Ïðèìåíÿÿ ê V −1

ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå âíîâü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. �
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Îïðåäåëåíèå 5.2.1.13. [3, ñòð. 199] Íåñîêðàòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ g1, g2,
. . . , gr ãðóïïû A ∗ B íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîé, åñëè g1 è gr ëåæàò â ðàçíûõ
ñîìíîæèòåëÿõ ãðóïïû A ∗B.

Òåîðåìà 5.2.1.14. [3, òåîðåìà 4.2] Êàæäûé ýëåìåíò g ãðóïïû A∗B ñîïðÿæåí ñ ýëåìåí-
òîì g1 . . . gr, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g1, g2, . . . , gr öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìà. Áîëåå òîãî,
åñëè g1, g2, . . . , gr è h1, h2, . . . , hs � òàêèå äâå öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ÷òî ýëåìåíòû g1g2 . . . gr è h1h2 . . . hs ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè äðóã
äðóãà; åñëè æå r = 1, òî s = 1 è g1 è h1 ñîïðÿæåíû â îäíîì èç ñâîáîäíûõ ìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì è ìû åãî
çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. �

�2 Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé

Îïðåäåëåíèå 5.2.2.1. [3, ñòð. 208] Åñëè

G = 〈a1, . . . , an, b1, . . . , bm||R(aν), . . . , S(bµ), . . . , U1(aν) = V1(bµ), . . . , Uq(aν) = Vq(bµ)〉 (5.12)

è A′ � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â G ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, B
′ � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â

G ýëåìåíòàìè b1, . . . , bm, H
′ � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â A′ ýëåìåíòàìè U1(aν), . . . , Uq(aν),

K ′ � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â B′ ýëåìåíòàìè V1(bµ), . . . , Vq(bµ), òî G íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A′ è B′ ñ ïîäãðóïïàìè H ′, K ′, îáúåäèíåííûìè îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ Ui(aν) −→ Vi(bµ).

Òåîðåìà 5.2.2.2. [3, òåîðåìà 4.3] Ïóñòü A = 〈a1, . . . , an||R(aν), . . .〉, B = 〈b1, . . . , bm||
S(bµ), . . .〉 è G îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.12). Ïóñòü A′ � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïî-
ðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, à B

′ � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè
b1, . . . , bm. Òîãäà A ∼= A′ îòíîñèòåëüíî aν 7→ aν è B ∼= B′ îòíîñèòåëüíî bµ 7→ bµ â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îòîáðàæåíèå Ui(aν) −→ Vi(bµ) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ϕ
ìåæäó ïîäãðóïïîé H, ïîðîæäàåìîé â A ýëåìåíòàìè Ui(aν) è ïîäãðóïïîé K, ïîðîæäàå-
ìîé â B ýëåìåíòàìè Vi(bµ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ∼= A′ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ aν 7→ aν è
B ∼= B′ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ bµ 7→ bmu. Åñëè H ′ è K ′ � ïîäãðóïïû ãðóïïû G,
ïîðîæäåííûå â íåé ýëåìåíòàìè Ui(aν) è Vi(bµ) ñîîòâåòñòâåííî, òîH ∼= H ′ ïðè îòîáðàæåíèè
Ui(aν) −→ Ui(aν) è K ∼= K ′ ïðè îòîáðàæåíèè Vi(bµ) −→ Vi(bµ). Òàê êàê Ui(aν) −→ Vi(bµ) �
òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì H ′ íà K ′, òî ýòî æå îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ϕ
ãðóïïû H íà ãðóïïó K.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ui(aν) −→ Vi(bµ) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
ϕ : H −→ K. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ aν −→ aν è bµ −→ bµ èíäóöèðóþò ãîìîìîð-
ôèçìû A íà A′ è B íà B′ ñîîòâåòñòâåííî. Íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ãîìîìîðôèçìû â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè � íåëåãêàÿ çàäà÷à: äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó äëÿ ýëåìåíòîâ G. Ïîýòîìó ìû îòêëàäûâàåì çàâåðøåíèå äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû äî ëó÷øèõ âðåìåí. �
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
〈M〉 � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì M .∑

(
∑
) � ïðÿìàÿ (äåêàðòîâà) ñóììà.∏

(
∏
) � ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè K � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî K∗ è K+ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïà
êîëüöà K.

A[n] � ìíîæåñòâî âñåõ a ∈ A, äëÿ êîòîðûõ na = 0.
Â p-ãðóïïå G äëÿ ýëåìåíòà g ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h òàêîé, ÷òî hp

n
= g è íå ñóùåñòâóåò

ýëåìåíòà l òàêîãî, ÷òî lp
n+1

= g, òî n íàçûâàåòñÿ âûñîòîé ýëåìåíòà g.
Ñòðîêà

A1
ϕ1−→ A2

ϕ2−→ . . .
ϕn−1−→ An,

ãäå Ai � ãðóïïû, à ϕi � ãîìîìîðôèçìû, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè Im ϕi = Ker ϕi+1.
Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà, B � åå ïîäãðóïïà. Ïîäãðóïïà C ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ

B-âûñîêîé, åñëè C ∩B = 0, à äëÿ ëþáîé C ′ > C èìååì C ′ ∩B 6= 0.
e

6 � ýíäîìîðôíî äîïóñòèìà,
a

6 � àâòîìîðôíî äîïóñòèìà.
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