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Ãëàâà 1. Ëèíåéíûå ãðóïïû

�1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîëå è V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Îòîáðàæåíèå A âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v ∈ V è ëþáûõ ñêàëÿðîâ α, β ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(αu+ βv)A = α(uA) + β(vA).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V ÷åðåç M(V ). Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ìíîæåñòâî M(V ) îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, çàäàííîãî ïðàâèëîì u(A + B) = uA + uB, è
óìíîæåíèÿ, çàäàííîãî ïðàâèëîì u(A ·B) = (uA)B (ñóïåðïîçèöèÿ).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïîäìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé âM(V ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, îáîçíà÷àåòñÿ
GL(V ) è íàçûâàåòñÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé.

Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V , ïóñòü [A] � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â äàííîì áàçèñå.
Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ïðåîáðàçîâàíèþ åãî êîýôôèöèåíòû â äàííîì áàçèñå, ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì êîëüöà M(V ) íà êîëüöî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö Mn(F) ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ
F. Åãî îãðàíè÷åíèå íà ãðóïïó GL(V ) äàåò íàì èçîìîðôèçì ãðóïïû âñåõ îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé íà ãðóïïó âñåõ îáðàòèìûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n íàä ïîëåì F, îáîçíà÷àåìóþ GLn(F) è òàêæå
íàçûâàåìóþ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñòåïåíè n ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Fn äëèíû n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F,
êîòîðîå êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó V . Ïîòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ýëåìåíòû èç GL(V ) ñ ìàòðèöàìè èç GLn(F), ïðåäïîëàãàÿ áàçèñ e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V ôèêñèðîâàííûì
è ñîîòâåòñòâóþùèì êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ñòðîê â ïðîñòðàíñòâå Fn, ò. å. âåêòîð ei ñîîòâåòñòâóåò ñòðî÷êå ñ
åäèíèöåé íà ìåñòå i è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïîäãðóïïà G ãðóïïû GLn(F) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ãðóïïîé, à ïðîñòðàíñòâî V , íà
êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ G-ìîäóëåì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïîäïðîñòðàíñòâî W ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ G-ïîäìîäóëåì G-ìîäóëÿ V , åñëè
WG = {wg|w ∈W, g ∈ G} ⊆W .

Â äàëüíåéøåì, åñëè ïîíÿòíî î êàêîé ãðóïïå èäåò ðå÷ü, ìû áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î ìîäóëÿõ è ïîäìîäóëÿõ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G âñåãäà ñóùåñòâóþò äâà ïîäìîäóëÿ, à èìåííî V è {0}. Ýòè ïîäìî-
äóëè íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Âñå îñòàëüíûå ïîäìîäóëè íàçûâàþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè. Åñëè ãðóïïà G íå
èìååò íåòðèâèàëüíûõ ïîäìîäóëåé, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, à ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì
G-ìîäóëåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé è ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì.

Óïðàæíåíèå 1.1.6. Ïóñòü G ≤ GL(V ) è v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V . Âñåãäà ëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ìíîæåñòâà vG = {vg|g ∈ G} ÿâëÿåòñÿ G-ìîäóëåì? íåïðèâîäèìûì G-ìîäóëåì?

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ïîäìîäóëü U ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ïîäìîäóëÿ W , åñëè V = U ⊕ W
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäìîäóëåé U è W . Åñëè äëÿ ìîäóëÿ W ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèå, òî îí íàçûâàåòñÿ
äîïîëíèìûì. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìîé, åñëè êàæäûé G-ïîäìîäóëü äîïîëíèì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Åñëè R � íåêîòîðîå êîëüöî, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì F è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî α ∈ F è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ñïðàâåäëèâî

α(ab) = (αa)b = a(αb),

òî R íàçûâàåòñÿ F-àëãåáðîé.



2 ÃËÀÂÀ 1. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÃÐÓÏÏÛ

Î÷åâèäíî, ÷òî Mn(F) ÿâëÿåòñÿ F-àëãåáðîé ðàçìåðíîñòè n2. Åñëè ó íàñ åñòü ïîäãðóïïà G ãðóïïû GLn(F),
ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäàëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ãðóïïîé G, à èìåííî LF(G) = L(G) � ìíîæåñòâî F-ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç G. Êàê è äëÿ ãðóïïû G, äëÿ àëãåáðû L(G) ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðèâîäèìûé,
ïðèâîäèìûé è âïîëíå ïðèâîäèìûé ìîäóëè. Ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðà L(G) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, ïðèâî-
äèìîé è âïîëíå ïðèâîäèìîé, åñëè ìîäóëü, íà êîòîðîì îíà äåéñòâóåò ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, ïðèâîäèìûì
èëè âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Ëåììà 1.1.9. G-ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñîîòâ. ïðèâîäèìûì, âïîëíå ïðèâîäèìûì) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà V ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñîîòâ. ïðèâîäèìûì, âïîëíå ïðèâîäèìûì) 〈G 〉-
ìîäóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G ⊆ L(G), äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè W � ïðîèçâîëü-
íûé G-ïîäìîäóëü, òî î÷åâèäíî, ÷òî îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëþáîé F-ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
èç G. Äåéñòâèòåëüíî,

W (α1g1 + . . .+ αkgk) = W (α1g1) + . . .+W (αkgk) ⊆W + . . .+W = W.

Ñëåäîâàòåëüíî, W ÿâëÿåòñÿ òàêæå è L(G)-ïîäìîäóëåì.

Ïðèìåð 1.1.10. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñòåïåíè n � Symn. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è e1, . . . , en � íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòà-
íîâêà èç Symn, òî ìû ìîæåì çàäàòü äåéñòâèå σ íà áàçèñå e1, . . . , en ïðàâèëîì eiσ = eiσ è ïðîäîëæèòü åãî
ëèíåéíî íà âñå ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äåéñòâèå ãðóïïû Symn íà ïðîñòðàí-
ñòâå V . Â äàííîì áàçèñå â ìàòðèöå ýëåìåíòà σ â i-îé ñòðîêå ñòîèò 1 íà ìåñòå (i, iσ) è íóëè íà îñòàëüíûõ
ìåñòàõ. Òàêèå ìàòðèöû â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäñòàíîâî÷íûìè ìàòðèöàìè. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, äàííîå âëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü èçîìîðôíî âëîæåíà â îáùóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F.

Óïðàæíåíèå 1.1.11. Íàéòè âñå íåïðèâîäèìûå ïîäìîäóëè ãðóïïû Symn èç ïðèìåðà 1.1.10 (ðàññìîòðåòü
ïîëÿ êàê íóëåâîé, òàê è ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè). Âñåãäà ëè ãðóïïà Symn áóäåò âïîëíå ïðèâîäèìîé?

Ïðèìåð 1.1.12. Ïóñòü òåïåðü S � ãðóïïà ïîäñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà è H � ïîäãðóï-
ïà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â GLn(F). Òîãäà S íîðìàëèçóåò H è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ãðóïïóM = HhS.
Ïîäãðóïïà M íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn(F) è ñîñòîèò èç ìàòðèö, ó êîòîðûõ â êàæ-
äîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû G â ëèíåéíóþ ãðóïïó GLn(F) íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íàä ïîëåì F. Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà
òðèâèàëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü Fn = V íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. Ïóñòü R � êîëüöî è F � åãî ïîäïîëå, ëåæàùåå â öåíòðå êîëüöà R. Òîãäà R ìîæíî
ðàññìîòðåòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è ÷åðåç [R : F] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòü ýòîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.15. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, R � êîëüöî. Òîãäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êîëüöî RG,
ñîñòîÿùàÿ èç ñóìì âèäà ∑

g∈G
rgg,

ãäå rg ∈ R. Êîëüöî RG íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì êîëüöîì. Åñëè R � ïîëå, òî êîëüöî RG ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîâîé
àëãåáðîé íàä ïîëåì R.

Îïðåäåëåíèå 1.1.16. Ïóñòü V ∗ � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V → F. Òîãäà V ∗ íàçûâàåòñÿ äóàëü-
íûì ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî îïðåäåëèì e∗i ïî ïðàâèëó

ej · e∗i =
{

1 åñëè i = j,
0 åñëè i 6= j.

Ôóíêöèè e∗i îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V
∗, íàçûâàåìûé äóàëüíûì áàçèñîì. Â ÷àñòíîñòè V ' V ∗.

Óïðàæíåíèå 1.1.17. Ïóñòü G � àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F) è ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò G-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1, â ÷àñòíîñòè, àáåëåâà ãðóïïà íåïðè-
âîäèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà n = 1.
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�2 Òåîðåìû Øóðà è Ìàøêå

Òåîðåìà 1.2.1. (Ëåììà Øóðà) Åñëè A � íåêîòîðàÿ F-àëãåáðà è V � íåïðèâîäèìûé A-ìîäóëü, òî öåí-
òðàëèçàòîð àëãåáðû A â M(V ) (CM(V )(A)) � òåëî. Çäåñü

CM(V )(A) = {x ∈ M(V )| äëÿ âñåõ a ∈ A, ñïðàâåäëèâî xa = ax}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ CM(V )(A) è ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî W = {v ∈ V |vx = 0} ïðîñòðàíñòâà
V . Èìååì 0 = w(xa) = w(ax) = (wa)x äëÿ ëþáîãî w ∈ W è ëþáîãî a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, W ÿâëÿåòñÿ A-
ïîäìîäóëåì. Ïîñêîëüêó àëãåáðà A íåïðèâîäèìà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî W = {0}, ëèáî W = V . Â ïåðâîì
ñëó÷àå x îáðàòèì, âî âòîðîì x = 0.

Ëåììà 1.2.2. Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è G � íåïðèâîäèìàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, òî

CGL(V )(G) = Z(GL(V )) = F∗E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ CGL(V )(G). Òàê êàê ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé
âåêòîð v ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì α äëÿ x. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vα = {v ∈ V |vx = αv} ïðîñòðàíñòâà
V . Òîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ G è ëþáîãî x ∈ Vα ñïðàâåäëèâî αvg = v(xg) = v(gx) = (vg)x, ò. å. Vα ÿâëÿåòñÿ
G-ïîäìîäóëåì. Òàê êàê ãðóïïà G íåïðèâîäèìà è Vα 6= {0}, ïîëó÷àåì Vα = V , ò. å. x � ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà.

Óïðàæíåíèå 1.2.3. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ëåììû 1.2.2 åñëè ïîëå F íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì?

Òåîðåìà 1.2.4. (Òåîðåìà Ìàøêå) Åñëè G ≤ GLn(F) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è (|G|, char(F)) = 1 èëè char(F) = 0,
òî ãðóïïà G âïîëíå ïðèâîäèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüW � íåêîòîðûé G-ïîäìîäóëü â V è U0 � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
V òàêîå, ÷òî V = W ⊕U0. Ïóñòü ϕ � ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâîW ïàðàëëåëüíî U0, ò. å. åñëè v = w+u0 �
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà v â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç W è U0, òî vϕ = w. ßñíî, ÷òî ϕ � ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå ϑ : V →W ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vϑ =
1
|G|

∑
g∈G

((vg)ϕ)g−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ϑ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî h ∈ G èìååì

(vh)ϑ =
1
|G|

∑
g∈G

((vhg)ϕ)g−1 =
1
|G|

∑
g∈G

((vhg)ϕ)(hg)−1h = (vϑ)h.

Åñëè w ∈ W , òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì wg ∈ W , ñëåäîâàòåëüíî, (wg)ϕ = wg è wϑ = w. Ïîñêîëüêó äëÿ
ëþáîãî v ∈ V è ëþáîãî h ∈ G ñïðàâåäëèâî (vh)ϑ = (vϑ)h, òî U = Ker(ϑ) (ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ θ) � ýòî
G-ïîäìîäóëü ìîäóëÿ V . Èìååì òàêæå vϑ ∈W , çíà÷èò, (vϑ)ϑ = vϑ è (v− vϑ)ϑ = vϑ− vϑ = 0. Òàêèì îáðàçîì,
v = vϑ+ (v − vϑ) ∈W + U è V = W + U . Î÷åâèäíî, ÷òî U ∩W = {0}, ïîòîìó V = U ⊕W , ò. å. G-ïîäìîäóëü
W äîïîëíèì.

Óïðàæíåíèå 1.2.5. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Âñåãäà ëè äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò òî÷íîå íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå G→ GL(V ), ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C

Òåîðåìà 1.2.6. Åñëè G � ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñ ìîäóëåì V , òî ìîäóëü V âïîëíå ïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà V ïîðîæä¼í ñâîèìè íåïðèâîäèìûìè ïîäìîäóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V =
∑
α Vα, ãäå Vα � íåïðèâîäèìûå G-ïîäìîäóëè. Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü W

ìîäóëÿ V . Ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ V êîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü U ,
÷òî W ∩ U = {0}. Åñëè W + U 6= V , ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò Vα 6≤ W + U . Ïîñêîëüêó ïîäìîäóëü Vα
íåïðèâîäèì, òî (W +U)∩Vα = {0}. Òîãäà W ∩ (U +Vα) = {0}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè U . Çíà÷èò,
U +W = V .

Îáðàòíî, ïóñòü ìîäóëü V âïîëíå ïðèâîäèì è S � ñóììà âñåõ åãî íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäóëåé. Â ñèëó
ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè ìîäóëÿ V , èìååì V = S ⊕ T . Åñëè T 6= {0}, òî T ñîäåðæèò íåïðèâîäèìûé ïîäìîäóëü,
ò. å. S ∩ T 6= {0}.
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Ëåììà 1.2.7. Ïóñòü G � ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñ ìîäóëåì V è V =
∑
α Vα, ãäå âñå ïîäìîäóëè Vα íåïðèâîäèìû.

Òîãäà V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðûõ èç Vα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ V ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìîé ñóììîé
íåêîòîðûõ èç Vα. Åñëè S 6= V , òî ñóùåñòâóåò Vβ òàêîé, ÷òî Vβ 6≤ S. Òîãäà Vβ∩S ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì è Vβ∩S =
{0} ââèäó íåïðèâîäèìîñòè Vβ . Ñëåäîâàòåëüíî, S1 = S ⊕ Vβ � ýòî ïîäìîäóëü ìîäóëÿ V , ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìîé
ñóììîé íåêîòîðûõ èç Vα è dimS1 > dimS. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìû âûáðàëè S
ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, S = V .

�3 Ïðèìèòèâíîñòü, òåîðåìà Êëèôôîðäà

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ãðóïïó G, äåéñòâóþùóþ íà V . Åñëè ñóùåñòâóþò ïîäïðîñòðàí-
ñòâàW1, . . . ,Wk (k > 1) ïðîñòðàíñòâà V òàêèå, ÷òî V = ⊕ki=1Wi è äëÿ ëþáîãî g ∈ G, äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k}
ñóùåñòâóåò òàêîå j ∈ {1, . . . , k}, ÷òî Wig = Wj , òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé è W1, . . . ,Wk íà-
çûâàåòñÿ ñèñòåìîé èìïðèìèòèâíîñòè. Åñëè òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íå ñóùåñòâóåò, òî ìîäóëü V è ãðóïïà G
íàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè.

Åñëè ëèíåéíàÿ ãðóïïà G èìïðèìèòèâíà èW1, . . . ,Wk � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè, ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ïîäãðóïïû Hi = StG(Wi) = {x ∈ G|Wix = Wi}, íàçûâàåìûå ñòàáèëèçàòîðàìè ïîäïðîñòðàíñòâ Wi.
ßñíî, ÷òî Hi|Wi = Gi ≤ GL(Wi) = GLn/k(F). Åñëè ãðóïïà G íåïðèâîäèìà, çíà÷èò, G äåéñòâóåò òðàíçèòèâ-
íî íà ìíîæåñòâå W1, . . . ,Wk, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû g1 = e, g2, . . . , gk òàêèå, ÷òî W1gi = Wi.
Î÷åâèäíî, ÷òî {g1, . . . , gk} � òðàíñâåðñàëü (ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ) ïîäãðóïïû H1 â G.

Ëåììà 1.3.2. Åñëè G � ëèíåéíàÿ íåïðèâîäèìàÿ èìïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà ñ ñèñòåìîé èìïðèìèòèâíîñòè
W1, . . . ,Wk, òî ãðóïïû Gi, îïðåäåë¼ííûå âûøå, íåïðèâîäèìû äëÿ âñåõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R1 � íåêîòîðûé G1-ïîäìîäóëü âW1. Ðàññìîòðèì R = R1g1+ . . .+Rkgk. Î÷åâèäíî,
÷òî R ÿâëÿåòñÿ G-ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ V . Íî ãðóïïà G íåïðèâîäèìà, çíà÷èò, R = {0} èëè R = V . Â ïåðâîì
ñëó÷àå R1 = {0}, âî âòîðîì ñëó÷àå R1 = W1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G íåïðèâîäèìà è èìïðèìèòèâíà. Åñëè G1 òàêæå èìïðèìèòèâíà è W1,1, . . . ,
W1,m � å¼ ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè, çíà÷èò, W1,1, . . . ,Wk,m � ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè ãðóïïû G. Çäåñü
Wi,j = W1,jgi. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ G. Òîãäà Wi,jg = W1,jgig = W1,jhgl äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H1 è
l ∈ {1, . . . , k}. Ñëåäîâàòåëüíî, Wi,jg = W1,tgl = Wl,t. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1.3.3. Ïóñòü G � ëèíåéíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ (ìèíèìàëüíàÿ) ñè-
ñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè, ÷òî âñå ãðóïïû Gi, îïðåäåë¼ííûå âûøå, ïðèìèòèâíû.

Òåîðåìà 1.3.4. (Òåîðåìà Êëèôôîðäà) Ïóñòü H �G è G � íåïðèâîäèìàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñ ìîäóëåì V .
Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé H-ïîäìîäóëü W . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) V = ⊕ki=1Wi, ãäå Wi � íåïðèâîäèìûå H-ïîäìîäóëè (â ÷àñòíîñòè, H âïîëíå ïðèâîäèìà).

(á) Êàæäûé èç Wi èìååò âèä Wi = Wgi äëÿ íåêîòîðîãî gi ∈ G.

(â) Ðàññìîòðèì V êàê H-ìîäóëü. Åñëè Vj , j = 1, . . . ,m,m 6 k � ïîäìîäóëè, ïîðîæä¼ííûå èçîìîðôíûìè
H-ïîäìîäóëÿìè, òî {Vj} � ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè ãðóïïû G

Äîêàçàòåëüñòâî. (à), (á) Î÷åâèäíî, ÷òî
∑
g∈GWg ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì G-ïîäìîäóëåì, ñëåäîâàòåëüíî,

V =
∑
g∈GWg. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî g, ìîäóëü Wg ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì H-ïîäìîäóëåì. Â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 1.2.7, V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðûõ èç Wg.
(â) Ðàññìîòðèì V1 = W1⊕. . .⊕Wl, ãäå V1 �H-ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé âñåìèH-ïîäìîäóëÿìè, èçîìîðôíûìè

W1 (èçîìîðôíûìè êàê H-ìîäóëè). Åñëè R ≤ V è R ' W1 (êàê H-ìîäóëü), òî R ≤ V1 ïî ïîñòðîåíèþ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè R1 ' R2 è g ∈ G, òî R1g ' R2g. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ϕ : R1 → R2 òàêîé, ÷òî r

ϕ
1 = r2 è (r1h)ϕ = r2h äëÿ ëþáûõ r1 ∈ R1, h ∈ H è ïîäõîäÿùåãî r2 ∈ R2. Îïðåäåëèì

ϕg : R1g → R2g ïðàâèëîì (r1g)ϕg = r2g. Èìååì

((r1g)h)ϕg = ((r1hg)g)ϕg = (r2hg)g = (r2g)h.

Äàëåå ðàññìîòðèì V1g, ãäå g ∈ G. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå è ïîñêîëüêóW1 ≤ V1, ñëåäîâàòåëüíî,W1g ≤ V1g.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 f 6 m, H-ìîäóëü Vf ñîäåðæèò W1g, òî V1g ≤ Vf . Â ñèëó ñèììåòðèè
Vfg

−1 ≤ V1, ñëåäîâàòåëüíî, V1g = Vf .
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Óïðàæíåíèå 1.3.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìîíîìèàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(C), ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 1.1.11,
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé è íàéòè ñèñòåìó èìïðèìèòèâíîñòè ýòîé ïîäãðóïïû.

�4 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè êîëåö

Ââèäó ëåììû 1.1.9 ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè ãðóïïàìè è àëãåáðàìè, ïîðîæä¼ííûìè
ýòèìè ãðóïïàìè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè êîëåö, êîòîðûå áóäåì
íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïàðàãðàôà ìîæ-
íî íàéòè â [7, ��23�26]. Âåçäå â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî R � íåêîòîðîå ïîäêîëüöî â Mn(F) äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëÿ F, ò. å. R ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé F-àëãåáðîé, è Fn � íåêîòîðûé R-ìîäóëü.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ýëåìåíò x àëãåáðû R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè xn = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-
ðàëüíîãî n. Èäåàë J àëãåáðûR íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè Jn = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n (ò. å. ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ n ýëåìåíòîâ èäåàëà J ðàâíî 0). Ýëåìåíò a 6= 0 àëãåáðû R íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè a2 = a.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðà R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè èëè óñëîâèþ
îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé, åñëè ëþáàÿ óáûâàþùàÿ öåïü ïðàâûõ èäåàëîâ I1 ≥ I2 ≥ . . . íà íåêîòîðîì øàãå
ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Òåîðåìà 1.4.3. [7, Òåîðåìà (24.2)] Â àëãåáðå R ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè êàæäûé íåíèëüïîòåíòíûé
ïðàâûé èäåàë I ñîäåðæèò èäåìïîòåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî íåíèëüïîòåíòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R, ñîäåðæàùèõñÿ â èäåàëå I íåïó-
ñòî (îíî ñîäåðæèò I), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé íåíèëüïîòåíòíûé ïðàâûé èäåàë I1, ñîäåðæà-
ùèéñÿ â I. Òîãäà I2

1 ⊆ I1 è, òàê êàê I1 íåíèëüïîòåíòíûé è ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë, I
2
1 = I1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåõ ïðàâûõ èäåàëîâ L êîëüöà R, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

(1)LI1 6= {0},

(2)L ⊆ I1.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M íåïóñòî (I1 ∈ M), ìû ìîæåì âûáðàòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò L1 ∈ M . Ïîñêîëüêó
L1I1 6= {0}, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ L1, ÷òî xI1 6= {0}. Ïîñêîëüêó èäåàë L1 ìèíèìàëåí è xI1 � ïðàâûé
èäåàë êîëüöà R, òî xI1 = L1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ I1, ÷òî x = xa = xa2 = . . .. Òàêèì
îáðàçîì, I1 ñîäåðæèò íåíèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò a è x(a2 − a) = 0. Ïóñòü

N = {u ∈ I1|xu = 0} ⊆ I1.

Òàê êàê xI1 = L1 6= {0}, òî N 6= I1 è, ñëåäîâàòåëüíî, N � íèëüïîòåíòíûé èäåàë êîëüöà R. Ïîëîæèì òåïåðü
n1 = a2−a ∈ N . Åñëè n1 = 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Ïóñòü n1 6= 0 è a1 = a+n1− 2an1 ∈ I1. Ýëåìåíòû a1, a, n1

êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó åñëè a1 íèëüïîòåíòåí, òî íèëüïîòåíòåí òàêæå ýëåìåíò a = a1 − n1 +
2an1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò a1 ∈ I1 íåíèëüïîòåíòåí. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

n2 = a2
1 − a1 = 4n3

1 − 3n2
1 = n2

1(4n1 − 3).

Ýëåìåíò n2 íèëüïîòåíòåí, êîììóòèðóåò ñ a1 è ñîäåðæèò ýëåìåíò n
2
1 â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ. Ïîâòîðÿÿ óêàçàí-

íóþ âûøå ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷àåì íàáîð íåíèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ai ñ óñëîâèåì, ÷òî a
2
i − ai ñîäåðæèò

ýëåìåíò n2i

1 â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ. Òàê êàê ýëåìåíò n1 íèëüïîòåíòåí, ïîëó÷àåì a2
i − ai = 0 äëÿ íåêîòîðî-

ãî i.

Ëåììà 1.4.4. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà íèëüïîòåíòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüN1 èN2 � íèëüïîòåíòíûå ïðàâûå èäåàëû êîëüöà R. ÑóììàN1+N2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâûì èäåàëîì. Ïóñòü Nn

1 = Nm
2 = {0}. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èäåàëà (N1 + N2)n+m ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ïðîèçâåäåíèé âèäà
(x1 + y1) · (x2 + y2) · . . . · (xn+m + yn+m).

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ìû ïîëó÷èì ñóììó âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ èç N1 è N2 äëèíû n+m.
ÏîñêîëüêóN1 èN2 � ïðàâûå èäåàëû, ýëåìåíòû âèäà xiyj ëåæàò âN1, à ýëåìåíòû âèäà yjxi ëåæàò âN2. Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäîì èç ïðîèçâåäåíèé ïðèñóòñòâóåò ëèáî ïðîèçâåäåíèå n ýëåìåíòîâ èç N1, ëèáî ïðîèçâåäåíèå
m ýëåìåíòîâ èç N2. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ïðîèçâåäåíèé ðàâíî íóëþ, ò. å. (N1 +N2)n+m = {0}. Èíäóêöèÿ
ïî ÷èñëó ñëàãàåìûõ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Òåîðåìà 1.4.5. [7, Òåîðåìà (24.4)] Â àëãåáðå R ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ñóììà âñåõ íèëüïîòåíòíûõ
ïðàâûõ èäåàëîâ îáðàçóåò íèëüïîòåíòíûé äâóñòîðîííèé èäåàë J(R), íàçûâàåìûé ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà
àëãåáðû R èëè ïðîñòî ðàäèêàëîì (â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå). Ðàäèêàë J(R) ñîäåðæèò òàêæå è âñå ëå-
âûå íèëüïîòåíòíûå èäåàëû, à ôàêòîð-àëãåáðà R/J(R) íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ íèëüïîòåíòíûõ
èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî J(R) � ïðàâûé èäåàë êîëüöà R. Åñëè J(R) íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì,
òî ïî òåîðåìå 1.4.3 îí äîëæåí ñîäåðæàòü èäåìïîòåíò e. Íî òîãäà ýëåìåíò e ïðèíàäëåæèò ñóììå êîíå÷íîãî
÷èñëà íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ è ïîòîìó, ïî ëåììå 1.4.4, íèëüïîòåíòåí, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, J(R)
íèëüïîòåíòåí.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóñòîðîííèé èäåàë RJ(R). Äëÿ êàæäîãî i ñïðàâåäëèâî

(RJ(R))i = R(J(R)R)(J(R)R) . . . (J(R)R)J(R) ≤ RJ(R)i.

Ïîýòîìó RJ(R) � íèëüïîòåíòíûé ëåâûé èäåàë è, çíà÷èò, RJ(R) ≤ J(R). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî,
ïîýòîìó RJ(R) = J(R), ò. å. J(R) ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì êîëüöà R.

Íàêîíåö, ëþáîé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R/J(R) ïðåäñòàâèì â âèäå I/J(R), ãäå I � ïðàâûé èäåàë êîëüöà R.
Åñëè èäåàë (I/J(R)) íèëüïîòåíòåí â êîëüöå R/J(R), òî òîãäà èäåàë I íèëüïîòåíòåí â R, ò. å. I ≤ J(R).

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Êîëüöî R ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè J(R) = {0}.

Ïóñòü êîëüöî R ïîëóïðîñòî è L � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R (ïî âêëþ÷åíèþ). Â ñèëó òåîðåìû
1.4.3, ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò e ∈ L. Òîãäà eR � ïðàâûé èäåàë êîëüöà R è eR ≤ L. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè
èäåàëà L ïîëó÷àåì, ÷òî eR = L. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èäåìïîòåíò e ïîðîæäàåò èäåàë L. Ïóñòü òåïåðü

L′ = (1− e)R = {x ∈ R|ex = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî L ∩ L′ = {0}. Êðîìå òîãî, òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò x èç R ïðåäñòàâèì â âèäå

x = ex+ x− ex = ex+ (1− e)x,

òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî R = L ⊕ L′. Äàëåå ìû ìîæåì âûáðàòü ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäåàë L1 ≤ L′ êîëüöà R.
Äëÿ ñóììû L⊕L1 ñóùåñòâóåò ëåâûé èäåàë L

′′ òàêîé, ÷òî L′′⊕(L⊕L1) = R. Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ìû
ïîëó÷àåì öåïî÷êó èäåàëîâ R ≥ L′ ≥ L′′ ≥ . . .. Ïîñêîëüêó êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè,
äàííàÿ öåïî÷êà íà íåêîòîðîì øàãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì öåïî÷êè äîëæåí áûòü
{0}, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû ïîâòîðèòü øàã è ïîëó÷èòü ïðîäîëæåíèå öåïî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.4.7. Ïóñòü R � ïîëóïðîñòîå êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëî-
æåíèå R = L1⊕ . . .⊕Lk êîëüöà R â ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò
òàêèå èäåìïîòåíòû e1, . . . , ek, ÷òî Li = eiR äëÿ âñåõ i è eiej = 0 ïðè i 6= j.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü L = eR � ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäåàë
êîëüöà R, ïîðîæä¼ííûé èäåìïîòåíòîì e. Òîãäà ex = x äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Îïðåäåëåíèå 1.4.8. Èäåìïîòåíòû {e1, . . . , en}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ eiej = 0 ïðè i 6= j íàçûâàþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè.

Ëåììà 1.4.9. Ìèíèìàëüíûå ïðàâûå èäåàëû L è L′ èçîìîðôíû (êàê ïðàâûå R-ìîäóëè) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà L′ = a′L äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a′ ∈ L′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L′ = a′L, òî ñîîòâåòñòâèå ϕ : x 7→ a′x áóäåò R-èçîìîðôèçìîì L íà L′. Ly = {x ∈
L|a′(x − y) = 0} � ýòî ïðàâûé èäåàë â L è ïîòîìó îí ëèáî íóëåâîé, ëèáî ñîâïàäàåò ñ L. Ñîâïàäàòü ñ L
îí íå ìîæåò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå a′L = {0}, ñëåäîâàòåëüíî, Ly = {0} äëÿ ëþáîãî y ∈ L, îòêóäà ñëåäóåò
èíúåêòèâíîñòü. Ñþðúåêòèâíîñòü íàì äàíà ïî óñëîâèþ, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Äàëåå
(x+ y)ϕ = a′(x+ y) = a′x+ a′y = xϕ+ yϕ è (xr)ϕ = axr′ = ϕ(x)r.

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : L → L′. Òîãäà (ex)ϕ = (e)ϕx äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ R.
Åñëè x ∈ L, òî â ñèëó äîêàçàííîãî ðàíåå x = ex è xϕ = ax, ãäå a = eϕ.

Ñëåäñòâèå 1.4.10. L ' L′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L′L = L′.
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Îïðåäåëåíèå 1.4.11. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ äâóñòîðîííèõ
èäåàëîâ.

Òåîðåìà 1.4.12. Ïóñòü R � ïîëóïðîñòîå êîëüöî, à L � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë ýòîãî êîëüöà. Ñóì-
ìà BL âñåõ ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R, èçîìîðôíûõ èäåàëó L, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîëüöîì è
äâóñòîðîííèì èäåàëîì êîëüöà R. Áîëåå òîãî, êîëüöî R ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ BL, ãäå L
ïðîáåãàåò ïîëíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ ýòîãî êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è L′ � ìèíèìàëüíûå ïðàâûå èäåàëû êîëüöà R. Åñëè L 6' L′, òî ïî ñëåäñòâèþ
1.4.10 èìååì L′BL = BLL

′ = {0}. Åñëè æå L ' L′, òî L′ ≤ BL è L′BL, BLL
′ ≤ BL. Ïîñêîëüêó êîëüöî R

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî BL � äâóñòîðîííèé èäåàë
êîëüöà R è òîò ôàêò, ÷òî êîëüöî R ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ BL. Çàìåòèì, ÷òî BLBL′ = {0}
åñëè èäåàëû L è L′ íåèçîìîðôíû. Ïîòîìó ëþáîé äâóñòîðîííèé èäåàë â BL ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì
êîëüöà R. Íî BL íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ êîëüöà R ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
BL íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ, ò. å. ïðîñòîå êîëüöî.

Òåîðåìà 1.4.13. Ïðàâûé èäåàë L ïîëóïðîñòîãî êîëüöà R, ïîðîæä¼ííûé èäåìïîòåíòîì e, ìèíèìàëåí â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà eRe � òåëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî eRe � íåíóëåâîå ïîäêîëüöî êîëüöà R ñ åäèíèöåé e. Åñëè x � íåîáðàòèìûé
(ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíò êîëüöà eRe, òî xeRe � ñîáñòâåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà eRe. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â òåëå íå ñîäåðæèòñÿ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî eRe íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
ïðàâûõ èäåàëîâ.

Ïóñòü L1 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ïðàâûé èäåàë êîëüöà eRe. Òîãäà

L1R ≤ eReR ≤ eR = L

è, ñëåäîâàòåëüíî, L1R = L. Òàê êàê èäåìïîòåíò e ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé åäèíèöåé êîëüöà eRe, òî

eRe = Le = L1Re = L1eRe ≤ L1,

îòêóäà L1 = eRe. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîëüöå eRe íåò ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ è îíî ÿâëÿåòñÿ òåëîì.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èäåàë L íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Òàê êàê ïðàâûé R-ìîäóëü R âïîëíå

ïðèâîäèì, òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå L = L2 ⊕ L3, ãäå L2, L3 � íåíóëåâûå ïðàâûå èäåàëû êîëüöà R. Òîãäà
e = e2 + e3 � ïðåäñòàâëåíèå èäåìïîòåíòà e â âèäå ñóììû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ. ßñíî, ÷òî
e2, e3 ∈ eRe, ò. å. eRe ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ è íå ìîæåò áûòü òåëîì.

Òåîðåìà 1.4.14. (òåîðåìà ïëîòíîñòè) Ïóñòü R � êîëüöî è V � òî÷íûé íåïðèâîäèìûé R-ìîäóëü ðàç-
ìåðíîñòè n íàä òåëîì B = CM(V )(R). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ v1, . . . , vk è ëþáûõ w1, . . . , wk
ñóùåñòâóåò r ∈ R ïåðåâîäÿùèé vi â wi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V è w ∈ V \ U , òî ñóùåñòâóåò r ∈ R òàêîé, ÷òî Ur = {0} è wr 6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âñåãäà ìîæíî îòûñêàòü òàêîé ýëåìåíò r. Òîãäà wrR 6= {0} è â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè
ìîäóëÿ V , ñïðàâåäëèâî wrR = V . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì íàéòè òàêîé ýëåìåíò s ∈ R, ÷òî wrs � ëþáîé
íàïåðåä çàäàííûé ýëåìåíò èç V , â òî âðåìÿ êàê Urs = {0}. Åñëè äàíû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû
v1, . . . , vk ∈ V è ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû w1, . . . , wk ∈ V , òî ìû ìîæåì íàéòè ýëåìåíòû ri, si ∈ R äëÿ êîòîðûõ
virisi = wi è vjrisi = 0 äëÿ âñåõ j 6= i. Òîãäå ýëåìåíò r = r1s1 + . . .+ rksk ïåðåâîäèò vi â wi.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V è w ∈ V \U , òî ñóùåñòâóåò òàêîé r ∈ R,
÷òî Ur = {0}, à wr 6= 0. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà U .

Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, åñëè dimU = 0, ò. å. U = {0}. Ïóñòü U = U0 + uB, ãäå dimU0 = dimU − 1 è
u ∈ U \ U0. Ïóñòü A(U0) = {r ∈ R|U0r = {0}}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî x 6∈ U0 ñóùåñòâóåò
òàêîé r ∈ A(U0), ÷òî xr 6= {0}, ò. å. xA(U0) = {0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ U0.

Ìíîæåñòâî A(U0) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èäåàëîì â R, è òàê êàê u 6∈ U0, òî uA(U0) 6= {0}. Òàê êàê uA(U0) �
ïîäìîäóëü ìîäóëÿ V , òî uA(U0) = V . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ V \ U òàêîé, ÷òî èç ðàâåíñòâà
Ur = {0} ñëåäóåò xr = 0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå τ : V → V , ïîëàãàÿ vτ = xa äëÿ ëþáîãî v ∈ V , åñëè
v = ua, ãäå a ∈ A(U0). ßñíî, ÷òî τ ñîõðàíÿåò ëèíåéíîñòü. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî 0τ = 0. Ïóñòü v = 0 = ua. Òîãäà Ua = {0}, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ ýëåìåíòà x, xa = 0.
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Äàëåå, åñëè v = ua, ãäå a ∈ A(U0), òî äëÿ ëþáîãî r ∈ R èìååì vr = (ua)r = u(ar), ãäå ar ∈ A(U0).
Ñëåäîâàòåëüíî, (vr)τ = x(ar) = (xa)r = (vτ)r. Îòñþäà τ ∈ B = CM(V )(R). Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ A(U0) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ xa = (ua)τ = (uτ)a, (x − uτ)a = 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âëå÷¼ò, ÷òî x− uτ ∈ U0, ò. å.

x ∈ U0 + uτ ⊆ U0 + uB = U.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.4.15. (Âåääåðáåðí) Ïóñòü A � ïðîñòîå êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä òåëîì B, ÷òî A ' M(V ) ' Mn(B). Ðàçìåðíîñòü
n = dimV è òåëî B îïðåäåëÿþòñÿ êîëüöîì A îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = eA � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà A è AL � êîëüöî ýíäîìîðôèç-
ìîâ àääèòèâíîé ãðóïïû èäåàëà V , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì äëÿ ëþáîãî a ∈ A îòîáðàæåíèå aL � ýòî ïðàâîå
óìíîæåíèå: aL : v → va, v ∈ V . Îòîáðàæåíèå a → aL � ýòî ãîìîìîðôèçì êîëüöà A, ÿäðî êîòîðîãî � ýòî
äâóñòîðîííèé èäåàë â A. Ïîñêîëüêó A ïðîñòîå, ïîëó÷àåì, ÷òî A ' AL.

Òàê êàê A-ìîäóëü V íåïðèâîäèì, òî ïî ëåììå Øóðà 1.2.1, B = CM(V )(A) � òåëî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
λ ∈ B êàê ëåâûå âåêòîðíûå îïåðàòîðû íà V . Òîãäà V ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåëîì
B è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà aL ∈ AL ñïðàâåäëèâî (λv)aL = λ(vaL), ãäå v ∈ V è λ ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî,

M(V ) ' Mn(B), ãäå n = dim(V ) íàä òåëîì B. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî A èçîìîðôíà íåêîòîðîìó
ïîäêîëüöó êîëüöà M(V ) ' Mn(B). Ðàâåíñòâî A = M(V ) ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû ïëîòíîñòè 1.4.14.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ è òåëî îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ' Mn(∆) äëÿ íåêîòîðîãî òåëà ∆. Òîãäà, ââèäó 1.4.12 âñå ìèíèìàëüíû-
åïðàâûå èäåàëû êîëüöà A èçîìîðôíû, îíè èçîìîðôíû V = eA ñ îäíîé ñòîðîíû è èçîìîðôíû ìíîæåñòâó
ìàòðèö ñ íåíóëåâîé ïåðâîé ñòðîêîé è íóëÿìè íà âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïðè ýòîì òåëî
D ' eAe ' ∆, îòêóäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü.

�5 Ñëåäñòâèÿ äëÿ ïîëóïðîñòûõ êîëåö.

Âåçäå â äàííîì ïàðàãðàôå R � ýòî êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè è ñîäåðæàùåå 1.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïóñòü R � íåêîòîðîå êîëüöî è Hom(R,R) � ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ àääèòèâíîé
ãðóïïû êîëüöà R â ñåáÿ. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü âëîæåíèå ϕ : R → Hom(R,R), çàäàííîå ïðàâèëîì: äëÿ
ëþáûõ s, r ∈ R, ñïðàâåäëèâî s(rϕ) = sr. Êîëüöî R, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïðàâûé R-ìîäóëü áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
RR, âëîæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì êîëüöà R. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîå
ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå è ëåâûé R-ìîäóëü RR.

Òåîðåìà 1.5.2. Êîëüöî R ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè è åäèíèöåé ïîëóïðîñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìîäóëü RR âïîëíå ïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíàÿ ïðèâîäèìîñòü ìîäóëÿ RR äëÿ ïîëóïðîñòîãî êîëüöà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4.7.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäóëü RR âïîëíå ïðèâîäèì. Ïóñòü N = J(R) � ðàäèêàë êîëüöà R. Òîãäà N
ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ RR, ñëåäîâàòåëüíî, R = N ⊕N ′, ãäå N ′ � ïðàâûé èäåàë êîëüöà R. Ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå 1 = x + x′, ãäå x ∈ N , x′ ∈ N ′. Òîãäà x − x2 = x′ − x′2 ∈ N ∩ N ′ = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,
x = x2 = . . . = 0. Çíà÷èò, x′ = 1 ∈ N ′ è N ′ = R.

Òåîðåìà 1.5.3. Êîëüöî R ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè è åäèíèöåé ïîëóïðîñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäûé R-ìîäóëü âïîëíå ïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ïðåäûäóùåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé R-ìîäóëü M ïîëóïðîñòîãî
êîëüöà R âïîëíå ïðèâîäèì. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå 1 = e1 + e2 + . . . + ek â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíûõ
èäåìïîòåíòîâ, ãäå eiR � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë äëÿ êàæäîãî i. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M =
∑
m∈M

k∑
i=1

m(eiR).

Î÷åâèäíî,meiR� ïîäìîäóëü ìîäóëÿM äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàm ∈M . Çàäàäèì R-ãîìîìîðôèçì eiR→ meiR
ïðàâèëîì eix 7→ meix. Òàê êàê eiR � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë, òî ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ðàâíî {0} èëè
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eiR. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìîäóëü meiR èëè íåïðèâîäèì, èëè ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëüM ïîðîæä¼í
íåïðèâîäèìûìè ïîäìîäóëÿìè, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1.2.6, ìîäóëü M âïîëíå ïðèâîäèì.

Ëåììà 1.5.4. Åñëè êîëüöî R ïîëóïðîñòî, òî êàæäûé íåïðèâîäèìûé R-ìîäóëü èçîìîðôåí íåêîòîðîìó
ìèíèìàëüíîì ïðàâîìó èäåàëó â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîäóëüM íåïðè-
âîäèì.

Ñëåäñòâèå 1.5.5. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íûé
íåïðèâîäèìûé R-ìîäóëü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðó CG, ãäå G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ââèäó òåîðåìû Ìàøêå 1.2.4, ëþáîé CG-ìîäóëü
âïîëíå ïðèâîäèì, ñëåäîâàòåëüíî, CG � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì C. Ñëåäîâàòåëüíî, CG ïðåäñòàâèìà
â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïðîñòûõ àëãåáð Mn1(C)⊕ . . .⊕Mnk

(C) äëÿ ïîäõîäÿùèõ ni. Êðîìå òîãî, ëþáîé íåïðè-
âîäèìûé CG-ìîäóëü èçîìîðôåí Cni äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , k}. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî

|G| =
k∑
i=1

n2
i ,

ãäå ni ïðîáåãàþò ðàçìåðíîñòè âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ íåïðèâîäèìûõ CG-ìîäóëåé.

Òåîðåìà 1.5.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, F � ïîëå, Cl1, . . . , Cls � êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G è

Ci =
∑
x∈Cli

x.

Òîãäà ýëåìåíòû C1, . . . , Cs îáðàçóþò F-áàçèñ öåíòðà ãðóïïîâîé àëãåáðû FG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû Ci ïðèíàäëåæàò öåíòðó ãðóïïîâîé àëãåáðû FG. Áîëåå òîãî, îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ýëåìåíòîâ èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ãðóï-
ïû G. Ïóñòü ýëåìåíò y =

∑
agg ïðèíàäëåæèò öåíòðó ãðóïïîâîé àëãåáðû FG. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà

h ∈ G ñïðàâåäëèâî ∑
agg = y = h−1yh =

∑
agh

−1hg.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ýëåìåíòàõ g ∈ G â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
ah−1gh = ag äëÿ âñåõ g ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû g, g′ ∈ G ëåæàò â îäíîì êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, òî ag = ag′ , è,
çíà÷èò, ýëåìåíò y ÿâëÿåòñÿ F-ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ èç {Ci}.

Òåîðåìà 1.5.7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ CG-ìîäóëåé ðàâíî
÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü CG = A1 ⊕ . . . ⊕ Ak � ïðåäñòàâëåíèå êîëüöà CG â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïðîñòûõ
àëãåáð. Ïîñêîëüêó îíè àííóëèðóþò äðóã äðóãà, ñïðàâåäëèâî Z(CG) = Z(A1)⊕ . . .⊕ Z(Ak). Íî Ai ' Mni(C)
äëÿ ïîäõîäÿùåãî ni, ñëåäîâàòåëüíî, Z(Ai) ' C è åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà 1, ò. å. ðàçìåðíîñòü öåíòðà àëãåáðû
CG ðàâíà k è ðàâíà êîëè÷åñòâó íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ CG-ìîäóëåé. Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû 1.5.6
ìû çíàåì, ÷òî ýëåìåíòû Ci îáðàçóþò áàçèñ öåíòðà êîëüöà CG, ñëåäîâàòåëüíî, k ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà ìû ñôîðìóëèðóåì îäíó òåîðåìó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç-
ëîæåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, íî äîâîëüíî ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðóïïîâûõ êîëåö. Ýëåìåíò
x ∈ GLn(F) íàçûâàåòñÿ óíèïîòåíòíûì, åñëè x− e � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò àëãåáðû Mn(F). Ïîäãðóïïà U
ãðóïïû GLn(F) íàçûâàåòñÿ óíèïîòåíòíîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ìàòðèöà íàçûâàåò-
ñÿ óíèòðåóãîëüíîé, åñëè îíà òðåóãîëüíàÿ è ïî äèàãîíàëè ó íå¼ ñòîÿò 1. Ãðóïïà âñåõ âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç UTn(F).

Òåîðåìà 1.5.8. Ïóñòü U � óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F). Òîãäà U ïîäîáíà ïîäãðóïïå ãðóïïû
âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(F). Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà U íèëüïîòåíòíà
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U = 〈U〉. Î÷åâèäíî, ÷òî U � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mn(F). Ïîêàæåì, ÷òî U íèëü-
ïîòåíòíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè U íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê ôàêòîð àëãåáðå
U/I(U), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ïîëóïðîñòà. Ïî òåîðåìå 1.4.12 ëþáàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ïðîñòûõ àëãåáð, ñëåäîâàòåëüíî, âíîâü ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê ôàêòîð àëãåáðå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
U ïðîñòà. Ïî òåîðåìå Âåääåðáåðíà 1.4.15 àëãåáðà U èçîìîðôíà Mn(D) äëÿ íåêîòîðîãî òåëà D. Ñëåäîâàòåëü-
íî, X = diag(1, 0, . . . , 0) ∈ U. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X =

∑
i αi(xi − e), ãäå âñå (xi − e) íèëüïîòåíòíû. Çíà÷èò,

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 1 = tr(X) = tr(
∑
i αi(xi − e)) =

∑
i αitr(xi − e) = 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà U íèëüïîòåíòíà. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî äëÿ ëþáûõ y1, . . . , yk ∈ U
ñïðàâåäëèâî y1 · . . . · yk = 0. Ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó óñëîâèþ è
ðàññìîòðèì Z = {

∑
i αi(xi− e)k−1}. ßñíî, ÷òî Z � ïîäàëãåáðà àëãåáðû U è äëÿ âñåõ z ∈ Z, u ∈ U ñïðàâåäëèâî

zu = uz = 0. Òàêèì îáðàçîì, Z � íåòðèâèàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïîäàëãåáðà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî
W = {x ∈ V |xz = 0 äëÿ âñåõ z ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì U-ïîäìîäóëåì â V . Ïî ëåììå 1.1.9 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî W � ñîáñòâåííûé U -ïîäìîäóëü â V . ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå U |W ÿâëÿåòñÿ óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû GL(W ). Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óïðàæíåíèå 1.5.9. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(F)
íèëüïîòåíòíà.

�6 Íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Ïîäãðóïïà H ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ i, j ∈ {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ H òàêîé, ÷òî ih = j. Ïîäãðóïïà H ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn

íàçûâàåòñÿ k-òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}
è {j1, . . . , jk} ⊆ {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò òàêîé h ∈ H, ÷òî ih1 = j1, . . . , i

h
k = jk. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê òðàíçèòèâ-

íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Symn âñåãäà äåëèòñÿ íà n, òàê êàê èíäåêñ ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè StH(i) = {h ∈ H|ih =
i} â ãðóïïå H ðàâåí n.

Ëåììà 1.6.2. Ïóñòü N � òðàíçèòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Symn. Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé
äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû N äåëèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñòàáèëèçàòîð òî÷êè â òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïå èìååò èíäåêñ n, ïîëó÷àåì, ÷òî
n äåëèò |N |.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü p � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü |N | è P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû N .
Ïóñòü x ∈ Z(P ) � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç öåíòðà ãðóïïû P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1, . . . ,Ωs îðáèòû
ýëåìåíòà x. Òîãäà, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû N , |Ω1| = . . . = |Ωs| = p è Ω1∪ . . .∪Ωs = {1, . . . , n}. Ïîýòîìó
n = p · s, çíà÷èò, p äåëèò n.

Ëåììà 1.6.3. Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Sympn , ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà N ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Sympn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ òðàíçèòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Sympn . Ââèäó
ëåììû 1.6.2 å¼ ïîðÿäîê ìîæåò äåëèòüñÿ ëèøü íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, p. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ãðóïïû
N ïîëó÷àåì, ÷òî îíà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû Sympn . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû Sympn ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk

k � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n ïî ñòåïåíÿì ïðîñòûõ ÷èñåë Ëþáîé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà {1, . . . , n} ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ξ = [ξ1, . . . , ξk], ãäå ξi ∈ {1, . . . , pαi

i }. Åñëè N (j) �
ýòî ñèëîâñêàÿ pi-ïîäãðóïïà ãðóïïû Symp

αi
i
, îïðåäåëèì ãðóïïó Npi ïðàâèëîì

Npi = {x ∈ Symn|ξx = [ξ1, . . . , ξ
ϕ
i , . . . , ξk] äëÿ íåêîòîðîãî ϕ ∈ N

(i)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî Nn = Np1×. . .×Npk
òðàíçèòèâíà è íèëüïîòåíòíà. Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òðàíçèòèâíàÿ

íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Symn ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Nn.
Ââèäó ëåììû 1.6.2 êàæäàÿ òðàíçèòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà N ≤ Symn èìååò ïîðÿäîê p

ν1
1 · . . . ·pνk

k

è νi > αi. Ìû ìîæåì çàïèñàòü N â âèäå N = H × F , ãäå |H| = pν11 è |F | = pν22 · . . . · pνk

k .

Ëåììà 1.6.4. Ñèìâîëû, ïåðåñòàâëÿåìûå ãðóïïîé N ìîæíî çàíóìåðîâàòü ïàðàìè [x, y] òàê, ÷òî äëÿ
ëþáîãî h ∈ H è f ∈ F , ñïðàâåäëèâî

[x, y]h = [xψ, y], [x, y]f = [x, yφ],
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ãäå x ∈ {1, . . . , pα1
1 }, y ∈ {1, . . . , pα2

2 · . . . · pαk

k }.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî n íå äåëèò ïîðÿäîê |F |, çíà÷èò, F íåòðàíçèòèâíà. Ïóñòü Ω1, . . . ,Ωl � îðáèòû
ãðóïïû F . Èìååì F �N è N òðàíçèòèâíà, ñëåäîâàòåëüíî, Ω1, . . . ,Ωl � ýòî ñèñòåìà èìïðèìèòèâíîñòè äëÿ N .
Çíà÷èò, |Ω1| = . . . = |Ωl| = r è ãðóïïà F ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè l íèëüïîòåíòíûõ òðàíçèòèâíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû Symr. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê |F | è r èìåþò îäèíàêîâûå ïðîñòûå äåëèòåëè p2, . . . , pk.
Äàëåå, ãðóïïà N òðàíçèòèâíà è F îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì êàæäîå èç Ωi, ïîýòîìó H ïåðåñòàâëÿåò îðáèòû
Ωi òðàíçèòèâíî. Çíà÷èò, l äåëèò |H| è l = pβ1

1 . Íî lr = n, çíà÷èò, l = pα1
1 , r = pα2

2 . . . pαk

k .
Ðàññìîòðèì {1, 2, . . . , r} = Ω1. Ãðóïïà H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ îðáèòà Ωx ìîæåò

áûòü çàïèñàíà êàê {x1, x2, . . . , xr}, ãäå xj = jhx äëÿ ïîäõîäÿùåãî hx ∈ H. Åñëè jf = ij òî x
f
j = jhxf = jfhx =

xij . Ïîýòîìó äëÿ çàïèñè Ωx = {[x, 1], [x, 2], . . . , [x, r]} ñïðàâåäëèâî [x, y]f = [x, yφ].
Ðàññìîòðèì òåïåðü [x, y]h. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî [1, y]h = [x, y]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [1, y]h = [x, y1]

è y 6= y1. Òîãäà ñóùåñòâóåò hx òàêîé, ÷òî [1, y]hh
−1
x = [1, y1]. Çíà÷èò, (hh−1

x )|Ω1 = h0 � ýòî ïîäñòàíîâêà íà
îðáèòå Ω1 = {[1, 1], . . . , [1, r]}. Ðàññìîòðèì F0 = F |Ω1 . Î÷åâèäíî, h0 öåíòðàëèçóåò F0, ñëåäîâàòåëüíî 〈h0, F0〉 �
ýòî íèëüïîòåíòíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Syml. Ââèäó ëåììû 1.6.2, êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü
ïîðÿêà |〈h0, F0〉| ëåæèò â p2, . . . , pk. Íî |h0| = pγ11 , çíà÷èò h0 = e. Ñëåäîâàòåëüíî, y = y1 [x, y]h = [xψ, y] äëÿ
âñåõ x ∈ {1, . . . , l}.

Òåîðåìà 1.6.5. Ëþáàÿ òðàíçèòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà N ãðóïïû Symn ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû Nn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = pα1
1 . . . pαk

k . Åñëè k = 1, òî òåîðåìà äîêàçàíà (ëåììà 1.6.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
k > 1 è ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Èìååì N = H × F . Ïî èíäóêöèè ïîäãðóïïà F ñîïðÿæåíà ñ
íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Nn/pα1

1
= Npα2

2 ...p
αk
k
. Ïîýòîìó N = H × F ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé

ãðóïïû Nn.

�7 Íåïðèâîäèìûå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ

ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 1.7.1. Íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïàG ãðóïïû GLn(F) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìîé, åñëè
G íåïðèâîäèìà â ãðóïïå GLn(F), ãäå F � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ F.

Ëåììà 1.7.2. Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F), ãäå F � ïðîèçâîëüíîå
ïîëå è Z1 = Z(G). Òîãäà ãðóïïó G ìîæíî âëîæèòü â GLr(∆) òàêèì îáðàçîì, ÷òî Z1 ≤ Z(GLr(∆)) = ∆∗E.
Çäåñü ∆ � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ n = r[∆ : F]. Áîëåå òîãî, G
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLr(∆).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû Øóðà 1.2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî CMn(F)(G) � òåëî. Äàëåå Z1 ≤ LF(Z1) ≤
CMn(F)(G) è êîëüöî FZ1 êîììóòàòèâíî, çíà÷èò, FZ1 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ∆. Ïîñêîëüêó
Z1 �G è G íåïðèâîäèìà, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Êëèôôîðäà 1.3.4, ñïðàâåäëèâî V = Fn = Q1 ⊕ . . .⊕Qr, ãäå âñå
Qi ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè Z1-ïîäìîäóëÿìè ðàçìåðíîñòè m. Òàêèì îáðàçîì, Qi = ui∆, ui ∈ Qi è V ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî íàä ∆ ðàçìåðíîñòè r. Íàêîíåö, Z1 = Z(G), ïîýòîìó G ≤ GLr(∆). Êðîìå
òîãî, dimQi = [∆ : F], ñëåäîâàòåëüíî, n = r[∆ : F].

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLr(∆). Çàìåòèì, ÷òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî L∆(G) = Mr(∆), ïîñêîëüêó ýòî âëå÷¼ò L∆(G) = Mr(∆) äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
çàìûêàíèÿ∆ ïîëÿ∆. Ïîñêîëüêó L∆(G) íåïðèâîäèìà, L∆(G)� ýòî ïðîñòàÿ àëãåáðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå
Øóðà 1.2.1, å¼ öåíòðàëèçàòîð â Mr(∆) � òåëî. Ïî ïîñòðîåíèþ ∆, èìååì ∆E = CMr(∆)(G). Çíà÷èò, L∆(G) �
ýòî ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä ∆ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåääåðáåðíà 1.4.15) è ñîâïàäàåò ñ Mr(∆).

Ëåììà 1.7.3. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó L =

diag(A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
l ðàç

) | A ∈ G

 ãðóïïû GLn(F), ãäå G � àáñîëþòíî

íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn/l(F). Òîãäà CGLn(F)(L) = M , ãäå M ' GLl(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {Bi,j}li,j=1 ∈ CGLn(F)(L), ãäå Bi,j � áëîêè ðàçìåðà (n/l) × (n/l) (ò. å. òî-
ãî æå ðàçìåðà, ÷òî è áëîêè, ñòîÿùèå ïî äèàãîíàëè â ìàòðèöàõ èç ãðóïïû L). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x =
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diag(A, . . . , A) ∈ L ñïðàâåäëèâî

xB = diag(A, . . . , A)B = {ABi,j}li,j=1 = Bx = {Bi,jA}li,j=1.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà G àáñîëþòíî íåïðèâîäèìà, å¼ öåíòðàëèçàòîð â ãðóïïå GLn/l(F) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïîýòîìó
êàæäûé èç áëîêîâ Bi,j ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 1.7.4. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, G � êîíå÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ u1, . . . , un ïðîñòðàíñòâà V = Fn òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
g ∈ G ñïðàâåäëèâî:

ug1 = λ1ui1 , . . . , u
g
n = λnuin , λj ∈ F,

ãäå {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}, ò. å. G ñîïðÿæåíà ñ ìîíîìèàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 1.3.3 ñóùåñòâóþò ïîäïðîñòðàíñòâàW1, . . . ,Wr ïðîñòðàíñòâà V = Fn òàêèå,
÷òî {W1, . . . ,Wr} ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èìïðèìèòèâíîñòè ãðóïïûG è êàæäàÿ èçGi ïðèìèòèâíà è íèëüïîòåíòíà.
Åñëè ãðóïïà Gi íåàáåëåâà, òî ñóùåñòâóåò àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ai ãðóïïû Gi, çíà÷èò,
Ai 6≤ FE = Z(G) = Z(GLn(F)). Ââèäó òåîðåìû Êëèôôîðäà 1.3.4(â), ãðóïïàGi íåïðèìèòèâíà. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîêàçàëè ÷òî âñå ãðóïïû Gi àáåëåâû, ñëåäîâàòåëüíî, dimWi = 1.

Ñëåäñòâèå 1.7.5. Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî ôàêòîð-ãðóïïà íåïðèâîäèìîé íèëüïî-
òåíòíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû GLn(F) ïî ïðîèçâîëüíîé ìàêñèìàëüíîé íîðìàëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïå èçî-
ìîðôíà òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn.

Ëåììà 1.7.6. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå, G � íèëüïîòåíòíàÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
GLn(F). Òîãäà n è |G/Z(G)| èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àáåëåâó ìàêñèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû G. Ââèäó ñëåä-
ñòâèÿ 1.7.5 èìååì, ÷òî G/H ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Symn. Ïî ëåììå
1.6.2, |G/H| è n èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîýòîìó, ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n
äåëèò |G/Z(G)|.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü r ïîðÿäêà |G/Z(G)|, êîòîðûé íå äåëèò n. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ G \Z(G) ïîðÿäêà |x| = rν . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ
ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû G. Ïîñêîëüêó |G/H| è n èìåþò îäíè è òå æå ïðîñòûå äåëèòåëè, çíà÷èò,
x ∈ H. Äàëåå, x 6∈ Z(G), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò y ∈ G \ CG(x) ïîðÿäêà |y| = sµ, ãäå s ïðîñòîå. Êàê ìû
îòìåòèëè âûøå, ëþáîé r-ýëåìåíò ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â H, çíà÷èò, ïåðåñòàíîâî÷åí ñ x. Òàêèì îáðàçîì,
s 6= r è ãðóïïà 〈x, y〉 íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.

Ñëåäñòâèå 1.7.7. Åñëè p � ýòî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F è p äåëèò n, òî GLn(F) íå ñîäåðæèò àáñîëþòíî
íåïðèâîäèìûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 1.7.8. Ïóñòü G � àáñîëþòíî íåïðèâîäèìàÿ ìàêñèìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
GLrk(pα). Òîãäà G = RZ(GLrk(pα)), ãäå R � ýòî ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïû GLrk(pα). Â ÷àñòíîñòè, âñå
àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûå íèëüïîòåíòíûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GLrk(pα) ñîïðÿæåíû è

CGL
rk (pα)(G) = Z(G) = Z(GLrk(pα)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû 1.7.6.

Äàëåå, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï, ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå
¾êàíîíè÷åñêèå¿ ìàêñèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå GLn(F) è äîêàæåì, ÷òî
ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ) â îäíîé èç òàêèõ
¾êàíîíè÷åñêèõ¿ ïîäãðóïï.

Ïóñòü n = rν11 · . . . · rνk

k � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Îïðåäåëèì íèëüïî-
òåíòíóþ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìóþ ïîäãðóïïó Nn ãðóïïû GLn(pα) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ãðóïïó

L1 =

diag(A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
l ðàç

) | A ∈ GL
r

k1
1

(pα), ãäå l = rν22 · . . . · rνm
m

 .
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Âîçüìåì N1 = R1Z(L1), ãäå R1 � ýòî ñèëîâñêàÿ r1-ïîäãðóïïà ãðóïïû L1. Ïî ëåììå 1.7.3,

CGLn(pα)(L1) ' GLrν2
2 ...r

νk
k

(pα).

Ïî ëåììå 1.7.8, CL1(N1) = Z(N1) = Z(L1), çíà÷èò, CGLn(pα)(N1) = CGLn(pα)(L1) ' GLrν2
2 ...r

νk
k

(pα) (Ëåììà
1.7.3). Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Â êîíöå ïîëó÷àåì Nn ' (R1 × . . . × Rk)Z(GLn(pα)). Ïî ïîñòðîåíèþ,
ãðóïïà Nn íèëüïîòåíòíà è àáñîëþòíî íåïðèâîäèìà.

Òåîðåìà 1.7.9. [16] Ïóñòü G � àáñîëþòíî íåïðèâîäèìàÿ ìàêñèìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû GLn(pα) è n = rν11 . . . rνk

k . Òîãäà G/Z(G) = R1 × . . . × Rk, ãäå Ri � ýòî ñèëîâñêàÿ ri-ïîäãðóïïà ãðóïïû
GLrνi

i
(pα)/Z(GLrνi

i
(pα)) è âñå àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûå ìàêñèìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû

GLn(pα) ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(pα), ïîêà-
æåì, ÷òî G ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Nn.

Ââèäó ëåììû 1.7.6, èìååì G = (Q1 × . . .×Qk)Z(G), ãäå Qi � ýòî íåòðèâèàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ri-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G è (ñì. ëåììû 1.7.2 è 1.7.8) Z(G) ≤ Z(GLn(pα)). Ââèäó òåîðåìû Ìàøêå 1.2.4, ãðóïïà Q1 âïîëíå ïðè-
âîäèìà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî V ïðåäñòàâèìî â âèäå V = W1 ⊕ . . .⊕Wk. Ââèäó òåîðåìû Êëèôôîðäà
1.3.4 äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóåò gi ∈ G òàêîé, ÷òî Wi = W1gi. Ïîñêîëüêó ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà
è äëÿ ëþáîãî h ∈ Q1 ñïðàâåäëèâî W1h = W1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |gi| íå äåëèòñÿ íà r1 è gi öåíòðàëèçóåò Q1.
Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå W1 → Wi, çàäàííîå ïðàâèëîì w1 7→ w1gi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì Q1-ìîäóëåé è âñå
Wi èçîìîðôíû êàê Q1-ìîäóëè. Çíà÷èò, ìîæíî íàéòè òàêîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ñïðàâåäëèâî

Q1 ≤

diag(A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
k ðàç

) | A ∈ GLn/k(pα)

. Äàëåå, Q1|W1 � íèëüïîòåíòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

GLn/k(pα). Êðîìå òîãî Z(Q1) ≤ Z(G) ≤ Z(GLn(pα)), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.7.2, ãðóïïà Q1|W1 àáñî-

ëþòíî íåïðèâîäèìà. Çíà÷èò, n/k = rλ1 (ñì. ëåììó 1.7.6). Òåïåðü Q2 × . . . × Qk � íèëüïîòåíòíàÿ àáñîëþòíî
íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLk(pα), çíà÷èò, (k, r1) = 1. Ïîýòîìó n/k = rν11 , ïîäãðóïïà Q1 ñîïðÿæåíà ñ
íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû R1 ≤ Nn è ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ.

Ñëåäñòâèå 1.7.10. Ïóñòü N è M � ìàêñèìàëüíûå íèëüïîòåíòíûå íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
GLn(q). Îíè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîïðÿæåíû èõ öåíòðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü ¾òîãäà¿ î÷åâèäíà. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè öåíòðû ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò. Òîãäà íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû ââèäó ëåììû 1.7.2 è òåîðåìû 1.7.9.

�8 Ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû ëèíåéíûõ ãðóïï

Ëåììà 1.8.1. Ïóñòü G � ïðèìèòèâíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F) è H � àáåëåâà íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà H èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû íåêîòîðîãî ïîëÿ K,
ñîäåðæàùåãîñÿ â Mn(F) è [K : F] äåëèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé íåêîòîðîé ïðèìèòèâíîé ãðóïïû, çíà-
÷èò, ïî òåîðåìå Êëèôôîðäà 1.3.4 è ëåììå 1.3.3 èìååì, ÷òî LF(H) � ýòî ïðîñòàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà
àëãåáðû Mn(F). Ïî òåîðåìå 1.4.15, K = LF(H) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì òåëîì, ò. å. ïîëåì.

Òåïåðü Fn � ýòî ïðÿìàÿ ñóììà íåïðèâîäèìûõ K-ïîäìîäóëåé

Fn = W1 ⊕ . . .⊕Wk, dim(Wi) =
n

k
.

Åñëè wi ∈Wi è wi 6= 0, òî wiK = Wi. Ñëåäîâàòåëüíî [K : F] = dim(Wi) = n
k .

Åñëè òåïåðü K∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïîëÿ K = LF(H), òî gK∗g−1 = K∗ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
g ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, GK∗ = K∗G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è K∗ � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
GK∗. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.8.2. Ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ëèíåéíîé ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøèìîé ïðè-
ìèòèâíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäãðóïïîé íåêîòîðîãî ïîëÿ K, ñîäåðæàùåãîñÿ â Mn(F)
è [K : F] äåëèò n.
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Ëåììà 1.8.3. Åñëè G � ïðèìèòèâíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F) è H � ýòî àáåëåâà íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî GLn(F) ñîäåðæèò ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó L ≥ G òàêóþ, ÷òî íåêîòîðàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà D ãðóïïû L ñîäåðæèò H è D ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ïîäãðóïïîé íåêîòîðîãî ïîëÿ K ≤ Mn(F), ãäå [K : F] äåëèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì G ≤ G1 = GF1, ãäå F1 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïîëÿ K1 = LF(H). Åñëè
F1 � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G1, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó H1 ãðóïïû G1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ F1 ≤
H1. Äàëåå ïîñòðîèì ãðóïïó G2 = G1F2, ãäå F2 = (LF(H1))∗. ßñíî, ÷òî K1 < K2 = LF(H2). Ïðîäîëæàÿ
äàííûé ïðîöåññ, ïîëó÷èì ðÿä âëîæåííûõ ïîëåé K1 < K2 . . . è [Ki : F] äåëèò n. Çíà÷èò, äàííûé ðÿä êîíå÷åí,
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìèòèâíóþ ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó G ãðóïïû GLn(F), ñîäåðæàùóþ àáåëåâó íîð-
ìàëüíóþ ïîäãðóïïó H òàêóþ, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäãðóïïîé íåêîòîðîãî ïîëÿ K < Mn(F)
è [K : F] = m äåëèò n. Ðàññìîòðèì M = CG(H).

Òåîðåìà 1.8.4. Ôàêòîð ãðóïïà G/M èçîìîðôíà íåêîòîðîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïå ãðóïïû Gal(K : F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ G, x, y ∈ K, òîãäà g−1xg = xg ∈ K, (x+y)g = xg+yg, (xy)g = xgyg,
(λE)g = λE äëÿ ëþáîãî λ ∈ F. Ñëåäîâàòåëüíî, x → xg ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîëÿ K è g îñòàâëÿåò
íåïîäâèæíûì ïîëå F. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçì ϕ : G → Gal(K : F ). ßäðî äàííîãî
ãîìîìîðôèçìà, î÷åâèäíî, CG(K) = M .

Ñëåäñòâèå 1.8.5. |G : M | ≤ |Gal(K : F )| ≤ [K : F]! = m!.

Ââèäó òåîðåìû Êëèôôîðäà 1.3.4 ìû èìååì, ÷òî Fn = V = W1⊕ . . .⊕Wr, ãäå âñåWi ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè íåïðèâîäèìûìè H-ïîäìîäóëÿìè. Åñëè wi ∈Wi \ {0}, òî Wi = wiH = wiK, çíà÷èò, Wi ' K êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä F. Òàêèì îáðàçîì, Fn = Kr è M ≤ GLr(K). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ∈ Kr, α ∈ K, òî äëÿ
ëþáîãî m ∈M ñïðàâåäëèâî (x+ y)m = xm+ ym è (αv)m = α(vm), ïîñêîëüêó M ≤ CMn(F)(H) = CMn(F)(K).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M 6= H è ðàññìîòðèì àáåëåâó ïîäãðóïïó A/H ≤M/H òàêóþ, ÷òî A/H�G/H.
Î÷åâèäíî, ÷òî H ≤ Z(A). Îäíàêî ìû âûáðàëè H ìàêñèìàëüíîé, çíà÷èò, H = Z(A).

Ëåììà 1.8.6. Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà â ôàêòîð ãðóïïå A/H ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà r = n/m. Åñëè
aH � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A/H ïîðÿäêà ν, òî A ñîäåðæèò ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî |[a, b]| = |a−1b−1ab| = ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èìååì ab = hba, akb = hkbak, ãäå h ∈ H. Òàêæå ñïðàâåäëèâî
det(ab) = det(hba), çíà÷èò, hr = 1, arb = bar, ar ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, ar ∈ Z(A) = H è (aH)r = H.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî |aH| = ν. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè c, d ∈ A, òî [a, c][a, d] = [a, cd]. Êðîìå òîãî,
[a, c] ∈ K è [a, c]r = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈[a, c]|c ∈ A〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà τ è
[aτ , c] = [a, c]τ = 1. Çíà÷èò, ν äåëèò τ . Îáðàòíî, [a, c]ν = [aν , c] = 1, çíà÷èò, τ äåëèò ν è ν = τ .

Ëåììà 1.8.7. |A : H| = [L(A) : K].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a1, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íàä K ýëåìåíòû èç A, òî îíè ñîäåðæàòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññàõ, ïîýòîìó [LK(A) : K] 6 |A : H|.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâèòåëåé ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ d1, d2, . . . , dl. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî
îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâî a−1dia = hidi, ãäå hi ∈ H. Êðîìå òîãî, åñëè
i 6= j ìîæíî íàéòè a ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ hi 6= hj . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ A âûïîëíåíî hi = hj , ò. å. hi = d−1

i a−1dia = d−1
j a−1dja = hj . Çíà÷èò, [a, d−1

j di] = 1 è d−1
j di ∈ H. Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî d1, . . . , dl � ýòî ïðåäñòàâèòåëè ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî d1, d2, . . . , dl ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K. Âîçüìåì íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîì-

áèíàöèþ λ1d1 + λ2d2 + . . .+ λldl = 0, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíî. Ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî λ1 6= 0 è λ2 6= 0. Ðàññìîòðèì a ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ [a, d1] = f1 6= f2 = [a, d2].
Òîãäà

f1(λ1d1 + λ2d2 + . . .+ λldl)− a−1(λ1d1 + λ2d2 + . . .+ λldl)a =
= λ2(f1 − f2)d2 + . . .+ λl(f1 − fl)dl = 0, λ2(f1 − f2) 6= 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Òåîðåìà 1.8.8. Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a1, b1, a2, b2, . . . , at, bt ∈ A òàêèå, ÷òî:
(i) [ai, bi] = εi, ãäå εi ∈ H, |εi| = νi = |aiH| = |biH|;
(ii) [ai, aj ] = [ai, bj ] = [bi, bj ] = 1 åñëè i 6= j;
(iii) äëÿ êàæäîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

a = h · aα1
1 · bβ1

1 · . . . · aαt
t · bβt

t , h ∈ H, 0 6 αi, βi < νi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ν1 = min{|aH|, aH ∈ A/H \H}. Òîãäà A ñîäåðæèò ýëåìåíòû a1, b1 òàêèå, ÷òî
[a1, b1] = ε1, ãäå |ε1| = ν1 = |a1H| = |b1H| (ñì. ëåììó 1.8.6). Äàëåå A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = 〈a1〉〈b1〉A1, ãäå
A1 = CA(〈a1, b1〉). Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ν1 ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ a1 è òàêæå ñóùåñòâóåò ν1 ýëåìåí-

òîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ b1. Ñëåäîâàòåëüíî, |A : A1| 6 ν2
1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ýëåìåíòû aα1

1 bβ1
1 , 0 6 α1, β1 < ν1

ñîäåðæàòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû A îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû A1, ïîýòîìó [aα1
1 bβ1

1 , b1] = εα1
1

è [a1, a
α1
1 bβ1

1 ] = εβ1 . Çíà÷èò, |A : A1| = ν2
1 è A = 〈a1〉〈b1〉A1. Åñëè ãðóïïà A1 àáåëåâà, òî A1 = H, è òåîðåìà

äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1 6= H è ν2 = min{|aH|, aH ∈ A1/H \H}. Ââèäó ëåììû 1.8.6, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû

a2, b2 ∈ A1 òàêèå, ÷òî [a2, b2] = ε2, ãäå ε2 ∈ H è |ε2| = ν2. Êàê è ðàíüøå ìû èìååì, ÷òî A1 = 〈a2〉〈b2〉A2, ãäå
A2 = CA1(a2, b2). Ãðóïïà A/H ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ìû ïîëó÷èì
A = 〈a1〉〈b1〉 . . . 〈at〉〈bt〉H.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A/H � ýòî íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G/H, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ A/H ≤M/H.

Òåîðåìà 1.8.9. Åñëè A/H � ýòî íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G/H, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ A/H ≤M/H, òî CM/H(A/H) = A/H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 1.8.8 ìû èìååì, ÷òî A = 〈a1〉〈b1〉 . . . 〈at〉〈bt〉H, [ai, bi] = εi, [ai, aj ] =
[ai, bj ] = [bi, bj ] = 1 åñëè i 6= j, |aiH| = |biH| = |εi| = νi. Ðàññìîòðèì B/H = CM/H(A/H) è C = CM (A).
Î÷åâèäíî, ÷òî B > C ≥ H. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî B = AC. Åñëè b ∈ B, òî [ai, b] ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî,
[aνi
i , b] = [ai, b]νi = 1. Òàêæå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.8.6, ÷òî {[ai, x]|x ∈ B} è {[b, bi]|b ∈ B} � ýòî

öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, ïîýòîìó [ai, b] = εβi

i è [b, bi] = εαi
i , i = 1, 2, . . . , t.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ a = aα1
1 bβ1

1 . . . aαt
t b

βt

t ìû èìååì [ai, a] = εβi

i , [a, bi] = εαi
i , ò. å. [ai, b] = [ai, a] è

[b, bi] = [a, bi]. Çíà÷èò, [a−1
i , ab−1] = [bi, ab−1] = 1, i = 1, . . . , t. Ñëåäîâàòåëüíî, a−1b ∈ C è B = AC.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî B/H > A/H. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà D > A ãðóïïû B òà-
êàÿ, ÷òî ôàêòîð ãðóïïà D/A àáåëåâà. Ãðóïïà A/H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ìàêñèìàëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé,
ò. å. ôàêòîð ãðóïïà D/H íåàáåëåâà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d, d1 ∈ D òàêèå, ÷òî [d, d1] 6∈ H. Äàëåå,
d = ac, d1 = a1c1, ãäå a, a1 ∈ A, c, c1 ∈ C. Çíà÷èò, [d, d1] = [ac, a1c1] = [a, a1][c, c1] ∈ C. Êðîìå òîãî, [d, d1] ∈ A,
çíà÷èò ìû èìååì, ÷òî [d, d1] ∈ C ∩A = H. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 1.8.10. Åñëè G � ðàçðåøèìàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F), òî ñóùåñòâóåò íîð-
ìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî |G : H| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G èìïðèìèòèâíà, ðàññìîòðèì ñèñòåìó èìïðèìèòèâíîñòèW1, . . . ,Wt òàêóþ, ÷òî âñå
G1, . . . , Gt ïðèìèòèâíû. Ðàññìîòðèì L = {g ∈ G|∀i,Wig = Wi}. ßñíî, ÷òî L � G, L|Wi ' Gi è G/L ≤ Symt.
Åñëè ìû ñóìååì íàéòè íîðìàëüíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû Ai â ãðóïïàõ Gi, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |Gi :
Ai| <∞, òî ïîäãðóïïà A ≤ L, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ A|Wi = Ai áóäåò íîðìàëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ãðóïïó G ïðèìèòèâíîé.

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó X ãðóïïû G. Ââèäó ëåììû 1.8.3 ñóùåñòâóåò
ïðèìèòèâíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà D ñ íîðìàëüíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé H òàêàÿ, ÷òî D ≥ G, H ≥ X
è H = K∗ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ Mn(F) > K ≥ F. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, |D : H| ≥ |G : X|. Òåïåðü
|D : H| = |D : M | · |M : A| · |A : H|, ãäå M = CD(H) è A/H � ýòî àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû M . Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.8.5 ìû èìååì, ÷òî |D : M | < ∞. Èñïîëüçóÿ ëåììû 1.8.6 è 1.8.7,
ïîëó÷àåì, ÷òî |A : H| <∞. Äàëåå, ïî òåîðåìå 1.8.9, ôàêòîð ãðóïïà M/A ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut(A/H),
ãäå A/H � àáåëåâà êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, |M : A| <∞ è |D : H| <∞.

Òåîðåìà 1.8.11. (Ëè-Êîë÷èí-Ìàëüöåâ). Åñëè G ≤ GLn(F) � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà, ñîïðÿæåííàÿ ñ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì íàéòè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ãðóïïà G áóäåò èìåòü âèä:

G =




G1 A1,2 . . . A1,t

0 G2 A2,3 . . .
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Gt


 ,

ãäå âñå ãðóïïû Gi íåïðèâîäèìû è ðàçðåøèìû. Ðàññìîòðèì ãðóïïû Li ≤ GLn(F) òàêèå, ÷òî Li|Wi
= Gi è

Li|Wj = 1. ßñíî, ÷òî L = L1 × . . . × Lt � ýòî ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà è GL = G. Ñëåäîâàòåëüíî, GL �
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è GL ñîäåðæèò ìàòðèöû òîãî æå âèäà, ÷òî è G. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàìåíèòü
ãðóïïó G íà GL. Ââèäó òåîðåìû 1.8.10, ãðóïïà L ñîäåðæèò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó A êîíå÷íîãî
èíäåêñà è, ïî òåîðåìå Êëèôôîðäà 1.3.4, ãðóïïà A âïîëíå ïðèâîäèìà. Íî F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå,
ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà A äèàãîíàëüíà. Òåïåðü ðàññìîòðèì óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë Ru(G) = U ãðóïïû G.
Èìååì GL/U ' L. Ñëåäîâàòåëüíî |G : AU | < ∞. Íî AU � ýòî íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû òðåóãîëüíûõ
ìàòðèö.



Ãëàâà 2. Ñèñòåìû êîðíåé è ãðóïïû Âåéëÿ

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì â îñíîâíîì ñëåäîâàòü [3, Ãëàâà 2].

�1 Ñèñòåìû êîðíåé

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü V � ýòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè `. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî
âåêòîðà r ∈ V ÷åðåç wr ìû îáîçíà÷èì îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé âåêòî-
ðó r. Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì wr(r) = −r è wr(x) = x äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó r. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V ìû èìååì

wr(x) = x− 2(r, x)
(r, r)

· r.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïîäìíîæåñòâî Φ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé ñèñòåìîé åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. Φ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.

2. Φ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî V .

3. Åñëè r, s ∈ Φ, òî wr(s) ∈ Φ.

4. Åñëè r, s ∈ Φ, òî 2(r, s)/(r, r) öåëîå.

5. Åñëè r, λr ∈ Φ, ãäå λ ∈ R, òî λ = ±1.

Çàìåòèì, ÷òî èç òðåòüåé àêñèîìû ñëåäóåò ÷òî åñëè r ∈ Φ, òî è −r ∈ Φ. Ýëåìåíòû êîðíåâîé ñèñòåìû Φ
íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè. Ðàçìåðíîñòü ` âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.

Ïóñòü Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà. ×åðåç W (Φ) îáîçíà÷èì ãðóïïó ïîðîæä¼ííóþ îòðàæåíèÿìè wr äëÿ âñåõ
r ∈ Φ. Ãðóïïà W (Φ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ââèäó òðåòüåé àêñèîìû, êàæäûé
ýëåìåíò èç W (Φ) îñòàâëÿåò êîðíåâóþ ñèñòåìó Φ èíâàðèàíòíîé. Êðîìå òîãî, ââèäó âòîðîé àêñèîìû, W (Φ)
äåéñòâóåò òî÷íî íà Φ. Ïîñêîëüêó Φ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî W (Φ) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äàëåå ìû ïîñòðîèì â êîðíåâîé ñèñòåìå Φ ïîäìíîæåñòâî Π, êîòîðîå ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ è ëþáîé êîðåíü èç Φ ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç Π, âñå êîýôôèöèåíòû
êîòîðîé ëèáî íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî íåïîëîæèòåëüíû. Òàêàÿ ïîäñèñòåìà Π íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìîé .

Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî V ïîëíûì ïîðÿäêîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Åñëè v ∈ V + è λ > 0, òî λv ∈ V +.

2. Åñëè v1, v2 ∈ V +, òî è v1 + v2 ∈ V +.

3. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V ëèáî v ∈ V +, ëèáî v ∈ (−V +) = V −, ëèáî v = 0.

Ïîäîáíîå óïîðÿäî÷åíèå ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, âûáðàâ áàçèñ v1, . . . , v` ïðîñòðàíñòâà V è ïîëîæèâ v ∈ V +

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïåðâûé èç íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè v = λ1v1 + . . .+ λ`v`
áîëüøå íóëÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîðÿäîê�, ïîëàãàÿ v1 � v2 åñëè v1−v2 ∈ V +. ßñíî ÷òî� äàåò íàì ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà
V ñîãëàñîâàííûé ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð èç R. Ïîäìíîæåñòâî Φ∩V + íàçîâåì ïîëîæèòåëüíîé
ñèñòåìîé êîðíåé è îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç Φ+. Òåïåðü ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
êîðíåé â Φ.
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Ëåììà 2.1.3. Ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé â Φ ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ+ � ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà â Φ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïîëíûé ïî-
ðÿäîê íà V äëÿ êîòîðîãî Φ+ = Φ ∩ V +. Ïóñòü Π � ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Φ+, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì:

1. Ëþáîé êîðåíü â Φ+ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîðíåé èç Π ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Íèêàêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Π íå óäîâëåòâîðÿåò (1).

Òàêîå ïîäìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ñàìî ìíîæåñòâî Φ+ óäîâëåòâîðÿåò (1). Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîäìíî-
æåñòâî Π, óäîâëåòâîðÿþùåå (1) è (2) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî Π ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (r, s) 6 0 äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé r, s èç Π. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
(r, s) > 0. Òîãäà wr(s) = s − λr äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0. Åñëè wr(s) ∈ Φ+ ìû èìååì wr(s) =

∑
ri∈Π αiri, ãäå

êàæäûé αi > 0. Òàêèì îáðàçîì, s = λr +
∑
ri∈Π αiri, λ > 0, αi > 0. Êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé ïåðåä s â ïðàâîé

÷àñòè äîëæåí áûòü ìåíüøå 1, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 0 = λr +
∑
ri∈Π αiri − s ∈ V +. Ñëåäîâàòåëüíî, s

ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ êîðíåé èç Π ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè Π.

Åñëè òåïåðü −wr(s) =
∑
ri∈Π αiri c íåîòðèöàòåëüíûìè αi, òî λr = s +

∑
ri∈Π αiri, λ > 0, αi > 0 è ìû

âíîâü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ìèíèìàëüíîñòüþ Π.
Åñëè òåïåðü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ èç Π ðàâíà 0, òî å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∑
αiri =

∑
βisi, ãäå αi > 0, βi > 0 è ri, si � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç Π. Ïóñòü v =

∑
αiri =

∑
βisi. Òîãäà

(v, v) =
∑
i,j αiβj(ri, sj) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, v = 0. Ïîñêîëüêó ri, si ∈ V + ýòî ñðàçó âëå÷¼ò, ÷òî αi = 0 è

βj = 0 äëÿ âñåõ i, j, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 0 =
∑
i αiri ∈ V +.

Ëåììà 2.1.4. Ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé èç Φ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè
ñèñòåìàìè è ôóíäàìåíòàëüíûìè ñèñòåìàìè â Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {r1, r2, . . . , r`} è {s1, s2. . . . , s`} � äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû â Φ+. Òîãäà ri =∑`
j=1 αijsj , si =

∑`
j=1 βijrj , ãäå αij > 0, βij > 0 è ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç αij è βij ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî

îáðàòíûìè. Äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî αij 6= 0. Ïîñêîëüêó
∑`
m=1 αimβmk = 0 äëÿ âñåõ k 6= i, ìû

èìååì, ÷òî βjk = 0 äëÿ âñåõ k 6= i. Ñëåäîâàòåëüíî, βji 6= 0. Â ñèëó ñèììåòðèè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αik = 0
äëÿ k 6= j. Òàêèì îáðàçîì, (αij) � ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè êîðíåé s1, s2, . . . , s` ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî (αij) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó ri, si ∈ Φ+, ìû èìååì αii > 0 äëÿ âñåõ i. Â ñèëó
ñâîéñòâà (5) êîðíåâûõ ñèñòåì ìû èìååì αii = 1 äëÿ âñåõ i.

Ñëåäñòâèå 2.1.5. Åñëè Π = {r1, r2, . . . , r`} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà â Φ, òî (ri, rj) 6 0 äëÿ âñåõ i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 2.1.3. Ââèäó ëåììû 2.1.4 ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Âûáåðåì òåïåðü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Π è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñèñòåìó Φ+, è çàôèê-
ñèðóåì èõ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Êîðíè èç Φ+ áóäóò íàçûâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè, à
îñòàëüíûå êîðíè áóäóò íàçûâàòüñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Êîðíè èç Π áóäóò íàçûâàòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè.
Ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ−.

Ëåììà 2.1.6. Ïóñòü r ∈ Π. Òîãäà wr ïåðåâîäèò r â −r, íî ëþáîé äðóãîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïåðåâîäèò
â ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ∈ Φ+ è s 6= r. Òîãäà s =
∑
ri∈Π αiri è αi > 0. Ââèäó ïÿòîãî ñâîéñòâà ñèñòå-

ìû êîðíåé, ñóùåñòâóåò ri 6= r äëÿ êîòîðîãî αi > 0. Êîýôôèöèåíò êîðíÿ ri â wr(s), ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå
ïîëîæèòåëüíûé. Çíà÷èò, wr(s) ∈ Φ+.

Ëåììà 2.1.7. Ëþáîé êîðåíü èç Φ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîðíåé èç Π ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü äëÿ âåêòîðîâ èç Φ+. Ïóñòü r ∈ Φ+. Åñëè r ∈ Π, òî
ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, âåðåí, ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî r 6∈ Π. Òîãäà r =

∑
ri∈Π λiri, ãäå âñå λi > 0 è ïî

êðàéíåé ìåðå äâà èç íèõ ïîëîæèòåëüíûå. Äàëåå ñóùåñòâóåò ri ∈ Π äëÿ êîòîðîãî (ri, r) > 0. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû äëÿ âñåõ ri âûïîëíÿëîñü (ri, r) 6 0, ìû áû ïîëó÷èëè (r, r) =

∑
λi(ri, r) 6 0, ò. å. r = 0. Âûáåðåì

òåïåðü ri ∈ Π óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (ri, r) > 0. Òîãäà wri
(r) = r − 2(ri,r)

(ri,ri)
ri. Êîðåíü wri(r) ïðåäñòàâëåí-

íûé â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé, îòëè÷àåòñÿ îò r ëèøü â îäíîì êîýôôèöèåíòå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ êîðíÿ wri

(r) ïîëîæèòåëüíûé è, çíà÷èò, wri
(r) ∈ Φ+.

Îïðåäåëèì âûñîòó êîðíÿ r ÷åðåç h(r) =
∑
λi. Òîãäà h(wri(r)) < h(r). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî êîðíÿ, íåÿâëÿþùåãîñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì, ñóùåñòâóåò äðóãîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìåíüøåé
âûñîòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ìèíèìàëüíîé âûñîòû � ýòî â òî÷íîñòè ôóíäàìåíòàëüíûå
êîðíè è èõ âûñîòà ðàâíà 1.

Äîêàæåì òåïåðü ëåììó èíäóêöèåé ïî âûñîòå êîðíÿ. Îíà, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êîðíåé âûñîòû 1.
Äëÿ äàííîãî êîðíÿ r ∈ Φ+ \ Π âûáåðåì êàê è ðàíüøå ri ∈ Π òàêîé, ÷òî (r, ri) > 0. Òîãäà wri

(r) ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííîé êîìáèíàöèåé êîðíåé èç Π ïî èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, r òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé

êîìáèíàöèåé êîðíåé èçΠ, ïîñêîëüêó r = wri(r)+
2(ri,r)
(ri,ri)

ri è
2(ri,r)
(ri,ri)

öåëîå ââèäó ñâîéñòâà (4) ñèñòåìû êîðíåé.

Ñëåäñòâèå 2.1.8. Â áàçèñå Π ïðîñòðàíñòâà V êàæäûé ýëåìåíò èç W ïðåäñòàâèì â âèäå ìàòðèöû ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ri ∈ Π, òî w(ri) ∈ Φ, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíäàìåí-
òàëüíûõ êîðíåé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëåììà 2.1.9. 1. Ëþáîé êîðåíü èç Φ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî êîðíÿ èç Π îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîãî ýëåìåíòà èç W .

2. W ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè wr, r ∈ Π.

Îòðàæåíèÿ wr, r ∈ Π íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W0 � ïîäãðóïïà ãðóïïû W , ïîðîæä¼ííàÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé êîðåíü èç Φ èìååò âèä w(s) äëÿ íåêîòîðîãî w ∈W0, s ∈ Π. Ïóñòü r ∈ Φ+. Åñëè h(r) = 1,
äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè òåïåðü h(r) > 1, òî ñóùåñòâóåò êîðåíü ri ∈ Π òàêîé, ÷òî (ri, r) > 0. Òîãäà wri(r) ∈ Φ+

è h(wri(r)) < h(r) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.7). Ïî èíäóêöèè wri(r) = w′(s) äëÿ íåêîòîðîãî w′ ∈ W0 è
s ∈ Π. Ñëåäîâàòåëüíî, r = wriw

′(s) è wriw ∈W0. Îòðèöàòåëüíûå êîðíè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
−r = wriw

′(−s) = wriw
′ws(s) è wriw

′ws ∈W0.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òîW0 = W . ÏîñêîëüêóW ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè wr ïðè r ∈ Φ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî wr ∈ W0. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, r = w(s) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Π, w ∈ W0. Ñëåäîâàòåëüíî, wr =
wwsw

−1. Äåéñòâèòåëüíî,

wwsw
−1(x) = w

(
w−1(x)− 2(s, w−1(x))

(s, s)
s

)
= x− 2(r, x)

(r, r)
r = wr(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, wr ∈W0.

�2 Ôóíêöèÿ äëèíû

Â ëåììå 2.1.9 ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç W ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îòðàæåíèé wr, ãäå r ∈ Π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(w) ìèíèìàëüíóþ äëèíó òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèþ n(w) = |Φ+∩Φ−w−1|, ò. å. n(w)� ýòî êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå
ýëåìåíò w ïåðåâîäèò â îòðèöàòåëüíûå. Íàøà çàäà÷à äîêàçàòü, ÷òî n(w) = l(w).

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü r ∈ Π è w ∈W . Òîãäà

1. n(wrw) = n(w) + 1 åñëè w−1(r) ∈ Φ+.

2. n(wrw) = n(w)− 1 åñëè w−1(r) ∈ Φ−.

3. n(wwr) = n(w) + 1 åñëè w(r) ∈ Φ+.

4. n(wwr) = n(w)− 1 åñëè w(r) ∈ Φ−.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 2.1.6, ýëåìåíò wr ìåíÿåò çíàê ëèøü ó äâóõ êîðíåé: r è −r. Òàêèì îáðàçîì,
n(wrw) = n(w)±1 è n(wwr) = n(w)±1. Äàëåå, n(wrw) = n(w)+1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè r ∈ w(Φ+),
÷òî äîêàçûâàåò (1) è (2), è n(wwr) = n(w) + 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà w(r) ∈ Φ+, ÷òî äîêàçûâàåò
(3) è (4).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî l(w) = n(w).

Òåîðåìà 2.2.2. Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îòðàæåíèé ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå ýëåìåíò w ïåðåâîäèò â îòðèöàòåëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w � êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò èç W è l(w) = k. Òîãäà w ïðåäñòàâèì â âèäå wr1 ·
wr2 · . . . · wrk

, ri ∈ Π. Ïî ëåììå 2.2.1 ìû èìååì n(w) 6 n(wr1w) + 1 6 n(wr2wr1w) + 2 6 . . . 6 k. Òàêèì
îáðàçîì, n(w) 6 l(w).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n(w) < k. Òîãäà, ïî ëåììå 2.2.1(3) ñóùåñòâóåò j 6 k − 1 òàêîå, ÷òî

wr1wr2 . . . wrj (rj+1) ∈ Φ−.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå i < j òàêîå, ÷òî wri+1 . . . wrj (rj+1) ∈ Φ+ è wriwri+1 . . . wrj (rj+1) ∈ Φ−.
Ïîñêîëüêó wri ìåíÿåò çíàê ëèøü ó ri è−ri, îòñþäà ñëåäóåò wri+1 . . . wrj (rj+1) = ri.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû
2.1.9 áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà ws = wwrw

−1 åñëè w(r) = s. Ïîýòîìó wri = wri+1 . . . wrjwrj+1wrj . . . wri+1 è,
çíà÷èò, wri+1 . . . wrj+1 = wri . . . wrj . Èñïîëüçóÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå ìû ìîæåì òåïåðü ñîêðàòèòü ðàçëîæåíèå
ýëåìåíòà w:

w = wr1 . . . wrk
= wr1 . . . wriwri . . . wrjwrj+2 . . . wrk

= wr1 . . . wri−1wri+1 . . . wrjwrj+2 . . . wrk
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñóìåëè íàéòè ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ k − 2 ôóíäàìåíòàëüíûõ
îòðàæåíèé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò w ∈W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ w(Π) = Π, òî w = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè w(Π) = Π, òî w(Φ+) = Φ+ è, çíà÷èò, n(w) = l(w) = 0, ò. å. w = 1.

Òåïåðü ìû îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ñèñòåìàìè â Φ.

Òåîðåìà 2.2.4. Åñëè Π � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà â Φ, òî w(Π) � òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ ëþáîãî w ∈ W . Áîëåå òîãî, äëÿ äàííûõ äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì Π1 è Π2

ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò w ∈W òàêîé, ÷òî w(Π1) = w(Π2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ+ � ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ Π. Òîãäà Φ+ = Φ∩V + äëÿ íåêîòî-
ðîãî ïîëíîãî ïîðÿäêà íà V . Î÷åâèäíî, ÷òî w(V +) òàêæå îïðåäåëÿåò ïîëíûé ïîðÿäîê íà V è ïîëîæèòåëüíûìè
êîðíÿìè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ êîðíè w(Φ+) = Φ ∩ w(V +). Òàê êàê w ëèíåéíî, w(Π), î÷å-
âèäíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé â w(Φ+).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì Π1 è Π2 ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò
w ∈ W äëÿ êîòîðîãî w(Π1) = Π2. Ïóñòü Φ+

1 è Φ+
2 � ïîëîæèòåëüíûå ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå Π1 è Π2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî n = |Φ+
1 ∩Φ−

2 |. Åñëè n = 0, òî Φ+
1 = Φ+

2 è, çíà÷èò, Π1 = Π2. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n > 0. Òîãäà Π1 ∩Φ−

2 íåïóñòî. Ïóñòü r ∈ Π1 ∩Φ−
2 . Òîãäà (Φ+

1 )wr � ýòî
ìíîæåñòâî êîðíåé, ïîëó÷åííûõ èç Φ+ çàìåíîé êîðíÿ r íà êîðåíü −r. Ñëåäîâàòåëüíî, |(Φ+

1 )wr ∩Φ−
2 | = n− 1.

Äàëåå, ïî óæå äîêàçàííîìó, wr(Π1) � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ wr(Φ+
1 ), ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèè

ñóùåñòâóåò w′ ∈W òàêîé, ÷òî w′wr(Π1) = Π2. Òàêèì îáðàçîì, w(Π1) = Π2, ãäå w = w′wr.
Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w1(Π1) = Π2 è w2(Π1) = Π2. Òîãäà

w−1
2 w1(Π1) = Π1, ñëåäîâàòåëüíî, w

−1
2 w1(Φ+

1 ) = Φ+
1 è, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2.3, w−1

2 w1 = e.

Ñëåäñòâèå 2.2.5. Êîëè÷åñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì â Φ ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû W .

Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü Φ+ � ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà â Φ è Φ− � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòðèöàòåëüíàÿ
ñèñòåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò w0 ∈W òàêîé, ÷òî w0(Φ+) = Φ−. Áîëåå òîãî, |w0| = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ+ � ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà â Φ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó ïîëíîìó ïîðÿä-
êó íà V è Φ− � ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíîìó ïîðÿäêó. Ââèäó ëåìì 2.1.4 è 2.2.4
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò w0 ∈ W òàêîé, ÷òî w0(Φ+) = Φ−. Ïîñêîëüêó w2

0(Φ
+) = Φ+, ìû èìå-

åì w2
0 = e.

Îïðåäåëåíèå 2.2.7. Ýëåìåíò w0, îïðåäåëåííûé â ëåììå 2.2.6, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íàèáîëüøåé äëèíû â
ãðóïïå W . Îí åäèíñòâåííûé è, ââèäó òåîðåìû 2.2.2, åãî äëèíà l(w) = |Φ+|.
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�3 Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Âåéëÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Âåéëÿ, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè
Âåéëÿ äëÿ íåêîòîðûõ ïîäñèñòåì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ïóñòü Π � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà â Φ è Φ+ � ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé ïîëîæèòåëüíàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü J � ïîäìíîæåñòâî â Π. Îïðåäåëèì VJ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà V , íàòÿíóòîå íà J ; ΦJ = VJ ∩ Φ è WJ � ïîäãðóïïà ãðóïïû W , ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè â
êîðíÿõ r ∈ J .

Ëåììà 2.3.1. Ïîäìíîæåñòâî ΦJ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé ñèñòåìîé â VJ . Ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìîé â ΦJ . Ãðóïïà WJ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ äëÿ ΦJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ΦJ ïîðîæäàåò VJ . Åñëè r, s ∈ ΦJ , òî ýëåìåíò wr(s) = s − 2(r,s)
(r,r) r òàêæå

ëåæèò â ΦJ . Òàêèì îáðàçîì, ΦJ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé ñèñòåìîé â VJ .
Äàëåå, J ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî è ëþáîé êîðåíü èç ΦJ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåí-

òîâ èç J . Ïîñêîëüêó J ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Π, êîýôôèöèåíòû â òàêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
äîëæíû áûòü ëèáî âñå íåîòðèöàòåëüíûå, ëèáî âñå íåïîëîæèòåëüíûå. Òàêèì îáðàçîì, J ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìîé â ΦJ . Ãðóïïà Âåéëÿ äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû ΦJ ïîðîæäåíà ôóíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè
(ñì. ëåììó 2.1.9), ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ WJ .

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ïîäãðóïïû WJ è ñîïðÿæåííûå ñ íèìè íàçûâàþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè
ãðóïïû W .

Ëåììà 2.3.3. Ïîäãðóïïû WJ ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ J ìíîæåñòâà Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J,K � ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà èç Π è ïðåäïîëîæèì, ÷òî WJ = WK . Áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîðåíü r ∈ K \J . Òîãäà ìû èìååì wr(x)−x = − 2(r,x)
(r,r) r.

Äàëåå wr ∈ WJ è, çíà÷èò, wr(x) − x ∈ VJ äëÿ âñåõ x ∈ V . Âûáèðàÿ x òàêèì îáðàçîì, ÷òî (r, x) 6= 0 ìû ïî-
ëó÷àåì r ∈ VJ . ßñíî, ÷òî òàêîé x ìîæåò áûòü âûáðàí, ïîñêîëüêó wr ∈ WJ è ñóùåñòâóåò âåêòîð, êîòîðûé
ýëåìåíò wr íå ñòàáèëèçèðóåò. Íî ñâîéñòâî r ∈ VJ ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìû.

Ëåììà 2.3.4. Ïóñòü v ∈ V è w ∈ W âûáðàíû òàê, ÷òî w(v) = v è (r, v) > 0 äëÿ âñåõ êîðíåé èç Π. Òîãäà
w ∈WJ , ãäå J � ìíîæåñòâî êîðíåé èç Π îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî l(w). Åñëè l(w) = 0 ðåçóëüòàò î÷åâèäåí. Åñëè l(w) > 0, òî
ñóùåñòâóåò êîðåíü r ∈ Π òàêîé, ÷òî w(r) ∈ Φ−. Òîãäà 0 6 (r, v) = (w(r), w(v)) = (w(r), v) 6 0, ïîñêîëüêó
(s, v) > 0 äëÿ ëþáîãî s ∈ Π. Ñëåäîâàòåëüíî, (r, v) = 0 è wr(v) = v. Òåïåðü wwr(v) = v è l(wwr) = l(w) − 1
(ñì. ëåììó 2.2.1). Òàêèì îáðàçîì ïî èíäóêöèè, wwr ∈WJ è w ∈WJ .

Ñëåäñòâèå 2.3.5. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V è w � ýëåìåíò èç W òàêîé, ÷òî w(v) = v.
Òîãäà w ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ V � íåêîòîðûé âåêòîð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {w(v)|w ∈ W} è ïóñòü v′ �
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≺ (ïîðÿäîê, èñïîëüçóåìûé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ

Φ+ è Π). Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ Π ñïðàâåäëèâî wr(v′) � v′, ò. å. wr(v′) = v′ − 2(r,v′)
(r,r) r ≺ v′ è (r, v′) > 0.

Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðà v âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.3.4 åñëè â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû êîðíåé
âçÿòü ñèñòåìó (Π)w−1 (ïî òåîðåìå 2.2.4, (Π)w−1 âíîâü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé).

Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü w ∈ W è U � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ,
íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî w. Òîãäà w ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì,
ëåæàùèì â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè U⊥ ê ïîäïðîñòðàíñòâó U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vk � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà U . Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî w ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì, îðòîãîíàëüíûì ê v1, . . . , vk. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî k.
Äëÿ k = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.3.5.

Âûáåðåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Π òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû (r, vk) > 0 äëÿ ëþáîãî r ∈ Π (êàê âûáðàòü
òàêóþ ñèñòåìó ìû îáñóæäàëè â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2.3.5) è ïóñòü J � ýòî ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëü-
íûõ êîðíåé, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó vk. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå V = VJ ⊕ V ⊥

J è ïóñòü vi = v′i + v′′i , ãäå
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v′i ∈ VJ è v′′i ∈ V ⊥
J . Äàëåå ïî ëåììå 2.3.4, w ∈WJ è, ñëåäîâàòåëüíî, w(v′′i ) = v′′i . Ïîñêîëüêó w(vi) = vi, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî w(v′i) = v′i. Òåïåðü WJ � ýòî ãðóïïà Âåéëÿ, äåéñòâóþùàÿ íà VJ è ýëåìåíò w ∈ WJ îñòàâëÿåò
íåïîäâèæíûìè âåêòîðû v′1, v

′
2, . . . , v

′
k−1. Ïî èíäóêöèè, w ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ êîðíÿì èç VJ , îðòîãîíàëüíûì v′1, . . . , v
′
k−1. Ýòè êîðíè îðòîãîíàëüíû òàêæå âåêòîðàì v1, . . . , vk, ÷òî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü J,K � ïîäìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû Π. Òîãäà 〈WJ ,WK 〉 = WJ∪K
è WJ ∩WK = WJ∩K .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÐÐàâåíñòâî 〈WJ ,WK 〉 = WJ∪K î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîä-
ãðóïï. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî WJ ∩WK = WJ∩K .

Âêëþ÷åíèåWJ ∩WK ⊇WJ∩K î÷åâèäíî. Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü w ∈WJ ∩WK . Òîãäà
w(v) = v äëÿ âñåõ v ∈ V ⊥

J è äëÿ âñåõ v ∈ V ⊥
K . Òàêèì îáðàçîì, w îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì ëþáîé âåêòîð èç

V ⊥
J + V ⊥

K . Äàëåå V ⊥
J + V ⊥

K ⊆ V ⊥
J∩K . Êðîìå òîãî,

dim(V ⊥
J + V ⊥

K ) = dimV ⊥
J + dimV ⊥

K − dim(V ⊥
J ∩ V ⊥

K ) = dimV ⊥
J + dimV ⊥

K − dim(VJ + VK)⊥ =

`− dimVJ + `− dimVK − `+ dim(VJ + VK) = `− dim(VJ ∩ VK) = `− dimVJ∩K = dimV ⊥
J∩K .

(Íàïîìíèì, ÷òî ` = dimV .) Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊥
j + V ⊥

K = V ⊥
J∩K . Òàêèì îáðàçîì, w îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì

ëþáîé âåêòîð èç V ⊥
J∩K , çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé, ñîîîòâåòñòâóþùèì êîðíÿì èç VJ∩K ââèäó

òåîðåìû 2.3.6. Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈WJ∩K .

Ñëåäñòâèå 2.3.8. Ïîäãðóïïû WJ ãðóïïû W îáðàçóþò ðåø¼òêó èç 2` ïîäãðóïï.

Äàëåå ìû îáñóäèì íåêîòîðûé åñòåñòâåííûé ñïîñîá âûáîðà ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ëåâûõ ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ wWJ ïîäãðóïïû WJ â ãðóïïå W . Ïóñòü DJ � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ w ∈W òàêèõ, ÷òî w(r) ∈ Φ+ äëÿ
âñåõ r ∈ J . Òîãäà DJ � ýòî ïîäìíîæåñòâî, õîòÿ è íåîáÿçàòåëüíî ïîäãðóïïà â W .

Òåîðåìà 2.3.9. Ïóñòü J � ïîäìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû Π. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò èç W
ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå w = dJwJ , ãäå dJ ∈ DJ è wJ ∈ WJ . Áîëåå òîãî, l(w) = l(dJ) +
l(wJ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àë, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò w ∈ W ïðåäñòàâèì â âèäå w = dJwJ , ãäå dJ ∈ DJ ,
wJ ∈ WJ è l(w) = l(dJ) + l(wJ). Åñëè l(w) = 0, ò. å. w = e, òî e = e · e � òðåáóåìàÿ ôàêòîðèçàöèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l(w) > 0 è èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî l(w). Åñëè w ∈ DJ , òî w = w · e �
òðåáóåìàÿ ôàêòîðèçàöèÿ. Åñëè w 6∈ DJ , òî ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü r ∈ J òàêîé, ÷òî w(r) ∈ Φ−.
Òîãäà l(wwr) = l(w)−1 (ñì. ëåììó 2.2.1). Ïî èíäóêöèè wwr = dJ ·wJ è l(dJ)+l(wJ) = l(wwr). Òàêèì îáðàçîì,
w = dJwJwr, ãäå dJ ∈ DJ , wJwr ∈WJ è l(dJ) + l(wJ) + 1 = l(w). Òåïåðü l(wJwr) 6 l(wJ) + 1, îäíàêî, åñëè áû
l(wJwr) � l(wJ) + 1, òî òîãäà ìû áû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíåå ÷åì l(w)
ôóíäàìåíòàëüíûõ îòðàæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, l(wJwr) = l(wJ) + 1 è l(w) = l(dJ) + l(wJwr).

Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ w = dJwJ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì dJwJ = d′Jw
′
J ,

ãäå dJ , d
′
J ∈ DJ è wJ , w

′
J ∈ WJ . Òîãäà d

′
J = dJwJ(w′J)−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wJ(w′J)−1 6= 1. Ââèäó ëåììû

2.3.1, WJ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû ΦJ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé J . Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò r ∈ J òàêîé, ÷òî wJ(w′J)−1(r) ∈ Φ−

J , ñëåäîâàòåëüíî, dJwJ(w′J)−1(r) ∈ Φ−. Îäíàêî d′J(r) ∈ Φ+.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 2.3.10. Â êàæäîì ñìåæíîì êëàññå wWJ ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò èç DJ . Åãî äëèíà
ìåíüøå äëèíû ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà èç wWJ .

�4 Ìàòðèöà Êàðòàíà è äèàãðàììà Äûíêèíà

Íàïîìíèì, ÷òî ââèäó ñâîéñòâà (4) èç îïðåäåëåíèÿ êîðíåâîé ñèñòåìû, äëÿ ëþáûõ äâóõ r, s ∈ Φ ÷èñëî 2(r,s)
(r,r) ,

êîòîðîå ìû áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü < r, s > öåëîå. Ñåé÷àñ ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
ýòîãî ÷èñëà.

Ïóñòü pi, pj � äâà ðàçëè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿ è θij � óãîë ìåæäó íèìè. Ïîñêîëüêó (pi, pj) 6 0
äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé (ñì. ñëåäñòâèå 2.1.5), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî < pi, pj >= −q 6 0 äëÿ
ëþáûõ äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé. Â ÷àñòíîñòè, óãîë θij âñåãäà òóïîé. Ñóùåñòâóåò âåñüìà îãðàíè÷åííîå
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êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ óãëà θij . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê < pi, pj > è < pj , pi > � öåëûå ÷èñëà,
òî ÷èñëî

4(pi, pj)
(pi, pi)(pj , pj)

= 4 cos2 θij

òàêæå öåëîå. Ïîñêîëüêó 0 6 cos2 θij 6 1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 4 cos2 θij ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè êîðíåé pi, pj , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî cos2 θij 6= 1, òàêèì îáðàçîì 4 cos2 θij ∈ {0, 1, 2, 3}. Îáîçíà÷èì
nij = 4 cos2 θij . Ïîëó÷àåì, ÷òî nij äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë < pi, pj > è < pj , pi >. Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà nij .

1. nij = 1. Òîãäà < pi, pj >=< pj , pi >= −1. Òàêèì îáðàçîì, (pi, pi) = (pj , pj) è êîðíè pi, pj èìåþò
îäèíàêîâóþ äëèíó, à óãîë θij = 2π

3 .

2. nij = 2. Òîãäà îäíî èç < pi, pj >, < pj , pi > ðàâíî −1, à âòîðîå ðàâíî −2, ò. å. îäèí èç êîðíåé â
√

2 ðàç
äëèííåå äðóãîãî, à óãîë θij = 3π

4 .

3. nij = 3. Òîãäà îäíî èç < pi, pj >, < pj , pi > ðàâíî −1, à âòîðîå ðàâíî −3, ò. å. îäèí èç êîðíåé â
√

3 ðàç
äëèííåå äðóãîãî, à óãîë θij = 5π

6 .

4. nij = 0 è íèêàêîé èíôîðìàöèè îá îòíîñèòåëüíîé äëèíå êîðíåé ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Îáîçíà÷èì ÷èñëà < pi, pj >= Aij , ïîëàãàÿ Aii = 2 äëÿ âñåõ i. Ìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë Aij íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöåé Êàðòàíà äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ïî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå Π ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
ãðàô, íàçûâàåìûé äèàãðàììîé Äûíêèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíû ýòîãî ãðàôà - ýòî ôóíäàìåíòàëü-
íûå êîðíè {p1, . . . , p`} è âåðøèíû pi, pj ñîåäèíåíû nij ðåáðàìè. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé
ðàçëè÷íîé äëèíû, óêàçàíî, êàêîé èç êîðíåé äëèííåå.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ñèñòåìà êîðíåé íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè å¼ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ ñîáñòâåííûõ âçàèìíîîðòîãîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ äèàãðàììà Äûíêèíà ñâÿçíà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Äâå ñèñòåìû êîðíåé Φ1 è Φ2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
α : Φ1 → Φ2 òàêàÿ, ÷òî (α(r), α(s)) = λ(r, s) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ñêàëÿðà λ, íåçàâèñÿùåãî îò r, s.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ñâÿçíîé äèàãðàììå Äûíêèíà (èëè ïî ìàòðèöå Êàðòàíà) ìîæíî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü
íåðàçëîæèìóþ ñèñòåìó êîðíåé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ îäèí èç ôóíäàìåí-
òàëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, îñòàëüíûå ìû âîññòàíàâëèâàåì îäíîçíà÷íî (êîëè÷åñòâî ðåáåð è
óêàçàíèå, êàêîé èç êîðíåé äëèííåå â äèàãðàììå Äûíêèíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó êîðåíåé). Äàëåå, ôóíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè ìû ïîðîæäàåì âñþ ãðóïïó Âåéëÿ êîðíåâîé
ñèñòåìû Φ. Íàêîíåö, ââèäó ëåììû 2.1.9, ëþáîé êîðåíü èç Φ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî
êîðíÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ãðóïïû Âåéëÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññèôèöèðîâàòü
íåðàçëîæèìûå êîðíåâûå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü äèàãðàììû Äûíêèíà.

�5 Êëàññèôèêàöèÿ íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì

Êàê ìû çàìåòèëè â êîíöå ïðîøëîãî ïàðàãðàôà, äëÿ êëàññèôèêàöèè íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì
äîñòàòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü äèàãðàììû Äûíêèíà. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5.1 âçÿòà èç [12].

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü Φ � íåðàçëîæèìàÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà. Òîãäà å¼ äèàãðàììà Äûíêèíà ñîâïàäàåò ñ
îäíîé èç äèàãðàìì òàáëèöû 2.5.2.

Òàáëèöà 2.5.2. Êîðíåâûå ñèñòåìû è äèàãðàììû Äûíêèíà

Òèï Φ Äèàãðàììà Äûíêèíà

An u u u p p p p p p p p p p p p p p p p p p p ur1 r2 r3 rn
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Bn
u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u ur1 r2 r3 rn

〉

Cn u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u ur1 r2 r3 rnrn−1

〈

Dn

u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
u!!!!!

aaaaa

r1 r2 r3

rn−1

rn−2

rn

E6

u u u u uu
r1 r3 r4 r5 r6

r2

E7

u u u u u uu
r1 r3 r4 r5 r6 r7

r2

E8

u u u u u u uu
r1 r3 r4 r5 r6 r7 r8

r2

F4
u u u ur1 r2 r3 r4

〉

G2
u ur1 r2

〉

Òåîðåìó 2.5.1 ìû äîêàæåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ â òàáëèöå 2.5.2 äèà-
ãðàìì Äûíêèíà ìû ïîñòðîèì êîðíåâóþ ñèñòåìó, à çàòåì äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ äèàãðàìì Äûíêèíà íå ñóùå-
ñòâóåò.

Òèï An. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n+ 1, ïóñòü e1, . . . , en+1 � íåêîòî-
ðûé åãî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V , ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ, ñóììà êîîðäèíàò
êîòîðûõ ðàâíà 0. Òîãäà êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà An áóäåò ïîðîæäàòü ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî V è å¼ ôóíäàìåí-
òàëüíûå êîðíè � ýòî {e1 − e2, e2 − e3, . . . , en − en+1}. Îòðàæåíèå wr â êîðíå r = ei − ej ïåðåâîäèò ei â ej , ej
â ei, à îñòàëüíûå âåêòîðû áàçèñà îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè. Òàêèì îáðàçîì, êîðíåâàÿ ñèñòåìà An ñîñòîèò èç
âåêòîðîâ âèäà ei − ej , å¼ ãðóïïà Âåéëÿ èçîìîðôíà Symn+1 è äåéñòâóåò íà êîðíÿõ, ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû.

Òèï Bn. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé èìååò âèä e1 −
e2, . . . , en−1 − en, en. Ãðóïïà Âåéëÿ ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ ei â ±ej è èçîìîðôíà
2 o Symn (2n h Symn), à êîðíåâàÿ ñèñòåìà Bn ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà ei − ej ,±ei.

Òèï Cn. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé èìååò âèä e1 −
e2, . . . , en−1 − en, 2en. Ãðóïïà Âåéëÿ ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ ei â ±ej è èçîìîðôíà
2 o Symn, à êîðíåâàÿ ñèñòåìà Cn ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà ei − ej ,±2ei.

Òèï Dn. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé èìååò âèä e1 −
e2, . . . , en−1 − en, en−1 + en. Ãðóïïà Âåéëÿ ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ ei â ±ej , ïðè÷åì
êîëè÷åñòâî ïëþñîâ ÷åòíî è èçîìîðôíà ïîäãðóïïå èíäåêñà 2 â 2 o Symn, à êîðíåâàÿ ñèñòåìà Dn ñîñòîèò èç
âåêòîðîâ âèäà ±ei ± ej .

Òèï En, n = 6, 7, 8. Ìû îïèøåì êàê ïîëó÷àåòñÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà E8, à ñèñòåìû E7 è E6 ïîëó÷èì
êàê ïîäñèñòåìû. Â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ìû âîçüìåì âåêòîðû r1 = − 1

2

∑8
i=1 ei, r2 = e6 − e7,

r3 = e6 + e7, r4 = e5 − e6, r5 = e4 − e5, r6 = e3 − e4, r7 = e2 − e3, r8 = e1 − e2 (íóìåðàöèÿ âûáðàíà òàêæå, êàê
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â òàáëèöå 2.5.2). Êîðíåâàÿ ñèñòåìà E8 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ±ei ± ej ,
1
2

∑8
i=1 εiei,

∏8
i=1 εi = 1. Ãðóïïà Âåéëÿ

èìååò ïîðÿäîê 214 · 35 · 52 · 7 è èçîìîðôíà ãðóïïå 2.O+
8 (2) : 2 (â îáîçíà÷åíèÿõ [6]).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåâîé ñèñòåìû E7 ïîëó÷àåòñÿ âûáðàñûâàíèåì êîðíÿ r8, êîðíåâàÿ ñèñòåìà
òèïà E7 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ±ei ± ej , i, j 6= 1, ±(e1 + e8), 1

2

∑8
i=1 εiei; εi = ±1, ε1 = ε8 = 1,

∏8
i=1 εi = 1,

− 1
2

∑8
i=1 εiei; εi = ±1, ε1 = ε8 = 1,

∏8
i=1 εi = 1. Ãðóïïà Âåéëÿ èìååò ïîðÿäîê 210 · 34 · 5 · 7 è èçîìîðôíà ãðóïïå

2.O7(2) (â îáîçíà÷åíèÿõ [6]).
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåâîé ñèñòåìû E6 ïîëó÷àåòñÿ âûáðàñûâàíèåì êîðíåé r7, r8 èç ôóíäàìåí-

òàëüíîé ñèñòåìû â E8. Êîðíåâàÿ ñèñòåìà E6 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ±ei± ej , i, j 6= 1, 2, 1
2

∑8
i=1 εiei; εi = ±1, ε1 =

ε2 = ε8 = 1,
∏8
i=1 εi = 1, − 1

2

∑8
i=1 εiei; εi = ±1, ε1 = ε2 = ε8 = 1,

∏8
i=1 εi = 1. Ãðóïïà Âåéëÿ èìååò ïîðÿäîê

27 · 34 · 5 è èçîìîðôíà ãðóïïå PSp4(3) : 2 (â îáîçíà÷åíèÿõ [6]).
Òèï F4. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ e1 − e2, e2 − e3, e3,

1
2 (−e1 − e2 − e3 + e4). Âñÿ

êîðíåâàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ±ei ± ej , ±ei, 1
2 (±e1 ± e2 ± e3 ± e4), ãðóïïà Âåéëÿ ðàçðåøèìà è å¼

ïîðÿäîê ðàâåí 27 · 32.
Òèï G2. Êîðíåâàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ±r1, ±r2, ±(r1 + r2), ±(r1 +2r2), ±(r1 +3r2), ±(2r1 +3r2).

Åå ãðóïïà Âåéëÿ ðàçðåøèìà è èìååò ïîðÿäîê 12.
Êîðíåâûå ñèñòåìû òèïîâ An, Bn, Cn è Dn îáû÷íî íàçûâàþò êîðíåâûìè ñèñòåìàìè êëàññè÷åñêîãî òèïà, à

îñòàëüíûå êîðíåâûå ñèñòåìû íàçûâàþò ñèñòåìàìè èñêëþ÷èòåëüíîãî òèïà.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì íå ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ

êîðíÿ pi, pj òàêèõ, ÷òî nij 6= 0. Òîãäà â äèàãðàììå Äûíêèíà îíè ñâÿçàíû nij ðåáðàìè. Ïîñêîëüêó nij ∈
{0, 1, 2, 3}, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäãðàô, ïîðîæä¼ííûé ýòèìè äâóìÿ êîðíÿìè ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ
ãðàôîâ:

u upi pj
äèàãðàììà A2, u upi pj

äèàãðàììà B2, u upi pj
äèàãðàììà G2.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà ¾ñîáðàíà¿ èç ýòèõ òðåõ ãðàôîâ. Ïîääèàãðàììîé äèàãðàì-
ìû Äûíêèíà ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáîé å¼ ïîäãðàô. Òåïåðü ìû ïîñëåäîâàòåëüíî îòáðîñèì âñå íåâîçìîæíûå
êîíôèãóðàöèè äëÿ äèàãðàìì. Ïîñêîëüêó äëèíà êîðíåé â äèàãðàììå Äûíêèíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäà-
íèåì äëèíû îäíîãî èç êîðíåé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìûé êîðîòêèé èç êîðíåé pi, pj , áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî êîðåíü pj , èìååò äëèíó 1.

Øàã 1. Äèàãðàììà G2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîääèàãðàììîé íè â êàêîé äèàãðàììå Äûíêèíà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîääèàãðàììà âèäà

u u upi pj r
èëè u u upj pi r

(ìåæäó r è îäíèì èç êîðíåé pi, pj íå ìåíåå îäíîãî ðåáðà). Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé (âòîðîé ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Èìååì 2(pi, pj) = −3, (pi, r) 6 0 (íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ êîðíåé íå ïðåâîñõîäèò 0, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå). Äàëåå, < pj , r > ëèáî
ðàâíî −1, ëèáî ðàâíî −2, ëèáî ðàâíî −3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (r, r) = 1 è 2(pj , r) = −1, âî
âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (r, r) 6 2 è 2(pj , r) = −2, â òðåòüåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (r, r) 6 3
è 2(pj , r) = −3. Ðàññìîòðèì âåêòîð v = pi + 2pj + r. Òîãäà (v, v) 6 0, ò. å. v = 0 è ôóíäàìåíòàëüíûå êîð-
íè pi, pj , r îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Â ñëó÷àå ñìåæíîñòè pi è r â êà÷åñòâå âåêòîðà v íàäî âçÿòü
âåêòîð 2pi + 3pj + r.

Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãðàììà Äûíêèíà ¾ñîáðàíà¿ ëèøü èç ïîääèàãðàìì âèäà A2 èëè B2.
Øàã 2. Äèàãðàììà Äûíêèíà ìîæåò ñîäåðæàòü B2 â êà÷åñòâå ïîääèàãðàììû ëèøü îäèí ðàç. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû ïîääèàãðàììà âèäà

u u u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u up1 p2 p3 pkpk−1

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîð v = p1 + pk + 2(p2 + . . .+ pk−1). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (pi, pj) 6 0, 2(pi, pi+1) 6
−1, 2(p1, p2) = 2(pk−1, pk) = −2, ïîëó÷àåì, ÷òî (v, v) 6 0, ò. å. ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè p1, . . . , pk ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Øàã 3. Â äèàãðàììå Äûíêèíà, ñîäåðæàùåé ïîääèàãðàììó òèïà B2 íå ñóùåñòâóåò öèêëîâ. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå, ïðîéäÿ ïî ýòîìó öèêëó ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî âñå êîðíè â íåì èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ÷òî
íåâîçìîæíî.
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Øàã 4. Â äèàãðàììå Äûíêèíà, ñîäåðæàùåé ïîääèàãðàììó òèïà B2 íå ñóùåñòâóåò òî÷åê âåòâëåíèÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òàêàÿ äèàãðàììû Äûíêèíà ñîäåðæèò ïîääèàãðàììó

uaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u
p1

p3 p4 pk

u!!!!!
p2

pk−1

Ðàññìîòðèì âåêòîð v = p1 + p2 + 2(p3 + . . .+ pk). Âíîâü (v, v) 6 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé.

Øàã 5. Äèàãðàììàu u u u u
íå ìîæåò âîçíèêíóòü êàê ïîääèàãðàììà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âåêòîð v = p1 + 2p2 + 3p3 + 4p4 + 2p5,
òîãäà (v, v) 6 0.

Øàãè 2�5 ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè äèàãðàììà Äûíêèíà ñîäåðæèò ðåáðî ¾òèïà B2¿, òî îíà ñîâïàäàåò ñ
äèàãðàììîé êîðíåâîé ñèñòåìû Bn, Cn èëè F4 èç òàáëèöû 2.5.2. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà
äèàãðàììà ¾ñîáðàíà¿ òîëüêî èç ðåáåð ¾òèïà A2¿, ò. å. âñå ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Øàã 6. Â äèàãðàììå Äûíêèíà íå ñóùåñòâóåò öèêëîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì v = p1 + . . .+pk �
âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ öèêë. Âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî (v, v) 6 0.

Øàã 7. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå òðåõ êîíå÷íûõ òî÷åê â äèàãðàììå Äûíêèíà (ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå
áîëåå îäíîé òî÷êè âåòâëåíèÿ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîääèàãðàììà âèäàuaaaaau u p p p pp pp ppp ppp pp pp pp p u u

u!!!!!

aaaaau!!!!!

Ïóñòü p1, . . . , pk � ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû, ïðè÷åì p1, p2 � îêîí÷àíèÿ ñëåâà, à pk−1, pk � îêîí÷àíèÿ ñïðàâà.
Òîãäà äëÿ âåêòîðà v = p1 + p2 + 2p3 + . . .+ 2pk−2 + pk−1 + pk ïîëó÷àåì (v, v) 6 0.

Øàã 8. Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà âåòâëåíèÿ, òî îäíà èç âåòâåé èìååò äëèíó 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùå-
ñòâîâàëà áû ïîääèàãðàììà âèäàu u u u u

uu
Ïóñòü p1 � öåíòðàëüíàÿ òî÷êà, p2, p3, p4 � ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû è p5, p6, p7 � êîíå÷íûå âåðøèíû. Òîãäà
äëÿ v = 3p2 + 2(p2 + p3 + p4) + p5 + p6 + p7 ïîëó÷àåì (v, v) 6 0.

Øàã 9. Äèàãðàììàu u u u u u uu
íå ìîæåò âîçíèêíóòü êàê ïîääèàãðàììà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàíóìåðóåì âåêòîðû â âåðõíåé ëèíèè p1, . . . , p7

è íèæíèé p8. Ïîëó÷èì ÷òî äëÿ âåêòîðà v = p1 + 2(p2 + p6 + p8) + 3(p3 + p5) + 4p4 + p7 ñïðàâåäëèâî (v, v) 6 0.
Øàã 10. Äèàãðàììàu u u u u u uu u

íå ìîæåò âîçíèêíóòü â êà÷åñòâå ïîääèàãðàììû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, çàíóìåðîâàâ âíîâü âåêòîðû âåðõíåé
ñòðîêè p1, . . . , p8 è íèæíèé p9, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âåêòîðà v = 2(p1 +p7)+3(p9 +p6)+4(p2 +p5)+6p3 +5p4 +p8

âûïîëíåíî (v, v) 6 0.
Òàêèì îáðàçîì, øàãè 6�10 ïîêàçûâàþò, ÷òî äèàãðàììû, â êîòîðûõ âñå ðåáðà èìåþò ¾òèï A2¿ ñîâïàäàþò

ñ An, Dn, E6, E7 èëè E8.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ìû ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ëåììû.
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Ëåììà 2.5.3. Ïóñòü Φ � íåðàçëîæèìàÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà. Òîãäà ãðóïïà Âåéëÿ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
íà ìíîæåñòâå êîðíåé îäèíàêîâîé äëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 2.1.9, ëþáîé êîðåíü â êîðíåâîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ôóí-
äàìåíòàëüíîãî êîðíÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ãðóïïû Âåéëÿ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ãðóïïà Âåéëÿ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ îäèíàêîâîé äëèíû. Ïóñòü r, s � äâà
ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿ îäèíàêîâîé äëèíû. Ââèäó òåîðåìû 2.5.1, ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíè r, s ñâÿçàíû öåïî÷êîé
ðåáåð ¾òèïà A2¿. Íî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ êîðíÿ ýòîé öåïî÷êè p1, p2 ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì
ýëåìåíòà wp1+p2wp2 ∈W .

Ëåììà 2.5.4. Ëåììà Òèòñà. Ïóñòü r, s ∈ Π è ïðåäïîëîæèì, ÷òî αw = β, ãäå w ∈W . Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîðíè p0 = r, p1, . . . , pk = s ∈ Π è ýëåìåíòû w0, w1, . . . , wk−1 ∈W , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(à) w = w0 · . . . · wk−1;

(á) pwi
i = pi+1;

(â) äëÿ ëþáîãî 0 6 i 6 k − 1, åñëè pi 6= pi+1, òî wi ∈ 〈wpi , wpi+1〉, è åñëè pi = pi+1, òî ñóùåñòâóåò δi ∈ ∆,
äëÿ êîòîðîãî wi ∈ 〈wγi , wδi〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l(w). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2.3, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî åñëè l(w) = 0, òî w = e è äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Åñëè l(w) > 0, òî ñóùåñòâóåò p ∈ Π, äëÿ êîòîðîãî pw � îòðèöàòåëüíûé êîðåíü. Ïîëîæèì p0 = α è
ðàññìîòðèì ïîäñèñòåìó Ψ, ïîðîæä¼ííóþ êîðíÿìè p0, p. Âûáåðåì â íåé ìíîæåñòâî (Φ+)w−1∩Ψ = Θ â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Ââèäó ëåììû 2.1.4 è òåîðåìû 2.2.4 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé
w0 ∈ 〈wp0 , wp〉, ÷òî (Θ)w0 = Ψ ∩ Φ+. Ïîëîæèì w′ = w−1

0 w. Ïîñêîëüêó wp0 è wp ñòàáèëèçèðóþò Θ′ = Φ+ \Ψ,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî è ýëåìåíò w0 ñòàáèëèçèðóåò ìíîæåñòâî Θ′. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî q ∈ Θ′ êîðåíü
qw

′
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîðåíü qw ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî êîðíÿ q èç Ψ ∩ Φ+ ìû èìååì qw
′
> 0, â òî âðåìÿ, êàê pw < 0 ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì

îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå ýëåìåíò w′ ïåðåâîäèò â îòðèöàòåëüíûå, ñòðîãî ìåíüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå ýëåìåíò w ïåðåâîäèò â îòðèöàòåëüíûå. Ââèäó òåîðåìû 2.2.2
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî l(w′) < l(w).

Îïðåäåëèì p1 = pw0
0 (= rw0). Ïî óñëîâèþ, p0 ∈ (Π)w−1, çíà÷èò, p0 ïðèíàäëåæèò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå

(Π)w−1 ∩ Ψ ïîäñèñòåìû Ψ, êîòîðàÿ ëåæèò â Θ = (Φ+ ∩ Ψ)w−1
0 . Ñëåäîâàòåëüíî, p0 ∈ (Π ∩ Ψ)w−1

0 ⊆ (Π)w−1
0 .

Çíà÷èò, p1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíàòëüíûì êîðíåì è ëåæèò â Ψ ∩ Φ+. Åñëè p1 6= p0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p1 = p,
çíà÷èò, s = pw

′
. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ýëåìåíòà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

�6 Äèàãðàììû Äûíêèíà ïîäñèñòåì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì îïèñàíèÿ êîðíåâûõ ïîäñèñòåì â ðàçëè÷íûõ íåðàçëîæèìûõ
êîðíåâûõ ñèñòåìàõ. Äàííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî â [1] è â [9]. Ìû â íàøåì èçëîæåíèè
áóäåì â îñíîâíîì ïðèäåðæèâàòüñÿ [9].

Ñíà÷àëà ìû óñòàíîâèì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà êîðíåâûõ ñèñòåì. Ïóñòü r, s � ïðîèçâîëüíûå
êîðíè èç Φ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàöèé êîðíåé r, s è ïåðåñå÷åì åãî ñ
Φ. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî Φ1 ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ðàíãà 2. Â ñèëó êëàññèôèêàöèîííîé
òåîðåìû 2.5.1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî Φ1 íåðàçëîæèìà è èìååò òèï A2, B2 èëè G2, ëèáî Φ1 = A1 ∪ A1.
Íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ äàåò íàì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.6.1. Ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà p, q, ÷òî s + ir ∈ Φ äëÿ ëþáîãî −p 6
i 6 q, íî s+ ir 6∈ Φ åñëè i 6 −(p+1) èëè i > q+1. Áîëåå òîãî −p+q =< r, s >, îòðàæåíèå wr ïåðåñòàâëÿåò
êîðíè âèäà s+ ir è wr(s− pr) = s+ qr.

Îïðåäåëåíèå 2.6.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé s + ir, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå 2.6.1, íàçûâàåòñÿ r-ñåðèåé
êîðíåé, ñîäåðæàùåé s.

Ñëåäñòâèå 2.6.3. Åñëè r � ïîëîæèòåëüíûé íåôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûé êîðåíü s, ÷òî r − s ∈ Φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1.7 ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî íåôóíäà-
ìåíòàëüíîãî êîðíÿ r ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü s òàêîé, ÷òî (s, r) > 0. Òîãäà ws(r) = r− < s, r > s
âíîâü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ïî ëåììå 2.6.1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r − s òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Ëåììà 2.6.4. Â ëþáîé íåðàçëîæèìîé êîðíåâîé ñèñòåìå Φ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü r0 ìàêñè-
ìàëüíîé âûñîòû. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ r 6= r0 ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ôóíäàìåíòàëüíûé
êîðåíü pi òàêîé, ÷òî r + pi ∈ Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äâóõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé r, s, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ r+pi 6∈ Φ äëÿ ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êîðíÿ pi è s+pj 6∈ Φ äëÿ ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êîðíÿ
pj . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå êîðíè r, s ñóùåñòâóþò è èõ âûñîòà ìèíèìàëüíà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (pi, r) < 0, òî wpi

(r) = r− < pi, r > pi = r + kpi ∈ Φ è k > 0. Ââèäó ëåììû 2.6.3 ïîëó÷àåì, ÷òî
r+ pi ∈ Φ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, (pi, r) > 0 äëÿ ëþáîãî ôóíäàìåíòàëü-
íîãî êîðíÿ pi è àíàëîãè÷íî (pj , s) > 0 äëÿ ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êîðíÿ pj . Äàëåå, ââèäó ëåììû 2.1.7,
ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå α1, . . . , α` è β1, . . . , β`, ÷òî r = α1p1 + . . . + α`p` è s = β1p1 + . . . + β`p`. Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî âñå αi è βj îòëè÷íû îò 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ñèñòåìû Φ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè êàêèå-òî èç αi ðàâíû 0, òî
ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü pi òàêîé, ÷òî αi = 0, íî (pi, pj) < 0 äëÿ íåêîòîðîãî pj , äëÿ êîòîðîãî
αj > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (pj , r) < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó ðàíåå íåðàâåíñòâó (pj , r) > 0 äëÿ âñåõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé pj . Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî âñå βj > 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü (r, s). Èìååì (r, s) =
∑
i αi(pi, s) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, wr(s) = s− < r, s > r = s− kr ∈

Φ, ãäå k � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ââèäó ëåììû 2.6.3 ïîëó÷àåì, ÷òî s − r ∈ Φ. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî r−s ∈ Φ. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî s−r, ëèáî r−s ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r−s� ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Åñëè r−s� ôóíäàìåíòàëüíûé
êîðåíü, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (r − s) + s ∈ Φ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1.7, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü pi òàêîé,
÷òî (r − s, pi) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, (r, pi) > 0. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2.6.3, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
r − pi ∈ Φ è (r − s) − pi ∈ Φ. Çàìåíÿÿ êîðåíü r íà êîðåíü r′ = r − pi è ïîâòîðÿÿ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó, ìû
ïîëó÷èì íåêîòîðûé êîðåíü r̄ òàêîé, ÷òî r̄− s óæå ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s.

Îïðåäåëåíèå 2.6.5. Ïîäìíîæåñòâî Φ1 êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íàçûâàåòñÿ ïîäñèñòåìîé, åñëè Φ1 ñàìî ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâîé ñèñòåìîé â ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êå.

Ëåììà 2.6.6. Ïîäìíîæåñòâî Φ1 ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà r + s ∈ Φ ⇒ r + s ∈ Φ1 è r ∈ Φ1 ⇒ −r ∈ Φ1 äëÿ ëþáûõ äâóõ êîðíåé r, s ∈ Φ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r-ñåðèÿ êîðíåé, ñîäåðæàùàÿ s îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîðíÿì r, s
ëåììà ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 2.6.1.

Îïðåäåëåíèå 2.6.7. Ïîäìíîæåñòâî Ξ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íàçûâàåòñÿ Π-ìíîæåñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ êîðíåé r, s ∈ Ξ âûïîëíåíî r − s 6∈ Φ.

ßñíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ Π-ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ëþ-
áîé ïîäñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ Π-ìíîæåñòâîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Ξ � íåêîòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå
Π-ìíîæåñòâî, ðàññìîòðèì ZΞ∩Φ = Φ1. Ââèäó ëåììû 2.6.6 ìíîæåñòâî Φ1 ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé êîðíåâîé ñè-
ñòåìû Φ. Êðîìå òîãî, Ξ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ Φ1. Äåéñòâèòåëüíî, íàäî ïðîâåðèòü ëèøü,
÷òî ëþáîé êîðåíü èç Φ1 ïðåäñòàâèì â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç Ξ, âñå êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðîé ëèáî íåïîëîæèòåëüíû, ëèáî íåîòðèöàòåëüíû. ßñíî, ÷òî ïîäñèñòåìó Φ1 ìîæíî ñ÷èòàòü
íåðàçëîæèìîé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóåò êîðåíü r òàêîé, ÷òî r = λ1p1 + . . . + λkpk, ãäå
âñå λi > 0 è pi ∈ Ξ, íî r − pj ∈ Φ1 äëÿ íåêîòîðîãî pj ∈ Ξ \ {p1, . . . , pk} (ýòîò êîðåíü r � êîíòðïðèìåð
ìèíèìàëüíîé âûñîòû). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Φ1 6= G2. Òîãäà pj-öåïü, ñîäåðæàùàÿ r ñîñòîèò íå áîëåå,
÷åì èç òðåõ êîðíåé è, çíà÷èò, (pj , r) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû (pj , pi) 6 0 äëÿ âñåõ pi ∈ Ξ. Êðîìå òîãî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî (pj , pi) < 0 äëÿ íåêîòîðîãî pi ∈ {p1, . . . , pk}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî êîðíè
p1, . . . , pk, pj ïîðîæäàþò ðàçëîæèìóþ êîðíåâóþ ïîäñèñòåìó Φ2 = Φ3∪A1, ãäå Φ3 � ïîäñèñòåìà, ïîðîæä¼ííàÿ
êîðíÿìè p1, . . . , pk, à A1 � ïîäñèñòåìà, ïîðîæä¼ííàÿ êîðíåì pj . Íî òîãäà r 6∈ Φ2, âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, (pj , r) = λ1(pj , p1) + . . .+ λk(pj , pk) < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó ðàíüøå íåðàâåíñòâó
(pj , r) > 0. Åñëè òåïåðü Φ1 = G2, òî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ
äâóõ êîðîòêèõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, à ñóììà ëþáûõ äâóõ äëèííûõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì.
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Òàêèì îáðàçîì, Ξ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðîòêèé è îäèí äëèííûé êîðåíü p1 è p2. Êðîìå òîãî,
< p1, p2 >= −1, < p2, p1 >= −3 è êîðíè p1, p2, î÷åâèäíî, îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó â Φ1. Òàêèì
îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.6.8. Ïóñòü Ξ � ëèíåéíî íåçàâèñèìîå Π-ïîäìíîæåñòâî êîðíåâîé ñèñòåìû Φ è ïóñòü Φ1 =
ZΞ ∩ Φ. Òîãäà Φ1 ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû Φ, Ξ � å¼ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé è ëþáàÿ
ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Φ ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì Π-ïîäìíîæåñòâîì.

Çíà÷èò, äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîäñèñòåì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ äîñòàòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå Π-ïîäìíîæåñòâà ýòîé ñèñòåìû. Êàæäîìó Π-ïîäìíîæåñòâó ìû ñîïîñòàâèì äèàãðàììó, àíàëîãè÷íóþ
äèàãðàììå Äûíêèíà. Ò. å. ëþáûå äâà êîðíÿ pi, pj èç Π-ïîäìíîæåñòâà ñîåäèíåíû < pi, pj > · < pj , pi > ðåá-
ðàìè è óêàçàíî, êàêîé èç êîðíåé äëèííåå. Òàêóþ äèàãðàììó ìû áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé äèàãðàììîé
Π-ìíîæåñòâà Ξ .

Ëåììà 2.6.9. Ïóñòü Ξ � íåêîòîðîå Π-ïîäìíîæåñòâî êîðíåâîé ñèñòåìû Φ è Φ1 � êîðíåâàÿ ïîäñèñòåìà,
ïîðîæä¼ííàÿ ýòèì ïîäìíîæåñòâîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî Ξ1 ìíîæå-
ñòâà Ξ, ïîðîæäàþùåå Φ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïîäñèñòåìó Φ1 ìîæíî ñ÷èòàòü íåðàçëîæèìîé. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ äèà-
ãðàììó äëÿ Ξ. Åñëè ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà ñîâïàäàåò ñ äèàãðàììîé Äûíêèíà, òî òîãäà êîðíè èç Ξ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò ïîääèàãðàììó îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
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9.
u u u

Ïóñòü p1, . . . , pk � êîðíè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè îäíîé èç ïðèâåäåííûõ âûøå äèàãðàìì. Êàê ïîêàçàíî ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.5.1, äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ âûøå äèàãðàìì ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ êîðíåé λ1p1 + . . .+λkpk = 0, ïðè÷åì ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç λi ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðåíü
pi, ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîìó λi = 1 ëåæèò â êîðíåâîé ñèñòåìå, ïîðîæä¼ííîé îñòàëüíûìè êîðíÿìè è ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü Ξ1 = Ξ \ {pi}. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷èì ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî Ξ′,
ïîðîæäàþùåå ïîäñèñòåìó Φ1.

Ëåììà 2.6.10. Ïóñòü Ξ � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ Π-ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ ïîäñèñòåìó Φ1 êîðíåâîé ñè-
ñòåìû Φ, ïðè÷åì Φ 6= Φ1. Òîãäà ñóùåñòâóåò r ∈ Φ \ Φ1 òàêîé, ÷òî Ξ ∪ {r} âíîâü ÿâëÿåòñÿ Π-ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì Ξ äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùåãî êîðíåâóþ ñèñòåìó Φ è âûáåðåì V +

òàêèì îáðàçîì, ÷òî Ξ ⊂ V +. Ïóñòü r � ìèíèìàëüíûé êîðåíü â Φ \ Φ1. Òîãäà r − s ≺ r äëÿ ëþáîãî s ∈ Ξ,
ñëåäîâàòåëüíî, r − s 6∈ Φ è, çíà÷èò, s− r 6∈ Φ. Òàêèì îáðàçîì, Ξ ∪ {r} ÿâëÿåòñÿ Π-ñèñòåìîé.

Îïðåäåëåíèå 2.6.11. Äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ èç äèàãðàììû Äûíêèíà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ïðèñîåäèíå-
íèåì êîðíÿ −r0 è ñîåäèíåíèåì åãî ñ îñòàëüíûìè êîðíÿìè ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó íàçîâåì ðàñøèðåííîé äèà-
ãðàììîé Äûíêèíà. Â òàáëèöå 2.6.12 ïðèâåäåíû ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ âñåõ íåðàçëîæèìûõ
êîðíåâûõ ñèñòåì, êðîìå òîãî, óêàçàíû êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè âõîäÿò â ðàçëî-
æåíèå êîðíÿ r0.

Òàáëèöà 2.6.12. Ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà

Òèï Φ Ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà
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E8

u u u u u u uu
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2
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Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü àëãîðèòì îïèñàíèÿ äèàãðàìì Äûíêèíà ïîäñèñòåì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ïóñòü
Φ � íåðàçëîæèìàÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà è Ξ � íåêîòîðàÿ Π-ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ Φ. Ââèäó ëåììû 2.6.9 îíà
ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Π êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.6.3 è ëåììû 2.6.4 åäèíñòâåí-
íûì êîðíåì r, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ r−pi 6∈ Φ äëÿ ëþáîãî pi ∈ Π ÿâëÿåòñÿ êîðåíü −r0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèáî Ξ = Π, ëèáî Ξ = Π ∪ {−r0}.

Ïóñòü òåïåðü Φ1 � ìàêñèìàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ è Π1 � å¼ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà. Ââèäó ëåììû 2.6.10 ñóùåñòâóåò êîðåíü r ∈ Φ \ Φ1 òàêîé, ÷òî Π1 ∪ {r} = Ξ ÿâëÿåòñÿ Π-ìíîæåñòâîì.
Áîëåå òîãî, êîðíåâàÿ ñèñòåìà, ïîðîæä¼ííàÿ Π-ìíîæåñòâîì Ξ ñîâïàäàåò ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé, ïîðîæä¼ííîé
ìíîæåñòâîì Φ1∪{r} è ðàâíà Φ ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ïîäñèñòåìû Φ1. Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ëèáî Ξ = Π, ëèáî Ξ = Π ∪ {−r0}.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñøèðåííóþ äèàãðàììó Äûí-
êèíà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ è âûáðàñûâàåì èç íåå îäíó èëè íåñêîëüêî âåðøèí. Ïîòîì äëÿ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìû ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó. Äèàãðàììû, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì, äàþò
íàì äèàãðàììû Äûíêèíà âñåõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû Φ.

Óïðàæíåíèå 2.6.13. Íàéòè ìàêñèìàëüíûå ïîäñèñòåìû âî âñåõ íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåìàõ.

�7 Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ Âåéëÿ

Ìàòåðèàë äàííîãî ïàðàãðàôà âçÿò â îñíîâíîì èç [2, G] è [5]. Òàì æå ìîæíî íàéòè áîëåå ïîäðîáíîå èçëî-
æåíèå è íåîáõîäèìûå òåõíè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ è äîïóñòèìûõ äèàãðàììàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ ïîðîæäàåòñÿ îòðàæåíèÿìè wr â êîðíÿõ r ∈ Φ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà w ∈ W ñóùåñòâóþò êîðíè r1, . . . , rk, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî w = wr1 · wr2 · . . . · wrk

. Îáîçíà÷èì
÷åðåç l̄(w) ìèíèìàëüíîå òàêîå k, ÷òî w ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòðàæåíèé â êîðíÿõ r1, . . . , rk.

Ëåììà 2.7.1. l̄(w) ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà w ∈ W , îòëè÷íûõ îò 1. Â ÷àñò-
íîñòè, l̄(w) 6 ` (íàïîìíèì, ÷òî ` � ýòî ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l̄(w) = k è w = wr1 · . . . ·wrk
� ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà

w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòðàæåíèé. Ïóñòü Hri � ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ âåêòîðó ri è ïîëîæèì U =
Hr1 ∩ . . .∩Hrk

. Òîãäà w îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì ëþáîé âåêòîð èç U è dimU > l−k. Òàêèì îáðàçîì, w èìååò
ïî ìåíüøåé ìåðå `−k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íå áîëåå k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
îòëè÷íûõ îò 1.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî w èìååò k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò 1. Ïóñòü V1 � ïîäïðîñòðàíñòâî
âåêòîðîâ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî w è ïóñòü V ⊥

1 � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Òîãäà dimV1 = ` − k
è dimV ⊥

1 = k. Ïîñêîëüêó w îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì ëþáîé âåêòîð èç V1, èç òåîðåìû 2.3.6 ñëåäóåò, ÷òî w
ïîðîæä¼í îòðàæåíèÿìè â êîðíÿõ èç V ⊥

1 ∩ Φ. Åñëè k � `, ò. å. dimV ⊥
1 � dimV , òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ïîëó÷èòü, ÷òî w ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì â òî÷íîñòè k îòðàæåíèé.
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíò w íå èìååò íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ íà V , òî îí

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå, ÷åì ` îòðàæåíèé. Ïóñòü r ∈ Φ. Ïîñêîëüêó w íå îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì
íèêàêîé âåêòîð, w − 1 � íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð v òàêîé, ÷òî
(w − 1)v = r, çíà÷èò, w(v) = v + r. Äàëåå, (w(v), w(v)) = (v, v). Òàêèì îáðàçîì, (v + r, v + r) = (v, v) è,

çíà÷èò, 2(v,r)
(r,r) = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, wr(v) = v+r è w(v) = wr(v). Ïîýòîìó wrw(v) = v. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.3.5,

ýëåìåíò wrw ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé â êîðíÿõ, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó v è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
èíäóêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.7.2. Âûðàæåíèå wr1 ·wr2 · . . . ·wrk
íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè l̄(wr1 ·wr2 · . . . ·wrk

) = k.
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Ëåììà 2.7.3. Ïóñòü r1, r2, . . . , rk ∈ Φ. Òîãäà âûðàæåíèå wr1 · wr2 · . . . · wrk
ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû r1, r2, . . . , rk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = wr1 ·wr2 · . . . ·wrk
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûðàæåíèå ïðèâåäåííîå. Òîãäà w èìååò

k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò 1 è, çíà÷èò, dim(Hr1 ∩ . . . ∩Hrk
) = `− k. Ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò áûòü

áîëüøå, ïîñêîëüêó w ôèêñèðóåò ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Hr1 ∩ . . . ∩ Hrk
è ïîòîìó ðàçìåðíîñòü ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîðû r1, . . . , rk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû r1, . . . , rk ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî
(w − 1)V . Âûáåðåì âåêòîð x òàê, ÷òî x ∈ Hr2 ∩ . . . ∩ Hrk

, íî x 6∈ Hr1 . Òîãäà âåêòîð w(x) − x êðàòåí r1 (â
ñèëó íàøåãî âûáîðà, wr2 · . . . ·wrk

(x) = x), òàêèì îáðàçîì, r1 ∈ (w − 1)V . Äàëåå âûáåðåì x ∈ Hr3 ∩ . . . ∩Hrk
,

íî x 6∈ Hr2 . Ìû èìååì, ÷òî w(x) − x = λr2 + µr1 è λ 6= 0. Çíà÷èò, r2 ∈ (w − 1)V . Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ
òàêèì æå îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî r1, . . . , rk ∈ (w − 1)V . Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò w èìååò íå áîëåå ` − k
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1 è ïî ëåììå 2.7.1, l̄(w) > k.

Ëåììà 2.7.4. Ëþáàÿ èíâîëþöèÿ w ∈ W ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ l̄(w) îòðàæåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûì êîðíÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V1 � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî w, è V−1 � ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ w(x) = −x. Ïîñêîëüêó w � èíâîëþöèÿ, ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé V = V1 ⊕ V−1. Åñëè dimV1 > 0, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
V−1 = V , ò. å. w = −1. Ïóñòü w = wr1 · wr2 · . . . · wr`

� ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå. Ðàññìîòðèì âåêòîð v,
îðòîãîíàëüíûé êîðíþ r1. Ìû èìååì w(v) = −v è, çíà÷èò, w2 · . . . ·wr`

(v) = −wr1(v) = −v. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî 2v = v−wr2 · . . . ·wr`

(v) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ r2, . . . , r`. Ïîýòîìó r2, . . . , r`
îáðàçóþò áàçèñ ãèïåðïëîñêîñòè Hr1 . Ïîâòîðÿÿ äàííûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðû r1, r2, . . . , r`
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW0 ïîäìíîæåñòâî ãðóïïûW , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ w, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå w = w1·w2,
ïðè÷åì w2

1 = w2
2 = 1 è V−1(w1)∩V−1(w2) = {0}. ßñíî, ÷òîW0 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé è ïîòîìó

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ ãðóïïû W .

Ëåììà 2.7.5. Ïóñòü w ∈W0 ïðåäñòàâëåí â âèäå w = w1 · w2, ãäå w
2
1 = w2

2 = 1 è V−1(w1) ∩ V−1(w2) = {0}.
Òîãäà l̄(w) = l̄(w1) + l̄(w2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ V âûáðàí òàê, ÷òî w(x) = x. Òîãäà w1w2(x) = x è, çíà÷èò, w1(x) = w2(x).
Òàêèì îáðàçîì, w1(x)−x = w2(x)−x. Äàëåå, w1(x)−x ∈ V−1(w1) è w2(x)−x ∈ V−1(w2). Ïîýòîìó îáà èç ýòèõ
âåêòîðîâ ðàâíû 0, ò. å. V1(w) = V1(w1) ∩ V1(w2). Äàëåå, V−1(w1)⊥ = V1(w1) è V−1(w2)⊥ = V1(w2). Ïîñêîëüêó
V−1(w1) ∩ V−1(w2) = {0}, ìû èìååì V1(w1) + V1(w2) = V . Òàêèì îáðàçîì,

l̄(w) = `− dimV1(w) = 2`− dimV1(w1)− dimV1(w2) = l̄(w1) + l̄(w2),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî dimV1(w) = dim(V1(w1)∩ V1(w2)) = dimV1(w1) + dimV1(w2)− dim(V1(w1) +
V1(w2)) = dimV1(w1) + dimV1(w2)− `.

Ïóñòü w ∈ W0 è w = w1 · w2. Ââèäó ëåììû 2.7.4 ýëåìåíò w1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå w1 = wr1 · . . . · wrk
, à

ýëåìåíò w2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå w2 = wrk+1 · . . . ·wrm , ãäå m = l̄(w) è ìíîæåñòâà {r1, . . . , rk}, {rk+1, . . . , rm}
ñîñòîÿò èç ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòó w ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü äèàãðàììó
Γ, âåðøèíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîðíè {r1, . . . , rm} è êîðíè ri, rj ñîåäèíåíû < ri, rj > · < rj , ri > ðåáðàìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ñîïðÿæåííûé ñ w ýëåìåíò èç W èìååò òó æå äèàãðàììó Γ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
ãîâîðèòü î êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùåì äèàãðàììå Γ. Îòìåòèì, ÷òî îäíîìó êëàññó
ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî äèàãðàìì.

Êàæäàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì î÷åâèäíûì óñëîâèÿì:

1. Âåðøèíû äèàãðàììû Γ ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîðíåé.

2. Ëþáîé öèêë â äèàãðàììå Γ èìååò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.

Ëþáîé ãðàô, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1 è 2 ìû áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé äèàãðàììîé. Â [5] ïî-
äðîáíî èçó÷åíû äîïóñòèìûå äèàãðàììû äëÿ êàæäîé íåïðèâîäèìîé êîðíåâîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
äîïóñòèìàÿ äèàãðàììà íå èìååò öèêëîâ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé Äûíêèíà íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû. Êðî-
ìå òîãî, èçó÷åí âîïðîñ î òîì, êîãäà îäíîìó êëàññó ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå äîïóñòèìûå äèàãðàììû è î òîì,
êîãäà ðàçíûì êëàññàì ñîîòâåòñòâóåò îäíà äîïóñòèìàÿ äèàãðàììà. Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåáîðîì ðàçëè÷íûõ
òèïîâ íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì äîêàçàíî, ÷òî W0 = W . Ìû íå áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü âñå ýòè ðåçóëü-
òàòû ââèäó ãðîìîçäêîñòè èõ èçëîæåíèÿ.
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ãåîìåòðèþ

Â äàííîé ãëàâå ìû ââåäåì àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, îïðåäåëèì ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è
ïîëó÷èì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Íàøå èçëîæåíèå â îñíîâíîì ñëåäóåò [17]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëü-
íåéøåãî èçëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïîíÿòèé àôôèííîãî è ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðàçìåðíîñòè, êà-
ñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé, ò. å. ïðî÷òåíèÿ ïàðàãðàôîâ �2, �3, �5 è �6. Îñòàëüíûå
ïàðàãðàôû, â îñíîâíîì, ïðèâåäåíû äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

�1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èç îáùåé àëãåáðû

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïàðàãðàôà èçó÷àþòñÿ â îáùåì êóðñå àëãåáðû è òåîðèè Ãàëóà, è ìîãóò
áûòü íàéäåíû â ëþáîì ó÷åáíèêå, íàïðèìåð â [10]. Åñëè R � íåêîòîðîå êîëüöî è x � ïåðåìåííàÿ èëè ýëåìåíò
èç íåêîòîðîãî êîëüöà R1, ñîäåðæàùåãî R, òî ÷åðåç R[x] îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èç R è ïåðåìåííîé x. Ïî èíäóêöèè, R[x1, . . . , xk] = R[x1, . . . , xk−1][xk]. Âñå êîëüöà â äàííîì ïàðàãðàôå
ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé èëè óñëî-
âèþ ìàêñèìàëüíîñòè (ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì), åñëè ëþáàÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ èäåàëîâ I1 ≤ I2 ≤ . . . íà
íåêîòîðîì øàãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Ëåììà 3.1.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ êîëüöà R ýêâèâàëåíòíû:

1. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì.

2. Ëþáîé èäåàë êîëüöà R êîíå÷íîïîðîæä¼í.

3. Âñÿêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî S èäåàëîâ êîëüöà R ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒2. Ïóñòü I � íåêîòîðûé èäåàë êîëüöà R. Ðàññìîòðèì a1 ∈ I \ {0} è ïóñòü A1 � èäåàë
êîëüöà R, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì a1. Äàëåå ðàññìîòðèì a2 ∈ I \ A1 è ïóñòü A2 � ýòî èäåàë êîëüöà R,
ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè a1, a2. Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì öåïü âëîæåííûõ èäåàëîâ A1 < A2 <
. . .. Ââèäó í¼òåðîâîñòè êîëüöà R, äàííàÿ öåïü íà íåêîòîðîì øàãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî m
ñïðàâåäëèâî Am = I. Íî èäåàë Am êîíå÷íîïîðîæä¼í ïî ïîñòðîåíèþ.

2⇒3. Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî èäåàëîâ è ðàññìîòðèì â í¼ì èäåàë I1. Åñëè îí íåìàêñèìàëåí, òî
â S ñóùåñòâóåò I2 > I1. Åñëè I2 íåìàêñèìàëåí, òî â S ñóùåñòâóåò I3 > I2 è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â
S íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, òî ìû ïîëó÷èì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ áåñêîíå÷íóþ öåïü èäåàëîâ
I1 < I2 < . . .. Ðàññìîòðèì èäåàë I, ðàâíûé îáúåäèíåíèþ âñåõ Ij . Èäåàë I êîíå÷íîïîðîæä¼í, ò. å. ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû x1, . . . , xk, êîòîðûå ïîðîæäàþò âåñü I. Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå xi ëåæàò â íåêîòîðîì Im. Íî òîãäà
Im < I > Im, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ñòðîãî âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè.

3⇒1. Î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 3.1.3. (Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå) Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå í¼òåðîâî êîëüöî. Òîãäà êîëüöî
R[X] ìíîãî÷ëåíîâ íàä R îò îäíîé ïåðåìåííîé òîæå í¼òåðîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë â R[X]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ a ∈ R, ñëóæàùèõ
ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè â ìíîãî÷ëåíàõ a0 + a1X + . . .+ aiX

i, ëåæàùèõ â I (âêëþ÷àÿ 0). ßñíî, ÷òî Ai �
ýòî èäåàë â R. Êðîìå òîãî, Ai ≤ Ai+1, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ A0 ≤ A1 ≤ . . . âîçðàñòàþùàÿ.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(X) ∈ I è åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí ai ∈ Ai, òî XF (X) âíîâü ëåæèò â I è åãî
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí ai ∈ Ai+1.

Òàê êàê êîëüöî R í¼òåðîâî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ {Ai} ñòàáèëèçèðóåòñÿ? ò. å. ñóùåñòâóåò k òàêîé,
÷òî A0 ≤ A1 ≤ . . . ≤ Ak = Ak+1 = . . .. Ââèäó í¼òåðîâîñòè êîëüöà R, êàæäûé èç Ai êîíå÷íîïîðîæä¼í. Ïóñòü
ai,1, . . . , ai,mi � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ äëÿ èäåàëà Ai. Òîãäà {ai,jXi} � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ äëÿ
èäåàëà I, ò. å. èäåàë I êîíå÷íîïîðîæä¼í.

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ïóñòü L/F � ðàñøèðåíèå ïîëÿ F. Ýëåìåíòû x1, . . . , xm ∈ L íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä F, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(t1, . . . , tm) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F
ñïðàâåäëèâî f(x1, . . . , xm) 6= 0. Ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ L íàä
ïîëåì F íàçûâàåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â áàçèñå òðàíñöåíäåíòíîñòè íå
çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà è íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè. Îáîçíà÷àòü ìû å¼ áóäåì tr.degFL.
Åñëè L = F(x1, . . . , xm) è x1, . . . , xd � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, òî F(x1, . . . , xd) � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå
ðàñøèðåíèå íàä F è L åñòü êîíå÷íîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå íàä F(x1, . . . , xd)

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ïóñòü R > S � ðàñøèðåíèå êîëåö. Ýëåìåíò x ∈ R ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä S, åñëè x
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç S è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ
öåëûì íàä S, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç R ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä S. Ïîäêîëüöî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ íàä S
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ öåëûì çàìûêàíèåì êîëüöà S â R.

Åñëè R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F è R ñîâïàäàåò ñî ñâîèì öåëûì çàìûêàíèåì â F , òî
êîëüöî R íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì.

Ëåììà 3.1.6. Ïóñòü R > S � ðàñøèðåíèå êîëåö è x ∈ R. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä S.

2. Ïîäêîëüöî S[x] � ýòî êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé S-ìîäóëü.

3. Êîëüöî S[x] äåéñòâóåò òî÷íî íà íåêîòîðîì êîíå÷íîïîðîæä¼ííîì S-ìîäóëå V .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒2. Ïóñòü f(t) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòîì 1 ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè è f(x) = 0. Ïóñòü
n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(t). Òîãäà ýëåìåíòû x0 = 1, x, x2, . . . , xn−1 ïîðîæäàþò êîëüöî S[x] êàê S-ìîäóëü.

2⇒3. Êîëüöî S[x] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì S-ìîäóëåì è äåéñòâóåò íà ñåáå òî÷íî ëåâûìè (èëè
ïðàâûìè) ñäâèãàìè.

3⇒1. Ïóñòü M � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé S-ìîäóëü è v1 ∈M \ {0}. Òîãäà ïîäìîäóëü v1, v1x, v1x2, . . . òàêæå
êîíå÷íî ïîðîæä¼í (êàê S-ìîäóëü) è S[x] äåéñòâóåò íà íåì òî÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî
v1x

n = v1(ao + a1x + . . . + an−1x
n−1), ò. å. ýëåìåíò xn − an−1x

n−1 − . . . − a1x − a0 îòïðàâëÿåò v1 â 0. Â
ñèëó êîììóòàòèâíîñòè êîëüöà S è ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé v1 (êàê S[x]-ìîäóëü)
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xn − an−1x

n−1 − . . .− a1x− a0 = 0.

Òåîðåìà 3.1.7. (Òåîðåìà Í¼òåð î íîðìàëèçàöèè.) Ïóñòü F � ïîëå, R = F[x1, . . . , xn] � êîíå÷íîïîðîæ-
ä¼ííàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè íàä F ñ ïîëåì ÷àñòíûõ K è d = tr.degFK. Òîãäà ñóùåñòâóþò y1, . . . , yd ∈ R
òàêèå, ÷òî êîëüöî R öåëî íàä F[y1, . . . , yd] è ýëåìåíòû y1, . . . , yd àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1, . . . , xn àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä F, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí f(T ) ∈ F[T1, . . . , Tn], ÷òî f(x1, . . . , xn) = 0. Ïóñòü m2, . . . ,mn ∈ N, ïîëî-
æèì y2 = x2 − xm2

1 , . . . , yn = xn − xmn
1 è ïîäñòàâèì xi = yi + xmi

1 , 2 6 i 6 n â ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) = 0.
Òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f(x1, . . . , xn) = g(x1) + h(x1, y2, . . . , yn) è ó ìíîãî÷ëåíà
h(x1, y2, . . . , yn) óæå íåò îäíî÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ x1. Ïóñòü òåïåðü d íà 1 áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëü-
íàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé T1 ìíîãî÷ëåíà f(T1, . . . , Tn) è âûáåðåì m2 = d,m3 = d2, . . . ,mn = dn−1. Òîãäà íå âñå
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g(x1) áóäóò ðàâíû 0, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì öåëîå óðàâíåíèå äëÿ x1 íàä
F[y2, . . . , yn]. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ïîðîæäàþùèõ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì êîëüöî R ñ åäèíèöåé. Ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïîäìíî-
æåñòâîì, åñëè S ñîäåðæèò åäèíèöó è äëÿ ëþáûõ äâóõ x, y ∈ S ýëåìåíò xy òàêæå ëåæèò â S. Îïðåäåëèì
êîëüöî ÷àñòíûõ êîëüöà R ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîìó ìíîæåñòâó S ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïàðû
(r, s), r ∈ R, s ∈ S è ââåä¼ì íà íèõ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (a, s) ∼ (a′, s′), åñëè ñóùåñòâåò òàêîé t ∈ S, ÷òî
t(s′a− sa′) = 0. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S−1R è ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà
óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ¾äðîáåé¿ r

s . Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äðîáåé ââîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Çàìåòèì,
÷òî åñëè 0 ∈ S, òî S−1R ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà 0

1 , ò. å., äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ,
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ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6∈ S. Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî
S−1R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Êðîìå òîãî, åñëè R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè(ò. å. íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ), òî
âëîæåíèå ϕ : R→ S−1R, çàäàííîå ïðàâèëîì ϕ : a 7→ a

1 , ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè R/I � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Ïóñòü I �

èäåàë êîëüöà R è S = R \ I. Î÷åâèäíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïîäìíîæåñòâîì êîëüöà R. Òîãäà
êîëüöî ÷àñòíûõ S−1R îáîçíà÷àåòñÿ RI è íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì ïî èäåàëó I. Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
I � ïðîñòîé èäåàë, òî RI � ëîêàëüíîå êîëüöî.

Óïðàæíåíèå 3.1.8. Åñëè I � ïðîñòîé èäåàë êîëüöà R, òî RI � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåà-
ëîì (R \ I)−1I.

Óïðàæíåíèå 3.1.9. Ïóñòü êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � ïðîñòîé èäåàë êîëüöà
S. Òîãäà RP ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä SP .

Ëåììà 3.1.10. (Ëåììà Íàêàÿìû.) Ïóñòü R � êîëüöî, M � ïåðåñå÷åíèå âñåõ åãî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ è
V � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé R-ìîäóëü, äëÿ êîòîðîãî V = MV . Òîãäà V = 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè R ëîêàëüíî,
òî M ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn ïîðîæäàþò R-ìîäóëü V . Ââèäó ðàâåíñòâà V = MV , ñóùåñòâóåò ïðåä-
ñòàâëåíèå v1 = m1v1 + . . . + mnvn äëÿ íåêîòîðûõ m1, . . . ,mn ∈ M , îòêóäà (1 −m1)v1 = m2v2 + . . . + mnvn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò 1 − m1 íåîáðàòèì. Òîãäà îí ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå I
êîëüöà R. Ïîñêîëüêó m1 ∈M ≤ I, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 1 ∈ I, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ýëåìåíò 1−m1 îáðàòèì è
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðàâåí 1. Â ÷àñòíîñòè, ìîäóëü V ìîæåò áûòü ïîðîæä¼í n−1 ýëåìåíòîì. Èíäóêöèÿ
ïî ÷èñëó ïîðîæäàþùèõ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óïðàæíåíèå 3.1.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè R � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è M � åãî åäèíñòâåííûé
ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ R \M îáðàòèì.

Òåîðåìà 3.1.12. (Òåîðåìà î ïîäúåìå.) Åñëè P � ïðîñòîé (ìàêñèìàëüíûé) èäåàë êîëüöà S è R öåëîå íàä
S, òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé (ìàêñèìàëüíûé) èäåàë Q êîëüöà R, äëÿ êîòîðîãî Q ∩ S = P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óïðàæíåíèé 3.1.8 è 3.1.9, êîëüöî RP ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä SP è SP � ëîêàëüíîå
êîëüöî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì MP = (S \ P )−1P . Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî PR 6= R. Î÷åâèäíî, ÷òî PRP =
PSPRP = (S \ P )PRP , òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S � ëîêàëüíîå êîëüöî. Åñëè
PR = R, òî âûïîëíåíî 1 = p1r1 + . . . + pnrn, ãäå pi ∈ P , ri ∈ R. Ïóñòü R0 � S-ïîäàëãåáðà êîëüöà R,
ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè r1, . . . , rn. Òîãäà R0 ÿâëÿåòñÿ öåëûì íàä S è, ïî ëåììå 3.1.6, PR0 = R0 ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì S-ìîäóëåì. Ïî ëåììå Íàêàÿìû 3.1.10, B0 = 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

S → SP
↓ ↓
R → RP

Ïîñêîëüêó (S \ P )PRP 6= RP , òî (S \ P )PRP ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå N êîëüöà RP .
Ïåðåõîäÿ ê ïðîîáðàçàì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîîáðàç N â SP åñòü èäåàë, ñîäåðæàùèé (S \ P )P . Òàê êàê
(S \P )P � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â SP , òî N ∩ SP = (S \P )P . Ïóñòü Q � ïðîîáðàç èäåàëà N â B. Òîãäà Q �
ïðîñòîé èäåàë â B è Q ∩ S = P .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äëÿ ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà, ïîêàæåì, ÷òî èäåàë Q ìàêñèìàëåí â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè P ìàêñèìàëåí. ×àñòü "òîëüêî â òîì"î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ìàêñèìàëåí
â S. Òîãäà S/P � ïîëå è R/Q � êîëüöî, öåëîå íàä S/P . Åñëè a ∈ R/Q, òî ýëåìåíò a àëãåáðàè÷åí íàä S/P è,
ñëåäîâàòåëüíî, S/P -àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì a ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïîýòîìó âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò
èç B/Q îáðàòèì â B/Q, ò. å. B/Q � ïîëå.

Òåîðåìà 3.1.13. (Òåîðåìà î ñïóñêå.) Ïóñòü êîëüöî S öåëîçàìêíóòî, åñëè P1 > P2 � ïðîñòûå èäåàëû
êîëüöà S è Q1 � ïðîñòîé èäåàë êîëüöà R, äëÿ êîòîðîãî Q1 ∩ S = P1, òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé èäåàë
Q2 < Q1 êîëüöà R, äëÿ êîòîðîãî Q2 ∩ S = P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî Q2 ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ èäåàëîâ, ëåæàùèõ íàä P2, ñóùåñòâîâà-
íèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò òåîðåìà î ïîäú¼ìå 3.1.12.
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Òåîðåìà 3.1.14. (Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ãîìîìîðôèçìîâ.) Ïóñòü R > S � öåëîå ðàñøèðåíèå è F � àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Òîãäà ëþáîé ãîìîìîðôèçì ϕ : S → F ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ϕ : R→ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ϕ è S = S \ P . Ìû èìååì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó:

R → (S \ P )−1R
↑ ↑
S → (S \ P )−1S = SP

è ϕ ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì S → (S \ P )−1S. Äåéñòâèòåëüíî, íà SP ãîìî-
ìîðôèçì ϕ çàäàí ïðàâèëîì (x/y)ϕ = (xϕ)/(yϕ). Êðîìå òîãî, êîëüöî (S \ P )−1R � öåëîå íàä (s \ P )−1S (ñì.
óïðàæíåíèå 3.1.9). Òàêèì îáðàçîì, êîëüöà R,S ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíûìè, áîëåå òîãî, ÿäðî ãîìîìîðôèç-
ìà ϕ ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì P1 êîëüöà SP . Â ñèëó òåîðåìû î ïîäú¼ìå 3.1.12,
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé èäåàë Q êîëüöà RP ëåæàùèé íàä P1. Òîãäà RP /Q � ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ SP /P1, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ F. Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé
çàìêíóòîñòè ïîëÿ F, ìû ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì èç RP /Q â F, êîìïîçèöèÿ êîòîðîãî ñ êàíîíè÷åñêèì ãîìî-
ìîðôèçìîì RP → RP /Q äà¼ò íàì òðåáóåìûé ãîìîìîðôèçì RP → F.

Îïðåäåëåíèå 3.1.15. Ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè ëèáî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F
ðàâíà 0, ëèáî îíà ðàâíà p > 0 è p-å ñòåïåíè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ íàä F âíîâü ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè.

�2 Àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ, òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì âàæíåéøèé êëàññ ìíîãîîáðàçèé � àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ, òîïîëî-
ãèþ Çàðèññêîãî, à òàêæå óñòàíîâèì ðÿä îñíîâíûõ ñâîéñòâ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ìíîæåñòâî Fn = F×F× . . .×F íàçûâàåòñÿ
àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àòü An. Åñëè I � èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F[t1, . . . , tn] îò n ïåðåìåí-
íûõ íàä F, òî ÷åðåç V(I) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íóëåé èäåàëà I â An. Ìíîæåñòâî V(I) íàçûâàåòñÿ
àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì. Îáðàòíî, åñëè X ⊂ An, òî ÷åðåç I(X) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëå-
íîâ, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà ëþáîì ýëåìåíòå èç X. Ðàäèêàëîì èäåàëà I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

√
I = {f |fk ∈ I}

äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

Òåîðåìà 3.2.2. (Ãèëüáåðòà î íóëÿõ.) Åñëè I � íåêîòîðûé èäåàë èç F[t1, . . . , tn], òî
√
I = I(V(I)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè èäåàëà I (ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î áàçèñå 3.1.3, êîëüöî
F[t1, . . . , tn] í¼òåðîâî), òåîðåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìîâ f(T ), f1(T ), . . . , fs(T ) ∈ F[T ], òàêèõ ÷òî f([T ]) îáðàùàåòñÿ â 0 â êàæäîé òî÷-
êå x ∈ An, â êîòîðîé îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå ïîëèíîìû f1(T ), . . . , fs(T ), ñóùåñòâóþò k > 0 è ïîëèíîìû
g1(T ), . . . , gs(T ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ f(T )k =

∑s
i=1 gi(T )fi(T ). Çäåñü è äàëåå T èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

çàìåíû íàáîðà ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå:
åñëè V(I) = ∅, òî I = F[T ] (∗).
Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t0 è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîëèíîìîâ îò (n + 1)-é ïåðå-

ìåííîé: f1(T ), . . . , fs(T ), 1 − t0f(T ). Îíè íå èìåþò îáùèõ íóëåé â An+1, ïîñêîëüêó f(T ) îáðàùàåòñÿ â 0
âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t0 è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîëè-
íîìîâ îò (n + 1)-é ïåðåìåííîé: f1(T ), . . . , fs(T ), 1 − t0f(T ). Îíè íå èìåþò îáùèõ íóëåé â An+1, ïîñêîëü-
êó f(T ) îáðàùàåòñÿ â 0 âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ â 0 îáðàùàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû f1(T ), . . . , fs(T ). Èç (∗)
ñëåäóåò, ÷òî îíè ïîðîæäàþò êîëüöî F[T, t0]. Íàéäåì ïîëèíîìû h1(t0, T ), . . . , hs(t0, T ), h(t0, T ), äëÿ êîòîðûõ
1 = h1(t0, T )f1(T ) + . . .+ hs(t0, T )fs(T ) + (1− t0f(T ))h(t0, T ). Òåïåðü ïîäñòàâèì âìåñòî t0 âûðàæåíèå 1/f(T )
è çàòåì óìíîæèì íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñòåïåíü f(T )k, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò çíàìåíàòåëåé. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå (∗) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ÷òî ëþáîé â 0 îáðàùàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû
f1(T ), . . . , fs(T ). Èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî îíè ïîðîæäàþò êîëüöî F[T, t0]. Íàéäåì ïîëèíîìû h1(t0, T ), . . . , hs(t0, T ),
h(t0, T ), äëÿ êîòîðûõ 1 = h1(t0, T )f1(T ) + . . . + hs(t0, T )fs(T ) + (1 − t0f(T ))h(t0, T ). Òåïåðü ïîäñòàâèì âìå-
ñòî t0 âûðàæåíèå 1/f(T ) è çàòåì óìíîæèì íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñòåïåíü f(T )k, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò
çíàìåíàòåëåé. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.
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Îñòàåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå (∗) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ÷òî ëþáîé ñîáñòâåííûé èäåàëà I â F[T ] èìååò
ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí îáùèé 0. Ïî ëåììå Öîðíà è â ñèëó í¼òåðîâîñòè êîëüöà F[T ], ëþáîé èäåàë I ëåæèò
â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå J êîëüöà F[T ]. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàë I ìàêñèìàëüíûì.
Òîãäà L = F[T ]/I � ýòî ïîëå; áîëåå òîãî, åñëè x1, . . . , xn � êëàññû âû÷åòîâ ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn, òî L =
F[x1, . . . , xn] � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F. Ââèäó àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ïîëÿ F, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
L = F, ò. å. x1, . . . , xn ∈ F. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî f ∈ I ñïðàâåäëèâî f = f(t1, . . . , tn) ∈ I, ò. å. f(x1, . . . , xn) =
0.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé â An è îïðåäåëèì òî-
ïîëîãèþ, â êîòîðîé çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóñòîå
ìíîæåñòâî è âñå An ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ âíîâü çàìêíóòî è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ òîæå çàìêíóòî. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì òîïîëîãèþ, íàçûâàåìóþ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè X íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîäïðîñòðàíñòâî Y ïðîñòðàí-
ñòâàX íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îíî íåïðèâîäèìî êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé
òîïîëîãèåé. Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ïðîñòðàíñòâî X íåïðèâîäèìî.

2. Ëþáûå äâà íåïóñòûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà èç X èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå

3. Ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïëîòíî â X.

Ëåììà 3.2.5. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

1. Ïîäïðîñòðàíñòâî Y ïðîñòðàíñòâà X íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî çàìûêàíèå â X
íåïðèâîäèìî.

2. Åñëè ϕ : X → X ′ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è ïðîñòðàíñòâî X íåïðèâîäèìî, òî è ïðîñòðàíñòâî
ϕ(X) íåïðèâîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 3.2.6. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäó-
þùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé.

2. Ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

3. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé.

4. Ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Ëåììà 3.2.7. Ïóñòü X � í¼òåðîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà X îáëàäàåò ëèøü êîíå÷íûì
÷èñëîì íåïðèâîäèìûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (â ñèëó ëåììû 3.2.5 îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûõ). Áîëåå
òîãî, èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü A âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé çàìêíóòûõ íåïðèâîäèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà A íåïóñòî (íàïðèìåð, ∅ ∈ A). Åñëè X 6∈ A, òî â ñèëó í¼òåðîâîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y , ÿâëÿþùååñÿ ìèíèìàëüíûì ñðåäè çàìêíóòûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ íåïðèíàäëåæàùèõ A. Òîãäà Y íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæåñòâîì,
ñëåäîâàòåëüíî, Y = Y1 ∪ Y2, ãäå Y1, Y2 ∈ A. Íî òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ, Y ∈ A.

Çàïèøåì òåïåðü X = X1 ∪ . . . ∪Xn, ãäå âñå Xi � íåïðèâîäèìûå çàìêíóòíûå ïîäìíîæåñòâà. Åñëè òåïåðü
Y � íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, òî Y ⊆ ∪ni=1(Xi ∩ Y ), âñå Y ∩ Xi

íåïðèâîäèìû, ñëåäîâàòåëüíî, Y ∩Xi = Y , ò. å. Y = Xi.

Ìàêñèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà í¼òåðîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþòñÿ íåïðèâî-
äèìûìè êîìïîíåíòàìè ïðîñòðàíñòâà X.

Ëåììà 3.2.8. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà An íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
I(X) � ïðîñòîé èäåàë. Â ÷àñòíîñòè, An íåïðèâîäèìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = I(X) è X íåïðèâîäèìî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1(T ) · f2(T ) ∈ I (ò. å. îáðàç èõ
ïðîèçâåäåíèå ðàâåí íóëþ â R[T ]/I). Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ ëèáî íóëåì äëÿ f1(T ), ëèáî íóëåì
äëÿ f2(T ). Ïóñòü I1 � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ïîëèíîìîì f1(T ) è I2 � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ïîëèíîìîì f2(T ).
Òîãäà X ⊆ V(I1)∪V(I2). Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè ìíîæåñòâà X ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî X ⊆ V(I1), ëèáî X ⊆ V(I2),
ò. å. ëèáî f1(T ), ëèáî f2(T ) ëåæèò â I.

Îáðàòíî, ïóñòü I � ïðîñòîé èäåàë è ïðåäïîëîæèì, ÷òî V(I) = X = X1 ∪X2, ãäå êàæäîå èç Xi çàìêíóòî.
Åñëè X 6= X1 è X 6= X2, òî ñóùåñòâóþò f1(T ) ∈ I(X1) è f2(T ) ∈ I(X2) òàêèå, ÷òî f1(T ), f2(T ) 6∈ I, íî
f1(T ) · f2(T ) ∈ I, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå èäåàëà I.

Ïóñòü X ⊆ An, Y ⊆ Am � çàìêíóòûå íåïðèâîäèìûå ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî
íà X × Y ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìû âêëàäûâàåì ìíîæåñòâî X × Y â An+m è ñíàáæàåì åãî èíäóöèðîâàí-
íîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà An+m. Òîãäà X × Y áóäåò çàìêíóòî êàê ìíîæåñòâî íóëåé ïîëèíîìîâ âèäà
f(T1, . . . , Tn) · g(U1, . . . , Um), ãäå f(T ) ∈ I(X) è g(U) ∈ I(Y ). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ òîïîëîãèÿ íàçû-
âàåòñÿ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëåììà 3.2.9. Ïóñòü X ⊆ An, Y ⊆ Am � çàìêíóòûå íåïðèâîäèìûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâî
X × Y çàìêíóòî è íåïðèâîäèìî â Am+n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå ìû óæå îòìå÷àëè çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà X × Y , òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü
äîêàçàòü åãî íåïðèâîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X × Y = Z1 ∪ Z2, ãäå Z1, Z2 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â
An+m. Åñëè x ∈ X, òî ìíîæåñòâî {x}×Y çàìêíóòî. Îíî òàêæå íåïðèâîäèìî, òàê êàê åñëè {x}×Y = U1∪U2,
òî U1 è U2 èìåþò âèä {x} × Vi, ãäå Vi � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Y , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè
ïðîñòðàíñòâà Y . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì {x} × Y ⊆ Zi äëÿ ïîäõîäÿùåãî Zi. Òîãäà X =
X1 ∪ X2, ãäå Xi = {x|{x} × Y ⊆ Zi}. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Xi çàìêíóòî â X. Äåéñòâèòåëüíî,
ìíîæåñòâî (X × {y}) çàìêíóòî äëÿ ëþáîãî y, ïîýòîìó ìíîæåñòâî (X × {y}) ∩ Zi çàìêíóòî. Íàêîíåö, Xi =
∩y∈Y ((X × {y}) ∩ Zi).

Ïóñòü X ⊆ An � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(T ) ∈ F[T ] îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
íà X ñî çíà÷åíèÿìè â F ïî ïðàâèëó x 7→ f(x). Î÷åâèäíî, ÷òî êîëüöî òàêèõ ôóíêöèé èçîìîðôíî F[T ]/I(X).
Îáîçíà÷èì ýòî êîëüöî ÷åðåç F[X] è áóäåì íàçûâàòü åãî àôôèííîé àëãåáðîé ìíîæåñòâà X (èëè àëãåáðîé ïî-
ëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà X). Ïîñêîëüêó F[T ] í¼òåðîâî, êîëüöî F[X] òàêæå í¼òåðîâî è êîíå÷íî ïîðîæäåíî.
Åñëè ìíîæåñòâî X íåïðèâîäèìî, òî ïî ëåììå 3.2.8 èäåàë I(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ò. å. F[X] � ýòî îáëàñòü
öåëîñòíîñòè è ó íåãî ñóùåñòâóåò ïîëå ÷àñòíûõ F(X), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà X.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Xf = {x ∈ X|f(x) 6= 0}, ãäå f ∈ F[X]. ßñíî, ÷òî Xf � îòêðûòûå ìíîæåñòâà
â X. Áîëåå òîãî, îíè îáðàçóþò áàçèñ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà X è íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè. Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ 3.2.2 çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàäèêàëüíûìè èäåàëàìè êîëüöà F[X], íåïðèâîäèìûå ïîäìíîæåñòâà
ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì èäåàëàì êîëüöà F[X], à òî÷êè ïðîñòðàíñòâàX ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì èäåàëàì
êîëüöà F[X] èëè ãîìîìîðôèçìàì F-àëãåáð F[X] → F. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî X âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî F[X].

Îïðåäåëåíèå 3.2.10. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íèëüïî-
òåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîð êîëüöî F[T ]/I àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ F[T ] ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë I ðàäèêàëüíûé. Â ÷àñòíîñòè, àôôèííàÿ àëãåáðà F[X] ëþáîãî àôôèííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé.

Ïóñòü òåïåðü R � ïðîèçâîëüíàÿ ïðèâåä¼ííàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì
F, ñêàæåì, R = F[t1, . . . , tn] (÷èñëî n è âûáîð îáðàçóþùèõ íååäèíñòâåííû). Òîãäà R � ãîìîìîðôíûé îáðàç
àëãåáðû F[T1, . . . , Tn] ñ ÿäðîì I è, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, I � ðàäèêàëüíûé èäåàë. Òàêèì îáðàçîì, R ' F[X],
ãäå V(I) = X ⊆ Fn.

Ïóñòü òåïåðü X ⊆ An, Y ⊆ Am � ïðîèçâîëüíûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , çàäàííîå ïðàâèëîì (x1, . . . , xn)ϕ 7→ (ψ1(x), . . . , ψm(x)), ãäå ψi ∈ F[X]
äëÿ âñåõ i. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîðôèçì X → Y âñåãäà èíäóöèðîâàí íåêîòîðûì ìîðôèçìîì An → Am, ìîðôèçì
X → A1 � ýòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X. Êðîìå òîãî, ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì
â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî, ò. å. ïðîîáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòû.

Ìîðôèçìó ϕ : X → Y ñîîòâåòñòâóåò êîìîðôèçì àôôèííûõ àëãåáð ϕ∗ : F[Y ] → F[X], îïðåäåëÿåìûé
ñîîòíîøåíèåì fϕ

∗
= ϕ ◦ f , ò. å. êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìà ϕ è ôóíêöèè f .



�3. ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß, ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ 39

�3 Ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Fn+1 \ {(0, 0, . . . , 0)} è ââåä¼ì íà íåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè: (x0, x1, . . . , xn) ∼ (y0, y1, . . . , yn) åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ F \ {0} = F∗ òàêîé, ÷òî axi = yi äëÿ
âñåõ i. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ Pn è íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì
ðàçìåðíîñòè n. Åñëè V � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n + 1, òî Pn � ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî P (V ).

Êàæäàÿ òî÷êà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn çàäàåòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (x0, x1, . . . , xn), êîòî-
ðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ èç F. Ïîëèíîì f(T0, T1, . . . , Tn) íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íûì ñòåïåíè d, åñëè îí åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îäíî÷ëåíîâ âèäà T i00 · T i11 · . . . · T inn , ó êîòîðûõ

∑n
j=0 ij = d

(èëè åñëè f(aT0, aT1, . . . , aTn) = adf(T0, T1, . . . , Tn)).
Ââåä¼ì íà Pn òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íóëè ñèñòåìû îäíîðîäíûõ

ïîëèíîìîâ (èëè èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî ýòèìè ïîëèíîìàìè). Êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå îïðåäåëèì V(I) è I(X)
äëÿ èäåàëà I è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâåííî. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè. Êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå èäåàë I(X) ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî
àíàëîã òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ.

Ëåììà 3.3.2. Îïåðàòîðû V è I óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ñ èçìåíåíèåì âêëþ-
÷åíèÿ) ìåæäó çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Pn è îäíîðîäíûìè ðàäèêàëüíûìè èäåàëàìè
êîëüöà F[T0, T1, . . . , Tn], îòëè÷íûìè îò I0 = 〈T0, T1, . . . , Tn〉.

Ïóñòü Ui � ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Pn ñ íåíóëåâîé i-îé êîîðäèíàòîé. Òîãäà òî÷êè ìíîæåñòâà Ui
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An ïðè îòîáðàæåíèè

(x0, x1, . . . , xn) 7→ (
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
, 1,

xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

).

Êîîðäèíàòû (x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, 1, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
) íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè êîîðäèíàòàìè ìíîæåñòâà Ui. Çàìåòèì,

÷òî ìíîæåñòâà Ui íàêðûâàþò âñå Pn. Áîëåå òîãî, ïðè òàêîì ñîîòâåòñòâèè ñîãëàñóþòñÿ òàêæå è òîïîëî-
ãèè Çàðèññêîãî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó ïîëèíîìó f(X1, . . . , Xn) ìîæíî ñîïîñòàâèòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì

T
deg(f)
i f(T0/Ti, . . . , Ti−1/Ti, Ti+1/Ti, . . . , Tn/Ti), ãäå deg(f) � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â
f(X). Òîãäà åñëè X ⊆ An � ìíîæåñòâî íóëåé íåêîòîðûõ ïîëèíîìîâ f(X). òî îáðàç ìíîæåñòâà X â Ui åñòü
ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Ui ñ ìíîæåñòâîì íóëåé â Pn ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ. Îáðàòíî,
ïóñòü X ⊆ Pn � ìíîæåñòâî íóëåé íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ f(T0, . . . , Tn). Äëÿ êàæ-
äîãî i ðàññìîòðèì ïîëèíîì f(T0/Ti, . . . , Ti−1/Ti, 1, Ti+1/Ti, . . . , Tn/Ti) = f(X1, . . . , Xn). ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî
X ∩ Ui ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó íóëåé â An ïîëèíîìîâ f(X).

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ïîäìíîæåñòâà Ui ïðîñòðàíñòâà P
n íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè îòêðûòûìè ïîäìíîæå-

ñòâàìè. Ïîäìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà Pn çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì
àôôèííûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì çàìêíóòî.

Ïóñòü òåïåðü X ⊆ Pn, Y ⊆ Pm � äâà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì âëîæåíèå ϕ : Pn × Pm →
P q, ãäå q = (n+ 1)(m+ 1)− 1, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

((x0, x1, . . . , xn), (y0, y1, . . . , ym)) 7→ (x0y0, . . . , xny0, . . . , xnym).

Çàìåòèì, ÷òî (Pn × Pm)ϕ çàìêíóòî â P q. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â Pn îáîçíà÷åíû
÷åðåç Xi, îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â Pm � ÷åðåç Yj , â P

q � ÷åðåç Zi,j . Ïóñòü P
n
i , P

m
j , P qi,j � àôôèííûå

îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòàì i, j, i, j è ïóñòü Si, Tj , Ui,j � èõ àôôèííûå êîîðäè-
íàòû. ßñíî, ÷òî ϕ îòîáðàæàåò Pni × Pmj â P qi,j . Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé i = j = 0. Â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ ϕ
îòîáðàæàåò ((s1, . . . , sn), (t1, . . . , tm)) â (. . . , uk,l, . . .), ãäå uk,l = sk · tl. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç Pn0 × Pm0 â P q0,0
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèé Uk,l = Uk,0 · U0,l è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Êàê
ìû çàìåòèëè âûøå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà Pn × Pm çàìêíóò â P q. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáî-
ãî P qi,j ìîæíî ïîñòðîèòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì,
X × Y � ýòî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â P q è íà í¼ì çàäàíà èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî. Ìû
ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.3.4. Îòîáðàæåíèå ϕ : Pn × Pm → Pnm+n+m, çàäàííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî X çàìêíóòî â Pn, à Y çàìêíóòî â Pm, òî ìíîæåñòâî (X ×Y )ϕ çàìêíóòî
â Pnm+n+m.
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�4 Ïðåäìíîãîîáðàçèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ñîäåðæàíèå äàííîãî ïàðàãðàôà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî
èçëîæåíèÿ, îäíàêî çäåñü ïðèâîäèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X è åãî ïîëå ôóíêöèé F(X) (â ñèëó ëåììû 3.2.8
àëãåáðà F[X] ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè è ïîòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîëå ÷àñòíûõ F(X)). Ïóñòü x ∈ X
è ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà f = { gh |h(x) 6= 0}. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò êîëüöî Qx, íàçûâàåìîå
ëîêàëüíûì êîëüöîì â òî÷êå x. Çàìåòèì, ÷òî Qx ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì àëãåáðû F[X] ïî ïðîñòîìó
èäåàëó I(x) è åäèíñòâåííûé åãî ìàêñèìàëüíûé èäåàë mx = { gh |g(x) = h(x) = 0} (ñì. óïðàæíåíèå 3.1.8).

Óïðàæíåíèå 3.4.1. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è F(X) � ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû
F[X]. Ïóñòü f ∈ F(X) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç F(X).

Òîãäà {y|f(y) îïðåäåëåíà} � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X.

Ëåììà 3.4.2. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà F[X] =
⋂
x∈X Qx (ò. å. ëîêàëüíûå

êîëüöà îïðåäåëÿþò àëãåáðó F[X]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî F[X] ⊆
⋂
x∈X Qx. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f èç

F(X) ëåæèò â
⋂
x∈X Qx, ò. å., äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå f = g

h äëÿ íåêîòîðûõ
ôóíêöèé g, h ∈ F[X], ïðè÷¼ì h(x) 6= 0 (î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íååäèíñòâåííî). Ðàññìîòðèì
èäåàë I, ïîðîæä¼ííûé âñåìè âîçìîæíûìè çíàìåíàòåëÿìè. Åñëè I � ñîáñòâåííûé èäåàë àëãåáðû F[X], òî,
ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ 3.2.2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ V(I), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ
èäåàëà I. Ñëåäîâàòåëüíî, I = F[X] è ñóùåñòâóþò òàêèå gi, hi, ti ∈ F[X], ÷òî f = gi

hi
è
∑
i hiti = 1. Óìíîæàÿ

âòîðîå ðàâåíñòâî íà f , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî f =
∑
i giti ∈ F[X].

Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, ñîïîñòàâèì êàæäîìó íåïóñòîìó îòêðûòîìó ïîäìíî-
æåñòâó U ìíîæåñòâà X ïîäêîëüöî ïîëÿ F(X), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåãóëÿðíûõ (ò. å. âñþäó îïðåäåë¼ííûõ)
ôóíêöèé íà U ñëåäóþùèì îáðàçîì: QX(U) =

⋂
x∈U Qx. Ââèäó ëåììû 3.4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî QX(X) = F[X].

Óïðàæíåíèå 3.4.3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâàQX(Xf ) = F[Xf ] = F[X]f , ãäå F[X]f � ëîêàëüíîå êîëüöî ïî èäåàëó,
ïîðîæä¼ííîì ýëåìåíòîì f .

Îòîáðàæåíèå QX , ïåðåâîäÿùåå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ X â ïîäêîëüöà ïîëÿ F(X) ñëóæèò
ïðèìåðîì ïó÷êà ôóíêöèé íàX. Îïðåäåëèì ïó÷îê ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàê îòîáðàæåíèå
J , ïåðåâîäÿùåå êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðóþ F-àëãåáðó J (U), ñîñòîÿùóþ
èç ôóíêöèé íà U ñî çíà÷åíèÿìè â F, ïðè÷¼ì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà òðåáîâàíèÿ.

(ÏÔ1) Åñëè U ⊆ V � äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà è f ∈ J (V ), òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà U ëåæèò â J (U).

(ÏÔ2) Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ïîêðûòîå îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè Ui, i ∈ I. Äëÿ äàííîãî
fi ∈ J (Ui) ïðåäïîëîæèì, ÷òî fi ñîãëàñóåòñÿ ñ fj íà Ui∩Uj äëÿ âñåõ i, j ∈ I. Òîãäà ñóùåñòâóåò f ∈ J (U),
îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà Ui ñîâïàäàåò ñ fi äëÿ âñåõ i ∈ I

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå QX , îïðåäåë¼ííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì ôóíêöèé. Åñëè òåïåðü X � ïðîèç-
âîëüíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è X = X1 ∪ . . .∪Xn � åãî åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, òî îïðåäåëèì QX êàê ðàñøèðåíèå ïó÷êîâ QXi . Çàìåòèì, ÷òî, êàê è â íåïðèâîäè-
ìîì ñëó÷àå, QX(X) = F[X].

Îïðåäåëèì íåïðèâîäèìîå ïðåäìíîãîîáðàçèå X êàê íåïðèâîäèìîå í¼òåðîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
ñíàáæ¼ííîå ïó÷êîì ôóíêöèé QX ñî çíà÷åíèÿìè â F è òàêîå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ui, êàæäîå èç êîòîðûõ èçîìîðôíî àôôèííîìó ìíîãîîáðàçèþ îòíîñèòåëüíî îãðà-
íè÷åíèÿ ïó÷êà ôóíêöèé QX |Ui . Ïðåäìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X,
íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî Xi ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäìíîãîîáðàçèè è QXi , QXj îáðàçóþò
îäèí è òîò æå ïó÷îê ôóíêöèé íà Xi ∩Xj äëÿ âñåõ i, j. Êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîñòðîèòü ïó÷îê
ôóíêöèé QX , ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì ïó÷êîâ QXi . Ýëåìåíòû ïó÷êà QU íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíê-
öèÿìè íà U , îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Uij êàæäîé èç íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò Xi íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè
îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ïðåäìíîãîîáðàçèÿ X.

Óïðàæíåíèå 3.4.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Pn ÿâëÿåòñÿ ïðåäìíîãîîáðàçèåì.

Ïóñòü X,Y � äâà ïðåäìíîãîîáðàçèÿ.
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Ëåììà 3.4.5. Ïóñòü Y � ìíîãîîáðàçèå, X � ïðîèçâîëüíîå ïðåäìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ϕ : X → Y � ìîðôèçì, òî ãðàôèê Γϕ = {(x, xϕ)|X ∈ X} çàìêíóò â X × Y .

2. Åñëè ϕ,ψ : X → Y � ìîðôèçìû, ñîâïàäàþùèå íà íåêîòîðîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïðåäìíîãîîáðà-
çèÿ X, òî ϕ = ψ.

�5 Ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèé, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü àôôèííûå è ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîýòîìó ïîä òåð-
ìèíîì ìíîãîîáðàçèå ïîíèìàåòñÿ ëèáî àôôèííîå, ëèáî ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ëèáî èõ äåêàðòîâû ïðî-
èçâåäåíèÿ. Åñëè X � íåïðèâîäèìîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, òî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî
îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ àôôèííûõ èçîìîðôíûõ, êàê àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà, ïîäìíîæåñòâ Ui. Îïðåäåëèì
F[X] = F[Ui]. ßñíî, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà Ui. Áîëåå òîãî, ìíîãîîáðàçèå Ui íåïðèâî-
äèìî, ñëåäîâàòåëüíî, F[Ui] � ïðîñòîå êîëüöî è ñóùåñòâóåò ïîëå ÷àñòíûõ F(Ui) = F(X).

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ââèäó ëåììû 3.2.8 êîëüöî F[X]
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîëå ÷àñòíûõ F(X). Òîãäà F(X) êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä F, ñëå-
äîâàòåëüíî, tr.degFF(X) = m êîíå÷íà è íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ X (îáîçíà÷àåòñÿ dimX).
Åñëè àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî ïîä ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ X ïîíè-
ìàåòñÿ ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé åãî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Åñëè X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, òî X
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ àôôèííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Ui è ðàçìåðíîñòüþ
ìíîãîîáðàçèÿ X â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ìíîãîîáðàçèé Ui.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è Xf � ãëàâíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî äëÿ
íåêîòîðîãî f ∈ F[X], òî F(Xf ) = F(X) è ïîòîìó dimXf = dimX. Òàê êàê ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
ïîëó÷àåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ãëàâíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U â X ñïðàâåäëèâî dimU = dimX. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü äëÿ ïðîåêòèâíûõ
ìíîãîîáðàçèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàçìåðíîñòü îòêðûòûõ àôôèííûõ ïîäìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî æå
ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ëåììà 3.5.2. Ïóñòü X,Y � íåïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé m è n ñîîòâåòñòâåííî. Òî-
ãäà dimX × Y = m+ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X,Y � àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ, òàê êàê ðàçìåðíîñòü è äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ââîäèòñÿ ÷åðåç èõ àôôèííûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà. Ïóñòü X ⊆
Ap è Y ⊆ Aq. Ïóñòü S1, . . . , Sp è T1, . . . , Tq � ïåðåìåííûå àôôèííûõ êîëåö F[Ap] è F[Aq] ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà èõ îãðàíè÷åíèÿ si, tj íà êîëüöàõ F[X],F[Y ] ïîðîæäàþò ïîëÿ F(X), F(Y ) ñîîòâåòñòâåííî. Ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåíóìåðàöèè ìû ìîæåì âûáðàòü áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè s1, . . . , sm è t1, . . . , tn. Î÷åâèäíî, ÷òî F(X×
Y ) = F(s1, . . . , sp, t1, . . . , yq) è ÷òî ïîëå F(X × Y ) àëãåáðàè÷íî íàä F(s1, . . . , sm, t1, . . . , tn). Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîëå F(s1, . . . , sm, t1, . . . , tn) òðàíñöåíäåíòíî íàä F.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå f(s1, . . . , sm, t1, . . . , tn) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà x1, . . . , xm ∈ X ìû èìååì f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) = 0. Íî t1, . . . , tn àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) ðàâíû 0. Êðîìå òîãî, êî-
ýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà � ýòî ïîëèíîìû îò s1, . . . , sm, ñëåäîâàòåëüíî, îíè òîæå âñå ðàâíû 0. Òàêèì
îáðàçîì, f(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

Ëåììà 3.5.3. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå è Y � ñîáñòâåííîå çàìêíóòîå íåïðèâîäèìîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Òîãäà dimY < dimX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d. Ïóñòü R = F[X] è
R = F[Y ] = R/P , ãäå P � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë êîëüöà R. Â ñèëó òåîðåìû Í¼òåð î íîðìàëèçàöèè 3.1.7, ìû
ìîæåì âûáðàòü áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëåé F(X) è F(Y ) â êîëüöàõ F[X] è F[Y ] ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî dimY > d è âûáåðåì x1, . . . , xd � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû ïîëÿ F(Y ), ëåæàùèå â
F[Y ]. Ïóñòü x1, . . . , xd � èõ ïðîîáðàçû â êîëüöå F[x]. Ðàññìîòðèì f ∈ P � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò.
Òàê êàê d = tr.degF(F(X)), ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí g(T0, T1, . . . , Td), ÷òî g(f, x1, . . . , xd) = 0. Ïîñêîëüêó
f 6= 0 ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g(T0, T1, . . . , Td) 6= T0g

′(T0, T1, . . . , Td), ò. å. h(x1, . . . , xd) = g(0, x1, . . . , xd) 6= 0.
Íî òîãäà h(x1, . . . , xd) = 0, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ⊆ An è X = V(I), ãäå èäåàë I ïîðîæä¼í ïîëèíîìàìè f(T1, . . . , Tn). Îïðåäåëèì

dxf =
n∑
i=1

∂f

∂Ti
(x)(Ti − xi),

äèôôåðåíöèàë ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå x. Ïóñòü J � ýòî èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîãî÷ëåíàìè dxf ïî âñåì f ∈ I
äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x è ðàññìîòðèì Tan(X)x = V(J). Ìíîãîîáðàçèå Tan(X)x íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíûì ìíîãîîáðàçèåì â òî÷êå x.

Äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ñïîñîáà âëîæåíèÿ ìíîæåñòâà X â An, ïîýòîìó ìû ïðèâåä¼ì ýêâèâà-
ëåíòíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëåì
ôóíêöèé F(X), x ∈ X è ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà f = { gh |h(x) 6= 0}. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò
êîëüöî Qx,, íàçûâàåìîå ëîêàëüíûì êîëüöîì â òî÷êå x. Ýòî êîëüöî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, ò. å.
ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë mx = { gh |g(x) = 0}. Òîãäà Qx/mx ' F � ïîëå è mx/m

2
x �

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F. Ðàññìîòðèì äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (mx/m
2
x)
∗ è îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç T (X)x. Òîãäà T (X)x ' Tan(X)x è T (X)x íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì. Äàííîå îïðåäåëåíèå
óæå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âëîæåíèÿ è ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî è íà ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå δ : Qx → F íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè (fg)δ = fδ · g(x) + f(x) · gδ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dx ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé êîëüöà Qx â òî÷êå x. Òîãäà Dx ' T (X)x è ìû ïîëó÷àåì
åù¼ îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè ìíîãîîáðàçèåX íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì è åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿX1∪. . .∪Xk

íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, òî ëþáîé x ∈ X ëåæèò ëèøü â îäíîé êîìïîíåíòå Xi è ìû
îïðåäåëÿåì T (X)x = T (Xi)x.

Êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ¾õîðîøî¿ ñâÿçàíû ñ ïðîèçâåäåíèåì ìíîãîîáðàçèé.

Ëåììà 3.5.4. Ïóñòü X,Y � íåïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ, x ∈ X, y ∈ Y . Òîãäà T (X × Y )(x,y) ' T (X)x ⊕
T (Y )y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Q(x,y) ' Qx⊗Qy ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì mx⊗Qy+Qx⊗my

è èñïîëüçîâàòü âòîðîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 3.5.5. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà dim T (X)x > dimX, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå èç X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó ëèøü äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, òàê êàê îíà íàì ïîòðåáóåò-
ñÿ ëèøü â ýòîì ñëó÷àå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì îïðåäåëåíèåì êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êàê Tan(X)x è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî X âëîæåíî â An, à ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíà d. Òîãäà I(X) ïîðîæä¼í íå áîëåå, ÷åì
n−d = k ïîëèíîìàìè f1, . . . , fk, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ êîëüöà F[T1, . . . , Tn] = F[An]
áûëà áû áîëüøå n. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè gj =

∑n
i=1

∂fj

∂Ti
(x)(Ti− xi) ïîðîæäàþò èäåàë I è V(I) = Tan(X)x

èìååò ðàçìåðíîñòü íå ìåíüøå, ÷åì n − k = d � ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ èäåàëà I. Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî äî-
ñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê U òàêèõ, ÷òî gj(x) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, U � ýòî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â X.

Ïóñòü ϕ : X → Y � ìîðôèçì íåïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé. Åñëè x ∈ X è y = xϕ ∈ Y , òî ϕ∗ îòîáðàæàåò
(Qy,my) â (Qx,mx). Òàêèì îáðàçîì, åñëè t � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà mx/m

2
x, òî ϕ

∗ ◦ t = dϕx(t) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà my/m

2
y è ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå dϕx : T (X)x → T (Y )y, íàçûâàåìîå äèôôåðåíöè-

àëîì ìîðôèçìà ϕ â òî÷êå x. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Y ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ X, y ∈ Y , òî
ìîðôèçì âêëþ÷åíèÿ i : Y → X èíäóöèðóåò âêëþ÷åíèå diy : T (Y )y → T (X)y.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî çàìêíóòûì, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ëîêàëüíî
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ìíîæåñòâîì. Ïîäìíîæåñòâî Y ìíîãîîáðàçèÿ X íàçû-
âàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîãîîáðàçèÿ X. Çàìåòèì, ÷òî
êîíñòðóêòèâíîå ìíîæåñòâî âñåãäà ñîäåðæèò ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñâîåãî çàìûêàíèÿ.

Òåîðåìà 3.5.6. Ïóñòü ϕ : X → Y � ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà ϕ ïåðåâîäèò êîíñòðóêòèâíûå ìíî-
æåñòâà â êîíñòðóêòèâíûå. Â ÷àñòíîñòè, îáðàç Xϕ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [17, Òåîðåìà 4.4].



�6. ÏÎËÍÛÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß 43

�6 Ïîëíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y ïðîåêöèÿ π :
X × Y → Y ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì, ò. å. çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïåðåâîäèò â çàìêíóòûå.

Îòìåòèì ïðîñòûå ñâîéñòâà ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ëåììà 3.6.2. Ïóñòü X,Y � ìíîãîîáðàçèÿ.

1. Åñëè X ïîëíî è Y çàìêíóòî â X, òî Y ïîëíî.

2. Åñëè ϕ : X → Y � ìîðôèçì è X � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå, òî Xϕ çàìêíóòî è ïîëíî.

3. Åñëè X,Y ïîëíû, òî X × Y ïîëíî.

4. Åñëè Y � ïîëíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ X, òî Y çàìêíóòî.

5. Åñëè X � ïîëíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, òî dimX = 0.

6. Åñëè X � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è X ïîëíî, òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-
òèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå. Ñìîòðè òàêæå [17, Ïðåäëîæåíèå 6.1].

Òåîðåìà 3.6.3. Ëþáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìîòðè [17, Òåîðåìà 6.2].



Ãëàâà 4. Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

�1 Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ïóñòü G � ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì çàäàíà ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ µ : G×G→ G è ι : G→ G, çàäàííûå ïðàâèëîì (x, y)µ = xy è xι = x−1 � ýòî ìîðôèçìû. Òîãäà
ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé. Çàìåòèì, ÷òî fµ

∗
=
∑
i fi⊗ gi, ïðè÷¼ì f(xy) =

∑
i fi(x) · gi(y).

Â ÷àñòíîñòè, f =
∑
i gi(e)fi =

∑
i fi(e)gi.

Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà e (åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G) ñîäåðæèòñÿ ëèøü â îäíîé
èç íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X1, . . . , Xm � âñå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ãðóïïû G,
ñîäåðæàùèå e. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå X1 × . . . × Xm íåïðèâîäèìî (ñì. ëåììó 3.2.9) è åãî îáðàç X1 · . . . · Xm

ïðè ìîðôèçìå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (õîòÿ ìîæåò è íå áûòü çàìêíóòûì). Òîãäà X1 · . . . ·Xm

ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç Xi. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ëþáîå èç Xi ëåæèò â X1 · . . . ·Xm. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 1.
Åäèíñòâåííóþ íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó ãðóïïû G, ñîäåðæàùóþ e ìû áóäåì îáîçíà÷àòü G0 è íàçûâàòü
êîìïîíåíòîé åäèíèöû ãðóïïû G.

Ëåììà 4.1.2. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà

(à) G0 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà, ñìåæíûå êëàññû ïî êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè ãðóïïû G;

(á) êàæäàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû G ñîäåðæèò G0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Äëÿ ëþáîãî x ∈ G0 ìíîæåñòâî x−1G0 � ýòî íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû G,
ñîäåðæàùàÿ e, òàê ÷òî x−1G0 = G0 è (G0)−1 = G0. Àíàëîãè÷íî G0 ·G0 = G0, ñëåäîâàòåëüíî, G0 � ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Áîëåå òîãî x−1G0x � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ e, òàê ÷òî G0 � ýòî
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ëåâûå (èëè ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû ïîäãðóïïû G0 â G òàêæå ÿâëÿþòñÿ
íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè. Ââèäó ëåììû 3.2.7 èõ êîíå÷íîå ÷èñëî, òàê ÷òî èíäåêñ |G : G0| êîíå÷åí.

(á) Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà. Òîãäà êàæäûé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî H ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è âñå îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà
G0 = ∪(G0 ∩ gH) ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, G0

ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç gH è, òàê êàê G0 ∩H 6= ∅, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî G0 ≤ H.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ëþáàÿ àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.
Äëÿ ëèíåéíûõ ãðóïï òåðìèí ¾íåïðèâîäèìàÿ¿ óæå çàíÿò äëÿ äðóãèõ öåëåé. Ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó,
íåïðèâîäèìóþ êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ò. å. ãðóïïó, â êîòîðîé G = G0) ìû áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíîé.

Ëåììà 4.1.4. Ïóñòü U, V � äâà ïëîòíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Òîãäà
G = U · V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà è óìíîæåíèå íà ëþáîé ýëåìåíò � ýòî ãîìåîìîðôèçìû
ãðóïïûG êàê ìíîãîîáðàçèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G ìíîæåñòâà V −1 è xV −1 � ïëîòíûå îòêðûòûå
ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, U ∩ xV −1 6= ∅, îòêóäà x ∈ U · V .

Ëåììà 4.1.5. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è H � å¼ çàìûêàíèå. Òîãäà

(à) H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;

(á) åñëè ìíîæåñòâî H êîíñòðóêòèâíî, òî H = H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïîñêîëüêó âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà � ãîìåîìîðôèçì ãðóïïû G, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

H
−1

= H−1 = H. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî x ∈ H ìû èìååì xH = xH = H. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ H
ñïðàâåäëèâî Hx ⊆ H è, çíà÷èò, Hx = Hx = H.

(á) Ïîñêîëüêó H � êîíñòðóêòèâíîå ìíîæåñòâî, îíî ñîäåðæèò ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ñâîåãî
çàìûêàíèÿ H. Ââèäó ëåììû 4.1.4 ìû ïîëó÷àåì H = U · U ⊆ H.

Ñëåäñòâèå 4.1.6. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäãðóïïû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Åñëè B íîðìàëèçóåò
A, òî AB � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî AB � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Êðîìå òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé
êàê îáðàç êîíñòðóêòèâíîãî ìíîæåñòâà A × B îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ïðîèçâåäåíèÿ µ : G × G → G (ñì.
òåîðåìó 3.5.6). Ââèäó ëåììû 4.1.5(á) ïîäãðóïïà AB çàìêíóòà.

Ëåììà 4.1.7. Ïóñòü ϕ : G→ H � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Òîãäà

(à) Ker(ϕ) = {x ∈ G|xϕ = e} � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G;

(á) Im(ϕ) = {xϕ|x ∈ G} � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H;

(â) G0ϕ = (Gϕ)0;

(ã) dimG = dim Kerϕ+ dim Im(ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Ker(ϕ) çàìêíóòî êàê ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà {e}. Äàëåå, Im(ϕ) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ìíîæåñòâîì è ïîäãðóïïîé â H, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4.1.5(á), çàìêíóòî. Òàêèì
îáðàçîì, (à) è (á) äîêàçàíû.

(â) Ãðóïïà G0ϕ çàìêíóòà è ñâÿçíà, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â (Gϕ)0. Êðîìå òîãî, èíäåêñ |(Gϕ)0 : G0ϕ|
êîíå÷åí, â ñèëó ëåììû 4.1.2(á), ïîëó÷àåì, ÷òî G0ϕ = (Gϕ)0.

(ã) Ñì. [17, Ïðåäëîæåíèå 7.5Á].

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(M) ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî M . Òîãäà A(M) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæä¼ííîé
ìíîæåñòâîì M èëè ãðóïïîâûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 4.1.8. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, I � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è fi : Xi → G (i ∈ I) �
ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ íåïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé Xi â G òàêèõ, ÷òî e ∈ Yi = (Xi)fi äëÿ âñåõ i ∈ I. Ïóñòü
M = ∪i∈IYi. Òîãäà

(à) A(M) � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G;

(á) äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ (a(1), . . . , a(n)) èíäåêñîâ èç I ìû èìååì A(M) =
Y ε1a(1) · . . . · Y

εn

a(n), ãäå εi = ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñøèðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî ñî-
äåðæàëî âñå ìîðôèçìû âèäà x 7→ (xfi)−1. Äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a(1), . . . , a(n))
ïîëîæèì Ya = Ya(1) · . . . ·Ya(n). Ìíîæåñòâî Ya êîíñòðóêòèâíî è íåïðèâîäèìî êàê îáðàç íåïðèâîäèìîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ Xa(1) × . . .×Xa(n) îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ìîðôèçìà fa(1) × . . .× fa(n) ñ ìîðôèçìîì óìíîæåíèÿ â

ãðóïïå G. Ñëåäîâàòåëüíî, Ya � çàìêíóòîå íåïðèâîäèìîå ïîäìíîæåñòâî â G, ñîäåðæàùåå e, ïîýòîìó êàæäîå
èç Ya ñîäåðæèòñÿ â G0. Ââèäó í¼òåðîâîñòè G0 êàê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü a, ÷òî ìíîæåñòâî Ya ìàêñèìàëüíî.

Ïóñòü b, c � äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ èç I, ïîêàæåì, ÷òî Yb · Yc = Y(b,c). Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè x ∈ Yc, òî ãîìåîìîðôèçì y 7→ yx ïåðåâîäèò Yb â Y(b,c), ñëåäîâàòåëüíî, îí ïåðåâîäèò Yb â Y(b,c).

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò x ∈ Yb ïåðåâîäèò Yc â Y(b,c), ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåâîäèò Yc â Y(b,c), îòêóäà Yb ·Yc = Y(b,c).

Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà Ya ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Ya ·Ya = Ya. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì âçÿòü ìíîæå-

ñòâî èíäåêñîâ b òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Yb = Ya
−1
. Ñëåäîâàòåëüíî, Ya � çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî Ya êîíñòðóêòèâíî, ïîýòîìó ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ãðóïïû Ya. Ïî
ëåììå 4.1.4 ìû èìååì

Ya = U · U ⊆ Ya · Ya = Y(a,a),

ò. å. Ya = Y(a,a).

Ñëåäñòâèå 4.1.9. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, Yi � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ñâÿçíûõ ïîäãðóïï ãðóï-
ïû G, êîòîðûå ïîðîæäàþò G êàê àáñòðàêòíóþ ãðóïïó. Òîãäà ãðóïïà G ñâÿçíà.
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�2 Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Ïóñòü G � àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ðàññìîòðèì å¼ àôôèííóþ àëãåáðó F[G]. Äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà x ∈ G îïðåäåëèì ρx è λx, ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé è ëåâûé ñäâèãè, äåéñòâóþùèå íà àëãåáðå F[G],
ñëåäóþùèì îáðàçîì: (fρx)(y) = f(yx) è (fλx)(y) = f(x−1y). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïðàâîå èëè ëåâîå
ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è ïóñòü I = I(H).
Òîãäà H = {x|Iρx ⊆ I}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ H, ðàññìîòðèì f ∈ I. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ H ñïðàâåäëèâî (fρx)(y) = f(yx) =
0, ò. å. fρx ∈ I. Îáðàòíî, ïóñòü Iρx ⊆ I. Òîãäà 0 = (fρx)(e) = f(x), çíà÷èò, x ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ãîìîìîðôèçì ϕ : G → GLn(F), ÿâëÿþùèéñÿ ìîðôèçìîì, íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Åñëè Ker(ϕ) = {e}, òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Ëåììà 4.2.3. Ïóñòü G � àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, R � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû
F[G] è ðàññìîòðèì ïðàâîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå G→ GL(F[G]). Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ìåðíîå G-
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E àëãåáðû F[G], ñîäåðæàùåå R.

Ïóñòü µ : G × G → G � ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ, òîãäà µ∗ : F[G] → F[G] ⊗ F[G]. Ïîäïðîñòðàíñòâî R
ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rµ∗ ⊆ R⊗F F[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî R ïîðîæäåíî îäíèì ýëåìåíòîì (â êîíöå ñëîæèòü
âñå ïîëó÷åííûå ïðîñòðàíñòâà E). Çàïèøåì (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî) fµ∗ =

∑
fi⊗gj . Òîãäà äëÿ ëþáûõ

äâóõ x, y ∈ G ñïðàâåäëèâî fρx(y) = f(yx) =
∑
i fi(y)gi(x), îòêóäà fρx =

∑
figi(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè

fi ïîðîæäàþò íàä F êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå ñäâèãè ôóíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì,
â êà÷åñòâå E íóæíî âçÿòü ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå ôóíêöèÿìè {fρx|x ∈ G}.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì è ðàññìîòðèì áàçèñ {fi} ïðîñòðàí-
ñòâà R. Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà {fi}∪{gi} ïðîñòðàíñòâà F[G]. Åñëè fµ∗ =

∑
fi⊗rl+

∑
gi⊗sm äëÿ íåêîòîðîãî

f ∈ R, òî ìû èìååì fρx =
∑
firl(x) +

∑
gism(x). Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëåæèò â R, ïîýòîìó

ôóíêöèè si äîëæíû îáðàùàòüñÿ â 0 íà âñåé ãðóïïå G, îòêóäà Rµ∗ ⊆ R⊗F F[G].
Îáðàòíî, åñëè Rµ∗ ⊆ R⊗F F[G], òî, êàê ïîêàçûâàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè ëåììû, âñå ôóíêöèè fi

ìîæíî âçÿòü èç R.

Òåîðåìà 4.2.4. Ïóñòü G � àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà G èçîìîðôíà íåêîòîðîé çàìêíóòîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû GLn(F) äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â àôôèííîé àëãåáðå F[G] ïîðîæäàþùèå f1, . . . , fn. Ââèäó ëåììû 4.2.3, ïðèìå-
í¼ííîé ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå R ýëåìåíòîâ f1, . . . , fn, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì àëãåáðû F[G]. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f1, . . . , fn � áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà R (è, ïî-ïðåæíåìó, F[G] ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè f1, . . . , fn êàê F-àëãåáðà). Âíîâü â ñèëó ïðåäû-
äóùåé ëåììû ìû èìååì fiµ

∗ =
∑
fj⊗mi,j , ãäå mi,j ∈ F[G]. Òîãäà (fiρx)(y) = fi(yx) =

∑
fj(y)mi,j(x), îòêóäà

fiρx =
∑
mi,j(x)fj . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà ρx íà R â áàçèñå f1, . . . , fn ðàâíà

(mi,j(x)). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ψ : G → GLn(F), çàäàííîå ïðàâèëîì ψ : x 7→ (mi,j(x)), ÿâëÿåòñÿ
ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî fi(x) = fi(ex) =
∑
mi,j(x)fj(e), çíà÷èò, fi =

∑
fj(e)mi,j , ò. å. ôóíêöèè mi,j òàêæå ïîðîæ-

äàþò àëãåáðó F[G]. Â ÷àñòíîñòè, ìîðôèçì ψ èíúåêòèâåí, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî
ôóíêöèÿ gi = fi − fi(e) çàíóëÿåòñÿ íà ëþáîì ýëåìåíòå x èç ÿäðà. Ââèäó ëåììû 4.1.7(á) îáðàç H = Gψ �
çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â GLn(F). Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ψ � èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé. Äåéñòâèòåëüíî,
îãðàíè÷åíèÿ íà H êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé Ti,j îòîáðàæàåòñÿ êîìîðôèçìîì ψ∗ â ôóíêöèè mi,j , êîòîðûå, êàê
ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, ïîðîæäàþò F[G]. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìîðôèçì ψ∗ ñþðúåêòèâåí è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì F-àëãåáð F[H] è F[G].

�3 Äåéñòâèå àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè G � ãðóïïà è X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, òî îòîáðàæåíèå ϕX×G→ X, îáîçíà÷àåìîå
äëÿ êðàòêîñòè (x, g)ϕ = xg = xg, íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ãðóïïû G åñëè äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ G è x ∈ X
ñïðàâåäëèâî
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1. (xg1)g2 = x(g1g2).

2. xe = x.

Îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç G â Sym(X). Â äàëüíåéøåì ÷åðåç XG áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
ìíîæåñòâî òî÷åê, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Åñëè Y, Z � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X,
òî TranG(Y, Z) = {g ∈ G|Y g ⊆ Z} íàçûâàåòñÿ òðàíñïîðò¼ðîì.

Åñëè òåïåðü G,X � ìíîãîîáðàçèÿ è ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ϕ : X×G→ X, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ðåãóëÿðíî íà X. Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîãî
äåéñòâèÿ.

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G ðåãóëÿðíî äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè X. Ïóñòü Y, Z �
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X, ïðè÷åì Z çàìêíóòî. Òîãäà

(à) TranG(Y, Z) � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G;

(á) äëÿ êàæäîãî x ∈ X ãðóïïà StG(x) çàìêíóòà â G, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà StG(Y ) çàìêíóòà;

(â) ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G çàìêíóòî â X, ïîýòîìó XG çàìêíóòî;

(ã) åñëè ãðóïïà G ñâÿçíà, òî ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíîé,
â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X òðèâèàëüíî, åñëè X êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X îòîáðàæåíèå ϕx : G → X, çàäàííîå ïðàâèëîì ϕx :
g 7→ yg, åñòü êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ g 7→ (x, g) è ϕ, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. Åñëè y ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî Y , òî ïðîîáðàçû ϕ−1

y (Z) çàìêíóòû âG (òàê êàê Z çàìêíóòî), ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïðîîáðàçîâ
TranG(Y, Z) çàìêíóòî â G. Êðîìå òîãî, StG(x) = TranG({x}, {x}), ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà StG(x) çàìêíóòà
â G.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (â) âûáåðåì g ∈ G è ðàññìîòðèì ìîðôèçì ψ : X → X × X, çàäàííûé
ïðàâèëîì ψ : x 7→ (x, xg). Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýëåìåíòà g � ýòî â òî÷íîñòè ïðîîáðàç äèàãîíàëè
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ψ è ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó çàìêíóòà äèàãîíàëü.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ãðóïïà, X = X1 ∪ . . . ∪ Xk � îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Òîãäà H =
StG(X1) � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â G. Òàê êàê ãðóïïà G ïåðåìåùàåò ìåæäó ñîáîé ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
êîìïîíåíò, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èíäåêñ |G : H| êîíå÷åí. Ââèäó ëåììû 4.1.2, G = H.

Ëåììà 4.3.2. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G ðåãóëÿðíî äåéñòâóåò íà íåïóñòîì ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà
êàæäàÿ G-îðáèòà åñòü ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ X, ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ îáúåäèíåíèåì îðáèò ñòðîãî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îðáèòû ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè
çàìêíóòû è âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = y ·G � îðáèòà ýëåìåíòà y ∈ X. Êàê îáðàç ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî îðáèòíîãî
îòðàæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.3.1, îðáèòà Y ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ìíîæåñòâîì
(ââèäó òåîðåìû 3.5.6 îáðàç êîíñòðóêòèâíîãî ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâåí) è, ñëåäîâàòåëüíî, Y ñîäåðæèò îò-
êðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî U ⊆ Y . Íî ãðóïïà G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà Y , îñòàâëÿÿ ìíîæåñòâî Y
èíâàðèàíòíûì, òàê ÷òî ìíîæåñòâî Y ñîäåðæèò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü (â Y ) êàæäîé ñâîåé òî÷êè. Ïîýòî-
ìó ìíîæåñòâî Y îòêðûòî â Y , à ìíîæåñòâî Y \ Y çàìêíóòî è åãî ðàçìåðíîñòü ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè
ìíîæåñòâà Y . Ïîñêîëüêó Y \ Y ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì, îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì G-îðáèò.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G ðåãóëÿðíî äåéñòâóåò íà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå N .
Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå NhG ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì óìíîæåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ãðóïïà âíîâü ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé,
îíà íàñëåäóåò òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãîîáðàçèé (N ×G).

�4 Àëãåáðà Ëè àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, ïîýòîìó ñëîâî ¾àô-
ôèííûå¿ äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ àññîöèàòèâíàÿ F-àëãåáðà. Îïðåäåëèì àëãåáðó Ëè êàê ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå âñåâîçìîæíûìè ñêîáî÷íûìè óìíîæåíèÿìè [x, y] = xy−yx, ãäå x, y ∈ A è çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî ñêîáî÷íîãî óìíîæåíèÿ.
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Ïóñòü òåïåðü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è A = F[G]. Êàê ìû óæå äîêàçûâàëè âûøå, ãðóïïà G äåéñòâóåò
íà A ïðàâûìè è ëåâûìè ñäâèãàìè. Ïóñòü δ, σ � äâà ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû A (íàïîìíèì,
÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå δ � ýòî F-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (fg)δ = f ·gδ+fδ ·g).
Òîãäà [δ, σ] � ýòî âíîâü äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé àë-
ãåáðû A, îáîçíà÷àåìîå Der A, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè. Àëãåáðîé Ëè ãðóïïû G áóäåì íàçûâàòü ïîäïðîñòðàíñòâî
L(G) àëãåáðû Ëè Der A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé, ò. å.

L(G) = {δ ∈ Der A|∀x ∈ X, δρx = ρxδ}.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî L(G) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T (G0)e è îáîçíà÷èì åãî çà g. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θ : L(G) → g ïî ïðàâèëó

θ : fδ 7→ (fδ)(e), ãäå f ∈ F[G], δ ∈ L(G). Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå θ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà g ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè.

Ïóñòü ϕ : G→ H � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Òîãäà dϕe : g → h ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå dϕe ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè. Äàëåå ìû áóäåì
ïèñàòü dϕ âìåñòî dϕe.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü G,H � àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, g = T (G0)e, h = T (H0)e è ϕ : G → H � ìîðôèçì
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Òîãäà

(à) θ : L(G) → g ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ;

(á) dϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (à) ìû ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå η : g → L(G), îòîáðàæàþùåå
êàñàòåëüíûé âåêòîð x â äèôôåðåíöèðîâàíèå ∗x, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì (f ∗ x)(x) = (fρx)x, ãäå x ∈ G, f ∈ A.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ∗x íàçûâàåòñÿ êîíâîëþöèåé. Ïîêàæåì, ÷òî ∗x � ïðàâîèíâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå àëãåáðû A. Ïóñòü x, y ∈ G, f, g ∈ A, òîãäà ìû èìååì:

(f · g ∗ x)(x) = ((f · g)ρx)x = ((fρx) · (gρx))x = (fρx · g(x))x + f(x) · (gρx)x = ((f ∗ x)g + f(g ∗ x))(x),

ò. å. ∗x ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì,

((f ∗ x)ρy)(x) = (f ∗ x)(xy) = (fρxy)x = ((fρy)ρx)x = ((fρy) ∗ x)(x),

ò. å. äèôôåðåíöèðîâàíèå ∗x ïðàâîèíâàðèàíòíî.
ßñíî, ÷òî η : g → L(G) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. ×òîáû äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü, íàéäåì η ◦ θ è

θ ◦ η.
(f ∗ δθ)(x) = (fρx)δθ = ((fρx)δ)(e) = ((fδ)ρx)(e) = (fδ)(x),

ò. å. δη◦θ = δ äëÿ âñåõ δ ∈ L(G). Îáðàòíî,

f(∗x)θ = (f ∗ x)(e) = (fρe)x = fx,

ò. å. xθ◦η = x äëÿ âñåõ x ∈ g.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (á) îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ϕ : G → H � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òî

dϕ : g → h ñîõðàíÿåò ñêîáî÷íîå óìíîæåíèå. Äëÿ x, y ∈ g ïîëîæèì x′ = xdϕ, y′ = ydϕ. Ïóñòü f ′ ∈ F[H],
ïîëîæèì f = (f ′)ϕ∗. Ïî îïðåäåëåíèþ,

(f ′)[x′, y′] = (f ′ ∗ y′ ∗ x′)(e)− (f ′ ∗ x′ ∗ y′)(e) = (f ′ ∗ y′)x′ − (f ′ ∗ x′)y′ = ((f ′ ∗ y′)ϕ
∗
)x− ((f ′ ∗ x′)ϕ

∗
)y.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [x, y]dϕ îòîáðàæàåò f ′ â

(f ∗ y ∗ x)(e)− (f ∗ x ∗ y)(e) = (f ∗ y)x− (f ∗ x)y.

Ïîêàæåì, ÷òî f ∗ y = (f ′ ∗ y′)ϕ
∗
, à f ∗ x = (f ′ ∗ x′)ϕ

∗
èëè, ýêâèâàëåíòíî, (f ′)ϕ

∗ ∗ x = (f ′ ∗ xdϕ)ϕ
∗
. Îáå ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íà G, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü èõ çíà÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ x ∈
G. Ïîëó÷àåì ((f ′)ϕ

∗ ∗ x)(x) = ((f ′)ϕ
∗
ρx)x. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî (f ′)ϕ

∗
ρx = (f ′ρxϕ)ϕ

∗
. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

çíà÷åíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â òî÷êå y ∈ G. Ñ îäíîé ñòîðîíû ìû èìååì

((f ′)ϕ
∗
ρx)(y) = (f ′)ϕ

∗
(yx) = f ′((yx)ϕ).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(f ′ρxϕ)ϕ

∗
(y) = (f ′ρxϕ)(yϕ) = f ′(yϕxϕ) = f ′((yx)ϕ),

÷òî äà¼ò íàì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì Intx(y) = x−1yx. Åãî äèôôå-
ðåíöèàë îáîçíà÷àåòñÿ Ad x. Ïîñêîëüêó (Ad x) · (Ad x−1) � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå àëãåáðû Ëè g, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî Ad x � àâòîìîðôèçì àëãåáðû Ëè g. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ad x ·Ad y = Ad xy,
òàê ÷òî Ad : G → Autg ≤ GL(g) � ãîìîìîðôèçì àáñòðàêòíûõ ãðóïï, íàçûâàåìûé ïðèñîåäèí¼ííûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû G.

Ââåäåì àññîöèàòèâíîå óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà g = T (G0)e âíóòðåííèì îáðàçîì
è ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîãëàñóåòñÿ ñ óìíîæåíèåì, èíäóöèðîâàííûì èçîìîðôèçìîì θ. Ïóñòü x, y ∈ g, îïðåäåëèì
x ⊗ y : A ⊗ A → F ïðàâèëîì (f ⊗ g)(x ⊗ y) = (fx) · (gy). Òîãäà x · y = (x ⊗ y) ◦ µ∗ : A → F. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè
òàêîì îïðåäåëåíèè ((∗x)(∗y))θ = x · y.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè fµ
∗

=
∑
i fi ⊗ gi, òî f ∗ x =

∑
i(fix)gi. Äåéñòâèòåëüíî, (f ∗ x)(x) =

(fρx)x. Äàëåå
(fρx)(y) = f(yx) =

∑
i

fi(y)gi(x),

ñëåäîâàòåëüíî, fρx =
∑
i figi(x) è, êðîìå òîãî, fρe =

∑
i fi(e)gi. Òàêèì îáðàçîì (fρx)x = (

∑
i figi(x)) x. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, (∑
i

(fix)gi

)
(x) =

∑
i

(fix)gi(x) =

(∑
i

figi(x)

)
x.

Òåïåðü, ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èìååì f(x · y) =
∑
i(fix) · (giy). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

((f ∗ x ∗ y)(e) =

((∑
i

fi(giy)

)
∗ x

)
(e) =

∑
i

(fi ∗ x)(e) · (giy) =
∑
i

(fix) · (giy).

Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = GLn(F). Òîãäà ôóíêöèè Ti îáðàçóþò áàçèñ àëãåáðû F[G], çàïèøåì ïðîèçâîëüíûé
x ∈ g = L(G) âåêòîðîì xi,j = x(Ti,j). Òîãäà, èñïîëüçóÿ íàøå ïðàâèëî, ïîëó÷àåì

x · y =

((∑
h

Ti,h ⊗ Th,j

)
(x⊗ y)

)
i,j

=
∑
h

xi,hyh,j .

Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå x 7→ (xi,j) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáð g è Mn(F).
Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Âêëþ÷åíèå η : H → G ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-

ìîì íà çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó è dη : h → g ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì àëãåáðû Ëè ïîäãðóïïû H â àëãåáðó Ëè
ãðóïïû G. Åñëè I = I(H) � èäåàë â F[G], òî T (H0)e ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
T (G0)e, ñîñòîÿùèì èç òåõ x, äëÿ êîòîðûõ Ix = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.4.3. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû F[G], ñîñòîÿùèé
èç ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà H. Òîãäà h = {x|I ∗ x ⊆ I}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ h. Åñëè f ∈ Iè x ∈ H, òî f ∗ x(x) = (fρx)x = 0, ïîñêîëüêó fρx ∈ I (ñì. ëåììó
4.2.1) è, êàê ìû çàìåòèëè ðàíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ix = 0. Òàêèì îáðàçîì, f ∗x ∈ I. Îáðàòíî, ïóñòü ýëåìåíò
x ∈ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ I ∗ x ⊆ I. Åñëè f ∈ I, òî (f ∗ x)(e) = fx = 0, ò. å. x ∈ h.

�5 Ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå, îïðåäåë¼ííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðà-
öèîíàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì è íàéäåì íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Êàê îáû÷íî, G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Âû÷èñëèì ñíà÷àëà äèôôåðåíöèàë ìîðôèçìà óìíîæåíèÿ µ : G × G → G â òî÷êå (e, e). Íàïîìíèì, ÷òî
fµ

∗
=
∑
i fi ⊗ gi, ïðè÷¼ì f(xy) =

∑
i fi(x) · gi(y). Â ÷àñòíîñòè,

f =
∑
i

gi(e)fi =
∑
i

fi(e)gi. (4.1)

Êðîìå òîãî, T (G0 ×G0)(e,e) ' T (G0)e ⊗ T (G0)e (ñì. ëåììó 3.5.4) è T (G0)e ⊗ T (G0)e ' g⊕ g, ãäå g = L(G).
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Ïóñòü (x, y) ∈ T (G0 × G0)(e,e), îáîçíà÷èì ÷åðåç z = (x, y)dµ(e,e). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ F[G] âûïîëíåíî

fz =

(∑
i

fi ⊗ gi

)
(x, y) =

∑
i

(fix)gi(e) +
∑
i

fi(e)(giy).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.1), ìû ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò, äëÿ f(x + y). Ñëåäîâàòåëüíî, (x, y)dµ(e,e) = x + y.
Âû÷èñëèì òåïåðü dιe : g → g. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

G
(1,ι)−−−→ G×G

µ−→ G.

Êîìïîçèöèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé ïðåîáðàçóåò êàæäûé ýëåìåíò x â e, ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàë îòîáðàæàåò
êàæäûé ýëåìåíò x ∈ g â 0. Äàëåå, d1 = 1 è d(1, ι) = (d1,dι), òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà
ðàâåíñòâ

0 = dµ ◦ (1, ι)(x) = dµ((d(1, ι)(x))) = dµ(x,dι(x)) = x + dι(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, dι(x) = −x.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êîììóòàòîðíûé ìîðôèçì îòíîñèòåëüíî x, γx : y 7→ x−1y−1xy. ×òîáû íàéòè äèô-

ôåðåíöèàë ýòîãî ìîðôèçìà, ðàññìîòðèì öåïî÷êó

G
(ι◦Intx,1)−−−−−−→ G×G

µ−→ G.

Î÷åâèäíî, ÷òî γx = (ι ◦ Intx, 1) ◦ µ, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî dγx = 1−Ad x. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.5.1. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ g ñïðàâåäëèâî

(à) (x, y)dµ(e,e) = x + y.

(á) xdιe = −x.

(â) (x)(dγx)e = x− xAd x.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû è å¼ àëãåáðû Ëè íà
àôôèííîé àëãåáðå F[G]. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ g ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå
àôôèííîé àëãåáðû F[G], çàäàííîå ïðàâèëîì x : f 7→ f ∗ x.

Ëåììà 4.5.2. Ëþáîå G-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû F[G] (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ëåâûìè
ñäâèãàìè) ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì. Áîëåå òîãî, åñëè E � G-èíâàðèàíòíîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî è ϕ : G→ GL(E) � ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî äèôôåðåíöèàë ëåâîãî ñäâèãà åñòü êîíâîëþöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � G-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû F[G], ñ áàçèñîì {fi}, x ∈ G. Ïî-
ñêîëüêó ïî ëåììå 4.2.3 ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì G-èíâàðèàíòíîì êîíå÷-
íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî E êîíå÷íîìåðíî. Ïî òîé æå ëåììå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
Eµ∗ ⊆ F[G]⊗FE. Â ÷àñòíîñòè, fiµ

∗ =
∑
jmi,j⊗fj . Òîãäà fiλx−1 =

∑
jmi,j(x)fj è îòîáðàæåíèå ϕ : x 7→ mi,j(x)

ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ϕ : G→ GL(E) = GLn(F).
Âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàë ìîðôèçìà dϕ : g → gln(F), ãäå gln(F) = L(GLn(F)). Åñëè x ∈ g, òî, ïî îïðå-

äåëåíèþ, ìàòðèöà (x)dϕ íà ìåñòå (i, j) èìååò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ x ê êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè Ti,j . Íî
ìû çàìåòèëè âûøå, ÷òî Tϕi,j = mi,j , ïîýòîìó (x)dϕ = (mi,j)x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíò x íà áàçèñå {fi}
ïðîñòðàíñòâà E äåéñòâóåò êàê (fi ∗ x)(x) = (fiρx)x =

∑
j(mi,j) ∗ xfj(x), ò. å. x îñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî E

èíâàðèàíòíûì è åãî ìàòðèöà ðàâíà (mi,j)x â áàçèñå {fi}.

Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è g � å¼ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü g êàê
àëãåáðó Ëè L(G) ïðàâîèíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé, òî òîãäà Ad x äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó δ 7→ λxδ

λ−1
x .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé G = GLn(F) è g = gln(F). Ìû òî÷íî âû÷èñëèì äåéñòâèå ãðóïïû G è
àëãåáðû g íà F[G] ñäâèãàìè è êîíâîëþöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå íà
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ Ti,j . Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìàòðèöó, ÷üÿ (i, j)-àÿ êîîðäèíàòà ðàâíà Ti,j .

Ëåììà 4.5.3. Ïóñòü x ∈ GLn(F), x ∈ gln(F). Òîãäà Ti,jρx (ñîîòâåòñòâåííî, Ti,jλx è Ti,j∗x) ðàâíà (i, j)-îìó
ýëåìåíòó ìàòðèöû T x (ñîîòâåòñòâåííî, x−1T è xT ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y ∈ GLn(F), òî

(Ti,jρx)(y) = Ti,j(yx) =
∑
k

yi,kxk,j = (Tx)ij(y).

Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ìû ïîëó÷àåì äëÿ ëåâîãî ñäâèãà. Èç ïîëó÷åííûõ òîæäåñòâ âûòåêàåò, ÷òî

(Ti,j ∗ x)(y) = (Ti,jρy)x =

(∑
k

Ti,kyk,j

)
x =

∑
k

(Ti,kxyk,j =
∑
k

xi,jyk,j =
∑
k

xi,kTk,j(y) = (xT )i,j(y),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 4.5.4. Ïóñòü x ∈ GLn(F), x ∈ gln(F). Òîãäà xAd x = x−1xx (êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.5.3, êàê êàæäàÿ èç ÷àñòåé íàøåãî ðàâåíñòâà
äåéñòâóåò íà Ti,j .

T xAd x
i,j = T

λx(∗x)λ−1
x

i,j =

(∑
k

x−1i, kTk,j

)(∗x)λ−1
x

=

(∑
k

x−1
i,k (xT )k,j

)λ−1
x

=

(∑
k
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÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç òî÷íîé ôîðìóëû, ïîëó÷åííîé â ëåììå 4.5.4 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.5.5. Îòîáðàæåíèå Ad : GLn(F) → GLn2(F) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
íåçàâèñèìî îò âûáîðà áàçèñà â gln(F).

Òåîðåìà 4.5.6. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà îòîáðàæåíèå Ad : G → GL(g) ÿâëÿåòñÿ ìîð-
ôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn(F), òî Ad x åñòü ñî-
ïðÿæåíèå ýëåìåíòîì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.2.4 ãðóïïà G èçìîðôíà çàìêíóòîé ïîäãðóïïå ãðóïïû GLn(F) äëÿ ïîäõî-
äÿùåãî n. Ýòîò èçîìîðôèçì çàäàåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå àëãåáðû Ëè g â gln(F). Òîãäà îòîáðàæåíèå Ad x
àëãåáðû g åñòü îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Ad x àëãåáðû gln(F), îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

�6 Äèôôåðåíöèàë ìîðôèçìà Ad . Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ

Êàê ìû äîêàçàëè â òåîðåìå 4.5.6, îòîáðàæåíèå Ad : G → GL(g) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ad äèôôåðåíöèàë ìîðôèçìà Ad . Òàêèì îáðàçîì, ad : g → gl(g) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì àëãåáðû Ëè g.

Òåîðåìà 4.6.1. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ g ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

y(x)ad = [y, x] = yx− xy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé G = GLn(F),
g = gln(F). Åñëè x ∈ G, òî Ad x åñòü îáðàç ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé

G
(ι,1)−−−→ G×G

σ×tau−−−−→ GL(g)×GL(g)
µ−→ GL(g),

ãäå σ è τ � ìîðôèçìû óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî σ è τ äåéñòâèòåëüíî ìîðôèç-
ìû è âû÷èñëèì èõ äèôôåðåíöèàëû. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ ei,j àëãåáðû gln(F)(= Mn(F)) èç ìàòðèö,
ñîäåðæàùèõ 1 íà ìåñòå (i, j) è 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû xel,m ñòîèò ýëåìåíò xi,l,
åñëè m = j è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó xσ â GLn2(F) ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè ðàçìåðà
n × n, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû x â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñòîëáöîâ è 0 íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Òàêèì îáðàçîì, σ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì è, áîëåå òîãî, ïîëèíîìû, çàäàþùèå
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xσ èìåþò î÷åíü ïðîñòîé âèä è ìîãóò áûòü ÿâíî âû÷èñëåíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî yxdσe = xy. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìîðôèçìà τ .

Òîãäà ad = dAd ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé x 7→ (−x, x) 7→ ëåâîå óìíîæåíèå
íà −x ïëþñ ïðàâîå óìíîæåíèå íà x, ò. å. y(x)ad = −xy + yx = [y, x].

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.2.4, ìû âêëàäûâàåì ãðóïïó G â GLn(F) è ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííóþ
ôîðìóëó, äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ìîðôèçìà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîKer(ad )� ýòî â òî÷íîñòè öåíòð z(g) = {x ∈ g|∀y ∈ g, [x, y] = 0} àëãåáðû g. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè x ∈ Z(G), òî Int z = 1, ñëåäîâàòåëüíî, Ad x = 1, ò. å. Z(G) ≤ Ker(Ad ). Â õàðàêòåðèñòèêå 0 íà
ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, íî ðàâåíñòâà íåò â îáùåì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå 4.6.2. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è h � àëãåáðà
Ëè ãðóïïû H. Òîãäà h ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â g, ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ g, y ∈ h âûïîëíåíî [x, y] ∈ h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G ìîðôèçì Intx
ñòàáèëèçèðóåò H, ñëåäîâàòåëüíî, Ad x ñòàáèëèçèðóåò h. Äîïîëíèì áàçèñ àëãåáðû h äî áàçèñà â g, òîãäà
ìàòðèöà ýëåìåíòà Ad x áóäåò èìåòü âèä (

∗ 0
∗ ∗

)
,

è ìàòðèöà (x)ad áóäåò èìåòü òîò æå âèä.

Ñëåäñòâèå 4.6.3. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, N = NG(H) � å¼ íîðìà-
ëèçàòîð, h è n � àëãåáðû Ëè ãðóïï H è N ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà n ≤ ng(h) = {x ∈ g|[x, h] ≤ h}.

Âíîâü åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà 0, òî âêëþ÷åíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, íî ðàâåíñòâà íåò â
îáùåì ñëó÷àå.

Ëåììà 4.6.4. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäãðóïïû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è ïóñòü C � çàìûêàíèå
âçàèìíîãî êîììóòàíòà [A,B], îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b è c àëãåáðû Ëè ãðóïï A, B è C ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ a, y ∈ b, x ∈ A, y ∈ B àëãåáðà c ñîäåðæèò ýëåìåíòû y − yAd x, x− xAd y, [x, y].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ A, òî îòîáðàæåíèå γx ïåðåâîäèò B â C, ñëåäîâàòåëüíî, åãî äèôôåðåíöèàë
1 − Ad x ïåðåâîäèò b â c, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y − yAd x ∈ c. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
x − xAd y ∈ c. Äàëåå, äëÿ x ∈ a ðàññìîòðèì ìîðôèçì ϕ : B → c (c ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå), çàäàííûé ïðàâèëîì yϕ = x−xAd y. Ïîñêîëüêó ϕ ïåðåâîäèò e â 0, ìû ìîæåì íàéòè dϕe : b → c
(c ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì â òî÷êå 0). Ïîñêîëüêó dAd = ad , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ydϕe = −y(x)ad = [x, y] ëåæèò â c.

Ñëåäñòâèå 4.6.5. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, H � çàìûêàíèå êîììóòàíòà [G,G] è h � àëãåáðà
Ëè ãðóïïû H. Òîãäà h ≥ [g, g] = 〈[x, y]|x, y ∈ g〉.

Ëåììà 4.6.6. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, x ∈ G. Òîãäà L(CG(x)) ≤ cg(x) = {x ∈ g|x = xAd x}. Åñëè
G = GLn(F), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó CG(x) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ìîðôèçìà γx : G→ G.

�7 Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Øåâàëëå

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F è ïóñòü x ∈
Mn(F) = M(V ). Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà ýëåìåíòà x ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò x
ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè xk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà.

Ëåììà 4.7.1. Ïóñòü x ∈ Mn(F). Òîãäà:

(à) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû xs, xn ∈ Mn(F), óäîâëåòâîðÿþùèå x = xs + xn, xs ïîëóïðîñò, à
xn íèëüïîòåíòåí è xsxn = xnxs;
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(á) ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû p(T ), q(T ) îò îäíîé ïåðåìåííîé áåç ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà, äëÿ êîòîðûõ xs = p(x),
xn = q(x). Â ÷àñòíîñòè, xs, xn ïåðåñòàíîâî÷íû ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç Mn(F), ñ êîòîðûì ïåðåñòà-
íîâî÷åí x;

(â) åñëè U,W ≤ V � ïîäïðîñòðàíñòâà è Ux ≤W , òî Uxs ≤W è Uxn ≤W ;

(ã) åñëè xy = yx äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Mn(F), òî (x+ y)s = xs + ys è (x+ y)n = xn + yn.

Åñëè x ∈ GLn(F), òî âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò 0, ïîýòîìó ýëåìåíò xs íåâûðîæäåí è
ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ýëåìåíò xu = 1 + x−1

s xn, ïðåäñòàâèìûé â âèäå ñóììû åäèíè÷íîãî è íèëüïîòåíòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà x = xsxu íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà. Â îáùåì ñëó÷àå
ýëåìåíò x ∈ GLn(F) íàçûâàåòñÿ óíèïîòåíòíûì, åñëè x − 1 ∈ Mn(F) � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò. Èç ëåììû
4.7.1 ñðàçó ñëåäóåò àíàëîãè÷íàÿ ëåììà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà.

Ëåììà 4.7.2. Ïóñòü x ∈ GLn(F). Òîãäà:

(à) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû xs, xu ∈ GLn(F), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì x = xsxu, xs ïî-
ëóïðîñò, xu óíèïîòåíòåí è xsxu = xuxs;

(á) ýëåìåíòû xs, xu ïåðåñòàíîâî÷íû ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç Mn(F), ïåðåñòàíîâî÷íûì ñ x;

(â) åñëè U � x-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , òî U ÿâëÿåòñÿ xs- è xu-èíâàðèàíòíûì;

(ã) åñëè xy = yx äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ GLn(F), òî (xy)s = xsys è (xy)u = xuyu.

Äàííûå íàìè îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâû ëèøü äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè æå ìû ðàññìàòðè-
âàåì áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V , òî ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, íèëüïîòåíò-
íûì, óíèïîòåíòíûì), åñëè îãðàíè÷åíèå ýëåìåíòà x íà êàæäîå êîíå÷íîìåðíîå x-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, íèëüïîòåíòíûì, óíèïîòåíòíûì) ýëåìåíòîì.

Îïðåäåëåíèå 4.7.3. Ïóñòü òåïåðü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ãðóïïû G
ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, óíèïîòåíòíûì), åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ρx àôôèííîé àëãåáðû F[G] ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, óíèïîòåíòíûì). Àíàëîãè÷íî ýëåìåíò x àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ïîëó-
ïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, íèëüïîòåíòíûì), åñëè ∗x ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñîîòâåòñòâåííî, íèëüïîòåíòíûì)
ïðåîáðàçîâàíèåì àôôèííîé àëãåáðû F[G].

Ëåììà 4.7.4. Ïóñòü G = GLn(F), g = gln(F). Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ G, x ∈ g ðàçëîæåíèÿ ρxsρxu è
(∗xs)(∗xn) ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè Æîðäàíà ýëåìåíòîâ ρx è ∗x ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ρxs
, (∗xs) ïîëóïðîñòû, ýëåìåíò ρxu

óíèïîòåíòåí, à
ýëåìåíò (∗xn) íèëüïîòåíòåí, òàê êàê ïðîâåðêà ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà î÷å-
âèäíà.

Ðàññìîòðèì G-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E è ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ : G→ GL(E) è dϕg → gl(E). Î÷åâèä-
íî, ÷òî îáðàç íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå íèëüïîòåíòåí, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò
∗xn íèëüïîòåíòåí. Êðîìå òîãî, ýëåìåíò xu − e íèëüïîòåíòåí, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò xϕu − eϕ íèëüïîòåíòåí
è ïîòîìó ýëåìåíò ρxu ÿâëÿåòñÿ óíèïîòåíòíûì.

Äàëåå ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò xs ïåðåõîäèò â îãðàíè÷åíèå ïðàâîãî ñäâèãà ρxs íà E. Ïóñòü p(T ) � ìèíè-
ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà xs è q(T ) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà ρxs . Î÷åâèäíî, ÷òî q(T ) äåëèò
p(T ) è, ïîñêîëüêó p(T ) áåç êðàòíûõ êîðíåé, òî q(T ) òîæå áåç êðàòíûõ êîðíåé. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíò (∗xs) ïîëóïðîñò.

Òåîðåìà 4.7.5. Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, g � å¼ àëãåáðà Ëè, x ∈ G, x ∈ g. Òîãäà:

(à) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû s, u ∈ G òàêèå, ÷òî x = su = us, ïðè÷åì s ïîëóïðîñò, à u
óíèïîòåíòåí; ýëåìåíòû s, u íàçûâàþòñÿ ïîëóïðîñòîé è óíèïîòåíòíîé ÷àñòüþ ýëåìåíòà x ñîîò-
âåòñòâåííî è îáîçíà÷àþòñÿ xs, xu;

(á) ñóùåñòâóþ åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû s, n ∈ g òàêèå, ÷òî x = s + n, [s, n] = 0, ïðè÷åì s ïîëóïðîñò,
à n íèëüïîòåíòåí; ýëåìåíòû s, n íàçûâàþòñÿ ïîëóïðîñòîé è íèëüïîòåíòíîé ÷àñòüþ ýëåìåíòà x
ñîîòâåòñòâåííî è îáîçíà÷àþòñÿ xs, xn;

(â) åñëè ϕ : G→ H � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òî (xϕ)s = xϕs , (xϕ)u = xϕu , (xdϕe)s = xdϕe
s , (xdϕe)n =

xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G êàê çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû GLn(F) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n,
òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ëåãêî ñëåäóþò èç ëåìì 4.7.1, 4.7.2 è 4.7.4.
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Ââåäåì ñíà÷àëà îäíî ñïåöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äàííîì ïàðàãðàôå.
Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä F è ðàññìîòðèì

V d = V ⊗F . . .⊗F V︸ ︷︷ ︸
d ðàç

,

òåíçîðíóþ ñòåïåíü ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî â V d, ïîðîæä¼ííîå ýëåìåíòàìè, ñîäåðæà-
ùèìè âûðàæåíèå âèäà v ⊗ v äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ∧dV = V d/W íàçûâàåòñÿ âíåøíåé
d-îé ñòåïåíüþ ïðîñòðàíñòâà V . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∧0V ' F, ∧1V ' V . Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè v1, . . . , vn �
óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî

(
n
d

)
âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé âèäà vi1∧vi2∧ . . .∧vid (i1 < i2 < . . . < id)

ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ∧dV . Â ÷àñòíîñòè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ∧nV ðàâíà 1.
Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ∧dW ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà ∧dV . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç ìíîæåñòâà âñåõ d-ìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V (îáîçíà÷àåìîå Dd(V )) â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (∧dV ). Áîëåå òîãî, ôèêñèðóÿ
áàçèñ v1, . . . , vn ïðîñòðàíñòâà V , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî P (∧dV ) � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è, ñëåäîâàòåëüíî,
Dd(V ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ââèäó ëåììû 3.6.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî D0(V )×D1(V )×
. . .×Dn(V ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 0 < V1 < . . . < Vk = V ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
ôëàãîì ïðîñòðàíñòâà V . Ôëàã íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè k = n = dimV , ò. å. åñëè dimVi+1/Vi = 1 äëÿ âñåõ i.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ôëàãîâ ïðîñòðàíñòâà V áóäåì îáîçíà÷àòü F(V ) è íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ.
ßñíî, ÷òî F(V ) âêëàäûâàåòñÿ â ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå D0(V )×D1(V )× . . .×Dn(V ). Áîëåå òîãî, íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî åãî îáðàç ïðè ýòîì âëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó ââèäó ëåììû 3.6.2
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó GLn(F), å¼ àëãåáðó Ëè gln(F) è èõ äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå V
è íà åãî d-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå W . Ìû ïîëó÷àåì èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå íà ∧dV ñëåäóþùèì îáðàçîì,
åñëè v1, . . . , vn � ôèêñèðîâàííûé óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è x ∈ GLn(V ), òî

(vi1 ∧ . . . ∧ vid)x =
d∑
j=1

vi1 ∧ . . . ∧ vxij ∧ . . . ∧ vid .

Ëåììà 4.8.1. Â âåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü x ∈ GLn(F) è x ∈ gln(F). Òîãäà

(à) (∧dW )x ≤ ∧dW â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà W x ≤W ;

(á) (∧dW )x ≤ ∧dW â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà W x ≤W ;

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, òàê ÷òî ìû äîêàæåì ëèøü íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
(à) âûáåðåì áàçèñ v1, . . . , vn ïðîñòðàíñòâà V òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû v1, . . . , vd ïîðîæäàëè ïîäïðîñòðàíñòâî
W è ñóùåñòâîâàëî l, äëÿ êîòîðîãî vl+1, . . . , vl+d ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî W

x. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
l = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ∧dW ïîðîæäåíî âåêòîðîì v1 ∧ . . . ∧ vd è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ýëåìåíò x ïåðåâîäèò
v1 ∧ . . . ∧ vd â αv1 ∧ . . . ∧ vd. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ, (v1 ∧ . . . ∧ vd)x = βvl+1 ∧ . . . ∧ vl+d, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî l = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (á) âûáåðåì áàçèñ v1, . . . , vd òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ïåðâûõ k âåêòîðîâ âûïîëíÿ-
ëîñü vx

i ∈ W , à íà÷èíàÿ ñ k + 1-îãî íîìåðà vx
j 6∈ W ; è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Òåïåðü

ðàññìîòðèì y ∈ gln(F) òàêîé, ÷òî vx
i = vy

i ïðè i 6 k è vy
i = 0 ïðè i > k. ßñíî, ÷òî W y ≤ W , ïîýòî-

ìó (∧dW )y ≤ ∧dW . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå çàìåíû ýëåìåíòà x íà ýëåìåíò x − y, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
W ∩W x = {0}. Ðàññìîòðèì òåïåðü áàçèñ w1, . . . , wd ïðîñòðàíñòâà W òàêîé, ÷òî âåêòîðû wx

1, . . . , w
x
c îáðàçóþò

áàçèñ â W x, à wx
c+1 = . . . = wx

d = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ,

(w1 ∧ . . . ∧ wd)x =
d∑
i=1

w1 ∧ . . . ∧ wx
i ∧ . . . ∧ wd.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, (w1∧. . .∧wd)x ðàâåí αw1∧. . .∧wd. Íî âåêòîðû w1∧. . .∧wx
i ∧. . .∧wd ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

ëèáî ðàâíû íóëþ è íè îäèí èç íèõ íå ðàâåí w1 ∧ . . . ∧ wd. Ïîýòîìó wx
i = 0 è W x ≤W .
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Òåîðåìà 4.8.2. (Òåîðåìà Øåâàëëå) Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, H � å¼ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ : G → GL(V ) è îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ≤ V

òàêèå, ÷òî H = {x ∈ G|Lxϕ

= L} è h = {x ∈ g|Lxdϕ ≤ L}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = I(H) � èäåàë àëãåáðû F[G]. Òîãäà èäåàë I êîíå÷íî ïîðîæä¼í è ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîìåðíîì G-èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå V àëãåáðû
F[G] (ñì. ëåììó 4.2.3). ÏóñòüW = I∩V (çíà÷èò,W ïîðîæäàåò I êàê àëãåáðó). Ââèäó ëåìì 4.2.1 è 4.4.3 ìû ïî-
ëó÷àåì, ÷òî H = {x ∈ G|W x = W} è h = {x ∈ g|W ∗x ≤W}. Åñëè òåïåðü dimW = d, òî ðàññìîòðèì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ϕ : G→ GL(∧dV ) è dϕ : g → gl(∧dV ). Ïî ëåììå 4.8.1 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî H = {x ∈ G|(∧dW )x

ϕ

= ∧dW},
h = {x ∈ g|(∧dW )x

dϕ ≤ ∧dW} è ∧dW � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ∧dV .



Ãëàâà 5. Ñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò ïîëó÷åíû ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû î ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ, ìû
äîêàæåì ñîïðÿæåííîñòü ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ, ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï è ïîäãðóïï Áîðåëÿ,
ââåäåì ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, êîðíåâûå ïîäãðóïïû è ñèñòåìó êîðíåé ïîëóïðîñòîé ëèíåéíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ãðóïïû, à òàêæå äàäèì êëàññèôèêàöèþ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Êàê è ðàíüøå, ïîä òåðìèíîì
¾àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà¿ âñåãäà ïîíèìàåòñÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

�1 Ñîïðÿæåííîñòü ïîäãðóïï Áîðåëÿ

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. (ñì. [17, Ëåììà 21.1]).

Ëåììà 5.1.1. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà êàæäîì èç äâóõ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãîîáðàçèé X,Y è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíûé ìîðôèçì ϕ : X → Y , ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ
äåéñòâèåì ãðóïïû G. Òîãäà åñëè ìíîãîîáðàçèå Y ïîëíî, òî è X ïîëíî.

Îòìåòèì òàêæå åùå îäíó ïðîñòóþ ëåììó.

Ëåììà 5.1.2. Ïóñòü A,B � çàìêíóòûå ïîäãðóïïû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è ãðóïïà A ñâÿçíà. Òîãäà
êîììóòàíò [A,B] çàìêíóò è ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî [A,B] ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè {Aγb |b ∈ B}. Òàê êàê ãðóïïà A ñâÿçíà,
òî è å¼ îáðàç Aγb ñâÿçåí äëÿ ëþáîãî b ∈ B, êðîìå òîãî, îí ñîäåðæèò åäèíèöó. Ïî òåîðåìå 4.1.8 ãðóïïà [A,B]
çàìêíóòà è ñâÿçíà.

Ñëåäñòâèå 5.1.3. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà dimZ(N) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ñîñòîèò èç ñâÿçíûõ ïîäãðóïï (ïî ëåììå 5.1.2)
è ïîñëåäíèé íååäèíè÷íûé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå.

Ñëåäñòâèå 5.1.4. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è H � å¼ ïîäãðóïïà. Òîãäà
dimNG(H) > dimH. Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ïîäãðóïïà êîðàçìåðíîñòè 1 ãðóïïû G, òî H íîðìàëüíà â G

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Z = Z(G)0 ≤ H, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ôàêòîðãðóïïû G/Z è H/Z è íàøå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû. Åñëè Z 6≤ H, òî ãðóïïà ZH ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé
(êàê ïîðîæä¼ííàÿ ñâÿçíûìè ïîäãðóïïàìè), êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ZH ≤ NG(H). Ïîñêîëüêó ZH 6= H è
ZH ñâÿçíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî dimNG(H) ≥ dimZH > dimH.

Òåîðåìà 5.1.5. (Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå) Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è
ïóñòü X � íåïóñòîå ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G. Òîãäà ãðóïïà G èìååò íà X
íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû G. Åñëè dimG = 0, òî
G = {e} è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ðàññìîòðèì êîììóòàíò H = [G,G]. Ââèäó ëåììû 5.1.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî H
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òàê êàê ãðóïïà G ðàçðåøèìà, ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.5.3, dimH < dimG. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ìíîæåñòâî Y
íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû H íåïóñòî è, ïî ëåììå 4.3.1, çàìêíóòî. Ââèäó ëåììû
3.6.2 ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì. Êðîìå òîãî, H íîðìàëüíà â G, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü X íà Y è ñ÷èòàòü, ÷òî H äåéñòâóåò
òðèâèàëüíî íà X.
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Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà H ñîäåðæèòñÿ â StG(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X. Òàê êàê G/H àáåëåâà, ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî StG(x) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñëåäîâàòåëüíî, G/StG(x) � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå.
Ââèäó ëåììû 4.3.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî å¼ îðáèòà x ·G çàìêíóòà, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ìíîãîîáðàçèåì. Äàëåå, êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì G/StG(x) → x · G áèåêòèâåí, ïåðåñòàíîâî÷åí ñ äåéñòâèåì
ãðóïïû G è x ·G ïîëíî. Ââèäó ëåììû 5.1.1 ìíîæåñòâî G/StG(x) òàêæå ïîëíî. Íî ïî ëåììå 3.6.2 àôôèííîå
ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü 0, ò. å. G = StG(x).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ìû äîêàæåì òåîðåìó Ëè-Êîë÷èíà-Ìàëüöåâà 1.8.11 äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ðàçðåøèìûõ ãðóïï (÷óòü ïîçæå ìû äàäèì å¼ äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå).

Ñëåäñòâèå 5.1.6. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F). Òîãäà ãðóïïà
G ñîïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ F(V ). Ýòî ìíîãîîáðàçèå ïðî-
åêòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Ýòà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ôëàãîì, ò. å. G ñòàáèëèçèðóåò öåïî÷êó âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 0 < V1 < . . . <
Vn = V , è â ñîîòâåòñòâóþùåé áàçå ëþáîé ýëåìåíò èç G ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.7. Ïóñòü G � ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ìàêñèìàëüíàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) ñâÿçíàÿ
çàìêíóòàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà B ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ å¼ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ.

Òåîðåìà 5.1.8. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G. Òîãäà G/B � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è âñå
ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ãðóïïû G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ñâÿçíûìè ãðóïïàìè, ñâÿçíà (ñì. ñëåäñòâèå 4.1.9), ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G ëåæèò â G0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà
G ñâÿçíà. Ïóñòü S � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ñèëó òåîðåìû Øåâàëëå 4.8.2
ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ : G→ GLn(F), ïðè êîòîðîì Sϕ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì íåêîòî-
ðîãî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V1. Ïî òåîðåìå Ëè-Êîë÷èíà-Ìàëüöåâà (ñëåäñòâèå 5.1.6) èíäóöèðîâàííîå
äåéñòâèå ãðóïïû S íà ôàêòîð ïðîñòðàíñòâå V/V1 ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðóåìûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà S
îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûì íåêîòîðûé ïîëíûé ôëàã f = 0 < V1 < . . . < Vn = V . Èç ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ϕ ñëåäóåò, ÷òî S = StG(f). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ G/S íà îðáèòó ôëàãà f â ìíîãîîáðàçèè
F(V ) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàáèëèçàòîð ëþáîãî ôëàãà ðàçðåøèì (òàê êàê îí ñîïðÿæåí
ñ ïîäãðóïïîé ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö) è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ðàçìåðíîñòü íå ïðåâûøàåò ðàçìåð-
íîñòè ïîäãðóïïû S. Çíà÷èò, îðáèòà ôëàãà f èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñèòü, ñëåäîâàòåëüíî,
îíà çàìêíóòà (ñì. ëåììó 4.3.2). Êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ F(V ) ýòà îðáèòà
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äàëåå, ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B ãðóïïû G äåéñòâóåò ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè íà ïðîåêòèâíîì
ìíîãîîáðàçèè G/S è ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå 5.1.5 îíà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó Sx, ò. å. SxB = Sx
èëè xBx−1 ≤ S. Íî xBx−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ, îòêóäà xBx−1 = S.

�2 Äèàãîíàëèçèðóåìûå ãðóïïû

Çà îñíîâó èçëîæåíèÿ äàííîãî ïàðàãðàôà âçÿò [17, � 16].
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò çàìêíóòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäå-

íèÿ êîììóòèðóþùèõ ïîëóïðîñòîãî è óíèïîòåíòíîãî ýëåìåíòîâ (ñì. òåîðåìó 4.7.5). Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G
íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìîé, åñëè îíà èçîìîðôíà (êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà) ïîäãðóïïå ãðóïïû Dn(F).
ßñíî, ÷òî ïîäãðóïïû è ãîìîìîðôíûå îáðàçû äèàãîíàëèçèðóåìûõ ãðóïï âíîâü ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëèçèðóå-
ìûìè ãðóïïàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ââåäåì ïîíÿòèå õàðàêòåðà
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû èëè ïðîñòî õàðàêòåðà. Õàðàêòåðîì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì
G→ F∗ ãðóïïû G â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ F. Åñëè χ, ψ � äâà õàðàêòåðà ãðóïïû G, òî ìû ìîæåì
ââåñòè óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ xχ·ψ = xχ · xψ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ G. Îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òàêèì
îáðàçîì óìíîæåíèÿ õàðàêòåðû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G îáðàçóþò ãðóïïó õàðàêòåðîâ, îáîçíà÷àåìóþ X(G).
ßñíî, ÷òî X(G) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî àëãåáðû F[G].

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü G � (àáñòðàêòíàÿ) ãðóïïà, X � ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ G → F∗. Òîãäà
X � ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà âñåõ ôóíêöèé íà G ñî çíà÷åíèÿìè â F.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü χ1, . . . , χn ∈ X � ëèíåéíî çàâèñèìûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
n > 1 âûáðàíî íàèìåíüøèì âîçìîæíûì. Çàïèøåì

∑n−1
i=1 aiχi +χn = 0 (ai ∈ F). Òàê êàê χ1 6= χn, ñóùåñòâóåò

òàêîé ýëåìåíò y ∈ G, ÷òî χ1(y) 6= χn(y). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ G ìû ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ:

n−1∑
i=1

aiχi(x)χi(y) + χn(x)χn(y) = 0,

n−1∑
i=1

aiχi(x)χn(y) + χn(x)χn(y) = 0.

Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî è ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþ x, ìû ïîëó÷àåì:

n−1∑
i=1

ai(χi(y)− χn(y))χi = 0.

Íî, ââèäó âûáîðà n, âñå χi ïðè 1 6 i 6 n − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çíà÷èò, (òàê êàê χ1(y) 6= χn(y)) a1 = 0,
ò. å. õàðàêòåðû χ2, . . . , χn ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè n.

Óïðàæíåíèå 5.2.2. Åñëè G = [G,G], òî X(G) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ d-ãðóïïîé , åñëè â àëãåáðå F[G] ñóùåñòâóåò áàçèñ,
ñîñòîÿùèé èç õàðàêòåðîâ, ò. å., ââèäó ëåììû 5.2.1, åñëè X(G) � áàçèñ àëãåáðû F[G].

Ïðèìåð 5.2.3. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Dn(F) ãðóïïû GLn(F ) è ïîêàæåì, ÷òî Dn(F)
ÿâëÿåòñÿ d-ãðóïïîé. Äåéñòâèòåëüíî, F[G] = F[T1, . . . , Tn,

1
T1
, . . . , 1

Tn
], ãäå Ti � âûáîð iîãî äèàãîíàëüíîãî ýëå-

ìåíòà. Ïîýòîìó ëþáîé îäíî÷ëåí âèäà Tm1
1 ·. . .·Tmn

n , ãäåmi ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû Dn(F). Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî X(Dn(F)) ' Zn.

Åñëè G1, G2 � d-ãðóïïû, òî ìîðôèçì ϕ : G1 → G2 àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï èíäóöèðóåò ãðóïïîâîé ãîìî-
ìîðôèçì ϕ0 : X(G2) → X(G1), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì êîìîðôèçìà ϕ∗ : F[G2] → F[G1]. Îáðàòíî,
ãîìîìîðôèçì ãðóïï X(G2) → X(G1) ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà F-àëãåáð F[G2] → F[G1] è, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì G1 → G2.

Ëåììà 5.2.4. (à) Åñëè H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà d-ãðóïïû G, òî H òàêæå ÿâëÿåòñÿ d-ãðóïïîé, ñîâ-
ïàäàþùåé ñ ïåðåñå÷åíèåì ÿäåð íåêîòîðûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, äèàãîíàëèçèðóåìûå
ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ d-ãðóïïàìè.

(á) Ëþáàÿ d-ãðóïïà äèàãîíàëèçèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì F[G] → F[H], èíäóöèðîâàííûé îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèé,
ñþðúåêòèâåí. Î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíèå íà H õàðàêòåðà ãðóïïû G åñòü õàðàêòåð ãðóïïû H, òàê ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî F[H] ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïîé X(H), ò. å. H ÿâëÿåòñÿ d-ãðóïïîé. Ïóñòü, äàëåå, f ∈ I(H). Òàê êàê G �
d-ãðóïïà, èìååì f =

∑
aiχi, ãäå ai ∈ F è χi ∈ X(G). Ââèäó ëåììû 5.2.1 (ïðèìåí¼ííîé ê H), ñóììà êîýôôè-

öèåíòîâ ïðè õàðàêòåðàõ ñ îäèíàêîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà H ðàâíà 0, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî I(H) íàòÿíóòî
íà ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû âèäà

∑
biχi, ãäå

∑
bi = 0 è âñå χi èìåþò îäèíàêîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà H (ñîâïàäàþò

êàê õàðàêòåðû ãðóïïû H). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

m∑
i=1

biχi = χ1

(
m∑
i=2

bi(χ−1
1 χi − 1)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I(H) ïîðîæäàåòñÿ êàê èäåàë âñåâîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè θ − 1, ãäå θ = χ−1
1 χi ∈ X(G).

Íàêîíåö, òàê êàê Dn(F) ÿâëÿåòñÿ d-ãðóïïîé (ñì. ïðèìåð 5.2.3), òî ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äèàãîíàëèçè-
ðóåìûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ d-ãðóïïàìè.

(á) Ïóñòü G � d-ãðóïïà. Òàê êàê F[G] � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ F-àëãåáðà, íàòÿíóòàÿ íà X(G), òî îíà
ïîðîæäàåòñÿ êàê F-àëãåáðà íåêîòîðûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì õàðàêòåðîâ χ1, . . . , χn. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-
íèå ϕ : G → F∗ × . . .× F∗︸ ︷︷ ︸

n ýêçåìïëÿðîâ

' Dn(F), ïîëàãàÿ xϕ = (xχ1 , . . . , xχn). Î÷åâèäíî, ϕ � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ

ãðóïï ñ òðèâèàëüíûì ÿäðîì (òàê êàê χ1, . . . , χn ïîðîæäàþò F[G]). Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà G äîëæíà áûòü
êîììóòàòèâíîé è ñîñòîÿòü èç ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. ãðóïïà G äèàãîíàëèçèðóåìà.
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Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûøå ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àáñòðàêòíûõ ãðóïï, íî ìîæåò
íå ÿâëÿòüñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òàê êàê êîìîðôèçì ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ÿäðî.
Ñìîòðè óïðàæíåíèå 5.2.10.

Ëåììà 5.2.5. Ïóñòü G � d-ãðóïïà. Òîãäà X(G) � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 5.2.4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
Dn(F). Ââèäó ïðèìåðà 5.2.3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî X(Dn(F)) ' Zn. Òàêèì îáðàçîì, X(G) åñòü ãîìîìîðôíûé
îáðàç ãðóïïû X(Dn(F)).

Óïðàæíåíèå 5.2.6. [17, Óïðàæíåíèå 16.12] Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, H =
⋂
χ∈X(G) Ker(χ).

Äîêàçàòü, ÷òî

(à) H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G;

(á) ãðóïïà G/H äèàãîíàëèçèðóåìà;

(â) X(G) ' X(G/H).

Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà X(G) êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Îïèñàòü ãðóïïó X(GLn(F)).

Ëåììà 5.2.7. Åñëè G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ãðóïïà X(G) íå èìååò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ χ ∈ X(G) îáðàç Gχ ãðóïïû G â F∗ ñâÿçåí. Åäèíñòâåííûå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
F∗ � ýòî îíà ñàìà è åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χn 6= 1, åñëè χ 6= 1.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ Dn(F), íàçûâàåòñÿ òîðîì.

Ëåììà 5.2.8. Ïóñòü T � òîð. Åñëè õàðàêòåðû χ1, . . . , χn ∈ X(T ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è c1, . . . , cr ∈ F∗,
òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ T , äëÿ êîòîðîãî tχi = ci äëÿ 1 6 i 6 r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó
X(T ) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà. Îïðåäåëèì ìîðôèçì ϕ : T → F× . . .× F︸ ︷︷ ︸

r ýêçåìïëÿðîâ

ôîðìóëîé

tϕ = (tχ1 , . . . , tχr ). Òàê êàê õàðàêòåðû χ1, . . . , χn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ôóíêöèè
∏n
i=1 χ

mi
i ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû íàä F â F[T ] äëÿ âñåõ mi ∈ Z (ñì. ëåììó 5.2.1). Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðû χ1, . . . , χn àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìû â F(T ), òàê ÷òî êîìîðôèçì ϕ∗ èíúåêòèâåí, çíà÷èò, ϕ ñþðúåêòèâåí.

Òåîðåìà 5.2.9. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ d-ãðóïïà. Òîãäà G = G0 × H (ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè-
÷åñêèõ ãðóïï), ãäå G0 � òîð è H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé âçàèìíî ïðîñò ñ p (= char F). Â
÷àñòíîñòè, ñâÿçíàÿ d-ãðóïïà åñòü òîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G �çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà íåêîòîðîé ãðóïïû D = Dn(F). Ïóñòü
ðàíã áåç êðó÷åíèÿ ãðóïïû X(G) ðàâåí r (= dimG ââèäó ëåììû 5.2.7). Åñëè r = 0, òî ãðóïïà G êîíå÷íàÿ è
äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â îáùåì ñëó÷àå âëîæåíèå G0 ↪→ D èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ
ϕ : Zn = X(D) → X(G0) = Zr. Èç òåîðèè ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñùåïëåíèå
X(D) = Ker(ϕ)⊕ Zr. Êàê ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû X(D) ÿäðî Ker(ϕ) èìååò áàçèñ χ1, . . . χn−r,
êîòîðûé ìîæíî äîïîëíèòü áàçèñîì χn−r+1, . . . , χn ìîäóëÿ Zr (îòîáðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò ýòîò áàçèñ â áàçèñ
ìîäóëÿ X(G0)). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ diag(xχ1 , . . . , xχn) îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû D (ñì. ëåììó
5.2.7), ïðåîáðàçóþùèé ãðóïïóG0 â ïîäãðóïïó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ïåðâûå n−r êîîðäèíàò ðàâíû
1 (â ÷àñòíîñòè, G0 � òîð). Åñëè D′ � ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ïîñëåäíèå r êîîðäèíàò
ðàâíû 1, òî D = D′ × G0 (ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï). Ñëåäîâàòåëüíî, G = H × G0, ãäå
H = D′ ∩ G ' G/G0. Íàêîíåö, ïîðÿäîê ãðóïïû H âçàèìíî ïðîñò ñ p, ïîñêîëüêó â ãðóïïå F∗ íåò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà p.

Óïðàæíåíèå 5.2.10. [17, Óïðàæíåíèå 16.8] Äèôôåðåíöèàëîì õàðàêòåðà χ : G → F∗ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ dχ : g → F. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G � òîð è χ1, . . . , χn � áàçèñ ãðóïïû õàðàêòåðîâ X(G), òî dχ = 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χ = p

∑n
i=1 aiχi, ãäå ai ∈ Z è p = char F.
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Îñíîâíîé íàøåé çàäà÷åé äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà áóäåò äîêàçàòåëüñòâî, òàê íàçûâàåìîé, æåñòêîñòè
d-ãðóïï (ñì. ëåììó 5.2.12 íèæå). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû îá
ýëåìåíòàõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â d-ãðóïïàõ:

(à) ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî;

(á) èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ äàííîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

×òîáû äîêàçàòü ýòè ôàêòû çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ñëó÷àé G = F∗. Ýëåìåíòû ãðóïïû
F∗, èìåþùèå ïîðÿäîê m � ýòî â òî÷íîñòè mûå êîðíè èç 1 â ïîëå F. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êîðíåé è äëÿ âñåõ m âçàèìíî ïðîñòûõ ñ õàðàêòåðèñòèêîé ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè
m òàêèõ êîðíåé (ââèäó àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ïîëÿ F). Ñëåäîâàòåëüíî, â F∗ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå îáðàçóþò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, ââèäó ñâÿçíîñòè ãðóïïû F∗.

Òåîðåìà 5.2.11. Ïóñòü ϕ : V ×G→ H � ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé, ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(à) G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà êîòîðîé îáðàçóþò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî;

(á) H � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ äàííîãî ïîðÿäêà m äëÿ êàæ-
äîãî m > 0;

(â) V � ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå;

(ã) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ V ìîðôèçì ϕx : G → H, çàäàííûé ïðàâèëîì ϕx : y 7→ (x, y)ϕ, åñòü
ãîìîìîðôèçì ãðóïï.

Òîãäà îòîáðàæåíèå x 7→ ϕx ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì (ò. å. äëÿ âñåõ x, z ∈ V âûïîëíåíî
ϕx = ϕz).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ G ïîëîæèì ψy : x 7→ (x, y)ϕ, òàê ÷òî ψy : V → H � ìîðôèçì. Åñëè ïîðÿäîê
ýëåìåíòà y êîíå÷åí, òî îáðàç ìîðôèçìà ψy òàêæå êîíå÷åí ââèäó (á) è (ã). Íî ìíîãîîáðàçèå V ñâÿçíî ââèäó
(â), ïîýòîìó åãî îáðàç äîëæåí áûòü òî÷êîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà y êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

â ãðóïïå G ìû èìååì (x, y)ϕ = (z, y)ϕ äëÿ âñåõ x, z ∈ V , ò. å. yϕx = yϕz . Ñëåäîâàòåëüíî ϕz · ϕ−1
x (yϕz·ϕ−1

x =
yϕz ·(y−1)ϕx)) îòîáðàæàåò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G â e. Çíà÷èò, ϕx = ϕz
äëÿ âñåõ x, z ∈ V .

Ëåììà 5.2.12. (ëåììà î æåñòêîñòè d-ãðóïï) Ïóñòü D � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Òîãäà NG(D)0 = CG(D)0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì G,H èç òåîðåìû 5.2.11 ðàâíûìè T , òàê ÷òî óñëîâèÿ (à) è (á) âûïîëíÿþòñÿ.
Òîãäà ïîëîæèì V = NG(D)0 è çàäàäèì ìîðôèçì ϕ : V ×D → D ñîîòíîøåíèåì ϕ : (x, y) 7→ x−1yx. Î÷åâèäíî,
ïðåäïîëîæåíÿ (â) è (ã) âûïîëíÿþòñÿ. Èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕx ïîñòîÿííî, ñëåäóåò, ÷òî ϕx = ϕe, ò. å.,
÷òî âñå ýëåìåíòû ãðóïïû NG(D)0 íà ñàìîì äåëå öåíòðàëèçóþò D. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå CG(D)0 ⊆ NG(D)0

î÷åâèäíî.

Â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà ìû ïðèâåä¼ì îäíó êîíñòðóêöèþ, îñíîâíîå ïðèìåíåíèå êîòîðîé áóäåò ïîçæå,
à ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èì îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ äèàãîíàëèçèðóåìàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ D
îòîáðàæåíèå Intx ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G è åãî äèôôåðåíöèàë Ad x � åñòü àâòîìîðôèçì àë-
ãåáðû ëè g. Òàê êàê ââèäó òåîðåìû 4.5.6 îòîáðàæåíèå Ad ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî DAd ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Autg ≤ GL(g). Äëÿ ëþáîé äèàãîíàëè-
çèðóåìîé ïîäãðóïïûH ãðóïïû GL(V ) ïðîñòðàíñòâî V óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ
Vα, ãäå α ∈ X(H) è Vα = {v ∈ V |vx = xαv äëÿ âñåõ x ∈ H} (ïîäïðîñòðàíñòâî Vα íàçûâàåòñÿ âåñîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì). Òå ôóíêöèè α, äëÿ êîòîðûõ Vα 6= {0} íàçûâàþòñÿ âåñàìè ãðóïïû H â ïðîñòðàíñòâå V . Â
÷àñòíîñòè, âîçâðàùàÿñü ê ñèòóàöèè D ≤ G, DAd ≤ GL(g), ìû ïîëó÷àåì âåñà ãðóïïû D (òî÷íåå, å¼ îáðàçà
DAd ) â g. Íåòðèâèàëüíûå âåñà íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî D. Ìíîæåñòâî êîðíåé ãðóïïû
G îòíîñèòåëüíî d-ïîäãðóïïû D îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Φ(G,D) èëè ïðîñòî ÷åðåç Φ, åñëè íå âîçíèêàåò ïóòàíèöû.
Åñëè d � àëãåáðà Ëè ãðóïïû D, òî âåñó 0 (â àääèòèâíîé òåðìèíîëîãèè) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà
g0 àëãåáðû g, ñîäåðæàùàÿ (íî, âîçìîæíî, á�îëüøàÿ, ÷åì) d. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìû ìîæåì çàïèñàòü

g = g0 ⊕
∑

α∈Φ(G,D)

gα.
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Ïîçäíåå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ãðóïïà G ïîëóïðîñòà (îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî ïîçäíåå), òî äàííîå ñåé÷àñ
îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì êîðíåâîé ñèñòåìû, äàííûì âî âòîðîé ãëàâå.

Ëåììà 5.2.13. Ïóñòü D � òîð àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, H � çàìêíóòàÿ D-èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G (ò. å. D ≤ NG(H)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ D òàêîé, ÷òî CH(x) = CH(D) è ch(x) = ch(D).
Â ÷àñòíîñòè, CG(D) ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëèçàòîðîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ãðóïïû D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G = GL(V ). Çàïèøåì V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vr, ãäå ïðîñòðàíñòâî
Vi ñîîòâåòñòâóåò âåñó αi ∈ X(D). Òàê êàê ãðóïïà D ñâÿçíà. òî ïîäãðóïïà Ker(αiα−1

j ) (ïî âñåì i 6= j èìååò
êîðàçìåðíîñòü íå ìåíåå 1 â D; ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ ýëåìåíò x ∈ D, íå ïðèíàäëåæàùèé íè îäíîé èç ýòèõ
ïîäãðóïï (÷èñëî êîòîðûõ êîíå÷íî). Ðàññìîòðèì ãðóïïóM = GL(V1)× . . .×GL(Vr) êàê çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó
ãðóïïû GL(V ). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî CH(x) = M ∩H = CH(D), ch(x) = L(M) ∩ h = ch(d).

Óïðàæíåíèå 5.2.14. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíûé òîð àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
X = {x ∈ D|CG(x) = CG(D)} ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî òîðà D è ïîòîìó ïëîòíî â D.

�3 Ïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû

Ïóñòü s ∈ G � ïðîèçâîëüíûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G. Òîãäà åãî îáðàç Ad s ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì
àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû Ëè g, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü ðàçëîæåíèå g = cg(s)⊕ n, ãäå n � ñóììà
ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ àâòîìîðôèçìà Ad s, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòëè÷íûì îò 1.

Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G = GLn(F), êîòîðàÿ íîðìàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì ïîëóïðîñòûì
ýëåìåíòîì s ∈ G. Î÷åâèäíî, CH(s) = H ∩ CG(s), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî L(CH(s)) ≤ h ∩ L(CG(s)) = h ∩ cg(s) =
ch(s) (ðàâåíñòâî L(CG(s)) = cg(s) â òîì ñëó÷àå, êîãäà G = GLn(F) äîêàçàíî â ëåììå 4.6.6). Ìû õîòèì
äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå è, òåì ñàìûì, äîêàçàòü ðàâåíñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ
íàäî äîêàçàòü, ÷òî dim ch(s) 6 dim L(CH(s)). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò Ad s ïîëóïðîñò, ìû èìååì ðàçëîæåíèå
h = ch(s)⊕ n′, ãäå n′ � ñóììà íåòðèâèàëüíûé ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ââèäó ëåììû 4.3.2 êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ClG(s) � ëîêàëüíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè, äîïîë-
íèòåëüíîé ê ðàçìåðíîñòè öåíòðàëèçàòîðà CG(s) (ñì. [17, Òåîðåìà 4.3], ãäå X = G, Y = ClG(s), ϕ : X → Y ,

g
ϕ7→ sg). Åãî ñäâèã M = s−1ClG(s) ñîäåðæèò e, òàê ÷òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî T (M)e = m êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â T (G)e = g. Ìû óâèäèì íèæå, ÷òî m ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì n,
îïðåäåëåííûì ðàíåå. Äàëåå,M ∩H ⊇M ′ = s−1ClH(s), êîðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿM ′ â H ðàâíà dimCH(s)
è åãî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî m′ ëåæèò â m ∩ h = n ∩ h = n′. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî m = n,
òî èç âêëþ÷åíèÿ m′ ≤ n′ ñëåäóåò, ÷òî êîðàçìåðíîñòü CH(s) â H ðàâíà dimM ′ 6 dim n′ ðàâíà êîðàçìåðíîñòè
ch(s) â h, îòêóäà dim ch(s) 6 dimCH(s) = dimL(CH(s)).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî m = n. Íàïîìíèì, ÷òî ìîðôèçì γs : G → G, îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì xγs =
s−1x−1sx èìååò ñâîèì äèôôåðåíöèàëîì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 1−Ad s : g → g (ñì. ëåììó 4.5.1). Î÷åâèäíî,
M = Gγs , òàê ÷òî g(1 − Ad s) ≤ m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî Ker(dγs) = cg(s) è Im(dγs) = n, òàê ÷òî, â
÷àñòíîñòè, n ≤ m. Ïîñêîëüêó cg(s) = L(CG(s)), òî dim m = dimM = dimG− dimCG(s) = dim g− dim cg(s) =
dim n. Ñëåäîâàòåëüíî, n = m. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.3.1. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F), êîòîðàÿ íîðìàëèçóåòñÿ ïîëóïðîñòûì
ýëåìåíòîì s ∈ GLn(F). Òîãäà ch(s) = L(CH(s)) è ñóììà âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
îïåðàòîðà Ad s â h åñòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ s−1ClH(s).

Óïðàæíåíèå 5.3.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ëåììà 5.3.1 íåâåðíà â îáùåì ñëó÷àå.

Ëåììà 5.3.3. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G = GLn(F), íîðìàëèçóåìàÿ ïîëóïðîñòûì ýëå-
ìåíòîì s ∈ G. Òîãäà êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ClH(s) çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ýíäîìîðôèçì êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è T � ïåðåìåííàÿ, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç m(x, T ) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà x, à ÷åðåç χ(x, T ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ýëåìåíòà x. Íàïîìíèì, ÷òî x ïîëóïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m(x, T ) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ïîëîæèì òåïåðü W = {x ∈ NG(H)|m(s, x) = 0 è χ(Ad x |h, T ) = χ(Ad s |h, T )}. Î÷åâèäíî, ÷òî W �
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â NG(H) (è, ñëåäîâàòåëüíî, â G), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåí-
òàìè èç H. Ïåðâîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà W òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûé ýëåìåíò x ∈ W àííóëèðî-
âàë ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà s, êîòîðûé, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ýëåìåíò x òàêæå ïîëóïðîñò. Ïðèìåíèì òåïåðü ê äåéñòâèþ ýëåìåíòà x íà H ëåììó 5.3.1, ïîëó÷èì
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dimClH(x) = dimH − dimCH(x) = dim h − dim ch(x) = dim h −m1(x), ãäå m1(x) � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ 1 äëÿ îïåðàòîðà Ad x |h. Íî âòîðîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè W äàåò m1(x) = m1(s), îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî âñå H-îðáèòû â W èìåþò ðàâíûå ðàçìåðíîñòè. Ââèäó ëåììû 4.3.2 âñå îðáèòû ClH(x) çàìêíóòû â W è,
ñëåäîâàòåëüíî, â G. Â ÷àñòíîñòè, îðáèòà ClH(s) çàìêíóòà.

Óïðàæíåíèå 5.3.4. Ïîñòðîèòü ýëåìåíòû ãðóïïû GLn(F), êëàññ ñîïðÿæåííîñòè êîòîðûõ íåçàìêíóò.

Òåîðåìà 5.3.5. Ïóñòü U � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, è
ïóñòü s ∈ G � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò, íîðìàëèçóþùèé U . Ïîëîæèì xγs = s−1x−1sx, ãäå x ∈ G; M = Uγs ,
C = CU (s). Òîãäà:

(à) C � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà è M � çàìêíóòîå ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ U ;

(á) ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ τ : C ×M → U áèåêòèâåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà C ñâÿçíà;

(â) γ = γs |M � áèåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M íà ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Çàìêíóòîñòü ïîäãðóïïû C î÷åâèäíà, çàìêíóòîñòü ìíîãîîáðàçèÿM ñëåäóåò èç ëåììû
5.3.3. Ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî êàê îáðàç ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ U îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà γs.

(á) Ðàçîáüåì ðàññóæäåíèå íà íåñêîëüêî øàãîâ, èç êîòîðûõ ïåðâûé òðèâèàëåí.

1. Åñëè x ∈ U , y ∈ C, òî (xy)γs = xγs = xγsyγs .

2. Åñëè x ∈ Z(U), y ∈ U , òî (xy)γs = xγsyγs , îòêóäà (y−1)γs = (yγs)−1. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì

(xy)γs = s−1y−1x−1sxy = s−1x−1y−1syx = (s−1x−1s)(s−1y−1sy)x = (s−1x−1sx)(s−1y−1sy) = xγsyγs .

3. Åñëè ãðóïïà U àáåëåâà, òî ìîðôèçì τ áèåêòèâåí. Òàê êàê U = Z(U), òî øàã 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî γs :
U → U � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Åãî îáðàç ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò ñ M , à ÿäðî, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò
ñ C. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå M ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òî åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî M ∩ C = {e}, îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü è èíúåêòèâíîñòü, è ñþðúåêòèâíîñòü. Ïðåäïîëîæèì z ∈ C ∩M , òîãäà, çàïèñûâàÿ z = uγs äëÿ
íåêîòîðîãî u ∈ U , ìû èìååì zs = u−1su. Íî ýëåìåíòû z è s êîììóòèðóþò, òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
åñòü ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà u−1su, îòêóäà z = e. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì τ
èíúåêòèâåí è ñþðúåêòèâåí.

4. Ìîðôèçì τ âñåãäà áèåêòèâåí. Äîêàæåì ýòîò øàã èíäóêöèåé ïî dimU . Ïîñêîëüêó ãðóïïà U íèëüïî-
òåíòíà (ïî òåîðåìå 1.5.8), dimZ(U) > 1. Â ÷àñòíîñòè, V = Z(U)0 � ñâÿçíàÿ s-èíâàðèàíòíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû U . Åñëè V = U , òî τ áèåêòèâåí ââèäó øàãà 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
U ′ = U/V ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé óíèïîòåíòíîé ãðóïïîé ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé, ÷åì dimU . Çàìåòèì, ÷òî êàê
s, òàê è U ïðèíàäëåæàò çàìêíóòîé ïîäãðóïïå NG(V ) ãðóïïû G, â êîòîðîé ãðóïïà V íîðìàëüíà. Åñëè
π : NG(V ) → NG(V )/V � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì, òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü s′ = sπ, G′ = (NG(V ))π.
Òîãäà òðîéêà (G′, U ′, s′) óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíî (G,U, s), òàê ÷òî, ïî
èíäóêöèè, ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ τ ′ : CU ′(s′)×M ′ → U ′ áèåêòèâåí. Çàìåòèì, ÷òî M ′ = (U ′)γs′ = Mπ.
Êðîìå òîãî, ââèäó øàãà 3 τ0 : CV (s)× V γs → V � áèåêòèâíûé ìîðôèçì.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì τ èíúåêòèâåí. Ïóñòü z1x = z2y (z1, z2 ∈ C, x, y ∈ M) èëè,
ðàâíîñèëüíî, z · x = y (z = z−1

2 z2 ∈ C). Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó ìîðôèçì π; òàê êàê zπ ∈
CU ′(s′) è xπ, yπ ∈M ′, òî èíúåêòèâíîñòü ìîðôèçìà τ ′ äàåò zπ = e, ò. å. z ∈ V . Çàïèøåì x = uγs , y = vγs ,
òàê ÷òî (u−1su)z = v−1s−1v. Ïîñêîëüêó z ∈ C, ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ïîëóïðîñòîãî
ýëåìåíòà v−1s−1v, îòêóäà z = e è x = y.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì τ ñþðúåêòèâåí. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî V γs ≤ M ∩ V (ïîñêîëüêó V
ÿâëÿåòñÿ s-èíâàðèàíòíîé). Îáðàòíî, ëþáîé ýëåìåíò v ∈ V èìååò âèä zy, ãäå z ∈ CV (s) è y ∈ V γs

(ïîñêîëüêó ìîðôèçì τ0 ñþðúåêòèâåí). Êðîìå òîãî, åñëè v ∈ M , òî v = y ∈ V γs , òàê êàê ìîðôèçì τ0
èíúåêòèâåí. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî V γs = V ∩M . Ïóñòü ýëåìåíò x′ = xπ äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ U
ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ýëåìåíòîì s′ = sπ. Òîãäà (x′)γs′ = e èëè xγs ∈ V ∩M = V γs . Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò
òàêîé v ∈ V , ÷òî xγs = vγs . Íî V ≤ Z(U), òàê ÷òî èç øàãà 2 ñëåäóåò, ÷òî v−1x ∈ C è (v−1x)π = xπ.
Çíà÷èò, CU ′(s′) = Cπ.

Òåïåðü ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì τ ñþðúåêòèâåí: U = CMV = CVM = CCV (s)V γsM = CM .
Ïåðâîå ðàâåíñòâî â öåïî÷êå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîðôèçì τ ′ ñþðúåêòèâåí è Cπ = CU ′(s′), à ðàâåíñòâî
V γsM = M ñëåäóåò èç øàãà 2.
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(â) Ìîðôèçì γ áèåêòèâåí. Ââèäó øàãà 1 è ñþðúåêòèâíîñòü ìîðôèçìà τ ìû èìååìM = Uγs = (CM)γs = Mγs ,
òàê ÷òî ìîðôèçì γ ñþðúåêòèâåí. Åñëè xγs = yγs ïðè x, y ∈ M , òî xy−1 ∈ C è τ(e, x) = τ(xy−1, y), îòêóäà
xy−1 = e è x = y, ïîñêîëüêó ìîðôèçì τ èíúåêòèâåí.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïðèâåäåì òðè ëåììû äëÿ d-ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåä-
ñòâèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 5.3.6. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, íîðìàëèçóåìàÿ d-ãðóïïîé D. Òîãäà L(CH(D)) =
ch(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè H0 ≤ CH(D), òî L(H) ≥ L(CH(D)) ≥ L(H0) = L(H) è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî dimH, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 0. Ïóñòü s ∈ D � òàêîé ýëåìåíò,
äëÿ êîòîðîãî ðàçìåðíîñòü ãðóïïûH ′ ' CH(s) ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ãðóïïûH (òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì H0 ≤ CH(D)). ßñíî, ÷òî CH(D) ≤ CH(s). Ñîãëàñíî ëåììå 5.3.1
ìû èìååì ch(s) = h′; ñëåäîâàòåëüíî, ch(D) ≤ h. Èñïîëüçóÿ ýòè ôàêòû è èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì L(CH(D)) =
L(CH′(D)) = ch′(D) = ch(D) ∩ h′ = ch(D).

Ëåììà 5.3.7. Ïóñòü U � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, íîðìàëèçóåìàÿ d-
ãðóïïîé D. Òîãäà CU (D) ñâÿçíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðóïïà D öåíòðàëèçóåò U , òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò
s ∈ D òàêîé, ÷òî CU (s) � U . Ïî ëåììå 5.3.5 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî CU (s) � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû U . ßñíî,
÷òî CU (D) ≤ CU (s). Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ óíèïîòåíòíîé, òî öåíòðàëèçàòîð
ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçåí.

Óïðàæíåíèå 5.3.8. Åñòü G = PGL2(C), s = diag(i,−i), ãäå i2 = −1. Ïîêàçàòü, ÷òî CG(i) ñîñòîèò èç äâóõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Ëåììà 5.3.9. Ïóñòü d-ãðóïïà D äåéñòâóåò íà àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ H,H ′ è ïóñòü ϕ : H → H ′ �
ýïèìîðôèçì, ýêâèâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû D. Òîãäà ϕ îòîáðàæàåò êîìïîíåíòó
åäèíèöû ãðóïïû CH(D) íà êîìïîíåíòó åäèíèöû ãðóïïû CH′(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçì ϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè D-ýêâèâàðèàíòíûõ ìîðôèçìîâ H →
H/K → H ′, ãäåK = Ker(ϕ). Òàê êàê âòîðàÿ ñòðåëêà � áèåêòèâíûé ìîðôèçì, òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
H ′ = H/K. Ïóñòü Ker(dϕ) = t. Òàê êàê D äåéñòâóåò íà h äèàãîíàëüíî, òî ìû ìîæåì íàéòè D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî n, äîïîëíèòåëüíîå ê t, òîãäà dϕ îòîáðàæàåò n èçîìîðôíî íà h′, òàê ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè
ãðóïïû D íà n ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíûì òî÷êàì ãðóïïû D íà h′. Ââèäó ëåììû 5.3.6 ìû èìååì, ÷òî
dimCK(D) = dim ct(D), â òî âðåìÿ êàê dimCH′(D) = dim ch′(D) = dim cn(D). Êîìáèíèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ,
ïîëó÷àåì dimCH′(D) = dim cc(D) − dim ct(D) = dimCH(D) − dimCK(D) = dim(CH(D))ϕ. Ïîñêîëüêó ϕ
îòîáðàæàåò êîìïîíåíòó åäèíèöû ãðóïïû CH(D) â êîìïîíåíòó åäèíèöû ãðóïïû CH′(D), òî äàííàÿ öåïî÷êà
ðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî ϕ ñþðúåêòèâåí.

�4 Ñâÿçíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñòðîåíèå ñâÿçíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï è äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå
òîðû â ýòèõ ãðóïïàõ ñîïðÿæåíû. Íàïîìíèì, ÷òî ââèäó òåîðåìû 5.1.6 ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîä-
ãðóïïà G ãðóïïû GLn(F) ñîïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé ãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö Tn(F). Äëÿ ãðóïïû
âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 → UTn(F) → Tn(F) π→ Dn(F) → 1.

Îãðàíè÷åíèå äàííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ãðóïïó G äàåò íàì ñëåäóþùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äëÿ ãðóïïû G:

1 → Gu → G
π→ T ′ → 1. (5.1)

Çäåñü Gu = G ∩ UTn(F) è T = Gπ. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Gu ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,
ñîñòîÿùåé èç âñåõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, à ãðóïïà T = Gπ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Dn(F)
è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ òîðîì. Ïîñêîëüêó ôàêòîð ãðóïïà G/Gu àáåëåâà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà Gu ñîäåðæèò
êîììóòàíò ãðóïïû G.
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Ëåììà 5.4.1. Ïîäãðóïïà Gu ãðóïïû G, îïðåäåëåííàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ãðóïïà G àáåëåâà. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðåñòà-
íîâî÷íûõ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ âíîâü ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì ýëåìåíòîì (â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îíè
ëåæàò â Dn(F) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ â GLn(F)), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ
Gs ãðóïïû G òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òîãäà Gu ' G/Gs ñâÿçíà êàê
ãîìîìîðôíûé îáðàç ñâÿçíîé ãðóïïû.

Ïóñòü ϕ : G → G/[G,G] = H � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðà-
è÷åñêèõ ãðóïï). Òàê êàê ãðóïïà H àáåëåâà, òî, êàê ìû çàìåòèëè âûøå, H = Hs × Hu ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ñâîåé ïîëóïðîñòîé è óíèïîòåíòíîé ÷àñòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî Gu ≤ Hϕ−1

u . Îáðàòíî, ïîñêîëüêó

[G,G] ≤ Gu è Gϕu = Hu, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Hϕ−1

u ≤ Gu. Ñëåäîâàòåëüíî, Gu = Hϕ−1

u . Äàëåå, ïî ëåììå 5.1.2,
êîììóòàíò [G,G] ñâÿçåí. Ñëåäîâàòåëüíî, â Gu íåò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà, ò. å. ãðóïïà Gu
ñâÿçíà.

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò òîð T , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ òîðà
T ′. Ïîñêîëüêó T ∩ Gu = {e}, îòñþäà ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.1) äëÿ ãðóïïû G
ðàñùåïëÿåìà.

Ëåììà 5.4.2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî å¼ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ Gs ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé. Åñëè
Gs ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, òî îíà çàìêíóòà, ñâÿçíà è G = Gs ×Gu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gs � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà Gπs = T ′ è Gs ∩ Ker(π) = {e}. Ñëåäîâàòåëüíî,
Gs ' T ′ è ïîòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.1) ðàñùåïëÿåìà, ò. å. G = GsiGu. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gs íîðìàëüíà
â G, ïîýòîìó G = Gs×Gu. Ïîñêîëüêó ãðóïïà UTn(F) íèëüïîòåíòíà (òåîðåìà 1.5.8) è ãðóïïà Gs àáåëåâà, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî Gu è G òàêæå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Gs � ïîäãðóïïà. Äëÿ ýòîãî,
î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ G êîììóòèðóåò. Ìû èìååì
x−1y−1xy = z ∈ [G,G] ≤ Gu, ò. å. x

−1y−1x = zy−1. Ïîñêîëüêó Gu ñâÿçíàÿ ãðóïïà, ïî ëåììå 5.3.5 ìû èìååì,
÷òî äëÿ M = G

γy
u ìîðôèçì γy : M → M áèåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, M ≤ G∞ = {e} â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè

ãðóïïû G (çäåñü Gn � nûé ÷ëåí íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà è G∞ = ∩∞n=1G
n). Òàêèì îáðàçîì, zy−1 åñòü

ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà x−1y−1x, îòêóäà z = e.

Òåîðåìà 5.4.3. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà:

(à) Gu � çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ êîììóòàíò [G,G], è îáëàäàþ-
ùàÿ ðÿäîì ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ïîäãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íîðìàëüíà â G è èìååò êîðàçìåðíîñòü
1 â ïðåäûäóùåé;

(á) ìàêñèìàëüíûå òîðû ãðóïïû G ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî G∞ è, åñëè T � îäèí èç ýòèõ òîðîâ,
òî G = T i U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (à) ñëåäóåò èç ëåììû 5.4.1 è çàìå÷àíèé ïåðåä íåé. Òàêèì îáðàçîì, íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü (á). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî dimG (íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 0,
êîãäà G òðèâèàëüíà). Ïðåæäå âñåãî íàì ñëåäóåò íàéòè òîð â ãðóïïå G, êîòîðûé ïðîåêòèðóåòñÿ íà T ′ â
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.1), îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî G = T i Gu. Åñëè ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà,
òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî òîðà ñëåäóåò èç ëåììû 5.4.2. Åñëè G íåíèëüïîòåíòíà, òî ïî ëåììå 5.4.2 ìû ìîæåì
íàéòè íåöåíòðàëüíûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s ∈ G. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ãðóïïû H = CG(s)0 áóäåò ìåíüøå
ðàçìåðíîñòè ãðóïïû G. Åñëè D � çàìûêàíèå â G ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì s, òî ìîðôèçì π :
G→ G/Gu = T ′ ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî D, è äåéñòâèå ãðóïïû Dπ íà T ′ òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó ãðóïïà
T ′ êîììóòàòèâíà. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.3.9 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Hπ = T ′. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî êîðàçìåðíîñòü
ãðóïïû Hu â H ðàâíà dimT ′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãðóïïà H ñîäåðæèò òîð ðàçìåðíîñòè dimT ′,
êîòîðûé, î÷åâèäíî, áóäåò ìàêñèìàëüíûì òîðîì ãðóïïû G.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G. Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü, ÷òî âñå îñòàëüíûå
ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû ñ T îòíîñèòåëüíî G∞, ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s ∈ G
ñîïðÿæ¼í îòíîñèòåëüíî G∞ ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç T . Åñëè ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà, òî ïî ëåììå 5.4.2
èìååì T = Gs è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè ãðóïïà G íåíèëüïîòåíòíà, òî ãðóïïà G∞ ≤ Gu íåòðèâèàëüíà, à
òàêæå ñâÿçíà è óíèïîòåíòíà (è, â ÷àñòíîñòè, íèëüïîòåíòíà). Ïîýòîìó N = Z(G∞)0 � íåòðèâèàëüíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ϕ : G→ G/N = G′ ãðóïïà G∞ îòîáðàæàåòñÿ
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íà (G′)∞. Çàïèøåì G′ = S iG′
u, s = Tϕ. Ïî èíäóêöèè, (x−1)ϕsϕxϕ ∈ S äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà xϕ ∈ (G′)∞

(ò. å. x ∈ G∞). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò s îòíîñèòåëüíî G∞ ñîïðÿæ¼í ñ x−1sx ∈ TN . Ïîýòîìó, èçìåíÿÿ,
åñëè íåîáõîäèìî, îáîçíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò s ∈ TN ñîïðÿæåí ïðè
ïîìîùè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç N ñ ýëåìåíòîì ãðóïïû T . Çàïèøåì s = tn (t ∈ T , n ∈ N) è ïðèìåíèì
òåîðåìó 5.3.5(á) ê äåéñòâèþ ýëåìåíòà t−1 íà N . Ìû èìååì n = uγtz äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ CN (t) è u ∈ N ,
îòêóäà s = u−1tuz. Ïîñêîëüêó ãðóïïà N àáåëåâà è z ∈ CN (t), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî usu−1 = tz è tz ÿâëÿåòñÿ
ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà usu−1. Ñëåäîâàòåëüíî, z = e è usu−1 = t.

Íàêîíåö, ïóñòü S � ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G. Òàê êàê S 6≤ Z(G), ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
s ∈ S \ Z(G). Ââèäó ïðåäûäóùåãî àáçàöà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s ∈ T . Íî òîãäà T, S ≤ CG(s)0. Èíäóêöèÿ
ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû G çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 5.4.4. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà êàæäûé ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû
G ëåæèò â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì òîðå, à êàæäûé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò ëåæèò â ìàêñèìàëüíîé
ñâÿçíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.4.3.

Ñëåäñòâèå 5.4.5. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è S � íåêîòîðûé å¼ òîð.
Òîãäà NG(S) = CG(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé S. Òîãäà G = T i U . Äàëåå
NG(S) = 〈T,NU (S)〉, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî NU (S) = CU (S). Íî NU (S) = U∩NG(S) � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû NG(S) è S ∩ NU (S) = {e}. Ïîñêîëüêó S òàêæå íîðìàëüíà â NG(S), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
S i U = S × U , ò. å. NG(S) = CG(S).

Òåîðåìà 5.4.6. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû è âñå ìàêñè-
ìàëüíûå ñâÿçíûå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ëþáîé ìàêñèìàëüíûé òîð è ëþáàÿ ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòàÿ ïîäãðóïïà ëåæàò â
íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ B ãðóïïû G. Ââèäó ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï Áîðåëÿ (ñì. òåîðåìó 5.1.8), âñå
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû òåïåðü ñëåäóþò èç òåîðåìû 5.4.3 è ñëåäñòâèÿ 5.4.4.

Íàçîâ¼ì îáùóþ ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ ãðóïïû G ðàíãîì ãðóïïû G (îáîçíà÷àåòñÿ rank(G)).
Ïóñòü T � íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Ãðóïïà CG(T )0 íàçûâàåòñÿ
ïîäãðóïïîé Êàðòàíà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G.

Ïîäãðóïïà P ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè ôàêòîð ìíîãîîáðàçèå
G/P ïðîåêòèâíî.

Ëåììà 5.4.7. Çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Áîðåëÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ðàçðåøèìà è ìíîãîîáðàçèå G/H ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, äëÿ
êîòîðîé ìíîãîîáðàçèå G/P ïðîåêòèâíî è ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G. Òîãäà B äåé-
ñòâóåò íà G/P ñäâèãàìè è ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå 5.1.5 èìååò íà G/P íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî B ñîïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé ãðóïïû P è ÷òî dimG/P 6 dimG/B.

Îáðàòíî, ïóñòü çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà P ãðóïïû G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B. Òîãäà åñòåñòâåííûé
ìîðôèçì G/B → G/P ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ìîðôèçìîì ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ G/B è ïîòîìó ïî ëåììå
3.6.2(2) ìíîãîîáðàçèå G/P ïîëíî.

Óïðàæíåíèå 5.4.8. Îïèñàòü ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â GLn(F).

Ëåììà 5.4.9. Ïóñòü ϕ : G → H � ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è G ñâÿçíà. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà
Áîðåëÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîäãðóïïà Êàðòàíà, ìàêñèìàëüíûé òîð, ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ
ïîäãðóïïà, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà) ãðóïïû G. Òîãäà Bϕ � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîäãðóïïà
Êàðòàíà, ìàêñèìàëüíûé òîð, ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà)
ãðóïïû Gϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 5.4.6 è ëåììû 5.4.7 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ëèøü äëÿ ïîäãðóïï Áîðå-
ëÿ. Òàê êàê ãðóïïà G ñâÿçíà, å¼ îáðàç Gϕ òàêæå ñâÿçåí. Êðîìå òîãî, ãðóïïà Bϕ ñâÿçíà è ðàçðåøèìà. Äàëåå,
ϕ èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì G/B → Gϕ/Bϕ. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå G/B ïîëíî, òî, âíîâü ïî ëåììå
3.6.2(2), ìíîãîîáðàçèå Gϕ/Bϕ ïîëíî. Ââèäó ëåììû 5.4.7, ïîäãðóïïà Bϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ ãðóï-
ïû Gϕ.

Ëåììà 5.4.10. Ïóñòü σ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, öåíòðàëèçóþùèé
íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B. Òîãäà àâòîìîðôèçì σ äîëæåí áûòü òîæäåñòâåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì ϕ : G → G, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó ϕ : x 7→ xσx−1. Òîãäà
Bϕ = {e}, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì èç G â G/B. Ââèäó ëåììû 4.1.7(á) îáðàç Gϕ çàìêíóò â G/B,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîîáðàçèåì ïî ëåììå 3.6.2(1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gϕ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêîé ãðóïïîé, ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèå Gϕ àôôèííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.6.2(5), èìååì Gϕ = {e}.

Ñëåäñòâèå 5.4.11. Z(G)0 ≤ Z(B) ≤ CG(B) = Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà Z(G)0 ñâÿçíà è ðàçðåøèìà, ïîýòîìó ëåæèò â íåêîòîðîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå
B ãðóïïû G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Z(G)0 ≤ Z(B). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, Z(G) ≤ CG(B). Îáðàòíî, åñëè
x ∈ CG(B), òî àâòîìîðôèçì Intx äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ãðóïïå B. Ïî ëåììå 5.4.9 ïîëó÷àåì, ÷òî Intx
äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ãðóïïå G, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Z(G).

Ëåììà 5.4.12. (à) Åñëè ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G íèëüïîòåíòíà, òî G = B.

(á) Ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G èìååò â òî÷íîñòè
îäèí ìàêñèìàëüíûé òîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Åñëè B íèëüïîòåíòíà, òî å¼ öåíòð Z(B) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Ââèäó
ñëåäñòâèÿ 5.4.11 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Z(G) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ãðóïïó
G/Z(G). Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (à).

(á) Åñëè G íèëüïîòåíòíà, òî G = B è â G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé òîð ââèäó ëåììû
5.4.2. Îáðàòíî, åñëè â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé òîð T , òî T ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G è ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå B. Ââèäó òåîðåìû 5.4.3 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî T ≤ Z(B) ≤ Z(G), ò. å. ãðóïïà B íèëüïîòåíòíà. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ (à) îòñþäà ñëåäóåò íèëüïîòåíòíîñòü
ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 5.4.13. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è C = CG(T )0 �
ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû G. Òîãäà ãðóïïà C íèëüïîòåíòíà.

�5 Íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû Áîðåëÿ

Âåçäå â äàííîì ïàðàãðàôå ïîä G ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû
äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ
è ÷òî öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî òîðà ñâÿçåí. Èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ìû ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû Áîðåëÿ â
öåíòðàëèçàòîðàõ òîðîâ è çàòåì äîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì. Ñíà÷àëà
ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.5.1. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, è ïóñòü X =⋃
x∈GH

x. Òîãäà

(à) åñëè ìíîãîîáðàçèå G/H ïîëíî, òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî;

(á) åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû H îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîãîîáðà-
çèÿ G/H, òî X ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G (â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî X ïëîòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ìîðôèçìû

G×G
ϕ→ G×G

ψ→ (G/H)×G

è ïðîåêöèè (G/H) × G
π1→ G/H, (G/H) × G

π2→ G. Çäåñü (x, y)ϕ = (x, yx), òàê ÷òî, î÷åâèäíî, ϕ � ìîðôèçì
ìíîãîîáðàçèé, à (x, y)ψ = (xH, y). Ïóñòü M = (G×H)(ϕ ◦ ψ); òîãäà X = Mπ2 .
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (à) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M çàìêíóòî (ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå G/H
ïîëíî). Ïîñêîëüêó ψ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì (G×G)/(H×{e}), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ψ
ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå (ÍÀÏÈÑÀÒÜ ÏÎÇÄÍÅÅ, ñì. [17, 12.2]). Íî (G×H)ϕ ⊆ (M)ψ−1

è ìíîæåñòâî (G×H)ϕ çàìêíóòî. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÍÀÏÈÑÀÒÜ ÏÎÇÄÍÅÅ. ÏÎÑËÅ ÄÎÁÀÂËÅÍÈß ÒÅÎÐÅÌÎÄÎÌÈÍÀÍÒÍÛÕ
ÌÎÐÔÈÇÌÀÕ È ÑËÎßÕ.

Ïóñòü Gs � ìíîæåñòâî ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G è Gu � ìíîæåñòâî óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.5.2. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, T � ìàêñèìàëüíûé òîð
ãðóïïû G, U � ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû B è C = CG(T )0 � ïîäãðóïïà Êàð-
òàíà ãðóïïû G. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ B (ñîîòâåòñòâåííî ñ T è ñ U) ñîâïàäàåò
ñ G (ñîîòâåòñòâåííî ñ Gs è Gu). Êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ C, ñîäåðæèò
îòêðûòîå (è ïîòîìó ïëîòíîå) ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.2.13 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò t ∈ T , ÷òî C = CG(t)0. Êðîìå òîãî, ïî ñëåä-
ñòâèþ 5.4.13 ìû èìååì, ÷òî C íèëüïîòåíòíà, ñëåäîâàòåëüíî, C = Cs × Cu. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî H = C è t
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 5.5.1(á). Äåéñòâèòåëüíî, t îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé òî÷êó xC ∈ G/C òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà tx ∈ C. Äàëåå, tx ∈ Cs = T , òàê ÷òî T ≤ CG(tx)0 = x−1CG(t)0x = Cx èëè T x ≤ T . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî T x = T , Cx = C, íî ââèäó æ¼ñòêîñòè d-ãðóïï (ëåììà 5.2.12) âûïîëíÿåòñÿ C = NG(C)0, òàê ÷òî
äëÿ xC åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ
ãðóïïû C.

Äàëåå, ãðóïïà C ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C ≤ B, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäãðóïï Áîðåëÿ ïëîòíî â G. Ââèäó ëåììû 5.5.1(à) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî îáúåäè-
íåíèå òàêæå çàìêíóòî â G, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ G. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû
íåìåäëåííî ñëåäóþò èç ñëåäñòâèÿ 5.4.4.

Óïðàæíåíèå 5.5.3. Äîêàçàòü, ÷òî Z(B) = Z(G).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ èíäóêòèâíûõ ïîñòðîåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ òîðàìè.

Òåîðåìà 5.5.4. Ïóñòü S � òîð ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Òîãäà ãðóïïà CG(S) ñâÿçíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðóïïà G ðàçðåøèìà, òî CG(S) = 〈T,CGu
(S)〉, ãäå T ïðîáåãàåò âñå ìàêñèìàëüíûå

òîðû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå S. Ïî ëåììå 5.3.7 ãðóïïà CGu(S) ñâÿçíà, ïîýòîìó ãðóïïà CG(S) òàêæå ñâÿçíà
(ñì. òåîðåìó 4.1.8).

Ïóñòü òåïåðü x ∈ CG(S) è ãðóïïà G ïðîèçâîëüíà. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ
S è ïóñòü X � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî x òî÷åê â G/B. Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî (ìíîæåñòâî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê âñåãäà çàìêíóòî) è íåïóñòî (ïî òåîðåìå 5.5.2). Ñëåäîâàòåëüíî, X ïîëíî êàê çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ëåììà 3.6.2). Òàê êàê S êîììóòèðóåò ñ x, òî S îñòàâëÿåò ìíîæåñòâî
X èíâàðèàíòíûì. Ïî òåîðåìå 5.1.5 S èìååò íà X íåïîäâèæíóþ òî÷êó sB, ïîýòîìó x, S ëåæàò â ïîäãðóïïå
Áîðåëÿ Bs

−1
. Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ CBs−1 (S) è CG(S) ïîðîæäàåòñÿ ñâÿçíûìè ïîäãðóïïàìè, à ïîòîìó ñâÿçåí.

Ñëåäñòâèå 5.5.5. Ïîäãðóïïà Êàðòàíà ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G åñòü â òî÷íîñòè öåíòðàëèçàòîð
ìàêñèìàëüíîãî òîðà.

Óïðàæíåíèå 5.5.6. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è xs · xu � åãî
ðàçëîæåíèå Æîðäàíà. Äîêàçàòü, ÷òî x ∈ CG(xs)0. Âåðíî ëè, ÷òî x ∈ CG(xu)0?

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè B � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, ñîäåðæàùàÿ íåêîòîðûé òîð S ãðóïïûG, òî
B∩CG(S) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ ãðóïïû CG(S) è ëþáàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû CG(S) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû G,
òî ïåðåñå÷åíèå B ∩H ìîæåò íå áûòü äàæå ñâÿçíûì.

Òåîðåìà 5.5.7. Ïóñòü S � íåêîòîðûé òîð â ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå G è C = CG(S). Ïóñòü B �
ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ S, X � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê â G/B îòíîñèòåëüíî S
è Y � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà X. Òîãäà ãðóïïà C äåéñòâóåò íà Y òðàíçèòèâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4.3.1(á), ìíîæåñòâî X çàìêíóòî â G/B, ïîýòîìó X ïðîåêòèâíî êàê çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. ßñíî, ÷òî X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî C. Ïîñêîëüêó ãðóïïà
C ñâÿçíà (ñì. òåîðåìó 5.5.4), òî ââèäó ëåììû 4.3.1(ã), îíà îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé êàæäóþ íåïðèâîäèìóþ
êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà X. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå ýòè êîìïîíåíòû ïîëíû, êàê çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïîë-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ X. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B ñòàáèëèçèðóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò y ∈ Y .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî C · y = Y . Ìû äîêàæåì ðàâíîñèëüíîå óòâåðæäåíèå,
÷òî åñëè Z � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Y ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè G→ G/B, òî CB = Z.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z íåïðèâîäèìî, òàê êàê Y íåïðèâîäèìî è ñëîè êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
G→ G/B íåïðèâîäèìû. Êðîìå òîãî, Sz ≤ B ïðè z ∈ Z ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîýòîìó ìîðôèçì Z × S → B, îïðå-
äåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (z, s) 7→ sz èìååò ñìûñë. Ïóñòüϕ � êîìïîçèöèÿ ýòîãî ìîðôèçìà è êàíîíè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ B → B/Bu. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ Z ïîëó÷åííûé ìîðôèçì S → B/Bu ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì òîðîâ. Ââèäó ñâÿçíîñòè ãðóïïû Z è èç æ¼ñòêîñòè òîðîâ (ëåììà 5.2.12) ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íå
çàâèñèò îò z. Íî e ∈ Z, òàê ÷òî ìû èìååì sz ≡ s( mod Bu) äëÿ âñåõ z ∈ Z, s ∈ S. Â ÷àñòíîñòè, Sz ñîäåðæèòñÿ â
ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå SBu, â êîòîðîé ãðóïïû S è Sz ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè òîðàìè. Ââèäó òåîðåìû
5.4.3, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ Bu òàêîé, ÷òî Szu = S, ò. å. zu ∈ N = NG(S). Ñëåäîâàòåëüíî, CB ⊆ Z ⊆ NB. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èíäåêñ |N : C| êîíå÷åí (âíîâü ëåììà 5.2.12), ïîýòîìó dimCB = dimZ = dimNB. Íàêîíåö,
CB = Z, ââèäó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Z.

Ñëåäñòâèå 5.5.8. CB(S) = C ∩ B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû C = CG(S) è ëþáàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ
ãðóïïû C ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì æå îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà X è Y âûáðàíû òàêæå, êàê â òåîðåìå 5.5.7 è B � ñòàáèëèçàòîð òî÷êè
y ∈ Y . Ìíîãîîáðàçèå Y ïîëíî è, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5.5.7, ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé òî÷êè y îòíîñèòåëüíî
C. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè y â C åñòü C ∩ B = CB(S). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå C/(C ∩ B) = Y ïîëíî. Ïî
ëåììå 5.4.7, ãðóïïà C ∩B ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ ãðóïïû C.

Óïðàæíåíèå 5.5.9. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è B � å¼ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
NG(Bu)0 = B. Â ÷àñòíîñòè, NG(B) = B0.

Òåîðåìà 5.5.10. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Òîãäà N = NG(B) = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.5.9 ìû èìååì, ÷òî B = N0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî N = B
âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî dimG. ßñíî, ÷òî ðàäèêàë R(G) ãðóïïû G (ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ
ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà) ñîäåðæèòñÿ â B. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R(G) òðèâèàëåí, ò. å. ÷òî ãðóïïà
G ïîëóïðîñòà.

Ïóñòü x ∈ N è ïóñòü T � ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïûG, ñîäåðæàùèéñÿ â B. Òîãäà T x � òîæå
òîð, ñîäåðæàùèéñÿ â B; ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ B òàêîé, ÷òî T xy = T (òåîðåìà 5.4.3). Î÷åâèäíî,
ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ãðóïïå B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy ∈ B, òàê ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
x ∈ NG(T ). Ïóñòü S = CT (x)0 � ïîäòîð òîðà T . Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. S 6= e. Òîãäà ãðóïïà C = CG(S) îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì ðàäèêàëîì è, òàêèì îáðàçîì, C �
ñîáñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (ñì. òåîðåìó 5.5.4). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.5.8, B′ = B ∩ C �
ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, B′ = NC(B′). Íî x ∈ NC(B) ≤ NC(B′) = B′ ≤ B.

Ñëó÷àé 2. S = e. Òàê êàê x ∈ NG(T ) è T � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, òî êîììóòàòîðíûé ìîðôèçì γx : T → T
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï ñ ÿäðîì CT (x). Ââèäó óñëîâèÿ S = e ýòî ÿäðî êîíå÷íî, òàê ÷òî ìîðôèçì
γx ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (ñì. ëåììó 4.1.7). Ñëåäîâàòåëüíî, òîð T ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå [M,M ], ãäå M =
〈x,B〉 ≤ N . Ïî òåîðåìå Øåâàëëå 4.8.2, ñóùåñòâóåò òàêîå ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → GL(V ), ÷òî
V ñîäåðæèò ïðÿìóþ D, ñòàáèëèçàòîð êîòîðîé â G ñîâïàäàåò ñ M . Ïóñòü χ : M → F∗ � ñîîòâåòñòâóþùèé
õàðàêòåð (åñëè g ∈M è v ∈ D, òî vg = λgv è g

χ = λg ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû M). Òîãäà χ òðèâèàëåí íà
[M,M ], à òàêæå íà Bu, ïîýòîìó χ òðèâèàëåí íà B. Åñëè 0 6= v ∈ D, òî ïðåäñòàâëåíèå ρ èíäóöèðóåò ìîðôèçì
G/B → Y , ãäå Y � îðáèòà âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî Gρ. Òàê êàê G/B � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå, òî åãî îáðàç
Y çàìêíóò â V (ëåììà 3.6.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Y �
ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå (ââèäó òîé æå ëåììû 3.6.2). Êðîìå òîãî, ìíîãîîáðàçèå Y ñâÿçíî, êàê îáðàç ñâÿçíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Y � òî÷êà è G = M . Òàê êàê ãðóïïà G ñâÿçíà è |M : B| êîíå÷åí,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî G = B.

Íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì ðÿä ñëåäñòâèé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ìû îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.5.11. Ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïîé ñâÿçíîé àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãðóïïû G.
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Óïðàæíåíèå 5.5.12. Ïóñòü S � ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷¼ì S íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà S çàìêíóòà, íåñâÿçíà è èìååò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü, ÷åì ëþáàÿ
ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 5.5.13. Ïóñòü P � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà P = NG(P ). Â ÷àñòíîñòè,
ãðóïïà P ñâÿçíà.

Ñëåäñòâèå 5.5.14. Ïóñòü P,Q � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B.
Åñëè ãðóïïû P,Q ñîïðÿæåíû â G, òî P = Q.

Ñëåäñòâèå 5.5.15. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G. Òîãäà B = NG(Bu).

�6 Ãðóïïû Âåéëÿ è äåéñòâèå òîðîâ íà G/B

Ïî ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è B � íåêîòîðàÿ å¼ ôèêñèðî-
âàííàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ. Ââèäó òåîðåìû 5.5.10 ñîâîêóïíîñòü B áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ìíîãîîáðàçèåì G/B. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà B, èíäóöèðîâàííîå ñîïðÿæåíèåì, ñîîòâåòñòâóåò
ïðàâîìó óìíîæåíèþ íà G/B. Åñëè òåïåðü S � ïðîèçâîëüíûé òîð ãðóïïû G, òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ
îòíîñèòåëüíî S òî÷åê â B, îáîçíà÷àåìîå BS ñîâïàäàåò áîðåëåâñêèì ïîäãðóïïàì, ñîäåðæàùèì S. Åñëè ìíî-
æåñòâî BS êîíå÷íî, òî òîð S íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òîð S íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíûé òîð ãðóïïû G. Â ñèëó æ¼ñòêîñòè òîðîâ (ëåììà 5.2.12) ãðóïïà NG(S)/CG(S)
êîíå÷íà; îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W (G,S). Òàê êàê
âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû, òî èõ ãðóïïû Âåéëÿ èçîìîðôíû. Ïîýòîìó ãðóïïà Âåéëÿ ìàêñèìàëüíîãî
òîðà íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ãðóïïîé Âåéëÿ ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ W (G).

Ëåììà 5.6.1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G è C = CG(T ). Òîãäà C ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé
áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåé T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê C ñâÿçíà (òåîðåìà 5.5.4) è íèëüïîòåíòíà (ñëåäñòâèå 5.4.13), òî îíà ñîäåðæèòñÿ
ïî ìåíüøåé ìåðå â îäíîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ B. Åñëè B1 = Bx ∈ BT , òî T, T x � ìàêñèìàëüíûå òîðû ãðóïïû
B1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y ∈ B1. Ïîýòîìó C

xy = C ≤ B1.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà C äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà BT . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî N = NG(T )
ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà BT , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå W (G) = NG(T )/CG(T )
íà BT .

Ëåììà 5.6.2. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G èW = W (G,T ). ÒîãäàW äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
è ðåãóëÿðíî íà ìíîæåñòâå BT . Â ÷àñòíîñòè, |BT | = |W | � êîíå÷íîå ÷èñëî, ò. å. òîð T ðåãóëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B1, B2 ∈ BT . Ïî òåîðåìå 5.1.8 ñóùåñòâóåò x ∈ G òàêîé, ÷òî Bx1 = B2. Òîãäà
T, T x � äâà ìàêñèìàëüíûõ òîðà ãðóïïû B1, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò y ∈ B1, äëÿ êîòîðîãî T

yx = T . Çíà÷èò,
Byx1 = B2 è yx ∈ NG(T ), ÷òî äîêàçûâàåò òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû W . Ïóñòü òåïåðü x ∈ NG(T ) è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé B ∈ BT âûïîëíåíî Bx = B. Òîãäà x ∈ NB(T ) è ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.4.5
NB(T ) = CB(T ). Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ CG(T ), ò. å. ñòàáèëèçàòîð ëþáîé òî÷êè â BT îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû W òðèâèàëåí.

Ëåììà 5.6.3. Ïóñòü ϕ : G→ G′ � ýïèìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è T, T ′ = Tϕ � ñîîòâåòñòâóþùèå

ìàêñèìàëüíûå òîðû. Òîãäà ϕ èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ BT → B′T ′ è W = W (G,T ) →
W (G′, T ′) = W ′, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ è èíúåêòèâíûìè, åñëè Ker(ϕ) ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé áîðåëåâñêîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ òîð T , òî B′ = Bϕ � áîðåëåâ-

ñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G′, ñîäåðæàùàÿ òîð T ′ (ëåììà 5.4.9); ïîýòîìó îòîáðàæåíèå BT → B′T ′ êîððåêòíî
îïðåäåëåíî. Ââèäó ëåììû 5.3.9 è òåîðåìû 5.5.4 ñïðàâåäëèâî (CG(T ))ϕ = CG′(T ′), êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî
(NG(T ))ϕ ≤ NG′(T ′), ïîýòîìó îòîáðàæåíèå W (G,T ) →W (G′, T ′) îïðåäåëåíî.

Ïî ëåììå 5.3.9, ýïèìîðôèçì ϕ èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûîå îòîáðàæåíèå B → B′. Åñëè B′ ∈ B′T ′ , òî êàæ-
äàÿ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H = (B′ϕ)0 åñòü áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, êîòîðóþ ϕ îòîáðàæàåò
íà B′. Êðîìå òîãî, T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû H è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â îäíîé èç ýòèõ ïîäãðóïï. Ýòî
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ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå BT → B′T ′ ñþðúåêòèâíî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Ker(ϕ) ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé áî-
ðåëåâñêîé ïîäãðóïïå, òî òîãäà (B′ϕ)0 ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, è îòîáðàæåíèå BT → B′T ′

èíúåêòèâíî.
Ïåðåõîäÿ ê ãðóïïàì Âåéëÿ ìû âîñïîëüçóåìñÿ èõ ðåãóëÿðíîñòüþ (ëåììà 5.6.3). Âûáåðåì B ∈ BT è ïîëî-

æèì Bϕ = B′. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ W → BT è W ′ → B′T ′ áèåêòèâíû, à îòîáðàæåíèå BT → B′T ′ ñþðú-
åêòèâíî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå W → W ′ òàêæå ñþðúåêòèâíî. Åãî èíúåêòèâíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà

Ker(ϕ) ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ïîäãðóïïàõ Áîðåëÿ, òàêæå ñëåäóåò èç èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿBT → B′T ′ .

Ðàíåå ìû äîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå òîðû ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò íàì êðèòå-
ðèé äëÿ ïðîâåðêè ðåãóëÿðíîñòè òîðîâ.

Ëåììà 5.6.4. Ïóñòü S � òîð â ãðóïïå G è C = CG(S). Òîãäà òîð S ðåãóëÿðåí â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà C ðàçðåøèìà. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà C ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå
ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé S, è äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T , ñîäåðæàùåãî S ìû èìååì BT = BS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.6.2, îòîæäåñòâèì BS ñ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì X
íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ G/B, ãäå B ≥ S. Ðàçìåðíîñòè âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò Y ìíîãîîáðàçèÿ X
ðàâíû êîðàçìåðíîñòè â C áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû C (âíîâü ñìîòðè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.6.2).
Ïîýòîìó òîð S ðåãóëÿðåí (ò. å. ìíîæåñòâî BS êîíå÷íî) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà C åñòü áî-
ðåëåâñêàÿ â ñåáå ñàìîé (ò. å. ãðóïïà C ðàçðåøèìà). Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî
òîðà S ãðóïïà C ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé òîð S. Â ÷àñòíîñòè,
òàê êàê ëþáîé ìàêñèìàëüíûé òîð T , ñîäåðæàùèé S, ïðèíàäëåæèò C, òî BT = BS .

Ââèäó ëåììû 5.6.4, òîð S ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà CG(S)
íåðàçðåøèìà. Íåêîòîðûå íàèáîëüøèå òîðû ñ íåðàçðåøèìûì öåíòðàëèçàòîðîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, òî êîðíè ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî òîðà T åñòü
íåòðèâèàëüíûå âåñà TAd â àëãåáðå g = cg(T ) ⊕

⊕
α∈Φ gα, ãäå gα = {x ∈ g|xAd t = xt

α

, t ∈ T, α ∈ X(T )}.
Òàê êàê ãðóïïà TAd äèàãîíàëèçèðóåìà, òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G, íîðìàëèçóåìîé
òîðîì T , ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèå ê h = L(H) â àëãåáðå g, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî TAd . Â ÷àñòíîñòè,
ïóñòü H = I(T ) � êîìïîíåíòà åäèíèöû ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ òîð
T . Çàïèøåì g = L(I(T ))⊕

⊕
α∈Ψ g′α. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.5.8 ñïðàâåäëèâî CG(T ) ≤ I(T ), òàê ÷òî Ψ ⊆ Φ. ßñíî

òàêæå, ÷òî Ψ íå çàâèñèò îò âûáîðà äîïîëíåíèÿ. Îïðåäåëèì Tα = Ker(α)0 ≤ T äëÿ âñåõ α ∈ Ψ. Ñëåäóþùàÿ
ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî òîð Tα ñèíãóëÿðåí è äà¼ò êðèòåðèé ñèíãóëÿðíîñòè òîðîâ.

Ëåììà 5.6.5. Ïóñòü S � òîð ãðóïïû G è T � íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð, ñîäåðæàùèé S. Òîð S
ñèíãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ≤ Tα äëÿ íåêîòîðîãî êîðíÿ α ∈ Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñèíãóëÿðíûé òîð. Òîãäà ãðóïïà C = CG(S) íåðàçðåøèìà, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
C èìååò á�îëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ÷åì ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà C ∩H. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî íåïîäâèæíûõ
òî÷åê òîðà S â àëãåáðå g íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â L(I(T )). Çíà÷èò, òîð S îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé ïîäàëãåáðó
g′α äëÿ íåêîòîðîãî êîðíÿ α ∈ Ψ è S ≤ Tα.

Îáðàòíî, ïóñòü S ≤ Tα äëÿ íåêîòîðîãî êîðíÿ α ∈ Ψ. Åñëè òîð S íåñèíãóëÿðåí, òî ãðóïïà C äîëæíà
áûòü ðàçðåøèìîé è ñîäåðæàòüñÿ â êàæäîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé S, â ÷àñòíîñòè,
C ≤ I(T ). Ïî ëåììå 5.3.6 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè òîðà S â g äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
L(I(T )), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ Tα.

Ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ (óíèïîòåíòíàÿ) ïîäãðóïïà R(G) (Ru(G)) àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ (óíèïîòåíòíûì) ðàäèêàëîì. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè å¼ óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë
òðèâèàëåí.

Ñëåäñòâèå 5.6.6. Ïóñòü α ∈ Ψ è ïîëîæèì Zα = CG(Tα). Òîãäà Gα = Zα/R(Zα) � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà
ðàíãà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òîð Tα ñèíãóëÿðåí, òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà Zα íåðàçðåøèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà
Gα ïîëóïðîñòà. Äåéñòâèòåëüíî ïðîîáðàç R(Gα) â Zα ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé,
ò. å. ñîäåðæèòñÿ â R(Zα). Êðîìå òîãî, Tα ≤ Z(Zα)0 ≤ R(Zα), òàê ÷òî ðàíã ãðóïïû Gα ðàâåí 1.

Óïðàæíåíèå 5.6.7. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G è S � ïîäòîð òîðà T . Òîãäà S ðåãóëÿðåí â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà CG(S) ≤ I(T ), ò. å. êîãäà BS = BT .
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G. Ïóñòü Y (T ) � ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ èç F∗ â
T . Ìíîæåñòâî Y (T ) ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé, åñëè íà íåì ââåñòè óìíîæåíèå ïðàâèëîì aλµ = aλ · aµ. Çàìåòèì,
÷òî êîìïîçèöèÿ λ ∈ Y (T ) ñ χ ∈ X(T ) ïðèâîäèò ê ìîðôèçìó àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï F∗ → F∗, ò. å. ê ýëåìåíòó
ãðóïïû X(F∗) ' Z. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñïàðèâàíèå < χ, λ >∈ Z, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî X(T ) è Y (T )
ñòàíîâÿòñÿ äâîéñòâåííûìè Z-ìîäóëÿìè.

Óïðàæíåíèå 5.6.8. Ïðîâåðèòü, ÷òî X(F∗) ' Z è äîêàçàòü, ÷òî X(T ) è Y (T ) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè
ìîäóëÿìè äëÿ ëþáîãî òîðà T .

Êàæäûé ýëåìåíò λ ∈ Y (T ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó òîðà T (ïîñêîëüêó
(F∗)λ ≤ T èìååò ðàçìåðíîñòü 1). Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà λ ∈ Y (T ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé åñëè òîð
(F∗)λ ðåãóëÿðåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (T )reg ìíîæåñòâî âñåõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 5.6.9. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà λ ∈ Y (T ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà < α, λ >6= 0 äëÿ âñåõ α ∈ Ψ (îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Ψ äàíî ïåðåä ëåììîé 5.6.5). Ìíîæåñòâî
ðåãóëÿðíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Y (T )reg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 5.6.5.

Óïðàæíåíèå 5.6.10. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è W = W (G,T ) =
NG(T )/T � ãðóïïà Âåéëÿ. Ïóñòü σ ∈ W è n ∈ NG(T ) � ëþáîé åãî ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
ãîìîìîðôèçìà. Òîãäà W äåéñòâóåò íà ãðóïïàõ X(T ) è Y (T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀χ ∈ X(T ),∀t ∈ T, tχ
σ

= (tn
−1

)χ; (5.2)

∀λ ∈ Y (T ),∀x ∈ F∗, xλ
σ

= (xλ)n. (5.3)

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîãî äåéñòâèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî < χσ, λσ >=< χ, λ >.

Ïîñêîëüêó Φ ⊆ X(T ), ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå ãðóïïû W íà Φ, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî t ∈ T , α ∈ Φ
ñïðàâåäëèâî tα

σ

= (tn
−1

)α. Â ÷àñòíîñòè, gAd n
α = gασ .

Äàëüíåéøàÿ íàøà çàäà÷à äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà � ïîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïû Áîðåëÿ èç BT ïîðîæäàþò
âñþ ãðóïïó G. Ìû íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà λ ∈ Y (T ),
ãäå T � íåêîòîðûé òîð ãðóïïû GL(V ) èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå íåïîäâèæíûõ òî÷êè íà ìíîãîîáðàçèè
P (V ) = Pn−1. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òîðà T , òîãäà âåñà òîðà T ÿâëÿþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿìè γ1, . . . , γn ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ X(T ). Ïóñòü mi =< γi, λ >,
òîãäà äëÿ ëþáîãî v =

∑
i αivi è äëÿ ëþáîãî t ∈ Fast, ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíî vtλ =

∑
i αit

mivi. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ, ïîðîæä¼ííàÿ âåêòîðîì v (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç [v]) ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ, ïîðîæä¼ííóþ
âåêòîðîì vtλ, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà λ äåéñòâóåò íà P (V ).

Ïîñòàðàåìñÿ òåïåðü ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå ϕ : t 7→ [v]tλ äî ìîðôèçìà P 1 → P (V ). Ââèäó îïðåäåëåíèÿ
àôôèííûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî P 1 ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ àôôèííûìè îòêðûòûìè ïîä-
ìíîæåñòâàìè F∗ ∩ {0} è F ∗ ∩∞, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî F ∗. Ïóñòü êàê è âûøå mi =< γi, λ > è îáîçíà÷èì çà
m0 (ñîîòâåòñòâåííî çà m

0) ìèíèìàëüíîå (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå mi ïðè i ∈ I = {i|αi 6= 0}
(íàïîìíèì, ÷òî v =

∑
i αivi). Î÷åâèäíî, ÷òî [v] = [t−m0v] = [t−m

0
v] äëÿ ëþáîãî t ∈ F∗. Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå ϕ ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: tϕ0 = [
∑
i αit

mi−m0vi], è tϕ0 = [
∑
i αit

mi−m0
vi]. Ïîëàãàÿ

00 = x0 = ∞0 = 1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ0 èìååò ñìûñë äàæå ïðè t = 0, à ϕ0 èìååì ñìûñë äàæå ïðè t = ∞,
êðîìå òîãî ϕ0|F∗ = ϕ0|F∗ , ÷òî äà¼ò íàì èñêîìûé ìîðôèçì P 1 → P (V ). Çàìåòèì, ÷òî [v]0λ = [

∑
{i|mi=m0} αivi]

è [v]∞λ = [
∑

{i|mi=m0} αivi] ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ãðóïïû (F ∗)λ. ßñíî, ÷òî îíè ñîâïàäàþò â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà m0 = m0, ò. å. êîãäà (F ∗)λ ñîñòîèò òîëüêî èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî,
è â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà (F ∗)λ èìååò íå ìåíüøå äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà P (V ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
ïîäãðóïïà λ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷èñëà mi =< γi, λ > ïðè ðàçëè÷íûõ γi ðàçëè÷íû, òî ñîáñòâåííûå
âåêòîðû òîðà T è ãðóïïû λ ñîâïàäàþò. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òîð T òàêæå îñòàâëÿåò íåïîäâèæíû-
ìè òî÷êè [v]0λ è [v]∞λ. Ïîñêîëüêó X(T )×Y (T ) = Z, ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü λ óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ,
÷òî âñå mi-ûå ðàçëè÷íû. Ëåãêî ïîíÿòü òàêæå, ÷òî åñëè [v]tλ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ λ ïðè t 6= 0, òî âåêòîð
v ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ tλ, è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ òîðà T . Ïîýòîìó ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ãðóïïû λ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé òîðà T . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, òàê ÷òî ìíîæåñòâà
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãðóïïû λ è òîðà T ñîâïàäàþò.
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Ëåììà 5.6.11. ÏóñòüW � ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 1 âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , è ïóñòü X �
íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ P (V ), êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â P (W ).
Åñëè dimX > 0, òî X ∩P (W ) 6= ∅ è êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ èìååò êîðàçìåðíîñòü
1 â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò íàïèñàíî ïîçæå.

Òåîðåìà 5.6.12. Ïóñòü T ≤ GL(V ) � òîð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóþùèé íà P (V ). Ïóñòü X �
íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå T -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè â P (V ). Òîãäà òîð T
îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ïî ìåíüøåé ìåðå äâå òî÷êè ìíîæåñòâà X. Áîëåå òîãî, åñëè dimX > 2, òî
òîð T îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè íå ìåíåå òð¼õ òî÷åê ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òîðà T ñ
âåñàìè γi ∈ X(T ). Âûáåðåì λ ∈ Y (T ) òàê, ÷òîáû ÷èñëà mi =< γi, λ > áûëè ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ γi (êàê
ìû çàìåòèëè âûøå, òàêóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó λ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü). Ââèäó ðàññóæäåíèé,
ïðèâåä¼ííûõ ïåðåä òåîðåìîé, ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê òîðà T è ãðóïïû λ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ìû
ìîæåì çàìåíèòü òîð T íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó (F ∗)λ.

Òàê êàê dimX > 1, òî ìíîæåñòâîX áåñêîíå÷íî. Åñëè òîð T îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà
X, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü [v] ∈ X � òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåïîäâèæíîé îòíîñè-
òåëüíî T . Â ñèëó ðàññóæäåíèé îá îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïïàõ, ïðèâåä¼ííûõ äî òåîðåìû, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî [v]0λ è [v]∞λ � äâå ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè â P (V ). Ïîñêîëüêó X ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíûì, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè äâå òî÷êè äîëæíû ëåæàòü â X.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî dimX > 2. Ìû âíîâü ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
X íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî T . Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òîðà T ,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû γ1, . . . , γn ∈ X(T ); ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê âåêòîðîâ âûáðàí òàêèì
îáðàçîì, ÷òî < γ1, λ >= m0. Òîãäà W = 〈 v2, . . . , vn 〉 � T -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V
êîðàçìåðíîñòè 1. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X 6⊆ P (W ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàìåíèòü
ïðîñòðàíñòâî V íà W è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ. Ïî ëåììå 5.6.11, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ
êîìïîíåíòà X ∩ P (W ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì íåïðèâîäèìûì T -èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîãîîáðàçèÿ
P (V ) (îíà ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíîé, òàê êàê ãðóïïà T ñâÿçíà, çíà÷èò, ïî ëåììå 4.3.1, îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé
êàæäóþ íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà X ∩ P (W )). Ââèäó óæå äîêàçàííîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî X ∩
P (W ) ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå T -íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà X ∩ P (W ), ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ [v] ñîäåðæèòñÿ â X äëÿ íåêîòîðîãî v =

∑
i αivi, ïðè÷¼ì α1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, [v]∞λ

ÿâëÿåòñÿ T -íåïîäâèæíîé òî÷êîé è íå ëåæèò â X ∩ P (W ).

Ñëåäñòâèå 5.6.13. Ïóñòü P � ñîáñòâåííàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, T � ëþáîé òîð â G.
Òîãäà T îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ïî ìåíüøåé ìåðå äâå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ G/P . Áîëåå òîãî, òîð T
îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ïî ìåíüøåé ìåðå òðè òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ G/P , åñëè dimG/P > 1. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìàêñèìàëüíûé òîð ñîäåðæèòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïïàõ (è îí ñîäåðæèòñÿ
ïî ìåíüøåé ìåðå â òð¼õ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïïàõ, åñëè dimG/B > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå G→ GL(V ), ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì íåêîòîðîé
ïðÿìîé (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû Øåâàëëå 4.8.2). Òîãäà ìíîãîîáðàçèå G/P
èçîìîðôíî îðáèòå X íåêîòîðîé òî÷êè èç P (V ). Òàê êàê G/P çàìêíóòî è íåïðèâîäèìî, òî, ïî ëåììå 4.3.1,
ìíîæåñòâî X òàêæå çàìêíóòî è íåïðèâîäèìî. ßñíî òàêæå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíûì. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî X íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ïðîåêòèâíîé ãèïåðïëîñêîñòè P (W ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü
ïðåäñòàâëåíèå G→ GL(W ), ãäå W � ãèïåðïëîñêîñòü, äëÿ êîòîðîé P (W ) ñîäåðæèò X. Ïî ïðåæíåìó P áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ïðÿìîé. Ïî òåîðåìå 5.6.12, òîð T îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ïî ìåíüøåé ìåðå 2
òî÷êè èç X, ñëåäîâàòåëüíî, èç G/P .

Ñëåäñòâèå 5.6.14. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G. Òîãäà G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì BT

ïîäãðóïï Áîðåëÿ, ñîäåðæàùèõ òîð T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ðàññìîòðèì P = 〈BT 〉. Î÷åâèäíî, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî P 6= G. Òîãäà òîð T èìååò íå ìåíüøå äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèè G/P , îäíà èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå P , à âòîðàÿ � íåêîòîðîé, îòëè÷íîé îò P , ïîäãðóïïå P ′. Äàëåå T ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì òîðîì ãðóïïû P ′ è áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû P ′, ñîäåðæàùèå òîð T , ëåæàò â P . Ïî èíäóêöèè,
âñå òàêèå áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû ïîðîæäàþò P ′, çíà÷èò, P ′ ≤ P , ÷òî íåâîçìîæíî.
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�7 Óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ I(G)u è ïîëó÷èì
ðÿä ñëåäñòâèé î ñòðîåíèè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàæåì, ÷òî öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî òîðà â
ðåäóêòèâíîé ãðóïïå âíîâü ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïîé. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà âûÿñíèì ñòðîåíèå ãðóïï
ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1, çàòåì ââåä¼ì äëÿ êàæäîãî α ∈ Ψ êàìåðû Âåéëÿ è çàòåì ñ èõ ïîìîùüþ äîêàæåì
îñíîâíóþ òåîðåìó îá óíèïîòåíòíîì ðàäèêàëå.

Ðàíã ôàêòîðãðóïïû G/R(G) (ñîîòâåòñòâåííî G/Ru(G)) íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì ðàíãîì rankss(G) (ñî-
îòâåòñòâåííî ðåäóêòèâíûì ðàíãîì rankred(G)).

Òåîðåìà 5.7.1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G è W = W (G,T ). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(à) rankss(G) = 1;

(á) |W | = 2;

(â) |BT | = 2;

(ã) dimG/B = 1;

(ä) G/B ' P 1;

(å) ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì ϕ : G→ PGL2(F) òàêîé, ÷òî Ker(ϕ)0 = R(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. (à)⇒(á) Ïîñêîëüêó R(G) ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ïîäãðóïïàõ Áîðåëÿ ãðóïïû G è CB(T ) =
NB(T ) (ñì. ñëåäñòâèå 5.4.5), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî W (G,T ) ' W (G/R(G), TR(G)/R(G)). Äàëåå, TR(G)/R(G) �
òîð ðàçìåðíîñòè 1 (òàê êàê ðàíã ãðóïïû G/R(G) = 1), ñëåäîâàòåëüíî îí èçìîðôåí ãðóïïå F∗. Ãðóïïà W
èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçìû ãðóïïû X(T ) ' Z (ñì. óïðàæíåíèå 5.6.8). Íî |Aut(Z)| = 2, îòêóäà |W | 6 2. Ïî
ñëåäñòâèþ 5.6.13 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |W | > 2, çíà÷èò, |W | = 2.

(á)⇒(â). Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî |W | = |BT | (ëåììà 5.6.2).
(â)⇒(ã). Ïîñêîëüêó G 6= B (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå rankss(G) = 0), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî dimG/B > 1. Åñëè

dimG/B > 1, òî ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.6.13 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |BT | > 3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ |BT | = 2.
(ã)⇒(ä). Òàê êàê ãðóïïàG ñâÿçíà, å¼ îáðàçG/B òàêæå ñâÿçåí. Òàêèì îáðàçîì,G/B � ñâÿçíîå ïðîåêòèâíîå

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 1. Çíà÷èò, G/B ' P 1.
(ä)⇒(å). Ïîñêîëüêó G/B ' P 1 è G äåéñòâóåò íà G/B ñäâèãàìè, ìû ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â

Aut(P 1) = PGL2(F). Î÷åâèäíî, ÷òî ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò R(G). Äàëåå, ðàçìåðíîñòü îáðàçà ãðóïïû G íåòðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó
dimG/R(G) > 0 è îáðàç ãðóïïû G íåðàçðåøèì. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ãðóïïû PGL2(F) ðàâíà 3, à ðàç-
ìåðíîñòü å¼ ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ðàâíà 2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû PGL2(F) ðàçìåðíîñòè
ìåíüøåé, ÷åì 3, ëèáî êîíå÷íà, ëèáî ðàçðåøèìà. Çíà÷èò, îáðàç ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé PGL2(F).

(å)⇒(à). Î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñëåäñòâèå î ñòðîåíèè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1, îñòàâèâ äîêàçà-
òåëüñòâî ÷èòàòåëþ.

Ñëåäñòâèå 5.7.2. Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1, T � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð è
Z = Z(G)0. Òîãäà

(à) êîììóòàíò [G,G] ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïîé è èìååò ðàçìåðíîñòü 3;

(á) G = [G,G] · Z, ïðè÷¼ì |[G,G] ∩ Z| <∞;

(â) CG(T ) = T è, â ÷àñòíîñòè, Z(G) < T ;

(ã) åñëè ϕ : G→ PGL2(F) � ýïèìîðôèçì, òî Ker(ϕ) = Z(G).

Óïðàæíåíèå 5.7.3. Ïóñòü α ∈ Ψ, Zα = CG(Tα) è T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé Tα. Ââèäó
òåîðåìû 5.7.2(á), ñïðàâåäëèâî |W (Zα, T )| = 2. Ïóñòü σα � (åäèíñòâåííûé) íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû
W (Zα, T ). Äîêàçàòü, ÷òî ασα = −α (íàïîìíèì, ÷òî α ∈ X(T )). Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôíûé îáðàç
Zα/R(Zα)/Z(Zα/R(Zα)) ' PGL2(F). Òîãäà îáðàç òîðà T ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïîé è ëþáîé
ýëåìåíò èç íîðìàëèçàòîðà äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû èíâåðòèðóåò ëþáóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.
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Óïðàæíåíèå 5.7.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè α ∈ Ψ, òî åäèíñòâåííûé êðàòíûé α êîðåíü, îòëè÷íûé îò α è
ëåæàùèé â Ψ, åñòü êîðåíü −α. Óêàçàíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîðíè α,−α, nα ëåæàëè áû â Φ(PGL2(F), T ),
ãäå T � äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, dim PGL2(F) > 3.

Äàëåå ìû êàæäîé ðåãóëÿðíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïå λ ∈ Y (T ) ñîïîñòàâèì ïî íåêîòîðîìó ïðàâè-
ëó ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B(λ) ∈ BT . Ïîñêîëüêó |BT | <∞, ýòî ñîîòâåòñòâèå, î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì. Ïðè ýòîì äàííîå ñîîòâåòñòâèå áóäåò ñþðúåêòèâíûì è îáëàäàòü íåêîòîðûìè âàæíûìè äëÿ
äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ñâîéñòâàìè.

Âûáåðåì ïðåäñòàâëåíèå G → GL(V ) òàê, ÷òîáû ïîäãðóïïà áîðåëÿ B ÿâëÿÿñü ñòàáèëèçàòîðîì ïðÿìîé
(ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ââèäó òåîðåìû Øåâàëëå 4.8.2). Òîãäà ìíîãîîáðàçèå G/B ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
îðáèòîé X íåêîòîðîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ P (V ). Òàêæå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 5.6.13, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî X íå ñîäåðæèòñÿ â P (W ) äëÿ ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè W ≤ V . Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òîðà T è γ1, . . . , γn ∈ X(T ) � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðû òîðà T . Òîãäà ïîëîæèì
mi =< γi, λ >. Óïîðÿäî÷èì áàçèñ v1, . . . , vn òàêèì îáðàçîì, ÷òî m0 = m1 = m2 = . . . = mr > mr+1 > . . . >
mn = m0. Ïóñòü W � ãèïåðïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà v2, . . . , vn. Ïîñêîëüêó X íå ñîäåðæèòñÿ â P (W ), ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà [v] = [

∑
i αivi] ∈ X, äëÿ êîòîðîé α1 6= 0. Ðàññóæäåíèÿ ïåðåä ëåììîé 5.6.11

ïîêàçûâàþò, ÷òî [v]∞λ = [α1v1+. . .+αrvr] ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ãðóïïû (F ∗)λ. Ïîñêîëüêó T γ2 = F∗,
è γ1, . . . γn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê âèäà [α1v1+βv2+α3v3+
. . .+αrvr] è âñå îíè íåïîäâèæíû îòíîñèòåëüíî (F∗)λ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåãóëÿðíîñòè λ. Ñëåäîâàòåëüíî, r = 1
è [v]∞λ = [v1]. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U = X \P (W ) òî÷êè [v1]. Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî [v′] ∈ U ñïðàâåäëèâî [v′]∞λ = [v1]. Îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó Áîðåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå [v1]
÷åðåç B(λ). Çàìåòèì, ÷òî ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.6.7, òîð T îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé òî÷êó [v1], ò. å. B(λ) ∈ BT .

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ãðóïïà Âåéëÿ W äåéñòâóåò íà Y (T ) (ñì. (5.3)) è, ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.6.10, äëÿ
ëþáûõ σ ∈ W , χ ∈ X(T ) è λ ∈ Y (T ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî < χσ, λσ >=< χ, λ >. Ââèäó êðèòåðèÿ ðå-
ãóëÿðíîñòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû (ëåììà 5.6.9) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Y (T )reg � W -èíâàðèàíòíîå
ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû Y (T ). Êðîìå òîãî, ââèäó ëåììû 5.6.2, ãðóïïà W äåéñòâóåò ðåãóëÿðíî íà BT . Ïîêà-
æåì, ÷òî ýòè äâà äåéñòâèÿ ñîãëàñîâàíû îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ λ → B(λ). Ïóñòü σ ∈ W è n ∈ NG(T ) �
íåêîòîðûé åãî ïðîîáðàç. Òîãäà ýëåìåíò n ïåðåñòàâëÿåò ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà òîðà T è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïåðåñòàâëÿåò âåñà γi è öåëûå ÷èñëà mi =< γi, λ >. Ââèäó ðàâåíñòâà < γσi , λ

σ >=< γi, λ >, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî [vn1 ] � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû (F∗)λσ, ïîëó÷àåìàÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è òî÷êà [v1]
äëÿ ãðóïïû (F∗)λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà Áîðåëÿ Bn ñîâïàäàåò ñ B(λσ), ò. å. äåéñòâèå ãðóïïû Âåéëÿ
íà Y (T )reg è BT ñîãëàñîâàíî. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâèå λ 7→ B(λ) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Îáîçíà÷èì çà
C(B) = {λ ∈ Y (T )reg|B = B(λ)} äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû Áîðåëÿ B ∈ BT . Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êàìåðîé
Âåéëÿ ãðóïïû B (îòíîñèòåëüíî òîðà T ). Ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòûå ìíîæåñòâà C(B) îáðàçóþò íåïåðåñåêàþ-
ùååñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y (T )reg.

Ðàññìîòðèì òåïåðü α ∈ Ψ, ïóñòü σα � (åäèíñòâåííûé) íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû W (Zα, T ), nα ∈
NZα(T ) � íåêîòîðûé åãî ïðîîáðàç. Ðàññìîòðèì òàêîé λ0 ∈ Y (T ), ÷òî < α, λ0 >> 0. Ïóñòü B = B(λ0) è
Bα = B ∩ Zα. Òîãäà Zα ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâå T -èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïïû Áîðåëÿ: Bα è B′

α, ïðè÷¼ì
Bnα = B′

α. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.7.3 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ασ = −α. Ñëåäîâàòåëüíî, B(λ) ∩ Zα = Bα â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà < α, λ >> 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû Áîðåëÿ B ∈ BT ñïðàâåäëèâî â
òî÷íîñòè îäíî èç ðàâåíñòâ: ëèáî B∩Zα = Bα, ëèáî B∩Zα = B′

α, ïðè÷¼ì åñëè B∩Zα = Bα, òî B
n∩Zα = B′

α. Â
÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà BT íà äâà ðàâíîìîùíûõ ïîäìíîæåñòâà, ò. å. ïîðÿäîê ãðóïïû
Âåéëÿ âñåãäà äåëèòñÿ íà 2. Ïðèâåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.7.5. Çàôèêñèðóåì ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G è ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó λ ∈ Y (T )
ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B(λ) ïî ïðàâèëó, îïðåäåë¼ííîìó âûøå. Ïóñòü α ∈ Ψ, Zα = CG(Tα) è Bα, B

′
α � T -

èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ ãðóïïû Zα.
Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ Y (T )reg, < α, λ >> 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà B(λ) ∩ Zα = Bα.

Äàëåå ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
÷èñëà ðåãóëÿðíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 5.7.6. Ïóñòü α, β ∈ Ψ � íåïðîïîðöèîíàëüíûå êîðíè. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà λ ∈ Y (T )reg, äëÿ êîòîðîé < α, λ >> 0 è < β, λ >< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 5.2.7, ãðóïïà X(T ) ' Zn. Ïîñêîëüêó Y (T ) � äâîéñòâåííîå íàä Z ïðî-
ñòðàíñòâî äëÿ X(T ), òî è Y (T ) ' Zn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä
Q, ïîëó÷àåìûå êàê X(T )⊗Z Q è Y (T )⊗Z Q, è ïðîäîëæèòü ñïàðèâàíèå < χ, γ > íà ýòè ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà
α, β ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè, óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè λ (∀χ ∈ Ψ, < χ, λ > 6= 0) îçíà÷àåò,
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÷òî λ íå ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó íàáîðó ãèïåðïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûé êîðíÿì èç Ψ. Î÷åâèäíî, ÷òî â
ïðîñòðàíñòâå Y (T )⊗ZQ ñóùåñòâóåò âåêòîð λ0, äëÿ êîòîðîãî < α, λ0 >> 0 è < β, λ0 >< 0, è êîòîðûé íå ïðè-
íàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ êîðíÿì èç Ψ. Êðîìå òîãî, λ0 = m1

k1
λ1 + . . .+ mn

kn
λn,

ãäå λi ∈ Y (T ) è mi ∈ Z, ki ∈ N. Óìíîæàÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë k1, . . . , kn, ìû ïîëó÷àåì
ýëåìåíò λ ∈ Y (T ), óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì óñëîâèÿì ëåììû.

Òåîðåìà 5.7.7. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è T � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð. Ïóñòü I(T ) =(⋃
B∈BT B

)0
. Òîãäà Ru(G) = I(T )u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè I(T )u çà U . Ïîñêîëüêó Ru(G) ñîâïàäàåò ñ óíèïîòåíòíûì ðà-
äèêàëîì ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïîäãðóïï Áîðåëÿ ãðóïïû G, âêëþ÷åíèå Ru(G) ≤ U î÷åâèäíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî U íîðìàëüíà â G. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.6.14, ìû ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîäãðóïï Áîðåëÿ, ñîäåðæàùèõ òîð T , ïîðîæäàåò âñþ ãðóïïó G. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
B ∈ BT , òî B ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè CB(S), ãäå S ïðîáåãàåò âñå ïîäòîðû òîðà T êîðàçìåðíîñòè 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü A � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïàìè CB(S). Ïîñêîëüêó CB(T ) ≤ CB(S), òî âñÿêèé
ýëåìåíò âåñà 0 àëãåáðû L(B) = b ñîäåðæèòñÿ â L(A) = a (ñì. ëåììó 5.3.6). Åñëè α � íåòðèâèàëüíûé âåñ, òî
Ker(α)0 = S � òîð êîðàçìåðíîñòè 1 â T . Òàêèì îáðàçîì, âñå íåòðèâèàëüíûå âåñà α àëãåáðû b ñîäåðæàòñÿ â
a. Çíà÷èò, a = b, ñëåäîâàòåëüíî, dimB = dimA. Òàê êàê ãðóïïà B ñâÿçíà, ýòî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî B = A.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà U íîðìàëèçóåòñÿ âñåìè CB(S), ãäå S � ïîäòîð êîðàçìåð-
íîñòè 1 â T . Åñëè òîð S ðåãóëÿðåí, òî, ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.6.7, CB(S) ≤ I(T ) è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òîð S ñèíãóëÿðåí, ò. å. ñîâïàäàåò ñ Tα äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ Ψ. Òîãäà CB(Tα) = Zα ∩ B
ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç äâóõ ïîäãðóïï Áîðåëÿ ãðóïïû Zα: ëèáî Bα, ëèáî B

′
α. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî β ∈ Ψ

è ëþáîé B ∈ BT , â òî÷íîñòè îäèí èç êîðíåé β,−β ìîæåò ëåæàòü â L(B). Áîëåå òîãî, åñëè B = B(λ) äëÿ
íåêîòîðîãî λ ∈ Y (T )reg, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî B ∩ Zα = Bα òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < α, λ >> 0.
Ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.7.3, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî α,−α ∈ L(Zα). Áîëåå òîãî, ââèäó ëåììû 5.7.5, äëÿ ëþáîãî β ∈ Ψ
è äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû Áîðåëÿ B ∈ BT , â òî÷íîñòè îäèí èç êîðíåé β,−β ëåæèò â Φ(B, T ).

Ïóñòü H � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ B ∈ BT , äëÿ êîòîðûõ B ∩ Zα = Bα. Î÷åâèäíî, ÷òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü U�H. Ââèäó ëåììû 5.7.5 îí ñîâïàäàåò ñ óíèïîòåíòíûì ðàäèêàëîì ïåðåñå÷åíèÿ òåõB(λ),
äëÿ êîòîðûõ < α, λ >> 0. Î÷åâèäíî, ÷òî Ru(Zα) ≤ U ≤ H. Ïîñêîëüêó ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíîé,
òî L(H) = h ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà L(U) = u è íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ ïðîñòðàíñòâ gβ , ãäå β ∈ Ψ
(âñå âåñà èç L(I(T )), î÷åâèäíî, ëåæàò â u). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êîðíåé òàêèõ êîðíåé çà Θ. Ïî ïîñòðîåíèþ,
α ∈ Θ è −α 6∈ Θ. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.7.4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè β ∈ Ψ è β 6∈ {α,−α}, òî β íåïðîïîðöèîíàëåí
α. Ïî ëåììå 5.7.6, ñóùåñòâóåò λ ∈ Y (T )reg, äëÿ êîòîðîãî < α, λ >> 0 è < β, λ >< 0. Ââèäó ëåììû 5.7.5 ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî B(λ)∩Zβ = B′

β è −β ∈ Φ(B, T ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ, β ∈ Θ è H ≤ B(λ), çíà÷èò,
β ∈ Φ(B(λ), T ), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî êîðåíü α ëåæèò â Θ, ò. å. êîðàçìåðíîñòü ãðóïïû U â
H ðàâíà 1. Ïîñêîëüêó ãðóïïà H íèëüïîòåíòíà è ñâÿçíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî å¼ öåíòð íåòðèâèàëåí. Èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû H ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà êîðàçìåðíîñòè 1 íîðìàëüíà â H.
Äåéñòâèòåëüíî, V � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà êîðàçìåðíîñòè 1 è Z(H) ≤ V , òî ïåðåõîäèì ê ôàêòîðãðóïïå H/Z(H)
è ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, dimZ(H)V > dimV , çíà÷èò, Z(H)V = H.
Òàêèì îáðàçîì, U �H, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äàëåå ìû ïîëó÷èì ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 5.7.8. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, T � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð è S � íåêîòîðûé
ïîäòîð òîðà T . Òîãäà

(à) ãðóïïà CG(S) ðåäóêòèâíà (è ñâÿçíà);

(á) åñëè òîð S ðåãóëÿðåí, òî CG(S) = T . Â ÷àñòíîñòè, êàðòàíîâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G � ýòî â
òî÷íîñòè ìàêñèìàëüíûå òîðû è Z(G) ≤ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = CG(S). Ïî òåîðåìå 5.7.7, ïðèìåí¼ííîé ê C, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Ru(C) ñîâïàäàåò
ñ óíèïîòåíòíûì ðàäèêàëîì ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû C, ñîäåðæàùèõ T . Îíà â ñâîþ
î÷åðåäü ñîâïàäàåò ñ I(T )u = {e}, ÷òî äîêàçûâàåò (à). Åñëè òîð S ðåãóëÿðåí, òî CG(S) ðàçðåøèìà (ëåììà
5.6.4) è ðåäóêòèâíà (ïóíêò (à)), ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ òîðîì.

Ñëåäñòâèå 5.7.9. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà T � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð è Φ = Φ(G,T ) �
å¼ ñèñòåìà êîðíåé. Òîãäà
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(à) Φ = Ψ è Φ = −Φ;

(á) g = t⊕
⊕

α∈Φ gα, ãäå t = L(T ) è dim gα = 1;

(â) ñèíãóëÿðíûå òîðû êîðàçìåðíîñòè 1 â T èìåþò âèä Tα = Ker(α)0, α ∈ Φ;

(ã) åñëè Zα = CG(Tα), òî Zα � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1 è L(Zα) = zα = t ⊕ gα ⊕ g−α,
êðîìå òîãî ãðóïïû Zα ïîðîæäàþò G;

(ä) Z(G)0 = (∩α∈ΦTα)0;

(å) ðàíã ïîäãðóïïû R = 〈Φ〉 ≤ X(T ) ðàâåí rankssG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (à)�(ã) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç êëàññèôèêàöèè ðåäóêòèâíûõ ïîä-
ãðóïï ðàíãà 1 (ñëåäñòâèå 5.7.2), çàìå÷àíèé âíà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.7.7 è ñëåäñòâèÿ 5.7.9. Óòâåð-
æäåíèÿ (ä) è (å) îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.7.10. Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïï. Äëÿ êàæäîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B, ñîäåðæàùåé
ìàêñèìàëüíûé òîð T , ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà B− ∈ BT , ÷òî B ∩ B− = T . Òîãäà g = L(B) + L(B−) =
b + b− = u− ⊕ t⊕ u, ãäå t = L(T ), u = L(Ru(B)), u− = L(Ru(B−)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.7.5 ñóùåñòâóåò òàêîé λ ∈ Y (T ), ÷òî B = B(λ). Ïîëîæèì B− = B(−λ). Äëÿ
êàæäîãî α ∈ Φ ãðóïïû Zα ∩ B è Zα ∩ B− ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè áîðåëåâñêèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû Zα,
ñîäåðæàùèìè òîð T . Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.7.9 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî B ∩ B− = T è àëãåáðà Ëè g èìååò òðåáóåìîå
ðàçëîæåíèå.

Óïðàæíåíèå 5.7.11. Ãðóïïà B−, îïðåäåë¼ííàÿ â ñëåäñòâèè 5.7.10, åäèíñòâåííàÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé Áîðåëÿ, ïðîòèâîïîëîæíîé ãðóïïå B.

�8 Îäíîìåðíûå T -èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû çàìåòèì, ÷òî êîðíåâóþ ñèñòåìó ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóï-
ïû ìîæíî ââåñòè è âíóòðåííèì îáðàçîì, íå ïåðåõîäÿ ê àëãåáðå Ëè è èçó÷èì ñòðîåíèå îäíîìåðíûõ T -
èíâàðèàíòíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 5.8.1. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû ïîëÿ F ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåí-
íûìè ñâÿçíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè ðàçìåðíîñòè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü êðàòêóþ ñõåìó, îñòàâèâ ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ.
Ïî ëåììå 5.3.3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà çàìêíóò. Êðîìå òîãî,
îí ñâÿçåí, êàê îáðàç ñâÿçíîé ãðóïïû, ïîòîìó òðèâèàëåí. Çíà÷èò, âñå ïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîé
îäíîìåðíîé ãðóïïû G ëåæàò â öåíòðå, è ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G íèëüïîòåíòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà
G íèëüïîòåíòíà, ñâÿçíà è èìååò ðàçìåðíîñòü 1. Êàê ìû çàìåòèëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.7.7, Z(G) èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G àáåëåâà. Äàëåå, ìíîæåñòâî ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ Gs
ãðóïïû G îáðàçóåò çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëèáî êîíå÷íà, ëèáî ñîâïàäàåò ñ G. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |G : Gu| = |Gs|, ò. å. G = Gu è G ñîñòîèò èç óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà
àëãåáðà L = 〈e − g|g ∈ G〉 � íèëüïîòåíòíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 1, ñëåäîâàòåëüíî,
îíà èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F. Íî òîãäà ãðóïïà G, î÷åâèäíî, òîæå èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå
ïîëÿ F. Âî âòîðîì ñëó÷àå Gs � òîð ðàçìåðíîñòè 1, èçîìîðôíûé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F.

Äëÿ ëþáîãî α ∈ Φ ïîäàëãåáðà gα ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè óíèïîòåíòíîé ÷àñòè Uα áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû Bα
ãðóïïû Zα = CG(Tα) (ñì. ñëåäñòâèå 5.7.9(ã)). Áîëåå òîãî, ãðóïïà Uα � åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ T -èíâàðèàíòíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G, àëãåáðà Ëè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ gα. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà Vα ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíîé T -èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, àëãåáðà Ëè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ gα. Òîãäà å¼ àëãåáðà
Ëè îäíîìåðíà è ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (íèëüïîòåíòíûõ â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå). Òàêæå, êàê
è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.8.1, ýòî ñðàçó âëå÷¼ò, ÷òî Vα óíèïîòåíòíà. Êðîìå òîãî, H = TVα � ñâÿçíàÿ
ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ B ∈ BT . Òàê
êàê Tα öåíòðàëèçóåò L(H) = L(T )+ gα, òî Tα öåíòðàëèçóåò H. Ñëåäîâàòåëüíî, Vα ∈ B ∩Zα, îòêóäà Vα = Uα.

Òåîðåìà 5.8.2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, T � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð è
α ∈ Φ(G,T ) = Φ. Òîãäà
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(à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ T -èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà Uα ãðóïïû G, àëãåáðà Ëè êîòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ gα;

(á) åñëè ýëåìåíò n ∈ N ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäñòàâèòåëåì ýëåìåíòà σ ∈W , òî Unα = Uασ ;

(â) ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì εα : F → Uα, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ T , x ∈ F âûïîëíåíî (xεα)t = (xt
α

)εα

(çäåñü F � àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F);

(ã) ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè Uα (α ∈ Φ) è T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (à) ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåä¼ííûõ âûøå. Òàê êàê

L(n−1Uαn) = (L(Uα))Ad n = gAd n
α = gασ

è ãðóïïà Unα ñâÿçíà è T -èíâàðèàíòíà, òî (á) ñëåäóåò èç (à). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç Zα ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóï-
ïàìè T,Uα, U−α, òî óòâåðæäåíèå (ã) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.7.9(ã). Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü (â).

Ïîñêîëüêó Uα � ñâÿçíàÿ îäíîìåðíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ãðóïïà, óïðàæíåíèå 5.8.1 âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå íåêî-
òîðîãî èçîìîðôèçìà ε : F → Uα. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå òîðà T ñîïðÿæåíèÿìè íà ãðóïïå Uα çàäàåò
äåéñòâèå òîðà T íà F (ñîãëàñîâàííîå ñ èçîìîðôèçìîì ε) è ìû ïîëó÷àåì ìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
T → Aut(F) = GL1(F) = F∗, ãäå F∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F, ò. å. õàðàêòåð γ òîðà T . Òàêèì
îáðàçîì, t−1xεt = (xt

γ

)ε, ò. å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà t ∈ T ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíàïðîñòàÿ

F
ε //

��

Uα

Intt
��

F
ε // Uα

ãäå îòîáðàæåíèå F → F åñòü óìíîæåíèå íà tγ . Äàëåå, L(F) = F, ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë óìíîæåíèÿ íà tγ

âíîâü ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà tγ , à d(Intt) = Ad t. Ñëåäîâàòåëüíî, xAd t = xt
γ

äëÿ ëþáîãî x ∈ gα è γ = α.
Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîëîæèòü εα = ε.

Ââèäó òåîðåìû 5.8.2(â), ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ε : F→ Uα, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (xεα)t =
(xt

α

)εα . Äàëåå ýëåìåíòû ãðóïïû Uα ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç uα(x), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x ∈ F âûáðàí
òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ T ñïðàâåäëèâî uα(x)t = uα(tα · s). Ïîäãðóïïû Uα äàëåå áóäóò íàçûâàòüñÿ
êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè, à ýëåìåíòû uα(x) � êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè.

Äàëåå ìû äîêàæåì ëåììó î ñâÿçè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû è å¼ âåñîâ. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(V ) è ïóñòü χ � íåêîòîðûé âåñ ìàêñèìàëü-
íîãî òîðà T . Íàïîìíèì (ñì. �2 íàñòîÿùåé ãëàâû), ÷òî âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Vχ = {v ∈ V |∀x ∈ T, vx = xχv}.

Ëåììà 5.8.3. Ïóñòü ρ : G→ GL(V ) � ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå è Ker(ρ) ≤ Z(G). Ïóñòü Vχ � âåñîâîå
ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî T ρ. Åñëè α ∈ Φ, òî (Vχ)Uρα ⊆

∑
k∈N∪{0} Vχ+kα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.7.8(á), âûïîëíåíî Z(G) ≤ T , çíà÷èò, Gρ ≤ Z(G) ≤ T . Òàêèì îáðà-
çîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ãðóïïó G ìîæíî çàìåíèòü íà å¼ îáðàç Gρ è ñ÷èòàòü, ÷òî Uρα = Uα. Òàê êàê
ãðóïïà TUα ñâÿçíà è ðàçðåøèìà, ïî òåîðåìå Ëè-Êîë÷èíà (ñëåäñòâèå 5.1.6) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñîñòîèò
èç íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, ãðóïïà Uα ñîñòîèò èç íèæíåóíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö è òîð T ñîñòîèò èç äèà-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö âèäà diag(t1, . . . , tn). Çàìåòèì, ÷òî åñëè u ∈ Uα, òî ýëåìåíò íà ìåñòå (i, j) â ìàòðèöå ut

ðàâåí t−1
i tjui,j .

Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì εα : F→ Uα, îïðåäåë¼ííûé â òåîðåìå 5.8.2(â). Òîãäà (xεα)i,j ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì îò x, ò. å. (xεα)i,j = c0 +c1x+ . . .+cmxm äëÿ íåêîòîðûõ c0, . . . , cm ∈ F. Çíà÷èò, ((tαx)εα)i,j = c0 +c1(tαx)+
. . . + cm(tαx)m. Ïî òåîðåìå 5.8.2(â) ñïðàâåäëèâî òàêæå (xεα)t = (xt

α

)εα , ïîýòîìó ((tαx)εα)i,j = t−1
i tj . Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå òîæäåñòâî c0(1 − t−1
i tj) + c1(tα − t−1

i tj)x + . . . + cm((tα)m − t−1
i tj)xm = 0.

Ïîñêîëüêó ïîëå F áåñêîíå÷íî, ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 0. Åñëè çà γ îáîçíà÷èòü
õàðàêòåð γ : t 7→ t−1

i tj , òî ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòîâ îçíà÷àåò, ÷òî lα = γ êàæäûé ðàç, êîãäà cl 6= 0.
Ïîñêîëüêó õàðàêòåð α íåòðèâèàëåí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷íîñòè îäíî èç cl îòëè÷íî îò 0, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî cm 6= 0 è (xεα)i,j = cmx

m.
Ïóñòü òåïåðü χ çàäàí ïðàâèëîì χ : T 7→ ti (õàðàêòåðû òàêîãî âèäà ïîðîæäàþò ãðóïïó X(T ), ïîýòîìó

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü èõ). Ìû èìååì, ÷òî vui =
∑
j6i λjvj , ò. å. âåêòîð v

u ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé âåêòîðîâ ñ âåñàìè ηj , äëÿ êîòîðûõ ηj : t 7→ tj . Òîãäà ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
ηj − χ = mα äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 m ∈ N ∪ {0}.
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�9 Àáñòðàêòíûå êîðíåâûå ñèñòåìû

Íàïîìíèì, ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.1 ïîäìíîæåñòâî Φ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé ñè-
ñòåìîé åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. Φ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.

2. Φ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî E.

3. Åñëè r, s ∈ Φ, òî swr ∈ Φ.

4. Åñëè r, s ∈ Φ, òî 2(r, s)/(r, r) öåëîå.

5. Åñëè r, λr ∈ Φ, ãäå λ ∈ R, òî λ = ±1.

Â ñëó÷àå àáñòðàêòíîé êîðíåâîé ñèñòåìû swr = s − 2(r,s)
(r,r) r, òî óñëîâèå 4 ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþùèì

óòâåðæäåíèåì: swr − s öåëî÷èñëåííî êðàòåí r. Êðîìå òîãî, â àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ äëÿ çàïèñè êîðíåé
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ãðå÷åñêèå áóêâû (è ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèÿìè êîðíåé, èñïîëüçîâàííûìè ðàíåå),
ïîýòîìó ìíîæåñòâî àêñèîì ñèñòåìû êîðíåé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

A1 Φ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.

A2 Φ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî E.

A3 Åñëè α, β ∈ Φ, òî βwα ∈ Φ.

A4 Åñëè α, λα ∈ Φ, ãäå λ ∈ R, òî λ = ±1.

A5 Åñëè α, β ∈ Φ, òî βwα − β öåëî÷èñëåííî êðàòåí α.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ãðóïïîé Âåéëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíè-
ÿìè wα, α ∈ Φ. Â êà÷åñòâå wα ìû ðàññìîòðèì σα � åäèíñòâåííûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èç ôàêòîðãðóï-
ïû NZα(T )/T . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî σα ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå îòðàæåíèÿ â êîðíå α äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ασα = −α, è ÷òî σα îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé íåêîòîðóþ ãèïåðïëîñêîñòü â E. Âûáåðåì îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó λ, äëÿ êîòîðîé λσα = −λ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ïîäãðóïïà ñóùåñòâóåò, â êà÷åñòâå
λ ìîæíî âçÿòü òîò, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî < α, λ > 6= 0. Òîãäà ïîäãðóïïà X = {χ ∈ X(T )| < χ, λ >= 0}
èìååò ðàíã n−1 è ïîòîìó ïîðîæäàåò òðåáóåìóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Íàøà çàäà÷à â äàííîì ïàðàãðàôå äîêàçàòü,
÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T , îïðåäåë¼ííàÿ â
� 2 íàñòîÿùåé ãëàâû. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.9.1. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà è E = R⊗ZX(T ). Òîãäà Φ � àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà êîðíåé
â ïðîñòðàíñòâå E, ðàíã êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ãðóïïû G è àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà Âåéëÿ ñîâïàäàåò
ñ W = W (G,T ) = NG(T )/T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìû À1 è À2 î÷åâèäíû. Àêñèîìà À3 ñëåäóåò èç äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ íà êîðíå-
âîé ñèñòåìå Φ, îïðåäåë¼ííîì â óïðàæíåíèè 5.6.10 è ïîñëå íåãî. Àêñèîìà À4 ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 5.7.4.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 5.3.6 ÿäðî ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ å¼
öåíòðîì. Ïîñêîëüêó êîðíè ÿâëÿþòñÿ âåñàìè îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ëåììà 5.8.3 âëå-

÷¼ò, ÷òî gUα

β ≤
∑
k∈N∪{0} gβ+kα è g

U−α

β ≤
∑
k∈N∪{0} gβ−kα. Ïîñêîëüêó Zα ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T è ãðóïïàìè

Uα, U−α, ïðè÷¼ì T íîðìàëèçóåò gβ , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Zα ñïðàâåäëèâî gxβ ≤
∑
k∈Z gβ+kα.

Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâèòåëü nα ýëåìåíòà σα ∈ W ëåæèò â ãðóïïå Zα, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî gnα
α = g(β)σ = gβ+kα

äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z, îòêóäà ñëåäóåò àêñèîìà À5.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáàÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ ñîäåðæèò íàáîð ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé Π, ïðè÷¼ì ëþáîé
êîðåíü èç Φ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé êîìáèíàöèåé êîðíåé èç Π, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ëèáî íåïîëî-
æèòåëüíû, ëèáî íåîòðèöàòåëüíû. Áîëåå òîãî (ñì. ëåììó 2.1.9) ëþáîé êîðåíü èç r ∈ Φ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
íåêîòîðîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êîðíÿ p ∈ Π îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî w ∈ W , ò. å. pw = r. Â ÷àñòíîñòè,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5.9.2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, òîãäà G ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè Zα, α ∈ Π èëè,
÷òî ðàâíîñèëüíî, òîðîì T è âñåìè ãðóïïàìè U±α, α ∈ Π.
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Ïîñêîëüêó ëþáîé êîðåíü êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ïðåäñòàâèì â âèäå öåëî÷èñëåííîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåí-
òàëüíûõ êîðíåé, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ëèáî íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî íåïîëîæèòåëüíû, ìû ïîëó÷àåì ðàç-
áèåíèå êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íà ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé. Îáðàòíî, åñëè
ìû çàäàäèì êàêîå-íèáóäü ðàçáèåíèå êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íà ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîð-
íåé, ñîãëàñîâàííîå ñî ñëîæåíèåì, òî ìû ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó
ðàçáèåíèþ (ñì. ëåììó 2.1.3). Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ ïðîèçâîëüíûé λ ∈ Y (T )reg, ìû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ïîëî-
æèòåëüíûõ êîðíåé Φ+ êàê {α| < α, λ >> 0}, ò. å. åñëè B = B(λ), òî Φ+ = {α|gα ≤ L(B)} = {α|α ∈ Φ(B, T )}.
Ñëåäîâàòåëüíî, çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B ∈ BT , ìû òàêèì îáðàçîì îäíîçíà÷íî çàäà¼ì
ñâÿçàííûé ñ íåé íàáîð ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ïîëóïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû è ïîêàæåì, ÷òî ïî-
ëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïðîñòûõ êîìïîíåíò. Ïóñòü
AutG � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû G, InnG � ãðóïïà å¼ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ. Îáî-
çíà÷èì çà D ïîäãðóïïó ãðóïïû AutG, ñîñòîÿùóþ èç àâòîìîðôèçìîâ, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûìè íåêîòî-
ðûé ôèêñèðîâàííûé ìàêñèìàëüíûé òîð T è íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ, ñîäåðæàùóþ åãî ïîäãðóïïó Áîðåëÿ
B. Ïóñòü, êðîìå òîãî, Γ îáîçíà÷àåò ãðóïïó ñèììåòðèé äèàãðàììû Äûíêèíà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ôèêñèðóÿ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B, ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûé íàáîð ôóíäàìåíòàëüíûõ
êîðíåé Π êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî σ ∈ D âûïîëíåíî Tσ = T , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî σ
èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì σ̂ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó Bσ = B, òî è Πσ = Π, ò. å. σ̂ ∈ Γ.
Îòîáðàæåíèå σ 7→ σ̂, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï D → Γ. Â âåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.9.3. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà. Òîãäà

(à) AutG = (InnG)D;

(á) åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå D → Γ èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì (íà ñàìîì äåëå èçîìîðôèçì, ìû äîêà-
æåì ýòî ïîçæå) AutG/InnG→ Γ, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà InnG èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â AutG.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü σ ∈ AutG. Ââèäó ñîïðÿæ¼ííîñòè áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï, ñóùåñòâóåò òàêîé

x ∈ G, ÷òî Bx−1
= Bσ, ò. å. BσIntx = B. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñîïðÿæ¼ííîñòè ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ, ñóùåñòâóåò

òàêîé y ∈ B, ÷òî T y−1
= T σIntx, ò. å. Bσ·Intx·Inty = B è T σ·Intx·Inty = T .

(á) Ââèäó óòâåðæäåíèÿ (à) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî InnG ∩D ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà D → Γ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Intx ∈ D, òî x ∈ NG(B) = B (ñì. òåîðåìó 5.5.10) è x ∈ NB(T ) = CB(T ) = T (ñì.
ñëåäñòâèÿ 5.4.5 è 5.7.8). Â ÷àñòíîñòè, Intx èíäóöèðóåò òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.

Îáðàòíî, ïóñòü σ ∈ D èíäóöèðóåò íà Φ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî σ �
âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì. Äëÿ êàæäîãî α ∈ Π âûáåðåì àâòîìîðôèçì εα : F → Uα (êàê â òåîðåìå 5.8.2(â)).
Òîãäà Uσα = Uα, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé cα ∈ F∗, ÷òî (xεα)σ = (cαx)εα äëÿ âñåõ x ∈ K (íàïîìíèì,
÷òî AutF = GL1(F) = F∗). Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà Π ëåììà 5.2.8 âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå
t ∈ T , äëÿ êîòîðîãî tα = cα äëÿ âñåõ α ∈ Π. Çàìåíÿÿ σ íà σIntt−1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî cα = 1 äëÿ
âñåõ α ∈ Π, ò. å. σ öåíòðàëèçóåò êàæäóþ èç Uα, α ∈ Π. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî (tσ)α = tα äëÿ ëþáîãî
t ∈ T . Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.7.9(å), ìíîæåñòâî Π ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà â X(T ), ïîýòîìó
ãîìîìîðôèçì t 7→ tσt−1 èìååò êîíå÷íûé è ñâÿçíûé îáðàç, ò. å. tσ = t äëÿ âñåõ t ∈ T . Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò
σ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé ëþáóþ ïîäãðóïïó Zα, α ∈ Π. Êðîìå òîãî, îí öåíòðàëèçóåò å¼ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ
TUα, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.4.10, àâòîìîðôèçì σ öåíòðàëèçóåò Zα ïðè α ∈ Π. Òàê êàê G = 〈Zα|α ∈ Π 〉,
òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî σ � òðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì.

Ïóñòü, ïî ïðåæíåìó, G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Äåéñòâèòåëüíî, å¼ ðàäèêàë ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé,
ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Òåîðåìà 5.9.4. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà, è ïóñòü {Gi|i ∈ I} � ìèíèìàëüíûå çàìêíóòûå ñâÿçíûå
íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà

(à) åñëè i 6= j, òî [Gi, Gj ] = {e};

(á) ìíîæåñòâî I êîíå÷íî (ñêàæåì, I = {1, . . . , n}) è ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ G1×. . .×Gn → G ñþðúåêòèâåí
è èìååò êîíå÷íîå ÿäðî;

(â) ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîäåðæà-
ùèõñÿ â íåé ïîäãðóïï Gi è öåíòðàëèçóåò îñòàëüíûå Gj;
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(ã) G = [G,G];

(ä) G ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè U±α, α ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïî ëåììå 5.1.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [Gi, Gj ] � ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, ñîäåðæàùàÿñÿ êàê â Gi, òàê è â Gj . Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ãðóïï Gi, Gj , îíà ðàâíà {e}.

(á) Ïóñòü J = {i1, . . . , ir} ⊆ I. Ïîñêîëüêó [Gi, Gj ] = {e} ïðè i 6= j, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìîðôèçì ïðîèç-
âåäåíèÿ π : Gi1 × . . . × Gir → G ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, Gi1 · . . . · Gir �
çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Èç
(à) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ Gi, i 6∈ J öåíòðàëèçóåò Gi1 · . . . · Gir , çíà÷èò, Gi ∩ Gi1 · . . . · Gir ≤ Z(Gi1 · . . . · Gir ), à
Z(Gi1 · . . . · Gir ) êîíå÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî Ker(π) êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G êîíå÷íà,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî I êîíå÷íî è ðàâíî {1, . . . , n}. Ïóñòü H = G1 · . . . ·Gn, ïîêàæåì, ÷òî G = H.

Äåéñòâèòåëüíî, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîòîìó äåéñòâèå ãðóïïû G íà H ñîïðÿæåíèÿìè
çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì ψ : G → AutH, ïðè÷¼ì Hψ = InnH. Ïîñêîëüêó ãðóïïà H ïîëóïðîñòà, òåîðåìà 5.9.3
âëå÷¼ò, ÷òî |AutH : InnH| < ∞. Ââèäó ñâÿçíîñòè ãðóïïû G ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Gψ = InnH = Hψ. Ïóñòü
C = Ker(ψ)0. Òîãäà CH � ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà, ò. å. CH = G. Êðîìå òîãî, C � G,
ñëåäîâàòåëüíî, C � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà. Å¼ ìèíèìàëüíûå çàìêíóòûå ñâÿçíûå íåòðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû
öåíòðàëèçóþòH è, çíà÷èò, íîðìàëüíû âG. Ïî ïîñòðîåíèþ, îíè ëåæàò â ìíîæåñòâå {G1, . . . , Gn}, ò. å. C = {e}.

(â) Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è H 6= {e}. Êàê ïî-
êàçûâàþò ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ëþáàÿ èç ïîäãðóïï G1, . . . , Gn ëèáî öåíòðàëèçóåò H, ëèáî ëåæèò â H,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû H ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûìè èç Gi.

(ã) Êîììóòàíò ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç Gi íåêîììóòàòèâíà
(òàê êàê å¼ öåíòð êîíå÷åí), òî [Gi, Gi] = Gi, îòêóäà [G,G] = G.

(ä) Òàê êàê ãðóïïà G ïîðîæäåíà ãðóïïàìè T è U±α, α ∈ Π (ñì. ëåììó 5.9.2), òî ãðóïïà H, ïîðîæä¼ííàÿ
òîëüêî ãðóïïàìè Uα, çàìêíóòà, ñâÿçíà è íîðìàëüíà â G, ïðè÷¼ì G/H ' T/(T ∩H), ò. å. àáåëåâà. Ïîñêîëüêó
[G,G] = G, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G = H.

Óïðàæíåíèå 5.9.5. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, H � å¼ çàìêíóòàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G. Òîãäà T ∩H � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû H.

Ðàññìîòðèì òåïåðü Φ1, . . .Φk � íåðàçëîæèìûå ïîäñèñòåìû êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Òîãäà Φ = Φ1 ∪ . . . ∪ Φk
è åñëè α, β � êîðíè èç ðàçíûõ íåðàçëîæèìûõ ïîäñèñòåì, òî α + kβ 6∈ Φ äëÿ ëþáîãî k ∈ Z. Ââèäó ëåììû

5.8.3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g
IntU±α

β = gβ , ò. å. U±α îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî gβ . Ïî-
ñêîëüêó ãðóïïà U±α óíèïîòåíòíà, ýòî çíà÷èò, ÷òî U±α öåíòðàëèçóåò gβ , ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðàëèçóåò Uβ . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè α, β � íåîðòîãîíàëüíûå êîðíè, òî βwα 6= β, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Zα íå íîðìàëèçóåò
Uβ , çíà÷èò, ëèáî Uα, ëèáî U−α íå íîðìàëèçóåò β. Ðàññìîòðèì Hi = 〈Uα|α ∈ Φi 〉. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå,
[Hi,Hj ] = {e} ïðè i 6= j, ñëåäîâàòåëüíî, Hi � çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ââèäó
óòâåðæäåíèÿ (â) òåîðåìû 5.9.4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðûõ èç Gi. Êàê ìû çà-
ìåòèëè âûøå, êîðíè Φ(Gl) îðòîãîíàëüíû êîðíÿì èç Φ(Gj), ïîýòîìó, èç íåðàçëîæèìîñòè Φ(Hi) = Φi ñëåäóåò,
÷òî Hi = Gl äëÿ ïîäõîäÿùåãî l. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5.9.6. Ðàçëîæåíèå ïîëóïðîñòîé ãðóïïû G = G1 · . . . · Gn ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ êîðíåâîé
ñèñòåìû Φ = Φ1 ∪ . . . ∪ Φn â îáúåäèíåíèå íåðàçëîæèìûõ ïîäñèñòåì.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.9.4, êàæäàÿ èç Gi íåêîììóòàòèâíà, èìååò êîíå÷íûé öåíòð è íå èìååò ñîá-
ñòâåííûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè. Òàêèå ãðóïïû ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Èç ëåììû 4.3.1(ã) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû öåíòðàëüíà, ïîýòîìó, åñëè G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî G/Z(G)
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé óæå êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà. Ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì G = [G,G] è G/Z(G)
ïðîñòàÿ íàçûâàþò êâàçèïðîñòûìè ãðóïïàìè, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
êâàçèïðîñòîé.
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èõ êîðíåâûõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàæåì, ÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåò
ñâÿçíóþ ïîëóïðîñòóþ ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî öåíòðà. Äàëåå âåçäå â
ãëàâå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíîé. Êðîìå òîãî, ìû èçó÷èì
ãðóïïû ñ BN -ïàðàìè (èëè ñ ñèñòåìîé Òèòñà), ïîëó÷èì êðèòåðèé ïðîñòîòû òàêèõ ãðóïï è äîêàæåì, ÷òî
ëèíåéíûå ðåäóêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû îáëàäàþò BN -ïàðîé. Äàëåå ìû ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå Áðþà
ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà è äîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå, ìû èçó÷èì àâòîìîðôèç-
ìû ïîëóïðîñòûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ñòðîåíèå öåíòðàëèçàòîðîâ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

�1 Ãðóïïû ñ BN-ïàðîé

Íàøå èçëîæåíèå â îñíîâíîì ñëåäóåò [3, Ãëàâà 8] è [11, 1.6]. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ïðîñòîòû ãðóïïû ñ
BN -ïàðîé âçÿòî èç [3, Òåîðåìà 11.1.1].

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ãîâîðÿò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ BN -ïàðîé èëè ãðóïïîé ñ ñè-
ñòåìîé Òèòñà, åñëè â ãðóïïå G ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäãðóïïû B è N , ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(BN1) ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè B è N ;

(BN2) B ∩ N = H � N è ôàêòîðãðóïïà W = N/H ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé, ïîðîæä¼ííîé ìíîæåñòâîì S
èíâîëþöèé (ò. å. ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2);

(BN3) åñëè s ∈ S è ns � ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà s â N , òî nsBns 6= B;

(BN4) nsBn ⊆ BnsnB ∪BnB äëÿ ëþáûõ s ∈ S, n ∈ N ;

Åñëè êðîìå ýòîãî åù¼ âûïîëíåíà àêñèîìà ïîëíîòû:

(BN5)
⋂
n∈N B

n = H,

òî BN -ïàðà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé èëè íàñûùåííîé. Ãðóïïà W íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ ãðóïïû G.

Äàëåå äëÿ ëþáîãî w ∈W ÷åðåç nw îáîçíà÷åí ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà ýëåìåíòà w â N . Ïîñêîëüêó
H = B ∩ N , òî ìíîãèå ñâîéñòâà è, â ÷àñòíîñòè, àêñèîìû BN3 è BN4 íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ äëèíû íà W ñëåäóþùèì îáðàçîì: l(e) = 0 è åñëè w 6= e, òî l(w) � ìèíèìàëüíàÿ
âîçìîæíàÿ äëèíà âûðàæåíèÿ ýëåìåíòà w â âèäå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ èç S. Ïîçæå ìû
äîêàæåì, ÷òî W äëÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Âåéëÿ, îïðåäåë¼íííîé ðàíåå, à
ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ S ñîâïàäàåò ñ îòðàæåíèÿìè â ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ. Ïîýòîìó äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ äëèíû ýëåìåíòà èç ãðóïïû Âåéëÿ ìû èñïîëüçóåì òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è â ãëàâå 2. Åñëè
l(w) = k, òî âûðàæåíèå w = s1 · . . . · sk, ãäå âñå si ∈ S íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå
îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ïðèâåä¼ííîãî âûðàæåíèÿ â �7 ãëàâû 2 òåì, ÷òî çäåñü â êà÷åñòâå
ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà èñïîëüçóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ â ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ (à íå âî âñåõ êîðíÿõ).
ßñíî òàêæå, ÷òî ïðèâåä¼ííîå âûðàæåíèå îïðåäåëåíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ëåììà 6.1.2. Ïóñòü J ⊆ S è îïðåäåëèì WJ = 〈 s|s ∈ J 〉 ≤ W . Ïóñòü NJ ≤ N � ïðîîáðàç ãðóïïû WJ â
N îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà N →W .

Òîãäà PJ = BNJB ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, G = BNB.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî PJ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü ëèøü çàìêíóòîñòü ïî óìíîæåíèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî BPJ ⊆ PJ , òàê ÷òî íàäî ïîêàçàòü, ÷òî NJPJ ⊆
PJ . Äàëåå NJ = 〈H, {ns|s ∈ J} 〉, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ëèøü, ÷òî nsPJ ⊆ PJ äëÿ âñåõ s ∈ J . Íî ýòî
î÷åâèäíî èç àêñèîìû BN4.

Òåîðåìà 6.1.3. (ðàçëîæåíèå Áðþà) Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëî-
æåíèå â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ:

G =
⋃
w∈W

BnwB.

Áîëåå òîãî, äëÿ äàííûõ s ∈ S, w ∈W âûïîëíåíî l(sw) = l(w)± 1 è

BnsB ·BnwB =
{

BnsnwB, åñëè l(sw) = l(w) + 1,
BnsnwB ∪BnwB, åñëè l(sw) = l(w)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 6.1.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî G = BNB, îòêóäà G =
⋃
w∈W BnwB. Ïóñòü òå-

ïåðü v, w ∈ W , íàäî ïîêàçàòü, ÷òî BnvB = BnwB âëå÷¼ò v = w. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî
min{l(v), l(w)}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l(v) 6 l(w). Äàëåå, åñëè l(v) = 0, òî y = e è,
çíà÷èò, B = BnvB = BnwB, îòêóäà nw ∈ B ∩ N = H. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l(v) > 0. Òîãäà ìû ìîæåì
çàïèñàòü v = sx, ãäå s ∈ S è l(v) = l(x) + 1. Òîãäà ìû èìååì nsnxB ⊆ BnvB = BnwB, çíà÷èò, èñïîëüçóÿ
àêñèîìó BN4,

nxB ⊆ nsBnwB ⊆ BnsnwB ∪BnwB.
Ïîñêîëüêó n2

s ∈ B, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî BnxB = BnsnwB èëè BnxB = BnwB. Ïî èíäóêöèè ìû èìååì x = sw
èëè x = w. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó l(x) < l(v) 6 l(w). Òàêèì îáðàçîì, v = sx = w.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Ïóñòü s ∈ S è w ∈W . Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî, î÷åâèäíî, l(w)−1 6
l(sw) 6 l(w) + 1. Èíäóêöèåé ïî l(w) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè l(sw) 6= l(w) äëÿ âñåõ s ∈ S. Ïîýòîìó ëèáî
l(w) = l(sw) + 1, ëèáî l(w) = l(sw)− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(sw) > l(w). Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî l(w), ÷òî BnsBnwB = BnsnwB. Åñëè l(w) = 0,
òî w = e è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(w) > 0 è çàïèøåì w = yt, ãäå t ∈ S è y ∈W òàêîâû, ÷òî
l(w) = l(y) + 1. Ïî àêñèîìå BN4 ìû èìååì, ÷òî ëèáî BnsB · BnwB = BnsnwB, ëèáî nsBnw ∩ BnwB 6= ∅.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåí âòîðîé ñëó÷àé. Òîãäà nsBny ∩ BnwBnt 6= ∅. Äàëåå l(sy) > l(y) è, çíà÷èò, ïî
èíäóêöèè, ñïðàâåäëèâî nsBny ⊆ BnsnyB, îòêóäà BnsnyB ∩ BnwBnt 6= ∅. Ïåðåõîäÿ ê îáðàòíûì ýëåìåíòàì
â àêñèîìå BN4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâ å¼ ¾ïðàâîñòîðîííèé¿ àíàëîã:

nBns ⊆ BnnsB ∪BnB äëÿ ëþáûõ s ∈ S, n ∈ N .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî BnsnyB ∩ BnwntB 6= ∅ èëè BnsnyB ∩ BnwB 6= ∅. Ââèäó ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà,
sy = wt, ëèáî sy = w. Ïåðâîå ðàâåíñòâî äà¼ò sy = yt2 = y, è, çíà÷èò, s = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå
BN3. Âòîðîå ðàâåíñòâî äà¼ò sw = y è, çíà÷èò, l(sw) = l(y) < l(w), ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è BnsB ·BnwB = BnsnwB, êàê è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l(sw) 6 l(w). Ââèäó àêñèîìû BN4, âûïîëíåíî nsBns ⊆ B ∪ BnsB. Èñïîëüçóÿ
àêñèîìó BN3, ýòî âëå÷¼ò, ÷òî nsBns ∩ BnsB 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå è nsB ∩ BnsBns 6= ∅ è nsBnw ∩
BnsBnsnw 6= ∅. Òåïåðü ìû èìååì, ÷òî l(ssw) = l(w) > l(sw) è, çíà÷èò, BnsBnsnw = BnwB, ïî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî nsBnw ∩BnwB 6= ∅. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî nsnw ∈ BnsnwB, ÷òî äà¼ò
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Òî÷íàÿ ôîðìóëà óìíîæåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 6.1.3 èìååò ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé. Ïîäãðóïïà P
ãðóïïû G, ñîäåðæàùóþ Bg äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé. Íàïðèìåð, ïîäãðóïïû PJ ,
îïðåäåë¼ííûå â ëåììå 6.1.2, ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé PJ è, áîëåå òîãî, PI è PJ ñîïðÿæåíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
I = J .

Ëåììà 6.1.4. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé è n ∈ N . Ïóñòü w � îáðàç ýëåìåíòà n îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà N →W è w = s1 · . . . · sk � ïðèâåä¼ííîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà w. Îáîçíà÷èì
çà J = {s1, . . . , sk} ⊆ S.

Òîãäà ãðóïïû 〈B,n 〉, 〈B,Bn 〉, PJ ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó n = ns1 · . . . · nsk
, òî n ∈ WJ è, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ 〈B,Bn 〉 ≤

〈B,n 〉 ≤ PJ . Òåïåðü PJ = 〈B,ns1 , . . . , nsk
〉. Ïîñêîëüêó l(s1w) < l(w), òåîðåìà 6.1.3 âëå÷¼ò, ÷òî ns1Bn ∩

BnB 6= ∅, îòêóäà ns1 ∈ 〈B,Bn 〉. Àíàëîãè÷íî ns2 ∈ 〈B,Bnsn 〉 = 〈B,Bn 〉, îòêóäà ns1 , . . . , nsk
∈ 〈B,Bn 〉

è PJ ≤ 〈B,Bn 〉.
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Ñëåäñòâèå 6.1.5. Ìíîæåñòâî S � ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ w èç W , ÷òî B ∪BwB ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî S îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Ëåììà 6.1.6. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Òîãäà ïîäãðóïïû PJ � åäèíñòâåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G,
ñîäåðæàùèå B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ B. Òîãäà ïîäãðóïïà M ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B ãðóïïû G è ïî òåîðåìå 6.1.3, êàæäûé òàêîé äâîéíîé ñìåæíûé êëàññ
ñîäåðæèò ýëåìåíò èç N . Òàêèì îáðàçîì, M ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïîé B è íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ
èç N . Ïóñòü nα ∈ N ∩M . Ïî ëåììå 6.1.4, 〈B,nα 〉 = PJα

äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïîäìíîæåñòâà Jα ìíîæåñòâà S.
Çíà÷èò, M = PJ , ãäå J = ∪Jα.

Ëåììà 6.1.7. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Òîãäà NG(PJ) = PJ äëÿ ëþáîãî J ⊆ S. Áîëåå òîãî, ðàçëè÷íûå
ïîäãðóïïû PJ , PK íå ìîãóò áûòü ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó NG(PJ) ñîäåðæèò B, ëåììà 6.1.6 âëå÷¼ò, ÷òî NG(PJ) ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïîé
B è íåêîòîðûìè èç ýëåìåíòîâ èç N . Ïóñòü n ∈ N ∩NG(PJ). Òîãäà ïî ëåììå 6.1.4 âûïîëíåíî PJ ≥ 〈B,Bn 〉 =
〈B,n 〉, ò. å. n ∈ PJ è PJ = NG(PJ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî PJ è PK ñîïðÿæåíû â G. Ïóñòü P gJ = PK , ãäå g = b1nb2 è b1, b2 ∈ B, n ∈ N . Òîãäà
PnJ = PK , çíà÷èò, PK ≥ 〈B,Bn 〉 = 〈B,n 〉 è PJ = PK .

Ëåììà 6.1.8. Ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî óäàëèòü íåêîòîðûé ýëåìåíò s ∈ S òàêèì îáðàçîì, ÷òî S =
S\{s} ïî ïðåæíåìó ïîðîæäàåòW . Òîãäà ãðóïïàG ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ BN -ïàðîé, â êîòîðîé âìåñòî ìíîæåñòâà
S âçÿòî ìíîæåñòâî S. Ðàññìîòðèì s = s1 · . . . · sk � ïðèâåä¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ s, â êîòîðîì âñå si ∈ S.
Ïóñòü n � ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà s â N è ïóñòü J = {s1, . . . , sk}. Ïî ëåììå 6.1.4 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî 〈B,n 〉 = PJ . Ââèäó ðàçëîæåíèÿ Áðþà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 〈B,n 〉 = B ∪ BnB è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
PJ ⊇ B ∪Bns1B ∪ . . . ∪Bnsk

B, ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 6.1.9. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Òîãäà ïîäãðóïïû PI , PJ ñîâïàäàþò â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè I = J . Áîëåå òîãî, PI ∩ PJ = PI∩J . Ïîñêîëüêó 〈PI , PJ 〉 = PI∪J , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïîäãðóïïû PI îáðàçóþò ðåø¼òêó, èçîìîðôíóþ ðåø¼òêå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I, J � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà S. Ïîñêîëüêó PI∩PJ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
G, ñîäåðæàùåé B, òî ëåììà 6.1.6 âëå÷¼ò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå K ⊆ S, ÷òî PK = PI ∩ PJ . Î÷åâèäíî, ÷òî
PI∩J ≤ PK . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî PI∩J 6= PK . Òîãäà K íå ñîäåðæèòñÿ ëèáî â I, ëèáî â J , ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî K íå ñîäåðæèòñÿ â J . Îäíàêî, PK ≤ PJ è, çíà÷èò, ðàçëîæåíèå Áðþà âëå÷¼ò NK ≤ NJ . Ñëåäîâàòåëüíî,
WK ≤WJ . Ïóñòü s ∈ K \L. Òîãäà s ∈WK è ïîýòîìó s ∈WJ . Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî s âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû
èç S \ {s}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.1.8.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî PJ = PI . Åñëè J 6= I, òî J \ I 6= ∅. Ïîñêîëüêó PJ = PJ ∩ PI = PJ∩I , ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî WJ = WJ∩I , ÷òî îïÿòü âëå÷¼ò ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 6.1.8.

Óïðàæíåíèå 6.1.10. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, H � å¼ ìàêñèìàëüíûé òîð,
B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ òîð H è N = NG(H). Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïû B è N
îáðàçóþò BN -ïàðó ãðóïïû G.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ìû ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ïðîñòîòû ãðóïï ñ BN -ïàðîé.

Òåîðåìà 6.1.11. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(à) G = [G,G];

(á) B ðàçðåøèìà;

(â)
⋂
g∈GB

g = {e};

(ã) ìíîæåñòâî S íåëüçÿ ðàçëîæèòü íà òàêèå äâà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà I, J , ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
èç I êîììóòèðóåò ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç J .

Òîãäà G ïðîñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà G1B � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñî-
äåðæàùàÿ B è, ïî ëåììå 6.1.6, ñîâïàäàåò ñ PJ äëÿ íåêîòîðîãî J ⊆ S. Ïóñòü I = S \ J è s ∈ J , t ∈ I. Òîãäà
l(st) > l(s), ïîýòîìó òåîðåìà 6.1.3 âëå÷¼ò, ÷òî BnsB ·BntB = BnsntB. Äàëåå, ïîñêîëüêó G1B = PJ = BNJB,
çíà÷èò, BnsB ∩ G1 6= ∅. Ïîñêîëüêó G1 íîðìàëüíà â G, òî ntBnsBnt ∩ G1 6= ∅. Îäíàêî, ïî àêñèîìå BN4,
ìû èìååì ntBnsBnt ⊆ ntBnsntB ⊆ BnsntB ∪ BntnsntB. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî BnsntB ∩ G1 6= ∅, ëèáî
BntnsntB ∩G1 6= ∅.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò, ÷òî nsnt ∈ NJ , çíà÷èò, nt ∈ NJ è t ∈ WJ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.1.8.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì BntnsntB ∩ G1 6= ∅. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ntnsnt ∈ NJ . Ïîñêîëüêó ntnsnt ∈ N{s,t},
òåîðåìà 6.1.9 âëå÷¼ò, ÷òî ntnsnt ∈ PJ ∩ P{s,t} = P{s} = B ∪BnsB. Çíà÷èò, ëèáî tst = e, ëèáî tst = s. Ïåðâûé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê s 6= e è t−1 = t. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ J , t ∈ I
âûïîëíåíî st = ts. Â ñèëó óñëîâèÿ (ã), ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèáî J = ∅, ëèáî I = ∅.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî I = ∅. Òîãäà J = S è G1B = G. Òàêèì îáðàçîì, G/G1 ' B/G1 ∩ B ðàçðåøèìà. Ïî
ñâîéñòâó (à), âûïîëíåíî G = [G,G], çíà÷èò, G = G1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J = ∅. Òîãäà G1B = B, ïîýòîìó G1 ≤ B. Ïîñêîëüêó G1 íîðìàëüíà â G, ìû èìå-
åì G1 ≤ ∩g∈GBg = {e}.

Óïðàæíåíèå 6.1.12. Ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (à), (â), (ã) òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.

�2 Ðàñùåïëÿåìûå BN-ïàðû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ãðóïïû ñ ðàñùåïëÿåìûìè BN -ïàðàìè è ïîëó÷èì òî÷íóþ ôîðìó
ðàçëîæåíèÿ Áðþà. Íàøå èçëîæåíèå ñëåäóåò [11, 1.6]. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëÿ w ∈ W ÷åðåç nw
ìû îáîçíà÷àåì íåêîòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà w â N .

Ëåììà 6.2.1. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé è W � å¼ ãðóïïà Âåéëÿ. Ðàññìîòðèì w ∈ W è çàïèøåì
w = s1 · . . . · sk, ãäå si ∈ S è k = l(w). Ïóñòü s ∈ S è ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(sw) < l(w).

Òîãäà sw = s1 · . . . · si−1 · si+1 · . . . · sk äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 6.1.4 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ns ∈ BnwBn−1
w B. Â ñèëó òî÷íîé ôîðìóëû óìíîæåíèÿ,

íàéäåííîé â òåîðåìå 6.1.3, èíäóêöèåé ïî l(w) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

BnwBn
−1
w B =

⋃
16i1<...<im6k,(06m6k)

Bnsi1
· . . . · nsim

· n−1
w B.

Ñëåäîâàòåëüíî, s = xw−1 = si1 · . . . · simw−1 äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 i1 < . . . < im 6 k. Âû÷èñëèì xw−1, óìíîæàÿ
ìíîæèòåëè â ýòîì âûðàæåíèè äëÿ x. Òîãäà íà êàæäîì øàãå äëèíà ëèáî óìåíüøàåòñÿ, ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 1. Â êîíöå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = l(s) = l(xw−1) > k − m > 0, îòêóäà ëèáî m = k, ëèáî m = k − 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àåì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x = w è s = e, ïðîòèâîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
x = s1 · . . . · si−1si+1 · . . . · sk, ÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Ëåììà 6.2.2. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò w0 ∈W ìàêñèìàëüíîé
äëèíû. Êðîìå òîãî, w0 åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì, ÷òî l(sw) < l(w) äëÿ âñåõ s ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó W êîíå÷íà, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò w0 ∈ W , ÷òî l(w)] 6 l(w0) äëÿ âñåõ
w ∈W . Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî l(w), ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈W ñïðàâåäëèâî

l(ww0) = l(w0)− l(w). (6.1)

Åñëè l(w) = 0, òî w = 1 è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l(w) = k + 1, ãäå k > 0 è çàïèøåì
w = s1 · . . . · sk · s, ãäå s, si ∈ S. Òîãäà, ïî èíäóêöèè, m = l(s1 · . . . · skw0) = l(w0) − k. Ðàññìîòðèì òåïåðü
ïðèâåä¼ííîå âûðàæåíèå s1 · . . . · sk ·w0 = t1 · . . . · tm, ãäå tj ∈ S. Òîãäà w0 = s1 · . . . · sk · t1 · . . . · tm � ïðèâåä¼ííîå
âûðàæåíèå äëÿ w0. Ïîñêîëüêó l(sw0) < l(w0), ëåììà 6.2.1 âëå÷¼ò, ÷òî ëèáî sw0 = sk·. . .·si+1·si−1·. . .·s1·t1·. . .·tm
äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k, ëèáî sw0 = sk · . . . · s1 · t1 · . . . · tj−1 · tj+1 · . . . · tm äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 j 6 m.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ssk · . . . · s1 = sk · . . . · si+1 · si−1 · . . . · s1, îòêóäà l(w) = l(w−1) 6 k − 1,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåí âòîðîé ñëó÷àé è ýòî çíà÷èò, ÷òî ww0 = t1 · . . . · tj−1 · tj+1 · . . . · tm.
Ïîýòîìó l(ww0) = m− 1 = l(w0)− k − 1 = l(w0)− l(w), ÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Äàëåå, ïîëàãàÿ w = w0 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî l(w2
0) = 0 è, çíà÷èò, w2

0 = e. Ïóñòü òåïåðü w ∈ W � äðóãîé
ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî l(w) = l(w0). Âíîâü l(ww0) = 0, îòêóäà w = w−1

0 = w0. Íàêîíåö ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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w ∈ W âûáðàí òàê, ÷òîáû l(sw) < l(w) äëÿ âñåõ s ∈ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(w) < l(w0). Òîãäà, â ñèëó (6.1),
âûïîëíåíî l(ww0) = l(w0)− l(w) > 0 è, çíà÷èò, l(sww0) < l(ww0) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S. Âíîâü ïðèìåíÿÿ (6.1)
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî l(sw) > l(w).

Ëåììà 6.2.3. Ïóñòü s ∈ S è w ∈W âûáðàíû òàê, ÷òî l(sw) = l(w) + 1. Òîãäà nsBns ∩BnwBn−1
w ⊆ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî. Òîãäà, ïîñêîëüêó nsBns ⊆ B ∪ BnsB,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî BnsB ∩BnwBn−1

w 6= ∅ è, çíà÷èò, BnsBnw ∩BnwB 6= ∅. Êðîìå òîãî, àêñèîìà BN4 âëå÷¼ò,
÷òî BnsBnw ⊆ BnsnwB ∪ BnwB, çíà÷èò, BnsBnw 6⊆ BnsnwB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òî÷íîé ôîðìå óìíîæåíèÿ,
ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 6.1.3.

Äëÿ óäîáñòâà, äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Bw = Bnw è Bw = B ∩ Bnw0w , ãäå
w ∈W .

Ëåììà 6.2.4. Ïóñòü y, w ∈W òàêîâû, ÷òî l(yw) = l(y) + l(w).
Òîãäà B ∩Byw ⊆ B ∩Bw. Áîëåå òîãî, åñëè BN -ïàðà ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé, òî B ∩Bw0 = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî l(y). Ïðè l(y) = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
l(y) = 1, òîãäà y = s ∈ S. Ïî ëåììå 6.2.3 ìû èìååì

nw(B ∩Bsw)n−1
w = nw(B ∩ n−1

w n−1
s Bnsnw)n−1

w = nwBn
−1
w ∩ nsBns ⊆ B

è, çíà÷èò, B ∩ Bsw ⊆ B ∩ Bw. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l(y) > 1 è âûáåðåì òàêîé s ∈ S, ÷òî l(ys) < l(y).
Ïîëîæèì y′ = ys è w′ = sw. Òîãäà yw = y′w′ è l(y′w′) = l(y′) + l(w′). Ïî èíäóêöèè ìû èìååì, ÷òî B ∩Byw ⊆
B ∩Bw′ = B ∩Bsw. Ïî óæå äîêàçàííîìó, ìû ïîëó÷àåì B ∩Bsw ⊆ B ∩Bw, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü B∩Bw0 . Ïóñòü y ∈W . Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.1) ìû ìîæåì çàïèñàòü w0 = xy, ãäå x ∈W
è l(w0) = l(x) + l(y). Òîãäà B ∩ Bw0 = B ∩ Bxy ⊆ By âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y ∈ W è, çíà÷èò, B ∩ Bw0 ⊆⋂
y∈W By ⊆

⋂
n∈N B

n = H ïî àêñèîìå BN5.

Ëåììà 6.2.5. Ïóñòü s ∈ S è w ∈ W òàêîâû, ÷òî l(ws) = l(w) + 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

(à) B = Bs ·Bw0s = Bw0s ·Bs è H $ Bs;

(á) Bs ⊆ Bw0w;

(â) Bws = Bs ·Bsw = Bsw ·Bs.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü y = w0s, òîãäà ïî (6.1) ìû èìååì l(ys) = l(y)+1 è, çíà÷èò, l(sy−1) = l(y−1)+1.
Ââèäó òî÷íîé ôîðìóëû óìíîæåíèÿ, ïîëó÷åííîé â ðàçëîæåíèè Áðþà (òåîðåìà 6.1.3), ñïðàâåäëèâî nsBn

−1
y ⊆

Bnsn
−1
y B è, çíà÷èò, B ⊆ n−1

s Bnsn
−1
y Bny = Bs ·By.

Ïóñòü b ∈ B. Òîãäà b = b′ ·b′′, ãäå b′ ∈ Bs è b′′ ∈ By. Äàëåå b′ ∈ nsBns∩Bn−1
y Bny ⊆ B (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå

ñëåäóåò èç ëåììû 6.2.3) è, çíà÷èò, b′, b′′ îáà ëåæàò â B. Ñëåäîâàòåëüíî, B = (B ∩Bs) · (B ∩By) = Bw0s ·Bs.
Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê îáðàòíûì ýëåìåíòàì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî B = Bs · Bw0s. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî,
÷òî H ⊆ Bs. Åñëè Bs = H, òî B = Bw0s = B ∩Bs è, çíà÷èò, nsBns = B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå BN3.

(á) Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.1), ìû ìîæåì çàïèñàòü w0 = yws, ãäå y ∈W âûáðàí òàê, ÷òî l(w0) = l(y)+ l(ws) =
l(y) + l(w) + 1. Òîãäà w0s = yw, ãäå l(w0s) = l(w0)− 1 = l(y) + l(w), ïîýòîìó ëåììà 6.2.4 âëå÷¼ò

Bs = B ∩Bw0s = B ∩Byw ⊆ B ∩Bw = Bw0w.

(â) Â ñèëó (à) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B = Bs ·Bw0s. Çàìåòèì, ÷òî l(w0wss) = l(w0)− l(w) = l(w0)− l(ws)+
1 = l(w0ws) + 1 è, çíà÷èò, Bs ⊆ Bws (â ñèëó (á)). Òàêèì îáðàçîì,

Bws = Bws ∩B = Bws ∩Bs ·Bw0s = BsBws ∩BsBw0s = Bs(Bws ∩Bw0s).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Bws ∩Bw0s = Bsw. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî

Bws ∩Bw0s = B ∩Bw0ws ∩Bs = n−1
s (Bs ∩Bw0w ∩B)ns = n−1

s (Bs ∩Bw)ns.

Äàëåå l(w0ws) = l(w0)−l(w)−1 = l(w0w)−1 è, çíà÷èò, ìîæíî çàïèñàòü w0w = xs, ãäå x ∈W òàêîâ, ÷òî l(xs) =
l(x)+1. Ïî ëåììå 6.2.4 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Bw = B∩Bw0w ⊆ Bs. Ñëåäîâàòåëüíî, Bws ∩Bw0s = n−1

s Bwns.
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Ëåììà 6.2.6. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ íàñûùåííîé BN -ïàðîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ W ñïðàâåäëèâî B =
Bw ·Bw0w = Bw0w ·Bw.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Äëÿ ëþáûõ s ∈ S è w ∈W , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî l(sw) = l(w) + 1, ñïðàâåäëèâî Bsw = Bw ·Bws . (6.2)

Ïðè l(w) = 0 ìû èìååì w = e è, çíà÷èò, ïî ëåììå 6.2.4 ñïðàâåäëèâî Be = B ∩ Bw0 = H. Òàêèì îáðàçîì,
Bs = Be · Bs. Ïóñòü òåïåðü l(w) > 0 è âûáåðåì òàêîé t ∈ S, ÷òî l(wt) < l(w). Ìû ïîëàãàåì y = wt,
òîãäà sw = syt è l(sy) = l(y) + 1. Çíà÷èò, Bsw = Bsyt = Btsy · Bt (ïî ëåììå 6.2.5(â)), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü

ðàâíî n−1
t (By · Bys )ntBt = (Bys · By)tBt ïî èíäóêöèè. Îòñþäà, âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.2.5(â), ìû ïîëó÷àåì

Bsw = Byts ·Bty ·Bt = Byts ·Byt = Bws ·Bw.
Äîêàæåì òåïåðü ðàçëîæåíèå B = Bw · Bw0w èíäóêöèåé ïî l(w). Åñëè l(w) = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(w) > 0 è çàïèøåì w = sy, ãäå s ∈ S è y ∈ W òàêîâû, ÷òî l(sy) = l(y) + 1. Èñïîëüçóÿ
(6.2), ìû ïîëó÷àåì Bw · Bw0w = Bsy · Bw0sy = By · Bys · Bw0sy. Çàìåòèì, ÷òî Bw0sy = B ∩ Bsy = Bsyw0(sy)−1 .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 6.2.5(â) è èíäóêöèþ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Bw ·Bw0w = By ·Bys ·B
sy
w0(sy)−1 = By · n−1

y (Bs ·Bsw0(sy)−1)ny = By · n−1
y Bw0(sy)−1sny = By ·Byw0y−1 .

Òåïåðü ìû çàìå÷àåì, ÷òî Byw0y−1 = Bw0y, ò. å. Bw ·Bw0w = By ·Bw0y = B

Óïðàæíåíèå 6.2.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ëåììà 6.2.6 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé BN -ïàðû (à íå òîëüêî äëÿ íàñû-
ùåííîé BN -ïàðû).

Îïðåäåëåíèå 6.2.8. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ BN -ïàðîé. Ãîâîðÿò, ÷òî BN -ïàðà ðàñùåïëÿåìà, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà U �B, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(BNS1) Ïóñòü H = B ∩N . Òîãäà B = H i U .

(BNS2) Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî Un ≤ U .

Òåîðåìà 6.2.9. (òî÷íàÿ ôîðìà ðàçëîæåíèå Áðþà) Ïóñòü G � ãðóïïà ñ íàñûùåííîé ðàñùåïëÿåìîé BN -
ïàðîé. Ïîëîæèì Uw = U ∩n−1

w0wUnw0w = U ∩Bw0w äëÿ âñåõ w ∈W (î÷åâèäíî, ÷òî w íå çàâèñèò îò âûáîðà
w, ïîñêîëüêó U íîðìàëüíà â B).

Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ BnwB çàïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå g = bnwu, ãäå b ∈ B, u ∈ Uw.
Áîëåå òîãî, Uw 6= {1} äëÿ âñåõ íååäèíè÷íûõ w ∈W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Uw = Unw äëÿ âñåõ w ∈W . Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Bw = UwH äëÿ
âñåõ w ∈ W . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó H � N è B = UH, ìû èìååì B ∩ Bw = UH ∩ UwH ⊇ (U ∩ Uw)H.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü g ∈ B ∩ Bw. Òîãäà g = n−1

w unwh = u′h′, ãäå
u, u′ ∈ U è h, h′ ∈ H. Ïîñêîëüêó g ∈ B, òî unw ∈ Unw ∩ B ⊆ U , ïî àêñèîìå 2 äëÿ ðàñùåïëÿåìîé BN -
ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, ïî àêñèîìå 1 ðàñùåïëÿåìîé BN -ïàðû, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî unw = u′ è h = h′, çíà÷èò,
g ∈ (U ∩ Uw)H. Çàìåíÿÿ òåïåðü w íà w0w, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Bw = UwH.

Äàëåå ëåììà 6.2.6 âëå÷¼ò ðàâåíñòâà U = Uw · Uw0w = Uw0w · Uw äëÿ âñåõ w ∈ W . Çàìåòèì òàêæå,
÷òî nwUw0wn

−1
w = nw(U ∩ Unw)n−1

w = nwUn
−1
w ∩ U ⊆ U, ñëåäîâàòåëüíî, BnwB = BnwHU = BnwU =

BnwUw0wUw = BnwUw. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå Áðþà (òåîðåìà 6.1.3) âëå÷¼ò, ÷òî G ïðåäñòàâèìà â âèäå
íåïåðåñåêàþùåãîñÿ îáúåäèíåíèÿ G =

⋃
w∈W BnwUw è îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü g ∈ BnwUw è çàïèøåì g = bnwu = b′nwu
′, ãäå b, b′ ∈ B è u, u′ ∈ U . Òîãäà nwu(u′)−1n−1

w = b−1b′ ∈
nw(U ∩Uw0w)n−1

w ∩B ⊆ B ∩Uw0 , ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî B ∩Uw0 = {e}. Ïî ëåììå 6.2.3 ìû èìååì
B∩Uw0 ⊆ B∩Bw0 = H. Â ñèëó àêñèîìû 2 ðàñùåïëÿåìîé BN -ïàðû, ìû òàêæå èìååì B∩Uw0 ⊆ U è, çíà÷èò,
ýòî ïåðåñå÷åíèå äîëæíî áûòü òðèâèàëüíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Uw = {e}. Òîãäà ìû èìååì Bw = H. Åñëè w 6= e, òî ñóùåñòâóåò òàêîé s ∈ S, ÷òî
l(ws) = l(w)− 1. Ïî ëåììå 6.2.5 ìû èìååì Bw = Bs ·Bsws ⊇ Bs % H, ïðîòèâîðå÷èå.

Óïðàæíåíèå 6.2.10. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ µ : Uw × Uw0w → U ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Óïðàæíåíèå 6.2.11. Ïóñòü GF (q) � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ è GLn(q) � ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö ñòåïåíè n íàä ýòèì ïîëåì. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö B = Tn(q) è ïîäãðóïïà
ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö N ãðóïïû GLn(q) îáðàçóþò ðàñùåïëÿåìóþ íàñûùåííóþ BN -ïàðó è íàéòè ïîðÿäîê
ãðóïïû GLn(q), èñïîëüçóÿ òî÷íóþ ôîðìó ðàçëîæåíèÿ Áðþà.
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�3 Ãðóïïû Êîêñòåðà

Èíîãäà ãðóïïû Âåéëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñòðàêòíûå ãðóïïû Êîêñ-
òåðà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì ãðóïïû Êîêñòåðà è äîêàæåì òåîðåìó îá èõ èçîìîðôèçìå. Íàøå
èçëîæåíèå ñëåäóåò [17, 29.4].

Ïóñòü Ŵ � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè ŝ1, . . . , ŝn è ñîîòíîøåíèÿìè (ŝiŝj)mij = e,

ïðè÷¼ì mii = 1 äëÿ âñåõ i è âñå mij êîíå÷íû. Òîãäà ãðóïïà Ŵ íàçûâåòñÿ ãðóïïîé Êîêñòåðà. Ïóñòü G �
ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà ñ BN -ïàðîé è ïóñòü W � å¼ ãðóïïà Âåéëÿ, ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ èíâîëþöèé
s1, . . . , sn. Îïðåäåëèì mij = |sisj |. Â âåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.3.1. Ïóñòü mij � ïîðÿäîê ýëåìåíòà sisj â ãðóïïå Âåéëÿ W è Ŵ � ãðóïïà Êîêñòåðà, ïîðîæ-
ä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè ŝ1, . . . , ŝn è ñîîòíîøåíèÿìè (ŝiŝj)mij = e.

Òîãäà ãîìîìîðôèçì π : Ŵ →W ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà π î÷åâèäíî, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èíúåêòèâíîñòü.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè si1 · . . . · sik , sj1 · . . . · sjk � äâà ïðèâåä¼ííûõ ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå

ýëåìåíòà s ∈W , òî â ãðóïïå Ŵ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ŝi1 · . . . · ŝik = ŝj1 · . . . · ŝjk . Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè
èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïîñêîëüêó l(sj1s) = l(s)−1 < l(s), òî ëåììà 6.2.1 âëå÷¼ò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîåm 6 k, äëÿ êîòîðîãî sj1s = si1 ·. . .·sim−1 ·sim+1 ·. . .·sik . Ïî èíäóêöèè ìû èìååì ðàâåíñòâî
ŝi1 · . . . · ŝim−1 · ŝim+1 · . . . · ŝik = ŝj2 · . . . · ŝjk . Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ŝj1 · ŝi1 · . . . · ŝim−1 · ŝim+1 · . . . · ŝik =
ŝj1 · ŝj2 · . . . · ŝjk . Åñëè ïðè ýòîì m < k, òî ïðèìåíåíèå èíäóêöèè ê ýëåìåíòó sj1 · si1 · . . . · sim−1 = si1 · . . . · sim
äà¼ò íàì ðàâåíñòâî ŝj1 · ŝi1 · . . . · ŝim−1 = ŝi1 · . . . · ŝim , îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî ŝj1 · ŝi1 · . . . · ŝik−1 = ŝi1 · . . . · ŝik (ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðíî
ðàâåíñòâî sj1 · si1 · . . . · sik−1 = si1 · . . . · sik). Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ŝi1 ñëåâà è ïîâòîðèâ òå
æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî èíäóêöèè, ëèáî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ðàâåíñòâî ŝi1 · ŝj1 · ŝi1 · . . . · ŝik−2 = ŝj1 · ŝi1 · . . . · ŝik−1 (ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî si1 ·sj1 ·si1 · . . . ·
sik−2 = sj1 · si1 · . . . · sik−1). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ðàâåíñòâà ŝi1 · ŝj1 · ŝi1 · . . .︸ ︷︷ ︸

t ðàç

= ŝj1 · ŝi1 · ŝj1 · . . .︸ ︷︷ ︸
t ðàç

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ðàâåíñòâ â ãðóïïå W . Íî

ýòî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ |ŝi1 ŝj1 | = |si1sj1 |.
Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì ϕ : W → Ŵ , ïðàâèëîì ϕ : si1 · . . . ·

sik 7→ ŝi1 · . . . · ŝik , ãäå âûðàæåíèå si1 · . . . · sik ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ϕπ ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà W , îòêóäà ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü.

�4 BN-ïàðû â àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà àêñèîì BN -ïàðû â ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ãðóïïàõ. Âåçäå â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà, B � å¼ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèéñÿ â B, è U = Ru(B) �
óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû G. Ïî ñëåäñòâèþ 5.7.8 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî CG(T ) = T , òàê ÷òî CU (T ) = {e}.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G ïðÿìî ïîðîæäåíî ïîäìíîæåñòâàìè H1, . . . ,Hk (â
çàäàííîì ïîðÿäêå), åñëè ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ H1 × . . .×Hk → H ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ëåììà 6.4.1. Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ T -èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû U . Òîãäà ãðóïïà H ñâÿçíà è
ïðÿìî ïîðîæäåíà òåìè ïîäãðóïïàìè Uα, äëÿ êîòîðûõ L(Uα) = gα ñîäåðæèòñÿ â L(H) = h (ïðè ýòîì
ãðóïïû Uα ìîæíî âçÿòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ψ = Φ(H,T ), ò. å. h =
⊕

α∈Ψ gα. Óïîðÿäî÷èì Ψ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïóñòü
Ψ = {α1, . . . , αn} è ïóñòü π : Uα1 × . . . × Uαn → H � ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå
ìîðôèçìà ψ êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ïðè α ∈ Ψ ãðóïïà Uα ëåæèò â H (ñì. òåîðåìó 5.8.2). Ïîêàæåì, ÷òî
ìîðôèçì π áèåêòèâåí.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ãðóïïà H ñâÿçíà. Åñëè, êðîìå òîãî H êîììóòàòèâíà, òî π ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì ãðóïï, ïðè÷¼ì Ker(π) êîíå÷íî (ïîñêîëüêó π îòîáðàæàåò Uαi íà Uαi) è T -èíâàðèàíòíî (ïîñêîëü-
êó ìîðôèçì π ÿâëÿåòñÿ T -ýêâèâàðèàíòíûì). Ââèäó ëåììû 4.3.1(ã), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T öåíòðàëèçóåò
Ker(π). Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, {e} = CU (T ) > CH(T ), ñëåäîâàòåëüíî, Ker(π) = {e}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
dimH = dim h = n = dimUα1 + . . .+ dimUαn , ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà (Uα1 × . . .× Uαn)π ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé
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ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïûH, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñH. Ââèäó ñâÿçíîñòè ãðóïïûH ìû ïîëó÷àåì,
÷òî (Uα1 × . . .× Uαn)π = H, ò. å. ìîðôèçì π ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Åñëè ãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé è îáëàäàåò öåíòðîì ïîëî-
æèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè Z = Z(H)0 (ñëåäñòâèå 5.1.3), êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíûì. Èç
ðàññìîòðåííîãî êîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Z ïðÿìî ïîðîæäåíà ñîäåðæàùèìèñÿ â íåé ïîä-
ãðóïïàìè Uα (âçÿòûìè â ëþáîì ïîðÿäêå). Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðàëüíûå ïîäãðóïïû Uα íàõî-
äÿòñÿ â êîíöå è ñîâïàäàþò ñ Uαk+1 , . . . , Uαn . Åñëè ϕ : H → H/Z � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì, òî ãðóïïà

T äåéñòâóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà H/Z. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó L(H/Z) =
⊕k

i=1 gαi ≤ h è Ch(T ) = {0},
ëåììà 5.3.6 âëå÷¼ò, ÷òî CH/Z(T ) = {e}. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî Hϕ ïðÿìî
ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè Uϕα1

, . . . , Uϕαk
(â ëþáîì ïîðÿäêå). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà H ïðÿìî ïîðîæäåíà

ãðóïïàìè Uα1 , . . . , Uαn
(â ëþáîì ïîðÿäêå).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé. Ïóñòü V � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû U , ïðÿìî
ïîðîæä¼ííîå òåìè èç Uα, êîòîðûå íå âõîäÿò â H

0. Ïðèâåä¼ííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñâÿçíîãî ñëó÷àÿ
ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî U = H0V , ñëåäîâàòåëüíî, H ïðÿìî ïîðîæäåíà ìíîæåñòâàìè H0 è H ∩ V . Íî
ìíîæåñòâî H ∩ V êîíå÷íî (òàê êàê V ∩ H0 = {e} è |H : H0| êîíå÷åí) è T -èíâàðèàíòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, T
öåíòðàëèçóåò H ∩ V è ïîýòîìó H ∩ V ≤ CU (T ) = {e}.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {r1, . . . , rk} = Ψ ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé Φ+ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî Ur1 . . . Xrk

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû U . Ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé ñëó-
÷àé. Ïóñòü n ∈ N è σ ∈W � åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà. Ïîñêîëüêó T = NN (U), ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Uσ = Un. Ââèäó òåîðåìû 5.8.2(á), äëÿ ëþáîé êîðíåâîé ïîäãðóïïû Uα ñïðà-
âåäëèâî Unα = Uασ . Ïóñòü B− = TU− � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ T è ïðîòèâîïîëîæíàÿ B = TU .
Òîãäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äâå T -èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû U : Uσ = U ∩ (U−)σ è U ′

σ = U ∩ Uσ
(ìû õîòèì îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷åðåç Uσ îáîçíà÷åíà ãðóïïà U ∩ (U−)σ; ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ Áðþà â àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ ñîâïàäàëè ñ îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ðàçëîæåíèÿ
Áðþà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà). Ýòèì ïîäãðóïïàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèÿ Φ−

σ = {α ∈ Φ+|ασ < 0} è
Φ+σ = {α ∈ Φ+|ασ > 0}. Ëåììà 6.4.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî U = UσU

′
σ = U ′

σUσ, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ãðóïïà U íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï Uσ è U

′
σ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α ∈ Π � ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü è ðàññìîòðèì σ = σα. Ïî ëåììå 2.1.6,
îòîáðàæåíèå σα ïåðåñòàâëÿåò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, îòëè÷íûå îò α, ïîýòîìó Φ+

σα
= Φ+ \ {α} è U ′

σα
èìååò

êîðàçìåðíîñòü 1 â U . Ïî ñëåäñòâèþ 5.1.4 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî U ′
σα

íîðìàëüíà â U è, ñëåäîâàòåëüíî, â B. Òàê
êàê σ2

α = e, òî è σα íîðìàëèçóåò U ′
σα
. Çíà÷èò, âñÿ ãðóïïà Zα íîðìàëèçóåò U ′

σα
.

Ëåììà 6.4.2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1 (â ÷àñòíîñòè, |W | = 2 è
σ � åäèíñòâåííûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû W ).

Òîãäà G = B ∪BσB. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïû B,N îáðàçóþò BN -ïàðó ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü äëÿ ãðóïïû G/R(G), ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà. Áîëåå òîãî, åñëè Z(G) 6= {e}, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ãðóïïó
G íà G/Z(G) è, òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàòü, ÷òî Z(G) òðèâèàëåí. Â âèäó òåîðåìû 5.7.2(å), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

G ' PGL2(F), B � ïîäãðóïïà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö è σ � îáðàç ìàòðèöû

(
0 1
1 0

)
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåí-

íîãî ãîìîìîðôèçìà GL2(F) → PGL2(F). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ
ìàòðèöà èç GLn(F) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíîé è òðàíñâåêöèé.

Òåîðåìà 6.4.3. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � å¼ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ñ ìàêñèìàëüíûì
òîðîì T è óíèïîòåíòíûì ðàäèêàëîì U , N = NG(T ) � ìîíîìèàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Òîãäà ïîäãðóïïû B,N îáðàçóþò ðàñùåïëÿåìóþ íàñûùåííóþ BN -ïàðó ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå àêñèîì (BN1)�(BN3), (BN5), à òàêæå àêñèîì (BNS1) è (BNS2) ëåãêî ñëåäóåò
èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé ãëàâû è èõ ïðîâåðêó ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Çäåñü ìû ïðîâåðèì ëèøü àêñèîìó
(BN4). Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà S íåîáõîäèìî âçÿòü ìíîæåñòâî {σα|α ∈ Π}. Òàêèì îáðàçîì,
îáîçíà÷àÿ çà nα íåêîòîðûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà σα â ãðóïïå N , íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå nαBn ⊆
BnαnB ∪BnB. Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, ýëåìåíò nα íîðìàëèçóåò U ′

σα
, ñëåäîâàòåëüíî, 〈nα, B〉 = Zα i U ′

σα
�

ãðóïïà ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1 (óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ U ′
σα
).

Ðàññìîòðèì òî÷êó nB ∈ B. Å¼ ñòàáèëèçàòîð â Zα åñòü îäíà èç áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï Bα èëè B′
α ãðóïïû

Zα, ñîäåðæàùèõ òîð T (ñì. ëåììó 5.7.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Zα/Bα áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà
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îðáèòó òî÷êè nB îòíîñèòåëüíî Zα. Ââèäó ëåììû 6.4.2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà îðáèòà Zα(nB) ñîâïàäàåò ñ
B(nB) ∪Bσα(nB). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ZαBnB = ZαU
′
σα
UαnB = U ′

σα
ZαnB = U ′

σα
BnB ∪ U ′

σα
BnαnB = BnB ∪BnαnB,

îòêóäà ñëåäóåò àêñèîìà (BN4).

Óïðàæíåíèå 6.4.4. Ïóñòü ãðóïïà G ðåäóêòèâíà è B1, B2 � å¼ ïîäãðóïïû Áîðåëÿ. Òîãäà B1 ∩B2 ñîäåðæèò
ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G.

�5 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è ρ : G → GLn(F) � å¼ ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Âåñà-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàþòñÿ îáðàçû â ãðóïïå X(T ) âåñîâ ãðóïïû T ρ íà ïðîñòðàíñòâå V îòíîñèòåëüíî
ãîìîìîðôèçìà X(T ρ) → X(T ). Äëÿ óäîáñòâà, ìû áóäåì îïóñêàòü ρ è ñ÷èòàòü, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ G-ìîäóëåì.
Ïóñòü λ � íåêîòîðûé âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Vλ = {v ∈ V |vt = tλv} âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ
λ. Òîãäà dimVλ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ âåñà λ. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû W íà X(T ), îïðåäåë¼ííîå â
óïðàæíåíèè 5.6.10, äà¼ò íàì äåéñòâèå ãðóïïû W íà âåñàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ. Áîëåå òî÷íî, åñëè n ∈ NG(T ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ýëåìåíòà σ ∈W , òî V nλ = Vλσ , çíà÷èò, âñå âåñà â îäíîé W -îðáèòå èìåþò îäèíàêîâóþ
êðàòíîñòü.

Ââèäó òåîðåìû 4.2.4, äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì íà ïîäãðóïïó íåêîòîðîé
ãðóïïû GLn(F). Âåñà ýòîãî èçîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîðîæäàþò ãðóïïó X(T ). Åñëè G � ïðîñòàÿ ãðóïïà,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ìû èìååì, ÷òî Ker(ρ) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà Ker(ρ). Ïðè ýòîì âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó
êîíå÷íîãî èíäåêñà âX(T ). Åñëè ρ = Ad , òî âåñàìè ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíè (êàæäûé
êðàòíîñòè 1) ñ äîáàâëåíèåì òðèâèàëüíîãî âåñà 0 (êðàòíîñòè n = rank(G)).

Ïóñòü òåïåðü ρ � ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîé ãðóïïû G. Òîãäà, ïî ëåììå 5.8.3, äëÿ ëþáîãî α ∈ Φ
ïîäãðóïïà (Uα)ρ îòîáðàæàåò ïðîèçâîëüíîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Vλ â Vλ+kα, ãäå k ∈ N, k > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ãðóïïà (Zα)ρ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàíñòâî

∑
Vλ+kα, k ∈ Z; â ÷àñòíîñòè, λσα = λ+ kα äëÿ íåêîòî-

ðîãî k ∈ Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X(T ) ⊗Z R ýëåìåò σα äåéñòâóåò êàê îòðàæåíèå

λσα = λ− 2 (λ,α)
(α,α)α. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 2 (λ,α)

(α,α) ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Îïðåäåëåíèå 6.5.1. Ïóñòü Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En. Âåêòîð λ èç

En íàçûâàåòñÿ âåñîì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ, åñëè äëÿ ëþáîãî êîðíÿ α ∈ Φ ÷èñëî (λ,α)
(α,α) =< α, λ > ÿâëÿåòñÿ

öåëûì. Ìíîæåñòâî âåñîâ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ áóäåì îáîçíà÷àòü çà Λ(Φ) èëè ïðîñòî çà Λ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è äëÿ ëþáîãî âåñà λ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, âåñ λ ÿâëÿåòñÿ âåñîì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.

Äëÿ ëþáîãî êîðíÿ α ýëåìåíò α̌ = 2α
(α,α) íàçûâàåòñÿ êîêîðíåì êîðíÿ α. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåñà

λ è êîðíÿ α ñïðàâåäëèâî < λ,α >= (λ, α̌), ò. å. ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå âåñàìè ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâó, ïîðîæä¼ííîìó êîêîðíÿìè. Â ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæä¼ííîì âåñàìè èç Λ ñóùåñòâóåò äóàëüíûé áàçèñ
ê áàçèñó, ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî êîêîðíÿìè. Ïóñòü α1, . . . , αn � ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð êîðíåé êîð-
íåâîé ñèñòåìû Φ. Òîãäà α̌1, . . . , α̌n � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî êîêîðíÿìè. Îáîçíà÷èì çà λ1, . . . , λn
äâîéñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî êîêîðíÿìè. Òîãäà (λi, α̌j) = 1 ïðè i = j è 0 ïðè i 6= j, ò. å.
λ1, . . . , λn ëåæàò â Λ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé âåñ èç Λ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé êîìáèíàöèåé âåñîâ
λ1, . . . , λn. Âåñà λ1, . . . , λn íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.

Óïðàæíåíèå 6.5.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé âåñ èç Λ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåñîâ
λ1, . . . , λn.

Óïðàæíåíèå 6.5.3. Ïóñòü P = ZΦ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êîðíÿìè è Q = ZΛ � ñâîáîä-
íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè âåñàìè êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Äîêàçàòü, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Q è íàéäè ôàêòîðãðóïïó Q/P äëÿ âñåõ íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì.

Óïðàæíåíèå 6.5.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîêîðíåé îáðàçóåò êîðíåâóþ ñèñòåìó, íàçûâàåìóþ äâîéñòâåí-
íîé èëè äóàëüíîé äëÿ Φ. Íàéòè äóàëüíûå êîðíåâûå ñèñòåìû äëÿ âñåõ íåðàçëîæèìûõ êîðíåâûõ ñèñòåì.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé êîðåíü òàêæå ìîæíî íàñìàòðèâàòü êàê âåñ êîðíåâîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ
α, β ∈ Φ ÷èñëî < α, β > ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ ZΦ ≤ X(T ) ≤
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ZΛ. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 6.5.3, ãðóïïà ZΛ/ZΦ êîíå÷íà è ïî÷òè âñåãäà öèêëè÷åñêàÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ
Φ = D2n, êîãäà ãðóïïà ZΛ/ZΦ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4. Ôàêòîðãðóïïó ZΛ/ZΦ
â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(Φ). Ôàêòîðãðóïïà ZΛ/X(T ) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç π(G)
è íàçûâàòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè π(G) = {e}. Â äðóãîì êðàéíåì ñëó÷àå, êîãäà π(G) = ∆(Φ), ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ïðèñîåäèí¼ííîãî òèïà.

�6 Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ñâåä¼ì
å¼ äîêàçàòåëüñòâî ê èçó÷åíèþ ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï ðàíãà 2. Âåçäå â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, åñëè
íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé è ïðîñòîé. Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ Φ ÷åðåç Tα îáîçíà÷åíà
ïîäãðóïïà (Ker(α))0 ìàêñèìàëüíîãî òîðà T è ÷åðåç Zα � å¼ (ñâÿçíûé) öåíòðàëèçàòîð CG(Tα). Îáîçíà÷èì
Zαβ = CG((Tα ∩ Tβ)0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φαβ ïîäñèñòåìó ñèñòåìû Φ, ïîðîæä¼ííóþ êîðíÿìè α è β. Çàìåòèì,
÷òî Zα,β ñâÿçíà è ðåäóêòèâíà. Áîëåå òîãî, îíà ïîðîæäåíà ãðóïïàìè Zα, Zβ = 〈T,U±α, U±β〉, ñëåäîâàòåëüíî,
Φ(Zαβ) = Φαβ . Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå Φαβ ⊆ Φ(Zαβ) î÷åâèäíî. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî γ ∈ Φ \Φαβ ãðóïïà
Uγ íå öåíòðàëèçóåò òîð (Tα∩Tβ)0 (ñì. òåîðåìó 5.8.2(â)). Ñëåäîâàòåëüíî, gγ 6≤ L(Zαβ) è γ 6∈ Φ(Zαβ). Ïîëîæèì
òàêæå, äëÿ óäîáñòâà Zαα = Zα.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå, êîòîðóþ ìû áóäåì äîêàçûâàòü â ýòîì è â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôàõ.

Òåîðåìà 6.6.1. Ïóñòü G,H � ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ Φ(G) ' Φ(H) è ∆(G) '
∆(H). Òîãäà ãðóïïû G è H èçîìîðôíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1, B1,Φ ìàêñèìàëüíûé òîð, ïîäãðóïïó Áîðåëÿ è êîðíåâóþ ñèñòåìó ãðóïïû G, à ÷åðåç
T2, B2,Φ � ìàêñèìàëüíûé òîð, ïîäãðóïïó Áîðåëÿ è êîðíåâóþ ñèñòåìó ãðóïïû H (ïî óñëîâèþ òåîðåìû, êîð-
íåâûå ñèñòåìû èçîìîðôíû è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ îäèí è òîò æå ñèìâîë). Ðàññìîòðèì åâêëèäîâû
ïðîñòðàíñòâà E1 = X(T1) ⊗Z R è E2 = X(T2) ⊗Z R. Ïîñêîëüêó Φ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâà E1 è E2, ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì f : E1 → E2, ñîõðàíÿþùèé ïðîèçâåäåíèå êîðíåé < α, β >. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
èçîìîðôèçì ðåø¼òîê âåñîâ ZΛ1 è ZΛ2.

Äàëåå, ZΦ ≤ X(T1) ≤ ZΛ è ZΦ ≤ X(T2) ≤ ZΛ. Â ñèëó óïðàæíåíèÿ 6.5.3, äëÿ âñåõ êîðíåâûõ ñèñòåì, êðîìå
D2n ãðóïïà ZΛ/ZΦ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïû X(T1) è X(T2) èçîìîðôíû.

Óïðàæíåíèå 6.6.2. Äîêàçàòü, ÷òî è â ñëó÷àå êîðíåâîé ñèñòåìû D2n ãðóïïû X(T1) è X(T2) èçîìîðôíû.

Äàëåå, êàæäîìó èçîìîðôèçìó f−1 : X(T2) → X(T1) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì ϕT : T1 →
T2. Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü åãî äî èçîìîðôèçìà ϕ : G → H àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå.

Òåîðåìà 6.6.3. Ïóñòü G,H � ïîëóïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ñ ìàêñèìàëüíûìè òîðàìè T1, T2 è
êîðíåâûìè ñèñòåìàìè Φ1,Φ2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ϕT : T1 → T2 � èçîìîðôèçì òîðîâ, ÷ü¼ àññîöèèðîâàí-
íîå îòîáðàæåíèå X(T2) → X(T1) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì êîðíåâûõ ñèñòåì Φ1,Φ2, òî îòîáðàæåíèå ϕT
ìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìîðôèçìà ϕ : G→ H.

Ïðåæäå, ÷åì ïðîäîëæàòü äîêàçàòåëüñòâî, ìû êðàòêî îïèøåì åãî ñõåìó. Ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì ñîëàñî-
âàííûå ðàñøèðåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕT äî âëîæåíèé ϕN : N → H è ϕB : B → H. Òîãäà îáðàçû ãðóïï B,N
îáðàçóþò BN -ïàðó ãðóïïû H è, èñïîëüçóÿ òî÷íóþ ôîðìó ðàçëîæåíèÿ Áðþà (òåîðåìà 6.2.9) ìû ïîñòðîèì
áèåêöèþ ϕ : G→ H. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà áèåêöèÿ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèå ϕ íà B ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. Òîãäà è ϕ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñêîëüêó U− = Ru(B−) = Uσ0 , òî îãðàíè÷åíèå ϕ íà U− òàêæå áóäåò ìîðôèçìîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ω = Bσ0B = U−B áîëüøóþ êëåòêó. Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

U− ×B //

��

(U−)ϕ×Bϕ

��
Ω // Ωϕ

Çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ µ : U− × B → Ω ñþðúåêòèâåí, òàê êàê U− ∩ B = {e}, çíà÷èò, dim Ω =
dimU− + dimB = dimG. Òàêèì îáðàçîì, Ω ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G (íà ñàìîì äåëå,
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ñàìî Ω ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì, íî íàì çäåñü ýòî íå òðåáóåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ
ìîðôèçìîì íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ãðóïïû G è ïîòîìó çàäà¼òñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé,
âñþäó îïðåäåë¼ííîé íà G. Ïî ëåììå 3.4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ âñåõ øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 1. Ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ ϕT íà N = NG(T ). Çàìåòèì, ÷òî ââèäó òåîðåìû 6.3.1, ãðóïïàW ïî-
ðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè σα, α ∈ Π è ñîîòíîøåíèÿìè (σα, σβ)mαβ = e.Ìû õîòèì ïðîäîëæèòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïûW íà ãðóïïó N , èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå ϕT . Äëÿ ýòîãî ìû âûáåðåì ïðîèçâîëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé nα
äëÿ σα, α ∈ Π (ÿñíî ÷òî ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé, âìåñòå ñ òîðîì T , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîðîäèòü âñþ ãðóïïó N).
Äàëåå ïîëîæèì tαβ = (nα ·nβ)mαβ ∈ T . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòèõ ñîîòíîøåíèé âìåñòå ñ òîðîì T äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïîðîäèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ãðóïïó N .

Ëåììà 6.6.4. Ïóñòü ψ : T → H � ãîìîìîðôèçì àáñòðàêòíûõ ãðóïï è ïóñòü hα ∈ H,α ∈ Π. Òîãäà ψ
ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîðôèçìà N → H, ïåðåâîäÿùåãî nα â hα â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
(hαhβ)mαβ = (tαβ)ψ äëÿ âñåõ α, β ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (hαhβ)mαβ = (tαβ)ψ î÷åâèäíà, äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ðàñ-
ñìîòðèì ñâîáîäíóþ ãðóïïó W ∗ ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ nα, α ∈ Π. Êàæäîìó èç nα ñîïîñòàâèì àâ-
òîìîðôèçì t 7→ n−1

α tnα òîðà T , ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì W ∗ → AutT . Ïóñòü
N∗ = W ∗ i T � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï W ∗ è T . Ïðîôàêòîðèçóåì N∗ ïî íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåé ýëåìåíòû t−1

αβ(n∗αn
∗
β)
mαβ , α, β ∈ Π è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ôàêòîðãðóïïó çà Ñ . Î÷å-

âèäíî, ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû Ñ , ïðè÷¼ì ïîäãðóïïà T ãðóïïû N∗ èçîìîðôíî
îòîáðàæàåòñÿ íà ïîäãðóïïó ãðóïïû Ñ (òàêæå íàçûâàåìóþ T ) è çàòåì íà T . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ψ : T → H

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà Ñ → H, ïåðåâîäÿùåãî ñα â hα, ãäå ñα � îáðàç
ýëåìåíòà n∗α.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì Ñ → N ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýïèìîðôèçì Ñ/T → N/T = W ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Íî Ñ/T ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè
ýëåìåíòîâ ñα, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ãðóïïû W . Ââèäó òåîðåìû 6.3.1, îíà íå ìîæåò áûòü
áîëüøå, ÷åì W .

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ïðîäîëæåíèþ îòîáðàæåíèÿ ϕT : T → H äî ϕN : N → H. Ìû äîëæíû âûáðàòü
ýëåìåíòû nα ∈ N , α ∈ Π, îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì ýëåìåíòû tαβ , α, β ∈ Π. Çàòåì âûáðàòü òàêèå îáðàçû hα,
äëÿ êîòîðûõ (hαhβ)mαβ = (tαβ)ϕT . Âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ çàâèñÿò ëèøü îò ãðóïï Zαβ ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1 èëè
2. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ãðóïïû Âåéëÿ ãðóïï G,H èçîìîðôíû è êîíå÷íû, ïîñòðîåííûé íàìè èçîìîðôèçì
ϕN àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Øàã 2. Ïðîäîëæåíèå ϕT íà Zα. Ïðåæäå, ÷åì ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ ϕT íà ïîäãðóïïó Áîðå-
ëÿ B, íàì íóæíî ïîñòðîèòü åãî ïðîäîëæåíèå íà êîðíåâûå ïîäãðóïïû. Ìû ñäåëàåì ýòî, ïîñòðîèâ ïðîäîëæåíèå
ìîðôèçìà ϕT íà ãðóïïû Zα. Íàïîìíèì, ÷òî Zα/Z(Zα) ' PGL2(F) (ñì. òåîðåìó 5.7.1(å)). Çäåñü è äàëåå îáðàç
ìàòðèöû A = (ai,j) ∈ GLn(F), 1 6 i, j 6 n â ãðóïïå PGLn(F) îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [A] = [ai,j ]. Ïóñòü π : Zα → PGL2(F) � óïîìèíàâøèéñÿ âûøå ãîìîìîðôèçì. Òîãäà
Uπα ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû PGL2(F) è ïîòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæå-

íèÿ, ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà

[
1 x
0 1

]
, ãäå x ∈ F. Êðîìå òîãî, Tπ � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû PGLn(F),

íîðìàëèçóþùèé Uπα , ïîýòîìó Tπ = {
[
t1 0
0 t2

]
|t1, t2 ∈ F ∗}. Ââèäó òåîðåìû 5.8.2(â) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

(uα(x))π =
[

1 x
0 1

]
. Â ñèëó ñèììåòðèè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (u−α(x))π =

[
1 0
x 1

]
. Äàëåå ìû ìîæåì âûáðàòü

nα = uα(1)u−α(−1)uα(1) =
[

0 1
−1 0

]
. Òîãäà tα = n2

α ïåðåõîäèò â

[
−1 0

0 −1

]
=
[

1 0
0 1

]
.

Ïóñòü òåïåðü Z ′α′ � äðóãàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà ïîëóïðîñòîãî ðàíãà 1, áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ýëåìåíòû
òàêæå, êàê ýëåìåíòû ãðóïïû Zα, äîáàâëÿÿ øòðèõ. Òîãäà äëÿ íå¼ òîæå ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì π′ : Z ′α′ →
PGL2(F), äëÿ êîòîðîãî îáðàçû ýëåìåíòîâ u′±α′(x), n

′
α′ , t

′
α′ ìîæíî âûáðàòü òàêèìè æå, êàê è îáðàçû ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Zα. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.6.5. Â âåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü ϕT : T → T ′ � èçîìîðôèçì òîðîâ, äëÿ êîòîðîãî
èçîìîðôèçì ãðóïï õàðàêòåðîâ X(T ′) → X(T ) ïåðåâîäèò α′ â α. Òîãäà ϕT ìîæíî ïðîäîëæèòü åäèíñòâåí-
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íûì îáðàçîì äî èçîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ϕ : Zα → Z ′α′ òàê, ÷òî (uα(x))ϕ = u′α′(x), ãäå x ∈ F
è nαϕ = n′α′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü èçîìîðôèçìà ϕ î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó T, nα, Uα ïîðîæäàþò Zα. Òàê-
æå î÷åâèäíî, êàê îïðåäåëèòü èçìîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè áîëüøèìè êëåòêàìè
Ωα,Ω′

α′ , à èìåííî: (u−α(x)tuα(y))ϕ = u′−α′(x)t
ϕT u′α′(y). Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ýïèìîðôèçìû π, π′ íà PGL2(F),

÷òîáû ïîñòðîèòü îáùóþ ¾íàêðûâàþùóþ¿ ãðóïïó S, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: ñóùåñòâóþò òàêèå ãîìîìîð-
ôèçìû ρ : S → Zα è ρ′ : S → Z ′α′ , ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà.

S
ρ′

$$JJJJJJJJJJ
ρ

zzuuuuuuuuuu

Zα

π $$HHHHHHHHH
ϕ //__________ Z ′α′

π′zzuuuuuuuuu

PGL2(F)

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó R = {(z, z′) ∈ Zα × Z ′α′ |(z)π = (z′)π′} (îíà çàìêíóòà, êàê ïðîîáðàç çà-
ìêíóòîãî ìíîæåñòâà � äèàãîíàëè â PGL2(F)× PGL2(F)), ïîëîæèì S = R0 è ïóñòü ρ, ρ′ � ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîåêöèè. Î÷åâèäíî, ρπ = ρ′π′. Ïîñêîëüêó π, π′ ñþðúåêòèâíû, òî è ïðîåêöèè ãðóïïû R íà Zα, Z

′
α′ òàêæå

ñþðúåêòèâíû. Íî S èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â R, òàê ÷òî ïðîåêöèè ρ, ρ′ ñþðúåêòèâíû.
Íà äàííûé ìîìåíò ìû îïðåäåëèëè ϕ íà ïëîòíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå Ωα è ïîòîìó ϕ ÿâëÿåòñÿ ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî, ρϕ = ρ′. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ âñþäó îïðåäåëåíà, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Ïóñòü x ∈ S, z = (x)ρ, z′ = (x)ρ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ0, λ, λ

′ ñîîòâåòñòâóþùèå
ëåâûå ñäâèãè ãðóïï S,Zα, Z

′
α′ , èíäóöèðîâàííûå ýòèìè ýëåìåíòàìè. Ìû èìååì, ÷òî ρϕλ′ = ρ′λ′ = λ0ρ íà âñåõ

ýëåìåíòàõ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ρϕ. Êðîìå òîãî, λ0ρ
′ = λ0ρϕ = ρλϕ. Èç ñþðúåêòèâíîñòè

ϕ ñëåäóåò, ÷òî ϕλ′ = λϕ (âíîâü äëÿ òåõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëå-
íû). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ϕ îïðåäåëåíî â òî÷êå y ∈ Zα, òî îíî îïðåäåëåíî è â òî÷êå (y)λ = zy ïðàâèëîì
(zy)ϕ = (y)ϕλ′ = z′(y)ϕ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà z, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ âñþäó îïðåäåëåíî è
ρϕ = ρ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Ïî ïîñòðîåíèþ, (nα)ϕ = n′α′ . Â ñèëó ñèììåòðèè è èñïîëüçóÿ òî÷íóþ ôîðìó ðàçëîæåíèþ Áðþà (òåîðåìà
6.2.9) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ′ : Z ′α′ → Zα, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 6.6.6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà ðàíãà 1 èçîìîðôíà ëèáî SL2(F), ëèáî PGL2(F).

Ïðîäîëæåíèå ϕT íà TUα. Íà ïðåäûäóùåì øàãå ìû ïîêàçàëè, êàêèì îáðàçîì ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå
ϕT äî èçîìîìîðôèçìà ãðóïïû Zα â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H äëÿ ëþáîãî êîðíÿ α ∈ Φ+. Îäíà-
êî, êîðíè íå ÿâëÿþòñÿ ¾íåçàâèñèìûìè¿ (çíà÷åíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ áóäåò ÿñíî èç ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé).
Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ðàñøèðåíèÿ ϕZα òîëüêî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé α ∈ Π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕα ñóæå-
íèå èçîìîðôèçìà ϕZα íà Uα è ÷åðåç nα ýëåìåíò uα(1)u−α(−1)uα(1), îïðåäåë¼ííûé íà ïðåäûäóùåì øàãå è
÷åðåç tα ýëåìåíò n2

α(= tαα). Ïîëîæèì hα = (nα)ϕZα .
Ââèäó øàãà 1, èçîìîðôèçì ϕT ìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìîðôèçìà ϕN : N → H, ïåðåâîäÿùåãî nα 7→ hα,

α ∈ Π, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

(À) Åñëè tαβ = (nαnβ)mαβ äëÿ âñåõ α, β ∈ Π, òî (tαβ)ϕT = (hαhβ)mαβ , ãäå mαβ = |σασβ |.

Ìû ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, ïîêà æå ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (À)
âûïîëíåíî è áóäåì èñïîëüçîâàòü èçîìîðôèçì ϕN . Ïî ïîñòðîåíèþ, ϕN è ϕZα ñîãëàñóþòñÿ íà Zα. Äàëåå íàøà
çàäà÷à � ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå èçîìîðôèçìà ϕT äî èçîìîðôèçìà ϕB : B → H, êîòîðîå äîëæíî ñîâïàäàòü
ñ ϕα íà Uα. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Uαβ = U ∩Zαβ , òî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ.

(Á) Äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé α, β ∈ Π ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï ϕαβ èç Uαβ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì è ϕα, è ϕβ.

Êàê è óñëîâèå (À), âòîðîå óñëîâèå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ ãðóïï ðàíãà 2 è åãî ïðîâåðêîé ìû
çàéì¼ìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ñåé÷àñ æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî.
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Äàëåå, åñëè ìû õîòèì ïðîäîëæèòü ϕT íå òîëüêî íà B, íî è íà âñþ ãðóïïó G, íåîáõîäèìî íàëîæèòü
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü è σ ∈ W âûáðàí
òàê, ÷òî βσ = α ∈ Π. Âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëÿ n ýëåìåíòà σ â ãðóïïå N (äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå n̄ = σ). Òîãäà Uα = n−1Uβn èëè Uβ = nUαn

−1. Åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ϕ : G → H,
ïðîäîëæàþùèé êàê ϕN , òàê è ϕα, òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, êàê ϕ äîëæåí áûòü îïðåäåë¼í íà Uβ .
Íî ïðè ýòîì β ìîæåò ïåðåõîäèòü â α ïîä äåéñòâèåì äðóãîãî ýëåìåíòà èç W è β ìîæåò ïåðåõîäèòü â êàêîé-òî
äðóãîé ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü. Íàì íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå òàêèå âàðèàíòû ïî ïðåæíåìó ÿâëÿþòñÿ
ñîãëàñîâàííûìè, äëÿ ýòîãî, îêàçûâàåòñÿ, âíîâü äîñòàòî÷íî ïðîâåðêè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ äëÿ ãðóïï ðàíãà 2.

(Â) Ïóñòü α, β ∈ Π. Åñëè γ ∈ Φ+
αβ è γ 6= α, òî ϕαβ ◦ Inthα ñîãëàñóåòñÿ íà Uγ ñ Intnα ◦ ϕαβ .

Êàê è óñëîâèÿ (À) è (Á), óñëîâèå (Â) áóäåò ïðîâåðåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ïîêà æå ïðåäïîëîæèì,
÷òî è ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî è äîêàæåì, ÷òî ϕα ìîæíî îïðåäåëèòü íà âñåõ êîðíÿõ α (êàê ïîëîæèòåëüíûõ,
òàê è îòðèöàòåëüíûõ).

Ëåììà 6.6.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À), (Á), (Â), òàê ÷òî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ
ϕN è ϕα, ϕαβ, α, β ∈ Π. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ Φ ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕα ãðóïïû Uα íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

(à) åñëè α ∈ Π, òî ϕα ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîðôèçìîì ϕ−α = ϕZα |U−α ;

(á) åñëè α, β ∈ Π è γ ∈ Φ+
αβ, òî ϕγ = ϕαβ |Uγ ;

(â) åñëè n ∈ N è (α)n̄ = β, α, β ∈ Φ, òî ϕα ◦ Int(n)ϕN
ñîãëàñóåòñÿ ñ Intn ◦ ϕβ íà Uα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Nαβ = NZαβ
(T ). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìû ïðîâåä¼ì â ÷åòûðå ýòàïà.

(1) Ïóñòü α, β ∈ Π, α 6= β. Åñëè n ∈ Nαβ è (α)n̄ = α (ñîîòâ. (α)n̄ = β), òî ϕα ◦ Int(n)ϕN
ñîãëàñóåòñÿ ñ

Intn ◦ ϕα (ñîîòâ. ñ Intn ◦ ϕβ) íà Uα.
Çàïèøåì n = nγ1 · . . . · nγk

t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ T è íåêîòîðûõ γi ∈ {α, β}. Â ñëó÷àå n = t (çíà÷èò
(α)n̄ = α) íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕZα . Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî n = nγ1 · . . . · nγk

è èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî k. Íàïîìíèì (ñì. ëåììó 2.1.6), ÷òî ασα = −α è σα
ïåðåñòàâëÿåò îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè (òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ β è σβ).

Äëÿ âûïîëíåíèÿ èíäóêöèîííîãî øàãà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé αi = (α)ϕγ1 ·. . .·ϕγi−1 ∈ Φαβ .
Åñëè âñå αi ïîëîæèòåëüíû, òî ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì óñëîâèÿ
(Â). Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî αi ∈ Φ+

αβ , à (αi)σγi ∈ Φ−
αβ . Êàê ìû çàìåòèëè âûøå,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî αi = α è σγi
= σα, ëèáî αi = β è σγi

= σβ . Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ýëåìåíò n â
âèäå n′ · n′′, ãäå n′ = nγ1 · . . . · nγi−1 è n

′′ = nγi · . . . · nγk
. Êðîìå òîãî, çàìåòèì ÷òî è n′, è n′′ óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì äëÿ n (äëÿ n′′, âîçìîæíî, íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ðîëÿìè êîðíè α è β), îòêóäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

(2) Ïóñòü α, β ∈ Π è ïðåäïîëîæèì, ÷òî (α)n̄ = β, n ∈ N . Òîãäà ϕα ◦ Int(n)ϕN
ñîãëàñóåòñÿ ñ Intn ◦ϕβ íà Uα.

Çàìåòèì, ÷òî ýòàï (2) ñðàçó ñëåäóåò èç ýòàïà (1), åñëè α 6= β è n ∈ Nαβ ëèáî åñëè α = β è n ∈ Nα,γ äëÿ
íåêîòîðîãî γ ∈ Π. Ïðèìåíÿÿ ëåììó Òèòñà 2.5.4, ìû ïîëó÷àåì ýòàï (2).

(3) Ïóñòü α ∈ Φ, n, n′ ∈ N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (α)n̄ = β ∈ Π è (α)n̄′ = β′ ∈ Π. Òîãäà Intn ◦ ϕβ ◦ Int−1
(n)ϕN

ñîãëàñóåòñÿ ñ Intn′ ◦ ϕβ′ ◦ Int−1
(n′)ϕN

íà Uα.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ϕβ ◦ Int(n−1n′)ϕN
ñîãëàñóåòñÿ ñ Intn−1n′ ◦ ϕβ′ íà Uα, à ýòî ñëåäóåò èç ýòàïà (2).

(4) Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ϕα òàê, ÷òîáû îí ñîãëàñîâûâàëñÿ ñî âñåìè ñëó÷àÿìè, óïîìÿíóòûìè â
(Á). Ïî ëåììå 2.1.9, ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü β è n ∈ N , ÷òî (α)n̄ = β. Äëÿ x ∈ Uα
îïðåäåëèì (x)ϕα ðàâíûì (x)Intn ◦ ϕβ ◦ Int−1

(n)ϕN
. Ââèäó ýòàïà (3), ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà β è

n, ÷òî äà¼ò íàì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Øàã 4. Ïðîäîëæåíèå ϕT íà B. Ìû ïî ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À), (Á),
(Â), ñôîðìóëèðîâàííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå. Íà ïðåäûäóùåì øàãå ìû ïîñòðîèëè ñîãëàñîâàííûå ìîðôèç-
ìû ϕα äëÿ âñåõ α ∈ Φ, ÷òî äà¼ò íàì ìîðôèçì (êàê ìíîãîîáðàçèé) ϕB ïîäãðóïïû Áîðåëÿ B ãðóïïû G íà
ïîäãðóïïó Áîðåëÿ ãðóïïû H. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà B êàê ìíîãîîáðàçèå èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ T ×

∏
α∈Φ+ Uα. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ϕB ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðå-

áóåòñÿ èçó÷àòü êîììóòàòîðû â ãðóïïå U . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ+ êîììóòàíò [Uα, Uβ ] ÿâëÿåòñÿ
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T -èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé è ïîòîìó, ïî ëåììå 6.4.1, ïðÿìî ïîðîæäàåòñÿ òåìè Uγ , êîòîðûå â íåé ñîäåðæàòñÿ.
Äàëåå ëåììà 5.8.3 ïîêàçûâàåò, êàêèå êîðíè γ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ.

Ëåììà 6.6.8. Êîììóòàòîðíàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå. Ïóñòü α, β ∈ Φ+ è Ψ � ìíîæåñòâî êîðíåé âèäà rα+sβ,
ãäå r, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà [uα(x), uβ(y)] =

∏
r,s>0 urα+sβ(Cα,β,r,sxrys), ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî

âñåì rα+sβ ∈ Ψ è êîíñòàíòû Cα,β,r,s íå çàâèñÿò îò âûáîðà x, y. Â ÷àñòíîñòè, [Uα, Uβ ] = e, åñëè α+β 6∈ Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïîðÿäî÷èì ïîëîæèòåëüíûå êîðíè êàêèì-íèáóäü îáðàçîì α1, . . . , αm, ÷òîáû ïîðÿäîê
ñîãëàñîâûâàëñÿ ñî ñëîæåíèåì êîðíåé (îäíî èç âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åíèé ïðèâåäåíî â ãëàâå ïðî êîðíåâûå
ñèñòåìû). Òîãäà îòîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ µ : Uα1 × . . .× Uαm

→ U ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé.
Äàëåå îïðåäåëèì ìîðôèçì ψ : F×F→ U ïðàâèëîì (x, y)ψ = [uα(x), uβ(y)]. Åãî îáðàç èìååò âèä uα1(p1(x, y)) ·
. . . · uαm(pm(x, y)), ãäå pi(X,Y ) ∈ F[X,Y ] � ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïåðåìåííûõ: pi(X,Y ) =

∑
r,s>0 ai,r,sX

rY s.
Ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçìà ψ, ìû èìååì (x, 0)ψ = e = (0, y)ψ, òàê ÷òî XY äåëèò pi(X,Y ).

Äàëåå ñîïðÿæåì (x, y)ψ ýëåìåíòîì t ∈ T è çàïèøåì ðåçóëüòàò äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðíîû,
[uα(tαx), uβ(tβy)] =

∏
i uαi

(pi(tαx, tβy)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà
∏
i uαi

(tαipi(x, y)). Ñðàâíèâàÿ
îáà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ai,r,s = 0 âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå αi = rα+ sβ, îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì èç äàííîé ëåììû ïîëó÷àåòñÿ âëîæåíèå ϕB . Â òîì ñëó÷àå, êîãäà α, β � ïðîñòûå
êîðíè, ëåììà âìåñòå ñ óñëîâèåì (Á) âëå÷¼ò, ÷òî ϕαβ = ϕB |Uαβ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè òåïåðü α, β �
ïðîèçâîëüíûå êîðíè, òî ñóùåñòâóåò òàêîé n ∈ N , ÷òî αn̄ � ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü è ñóùåñòâóåò òàêîé
ôóíäàìåíòàëüíûé êîðåíü γ, ÷òî βn̄ ∈ Φ+

αn̄γ (ñì. ëåììó 2.1.9). Ïî ëåììå 6.6.7 è èç òîãî, ÷òî ϕαn̄γ : Uαn̄γ → H �
ãîìîìîðôèçì ãðóïï, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕB ñîõðàíÿåò êîììóòàòîðíóþ ôîðìóëó. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ϕB |U : U → H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó ϕB ñîõðàíÿåò äåéñòâèå òîðà T íà U è åãî îãðàíè÷åíèå
íà T ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕB : B → H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Øàã 5. ϕ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ. Íà äàííîì øàãå ìû ïîêàæåì, ÷òî ϕ : G → H ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ è,
òåì ñàìûì, ïî ìîäóëþ ïðîâåðêè ñâîéñòâ (À), (Á), (Â), çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ϕ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ, ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì. Â ïåðâîé ìû äîêàæåì,
÷òî åñëè ϕ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, òî
òîãäà ϕ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ íà âñåé ãðóïïå. À âî âòîðîé ìû ïðîâåðèì, ÷òî ϕ ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ íà áîëüøîé
êëåòêå Ω.

Ëåììà 6.6.9. Ïóñòü G1, G2 � ñâÿçíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, U � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
ãðóïïû G1, ψ : G1 → G2 � òàêîé ìîðôèçì, ÷òî (xy)ψ = xψyψ åñëè òîëüêî x, y, xy ∈ U .

Òîãäà ψ ïðîäîëæàåòñÿ (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) äî ìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ψ′ : G1 → G2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4.1.4, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî G1 = U · U , êîòîðîå äèêòóåò ïðîäîëæåíèå
äëÿ ψ′. Åñëè x ∈ G1 çàïèñàí â âèäå x = yz, ãäå y, z ∈ U , òî ìû îáÿçàíû ïîëîæèòü xψ

′
= yψzψ. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (∗):
yψyψ = (y′)ψ(z′)ψ åñëè òîëüêî y, z, y′, z′ ∈ U è yz = y′z′. Åñëè ìû ñóìååì äîêàçàòü óñëîâèå (∗), òî òîãäà ψ′
àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ìîðôèçìîì, ïîñêîëüêó åãî îãðàíè÷åíèå íà ëþáîì ñäâèãå xU áóäåò ìîðôèçìîì. Êðîìå
òîãî, ψ′ òàêæå àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ñîõðàíÿòü îïåðàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî V
ìíîæåñòâà U × U , ñîñòîÿùåå èç ïàð (x, y), äëÿ êîòîðûõ xy ∈ U ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì â G1 × G1, ïîñêîëüêó V

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U × U è Uµ
−1
, ãäå µ : G1 ×G1 → G1 � ìîðôèçì ïðîèçâåäåíèÿ.

Äàëåå, ìîðôèçì G1 × G1 → G2, îïðåäåë¼ííûé ïðàâèëîì (x, y) 7→ (xy)ψ
′
(yψ

′
)−1(xψ

′
)−1 íà V ñîâïàäàåò ñ

òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì (x, y) 7→ e, çíà÷èò, ïî ëåììå 3.4.5, ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì íà
âñ¼ì ìíîãîîáðàçèè G1 ×G1.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (∗). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 (ñîîòâ. D2) äèàãîíàëü
â G1×G1 (ñîîòâ. G2×G2), çíà÷èò, äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè (òàê êàê äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ
âûïîëíåíà àêñèîìà Õàóñäîðôà). Ïóñòü X � ïðîîáðàç äèàãîíàëè D1 îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

(U × U)× (U × U)
µ×µ //G1 ×G1

è Y � ïðîîáðàç äèàãîíàëè D2 îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

(U × U)× (U × U)
ψ×ψ×ψ×ψ // (G2 ×G2)× (G2 ×G2)

µ×µ // G2 ×G2 .

Òàêèì îáðàçîì, X,Y � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà, êàê ïðîîáðàçû çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî X ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (w, x, y, z) 7→ (w, x, y) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìíî-
ãîîáðàçèé èç ïðîîáðàçà äèàãîíàëè D1 â (G1×G1)× (G1×G1) íà G1×G1×G1 è X � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â ïåðâîì èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.
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Åñëè òåïåðü ïîäìíîæåñòâî V â U×U îïðåäåëíî òàêæå, êàê è ðàíüøå, òî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî (xy)ψ = xψyψ

ïðè x, y, xy ∈ U âëå÷¼ò, ÷òî X ′ = (V × V )∩X ñîäåðæèòñÿ â Y . Íî X ′ � îòêðûòîå (è, â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè
X, ïëîòíîå) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, çíà÷èò, çàìêíóòîñü ìíîæåñòâà Y âëå÷¼ò X ⊆ Y .

Ëåììà 6.6.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À), (Á), (Â) è îïðåäåëèì ϕ : G → H èç ðàçëî-
æåíèÿ Áðþà. Òîãäà (xy)ϕ = xϕyϕ êàê òîëüêî x, y, xy ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî â íåñêîëüêî ýòàïîâ, àêòèâíî èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííûå
èçîìîðôèçìû îãðàíè÷åíèé ϕ íà Zα, N , U , U−.

(1) Ïóñòü n0 ∈ N � ïðåäñòàâèòåëü ñàìîãî äëèííîãî ýëåìåíòà σ0 ∈ W , ïåðåâîäÿùåãî âñå ïîëîæè-
òåëüíûå êîðíè â îòðèöàòåëüíûå, òàê ÷òî Un = U−, (U−)n = U . Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ U (ñîîòâ. u ∈ U−)
âûïîëíåíî (un0)ϕ = (n−1

0 )ϕ · uϕ · nϕ0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ ϕ|U è ϕ|U− � èçîìîðôèçìû,
íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 6.6.7(â).

(2) Ïóñòü u ∈ B, v ∈ B−, x ∈ Ω. Òîãäà (vxu)ϕ = vϕ · xϕ · uϕ.
Çàïèøåì v = v1t1, x = v2t2u2, u = t3u3, ãäå vi ∈ U−, ti ∈ T , ui ∈ U . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ, vϕ · xϕ · uϕ =

vϕ1 ·t
ϕ
1 ·v

ϕ
2 ·t

ϕ
2 ·u

ϕ
2 ·t

ϕ
3 ·u

ϕ
3 . Àíàëîãè÷íî, (vxu)

ϕ = (v1t1v2t−1
1 t1t2t3t

−1
3 u2t3u3)ϕ = (v1t1v2t−1

1 )ϕ ·(t1t2t3)ϕ ·(t−1
3 u2t3u3)ϕ.

Ââèäó ëåììû 6.6.7(c), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (v1t1v2t−1
1 )ϕ = vϕ1 · t

ϕ
1 · v

ϕ
2 · (t

−1
1 )ϕ è (t−1

3 u2t3u3)ϕ = (t−1
3 )ϕ · uϕ2 · t

ϕ
3 · u

ϕ
3 ,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
(3) Ïóñòü α ∈ Π, x ∈ Ω. Åñëè (x)Intnα

ëåæèò â Ω, òî (n−1
α xnα)ϕ = (n−1

α )ϕ · xϕ · nϕα.
Çàïèøåì x = vx−αtxαu, ãäå t ∈ T, x−α ∈ U−α, xα ∈ Uα, v ëåæèò â ïðîèçâåäåíèè U−β , u ëåæèò â ïðî-

èçâåäåíèè Uβ , ãäå β ∈ Φ+ \ {α} (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé çàïèñè ñëåäóåò èç ëåììû 6.4.1 è çàìå÷àíèÿ ïîñëå
íå¼). Ïîñëåäíèå äâà ïðîèçâåäåíèÿ íîðìàëèçóþòñÿ ýëåìåíòîì nα, ïîñêîëüêó n̄α ïåðåñòàâëÿåò ïîëîæèòåëü-
íûå êîðíè, îòëè÷íûå îò α (ñì. ëåììó 2.1.6). Çíà÷èò, åñëè x−α = xα = e, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç ëåììû 6.6.7(â). Ââèäó (2), óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ x = x−αtxα ∈ Zα. Íî ϕ|Zα ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ââèäó ëåììû 6.6.5 è nα ∈ Zα, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

(4) Ïóñòü n ∈ N , x ∈ Ω. Åñëè xIntn ∈ Ω, òî (n−1xn)ϕ = (n−1)ϕ · xϕ · nϕ.
Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ n ∈ T è äëÿ n = nα, α ∈ Π. Õîòÿ ëþáîé ýëåìåíò èç n ìîæíî ïîëó÷èòü

êàê ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç t è ýëåìåíòîâ nα, íàøå óòâåðæäåíèå íåëüçÿ äîêàçàòü ïî èíäóêöèè,
ïîñêîëüêó ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî xnα ëåæèò â Ω íà êàæäîì ïðîìåæóòî÷íîì øàãå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ôîðìóëû, êîòîðóþ íóæíî äîêàçàòü, çàäàþò ìîðôèçìû èç Ω∩ΩIntn−1 â
H. Äëÿ ñîâïàäåíèÿ ýòèõ ìîðôèçìîâ, ïî ëåììå 3.4.5, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (∗) ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî Vn ìíîæåñòâà Ω (çàâèñÿùåå îò n), ÷òî V Intn

n ⊆ Ω è ÷òî Intn ◦ ϕ ñîâïàäàåò ñ ϕ ◦ Intnϕ íà
Vn. Çàïèøåì n = n′nα è áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå (∗) èíäóêöèåé ïî äëèíå l(n̄). Ïî èíäóêöèè, Vn′

çàäàíî, îïðåäåëèì Vn = Ω ∩ V (Intnα )−1

n′ , òàê ÷òî V Intn
n ⊆ V

Intn′
n′ ⊆ Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ñïðàâåäëèâî

xIntn = xIntn′◦Intnα è òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò ïî èíäóêöèè è èç (3).
(5) Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû. Åñëè x, x′ ∈ Ω, òî çàïèøåì x = vtu, x′ = v′t′u′, ãäå v, v′ ∈ U−,

t, t′ ∈ T , u, u′ ∈ U , òàê ÷òî xx′ = vtuv′t′u′. Òàê êàê U−ΩU = Ω è â ñèëó ýòàïà (2) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
åñëè uv′ ∈ Ω, òî (uv′)ϕ = uϕ·(v′)ϕ. Ââèäó (1) ìû èìååì uϕ = nϕ0 ·(n

−1
0 un0)ϕ·(n−1

0 )ϕ è vϕ = nϕ0 ·(n
−1
0 vn0)ϕ·(n−1

0 )ϕ,
îòêóäà uϕ · (v′)ϕ = nϕ0 · (n

−1
0 un0)ϕ · (n−1

0 v′n0)ϕ · (n−1
0 )ϕ. Ïîñêîëüêó n−1

0 un0 ∈ U− è n−1
0 v′n0 ∈ U , èç îïðåäåëåíèÿ

ìîðôèçìà ϕ íà Ω ñëåäóåò, ÷òî (n−1
0 un0)ϕ · (n−1

0 v′n0)ϕ = (n−1
0 uv′n0)ϕ. Ïðåäïîëîæåíèå uv′ ∈ Ω âìåñòå ñ (4)

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

�7 Èçîìîðôèçì ïîëóïðîñòûõ ãðóïï ðàíãà 2

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàçàëè òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï 6.6.1 ïðè
óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ òð¼õ óñëîâèé:

(À) Åñëè tαβ = (nαnβ)mαβ äëÿ âñåõ α, β ∈ Π, òî (tαβ)ϕT = (hαhβ)mαβ , ãäå mαβ = |σασβ |.

(Á) Äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé α, β ∈ Π ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï ϕαβ èç Uαβ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì è ϕα, è ϕβ .

(Â) Ïóñòü α, β ∈ Π. Åñëè γ ∈ Φ+
αβ è γ 6= α, òî ϕαβ ◦ Inthα ñîãëàñóåòñÿ íà Uγ ñ Intnα ◦ ϕαβ .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = β óñëîâèÿ (Á),(Â) âûðîæäàþòñÿ, à óñëîâèå (À) ïðîâåðåíî â ëåììå 6.6.5. Õîòÿ
óñëîâèÿ (À), (Á), (Â) âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîâåðêó â îáåèõ ãðóïïàõ G,H, ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè äîïóñêàþò
òàêóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü âíóòðè ãðóïïûG. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (À) äîñòàòî÷íî
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âûðàçèòü tαβ ÷åðåç tα, tβ , èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå ðàíãà 2, ïîðîæä¼ííîé êîðíÿìè α, β (ïîñêîëüêó
tα, tβ è èõ îáðàçû óæå îïðåäåëåíû ïî ëåììå 6.6.5).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (Á) ìû äîëæíû âûáðàòü εγF→ Uγ äëÿ ëþáîãî γ ∈ Φ+
αβ òàê, ÷òîáû ýòîò âûáîð çàâè-

ñåë ëèøü îò êîðíåâîé ñèñòåìû è çàòåì ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â êîììóòàòîðíûõ ôîðìóëàõ
Øåâàëëå (ëåììà 6.6.8), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ äàííûì âûáîðîì. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå
ñòðîåíèå ãðóïïû Uαβ çàâèñèò ëèøü îò êîðíåâîé ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïîñòðîèòü ìîðôèçì
ìíîãîîáðàçèÿ Uαβ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå âëîæåíèÿ ãðóïï Uα,
Uβ . Òîãäà, èñïîëüçóÿ εγ è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ε′γ′ ìû ïîëó÷èì ãðóïïîâîé èçîìîðôèçì. Íàïðèìåð, â êîð-
íåâîé ñèñòåìå A2 ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé èìååò âèä α, β, α + β. Ó íàñ óæå åñòü εα, nβ , òîãäà

uα+β(x) = (uα(x))Intnβ (êîíå÷íî, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè êîðíè
α è β). Â äàííîé êîðíåâîé ñèñòåìå ìû çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî ãðóïïîâîãî çàêîíà äëÿ Uαβ ïðîâåðêîé, ÷òî
[uα(x), uβ(y)] = uα+β(x+ y), â òî âðåìÿ êàê Uα+β ≤ Z(Uαβ).

Äàëåå ðàññìîòðèì (Â). Òðåáîâàíèå γ 6= α ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî δ = γσα âíîâü ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
êîðíåì, çíà÷èò, εγ è εδ çàäàíû, ââèäó óñëîâèÿ (Â). Êîìïîçèöèÿ εγ ñ Intnα

âëå÷¼ò åù¼ îäèí äîïóñòèìûé èçî-
ìîðôèçì F→ Uδ, êîòîðûé ìû ñâÿæåì ñ εδ ñïîñîáîì, çàâèñÿùèì ëèøü îò êîðíåâîé ñèñòåìû. Ýòî ãàðàíòèðóåò
òàêîå æå ñîîòíîøåíèå â H, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàÿ (Â). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîðíåâîé ñèñòåìû A2, ìû
îñòàâèëè îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàê εβ ◦ Intnα

ñâÿçàíû ñ εα+β ; áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî n
−1
α uβ(x)nα = uα+β(−x).

Áîëåå òî÷íî, âûáîð äîïóñòèìîãî èçîìîðôèçìà εγ çàâèñèò ëèøü îò óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé ñêàëÿð, ò. å. îò
àâòîìîðôèçìà àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè xα+β � áàçèñíûé âåêòîð â gα+β , òî ñîîòíî-

øåíèå, âûïèñàííîå âûøå äëÿ A2, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó xAd nα

β = −xα+β .

Êàê òîëüêî ìû îïðåäåëÿåì xγ äëÿ íåôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ γ ïîñðåäñòâîì xγ = x
Ad nβ
α ,

ãäå α, β ∈ Π, ìû òàêæå ïîëó÷àåì x−γ = x
Ad nβ

−α . Îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì εγ , ε−γ , ìû ìîæåì ïîëîæèòü
nγ = uγ(1)u−γ(−1)uγ(1). Â ýòîì ñëó÷àå, Intnβ

ïåðåíîñèò êàíîíè÷åñêèé âûáîð, ñäåëàííûé â Zα íà Zγ . Â
÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü

n−1
β nαnβ = (n−1

β uα(1)nβ)(n−1
β u−α(−1)nβ)(n−1

β uα(1)nβ) = nγ . (6.3)

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó òåîðåìû 2.5.1, ñóùåñòâóåò ëèøü 4 êîðíåâûõ ñèñòåìû ðàíãà 2: A1 × A1, A2, B2, G2.
Òîëüêî â ñèñòåìå G2 íàì ïîòðåáóþòñÿ äëèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ïîñêîëüêó G2 íå ìîæåò âîçíèêíóòü â êà-
÷åñòâå ïîäñèñòåìû, äàííûå âû÷èñëåíèÿ íå âëèÿþò íà êëàññèôèêàöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ êîðíåâûìè
ñèñòåìàìè òèïîâ A�F . Òàêæå óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðóïïû G âëèÿåò ëèøü íà
âûáîð ýëåìåíòîâ tα, òîãäà êàê óñëîâèÿ (À), (Á), (Â) çàâèñÿò ëèøü îò êîðíåâîé ñèñòåìû. Äàëåå ìû ïîñëå-
äîâàòåëüíî ðàçáåð¼ì âñå òèïû êîðíåâûõ ñèñòåì ðàíãà 2.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê èçó÷åíèþ êîðíåâûõ ñèñòåì, ïðîâåðèì, ÷åìó ðàâíû ýëåìåíòû tβα è t
nβ
α . Äëÿ

ëþáîãî α ∈ Π êîììóòàíò [Zα, Zα] èçîìîðôåí ëèáî SL2(F), ëèáî PGL2(F) (ñì. óïðàæíåíèå 6.6.6). Â ëþáîì

ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâèå x 7→
(
x 0
0 x−1

)
äà¼ò âëîæåíèå γ : F∗ → T ∩ [Zα, Zα], äëÿ êîòîðîãî tα = (−1)γ è äëÿ

êîòîðîãî < α, γ >= 2. Òàêèì îáðàçîì, γ ∈ Y (T ) ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì êîêîðíþ α̌. Òîãäà ïðè åñòåñòâåííîì

ñïàðèâàíèè X(T ) × Y (T ) → Z ìû èìååì < α̌, β >=< α, β >= 2(α,β)
(α,α) . Êðîìå òîãî, ââèäó óïðàæíåíèÿ 5.6.10,

ýòî ñïàðèâàíèå ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû W . Îòñþäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå ôîðìóëû:

tβα = ((−1)α̌)β = (−1)<α,β>; (6.4)

t
nβ
α = (−1)α̌σβ = (−1)α̌−<β,α>β̌ = (−1)α̌((−1)−<α,β>)β̌ = tαt

−<α,β>
β . (6.5)

Êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà A1 ×A1. Îòìåòèì, ÷òî êîììóòàòîðíàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå 6.6.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî
[Uα, Uβ ] = {e}, åñëè α+ β 6∈ Φ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè α, β òàêîâû, ÷òî íè α+ β, íè α− β íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè,

òî xAd nα

β = xβ è x
Ad nβ
α = xα; êðîìå òîãî nαnβ = nβnα. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóþò òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ

êîðíåâîé ñèñòåìû A1 ×A1.

Ëåììà 6.7.1. Ïóñòü Φαβ èìååò òèï A1 × A1 ñ ïîëîæèòåëüíûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè êîðíÿìè α, β.
Òîãäà:

(à) tαβ = (nαnβ)2 = tαtβ = (nβnα)2 = tβα;

(á) [Uα, Uβ ] = {e};

(â) xAd nα

β = xβ è x
Ad nβ
α = xα.
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Êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà A2.

Ëåììà 6.7.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φαβ èìååò òèï A2 è å¼ ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ðàâíû α, β, α + β. Ïî-

ëîæèì xα+β = x
Ad nβ
α . Òîãäà:

(à) tαβ = (nαnβ)3 = e = (nβnα)3 = tβα;

(á) äëÿ âñåõ x, y ∈ F, uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(−xy);

(â) xAd nα

β = xα+β, xAd nα

α+β = −xβ, x
Ad nβ

α+β = −xα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó < α, β >=< β,α >= −1, ôîðóìóëà (6.4) âëå÷¼ò tβα = tαβ = −1. Èç îïðåäåëåíèÿ

xα+β âûòåêàåò, ÷òî x
Ad nβ

α+β = tαβxα = −xα, êàê è óòâåðæäàåòñÿ â (â). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, xAd nα

β = bxα+β

äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ F, ñëåäîâàòåëüíî, xAd nα

α+β = tβαb
−1xβ = −b−1xβ . Çíà÷èò, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ

óòâåðæäåíèé ïóíòà (â) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî b = 1.
Ïî ëåììå 6.6.8, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ F, íåçàâèñÿùèé îò x, y, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå òîæäå-

ñòâî:
uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(axy). (6.6)

×òîáû äîêàçàòü (á) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî a = −1. Ïðèìåíèâ Intnβ
ê îáåèì ÷àñòÿì (6.6), ïîëó÷èì:

u−β(−y)uα+β(x) = uα+β(x)u−β(−y)uα(−axy). (6.7)

Ïî îïðåäåëåíèþ, n−1
β uα(x)nβ = uα+β(x), ïîýòîìó, çàïèñàâ nβ = uβ(1)u−β(−1)uβ(1), ïîëó÷àåì:

uβ(−1)u−β(1)uβ(−1)uα(x)uβ(1)u−β(−1)uβ(1) = uα+β(x). (6.8)

Ïîñêîëüêó α + 2β 6∈ Φ, ýëåìåíòû xα+β(x) è xβ(y) êîììóòèðóþò äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F, ïîýòîìó 6.8 ìîæíî
ïåðåïèñàòü êàê:

uβ(−1)uα(x)uβ(1) = u−β(−1)uα+β(x)u−β(1). (6.9)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ (6.6) ê ëåâîé ÷àñòè (ïðè y = −1) è (6.7) ê ïðàâîé ÷àñòè (ïðè y = 1), ðàâåíñòâî (6.9)
ïðèíèìàåò âèä:

uα(x)uβ(−1)uα+β(−ax)uβ(1) = uα+β(x)u−β(−1)uα(−ax)u−β(1). (6.10)

Ïîñêîëüêó α+ 2β, α− β, 2α+ β 6∈ Φ, ìû âíîâü èñïîëüçóåì ôàêò, ÷òî ýëåìåíòû èç ïîäãðóïï Uα+β è Uβ , Uα è
U−β , Uα è Uα+β ñîîòâåòñòâåííî ïîïàðíî êîììóòèðóþò. Ïîýòîìó 6.10 ìîæíî çàïèñàòü êàê:

uα(x)uα+β(−ax) = uα(−ax)uα+β(x). (6.11)

Ïîñêîëüêó U ïðÿìî ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè Uα (ñì. ëåììó 6.4.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a = −1, ÷òî äîêàçû-
âàåò (á). Äàëåå ïðèìåíèì Intnα ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (6.6):

uα+β(by)u−α(−x) = u−α(−x)uα+β(by)uβ(b−1xy). (6.12)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê èç n−1
β uα(x)nβ = uα+β(x) áûëî ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî 6.9, èç n−1

α uβ(y)nα = uα+β(by)
ïîëó÷àåòñÿ:

uα(−1)uβ(y)uα(1) = u−α(−1)uα+β(by)u−α(−1). (6.13)

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ (6.6) ê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.13) è (6.12) ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.13), ïîëó÷àåì:

uβ(y)uα+β(y) = uβ(−b−1y)uα+β(by). (6.14)

Âíîâü èñïîëüçóÿ ëåììó 6.4.1, ïîëó÷àåì, ÷òî β = 1. Îñòàëîñü äîêàçàòü ïóíêò (à) ëåììû. Ðàññìîòðèì ðàâåí-
ñòâî

nαnβnα = n2
αn

−1
α nβnα = tαn

−1
α+β , (6.15)

ãäå n−1
α nβnα âû÷èñëåíî ïî ôîðóìóëå (6.3). Èç (6.3) (6.5) è (6.15) ìû ïîëó÷àåì:

nβnαnβnαnβ = n2
βn

−1
β tαn

−1
α+βnβ = tβtαt

−<α,β>
β n−1

β n−1
α+βnβ = tβtαt

−<α,β>
β = tαnα = n−1

α , (6.16)

ãäå ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî t2α = t2β = e. Îòñþäà ñëåäóåò (à).



98 ÃËÀÂÀ 6. BN-ÏÀÐÛ È ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ

Êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà B2.

Ëåììà 6.7.3. Ïóñòü Φαβ èìååò òèï B2 è å¼ ïîëîæèòåëüíûå êîðíè α, β, α+ β, 2α+ β. Ïîëîæèì xα+β =
x
Ad nβ
α , x2α+β = xAd nα

β . Òîãäà:

(à) tαβ = (nαnβ)4 = tα = (nβnα)4 = tβα;

(á) uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(−xy)u2α+β(x2y) è uα+β(y)uα(x) = uα(x)uα+β(y)u2α+β(−2xy);

(â) xAd nα

α+β = xα+β, xAd nα

2α+β = xβ, x
Ad nβ

α+β = −xα, x
Ad nβ

2α+β = x2α+β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó < β,α >= −1, < α, β >= −2, ôîðìóëà (6.4) äà¼ò tαβ = −1, tβα = 1. Èç

îïðåäåëåíèÿ xα+β è x2α+β âûòåêàåò, ÷òî x
Ad nβ

α+β = tαβxα = −xα è ÷òî xAd nα

2α+β = tβαxβ = xβ , êàê è óòâåðæäàåòñÿ

â (â). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó 2α + 2β, 2α 6∈ Φ, ïîäãðóïïû U±β öåíòðàëèçóþò U2α+β , ñëåäîâàòåëüíî, x
Ad nβ

2α+β =
x2α+β . ×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî (â) íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî d = 1, ãäå xAd nα

α+β = dxα+β .
Êîììóòàòîðíàÿ ôîðóìóëà Øåâàëëå (ëåììà 6.6.8) äà¼ò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ñêàëÿðîâ a, b, c ∈ F (íåçàâè-

ñÿùèõ îò x, y ∈ F), ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(axy)u2α+β(bx2y), (6.17)

uα+β(y)uα(x) = uα(x)uα+β(y)u2α+β(cxy). (6.18)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (á) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî a = −1, b = 1 è c = −2. Ïðèìåíÿÿ Intnα ê îáåèì ÷àñòÿì
ðàâåíñòâà (6.17) (ñîîòâ. (6.18)), ïîëó÷èì:

u2α+β(y)u−α(−x) = u−α(−x)u2α+β(y)uα+β(adxy)uβ(bx2y), (6.19)

uα+β(dy)u−α(−x) = u−α(−x)uα+β(dy)uβ(cxy). (6.20)

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ Intnβ
ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (6.17):

u−β(−y)uα+β(x) = uα+β(x)u−β(−y)uα(−axy)u2α+β(bx2y). (6.21)

Ïîñêîëüêó n−1
β uα(x)nβ = uα+β(x) è èç òîãî ôàêòà, ÷òî α+ 2β 6∈ Φ (ïîýòîìó ýëåìåíòû èç Uβ è Uα+β ïîïàðíî

êîììóòèðóþò), ìû ïîëó÷àåì:

uβ(−1)uα(x)uβ(1) = u−β(−1)uα+β(x)u−β(1). (6.22)

Ïðèìåíÿÿ (6.17) ê ëåâîé ÷àñòè è (6.21) ê ïðàâîé ÷àñòè, ðàâåíñòâî (6.22) ïðèíèìàåò âèä:

uα(x)uβ(−1)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2)uβ(1) = uα+β(x)u−β(−1)uα(−ax)u2α+β(bx2)u−beta(1). (6.23)

Âíîâü èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî α+2β, 2α+2β, α−β, 2α 6∈ Φ, ìû ïîëó÷àåì ÷òî ýëåìåíòû èç Uα+β è Uβ , U2α+β

è Uβ , Uα è U−β , U2α+β è U−β ïîïàðíî êîììóòèðóþò. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (6.23) ïðèíèìàåò âèä:

uα(x)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2) = uα+β(x)uα(−ax)u2α+β(bx2). (6.24)

Â ñâîþ î÷åðåäü (6.18) ìîæíî ïðèìåíèòü ê ïðàâîé ÷àñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü:

uα(x)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2) = uα(−ax)uα+β(x)u2α+β((b− ca)x2). (6.25)

Êàê è ðàíüøå ëåììå 6.4.1 âëå÷¼ò, ÷òî a = −1 è c = −2b. Èç ðàâåíñòâà n−1
α uβ(y)nα = u2α+β(y) è òîãî ôàêòà,

÷òî 3α+ β 6∈ Φ (çíà÷èò, ýëåìåíòû ãðóïï Uα è U2α+β ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû), ìû äàëåå ïîëó÷àåì:

uα(−1)uβ(y)uα(1) = u−α(−1)u2α+β(y)u−α(1). (6.26)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ (6.17) ê ëåâîé ÷àñòè è (6.19) ê ïðàâîé ÷àñòè, ðàâåíñòâî (6.26) ïðèíèìàåò âèä:

uβ(y)uα+β(−y)u2α+β(by) = u2α+β(y)uα+β(−dy)uβ(by). (6.27)

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû èç Uβ , Uα+β è U2α+β ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî b = 1, d = 1, c = −2.
Îñòàëîñü äîêàçàòü (à). Íà÷í¼ì ñ:

nαnβnα = t)αn−1
α nβnα = tαn2α+β , (6.28)
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ãäå ìû âíîâü èñïîëüçóåì ôîðóìóëó (6.3). Ñëåäóþùèé øàã:

nβnαnβnαnβ = tβn
−1
β tαn2α+βnβ = tβtαt

−<α,β>
β n−1

β n2α+βnβ = tαtβn2α+β , (6.29)

ïîñêîëüêó < α, β >= −2, t2β = e è nβ , n2α+β ïåðåñòàíîâî÷íû. Òîãäà:

nα(nβnα)3 = tα(n−1
α tαtβnα)(n−1

α n2α+βnα) = tαtαtβt
−<β,α>
α nβ = tαtβnβ . (6.30)

Íàêîíåö, (6.30) âëå÷¼ò, ÷òî (nαnβ)4 = tα = (nβnα)4.

Êîðíåâàÿ ñèñòåìà òèïà G2.

Ëåììà 6.7.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φαβ èìååò òèï G2 è å¼ ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ðàâíû α, β, 2α+ β, 3α+
β, 3α+ 2β. Ïîëîæèì xα+β = x

Ad nβ

β , x2α+β = xAd nα

α+β x3α+β = (−xβ)Ad nα , x3α+2β = x
Ad nβ

3α+β . Òîãäà:

(à) tαβ = (nαnβ)6 = e = (nβnα)6 = tβα;

(á) äëÿ âñåõ x, y ∈ F,

uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(−xy)u2α+β(x2y)u3α+β(−x3y)u3α+2β(x3y2),
uα+β(y)uα(x) = uα(x)uα+β(y)u2α+β(2xy)u3α+β(3x2y)u3α+2β(3xy2),
u2α+β(y)uα(x) = uα(x)u2α+β(y)u3α+β(−3xy),
u3α+β(y)uβ(x) = uβ(x)u3α+β(y)u3α+2β(xy),

u2α+β(y)uα+β(x) = uα+β(x)u2α+β(y)u3α+2β(−3xy);

(â) xAd nα

2α+β = −xα+β, xAd nα

3α+β = xβ, xAd nα

3α+2β = x3α+2β, x
Ad nβ

α+β = −xα, x
Ad nβ

2α+β = x2α+β, x
Ad nβ

3α+2β = −x3α+β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó < α, β >= −3 è < β,α >= −1, ìû èìååì tβα = tαβ = −1 (íàïîìíèì, ÷òî

t2α = t2β = e). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî:

x
nβ

α+β = tαβxα = −xα, (6.31)

xAd nα

2α+β = tααt
β
αxα+β = −xα+β , (6.32)

xAd nα

3α+β = −tβαxβ = xβ , (6.33)

x
Ad nβ

3α+2β = (tαβ)3tββx3α+β = −x3α+β . (6.34)

Ïîñêîëüêó (3α+ 2β)± α 6∈ Φ è (2α+ β)± β 6∈ Φ, ìû òàêæå ïîëó÷àåì:

xAd nα

3α+2β = x3α+2β , (6.35)

x
Ad nβ

2α+β = x2α+β . (6.36)

Ðàâåíñòâà (6.31)�(6.36) äàþò (â). Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê (á). Âíîâü, èñïîëüçóÿ êîììóòàòîðíóþ ôîðìóëó Øå-
âàëëå (ëåììà 6.6.8), ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò a, b, c, d, e, f, g, h, i (íåçàâèñÿùèõ îò x, y), ÷òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

uβ(y)uα(x) = uα(x)uβ(y)uα+β(axy)u2α+β(bx2y)u3α+β(cx3y)u3α+2β(dx3y2), (6.37)

uα+β(y)uα(x) = uα(x)uα+β(y)u2α+β(exy)u3α+β(fx2y)u3α+2β(gxy2), (6.38)

u2α+β(y)uα(x) = uα(x)u2α+β(y)u3α+β(hxy), (6.39)

u3α+β(y)uβ(x) = uβ(x)u3α+β(y)u3α+2β(ixy). (6.40)

Äåéñòâóÿ Intnβ
íà îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6.37), (6.39) è (6.40), ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî:

u−β(−y)uα+β(x) = uα+β(x)u−β(−y)uα(−axy)u2α+β(bx2y)u3α+2β(cx3y)u3α+β(−dx3y2), (6.41)

u2α+β(y)uα+β(x) = uα+β(x)u2α+β(y)u3α+2β(hxy), (6.42)
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u3α+2β(y)u−β(−x) = u−β(−x)u3α+2β(y)u3α+β(−ixy). (6.43)

Àíàëîãè÷íî ïîäåéñòâóåì Intnα
íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.37):

u3α+β(−y)u−α(−x) = u−α(−x)u3α+β(−y)u2α+β(axy)uα+β(−bx2y)uβ(cx3y)u3α+2β(dx3y2). (6.44)

Èç-çà òîãî, ÷òî α± 2β 6∈ Φ, ðàâåíñòâî n−1
β uα(x)nβ = uα+β(x) óïðîùàåòñÿ äî:

uβ(−1)uα(x)uβ(1) = u−β(−1)uα+β(x)u−β(1). (6.45)

Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì (6.37) è (6.40) ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6.45) ìîæåò áûòü çàïèñàíà:

uβ(−1)uα(x)uβ(1) =

uα(x)uβ(−1)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2)u3α+β(−cx3)u3α+2β(dx3)uβ(1) =

uα(x)uβ(−1)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2)uβ(1)u3α+β(−cx3)u3α+2β((d− ci)x3) =

uα(x)uα+β(−ax)u2α+β(−bx2)u3α+β(−cx3)u3α+2β((d− ci)x3). (6.46)

Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì (6.41) è çàòåì (6.43), ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6.45) ìîæåò áûòü çàïèñàíà:

u−β(−1)uα+β(x)u−β(1) =

uα+β(x)u−β(−1)uα(−ax)u2α+β(bx2)u3α+2β(cx3)u3α+β(−dx3)u−β(1) =

uα+β(x)uα(−ax)u2α+β(bx2)u3α+2β(cx3)u3α+β((ci− d)x3). (6.47)

Ñëåäóþùèì øàãîì (6.38) ïðåîáðàçóåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6.47) â:

uα(−ax)uα+β(x)u2α+β(−aex2)u3α+β(a2fx3)u3α+2β(−agx3)u2α+β(bx2)u3α+2β(cx3)u3α+β((ci− d)x3) =

uα(−ax)uα+β(x)u2α+β((b− ae)x2)u3α+β((a2f + ci− d)x3)u3α+2β((c− ag)x3). (6.48)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (6.46) è (6.48) âëå÷¼ò:

a = −1, e = 2b, d− c = f + ci, f = g. (6.49)

Òàê êàê 4α+ β 6∈ Φ, ðàâåíñòâî n−1
α uβ(y)nα = u3α+β(−y) ìîæíî óïðîñòèòü äî:

uα(−1)uβ(y)uα(1) = u−α(−1)u3α+β(−y)u−α(1). (6.50)

Ïðèìåíÿåì (6.37) ê ëåâîé ÷àñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü:

uα(−1)uβ(y)uα(1) = uβ(y)uα+β(−y)u2α+β(by)u3α+β(cy)u3α+2β(dy2). (6.51)

Ïðèìåíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî (6.44), (6.42), (6.40) ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.50), ÷òîáû ïîëó÷èòü:

u−α(−1)u3α+β(−y)u−α(1) =

u3α+β(−y)u2α+β(y)uα+β(−by)uβ(−cy)u3α+2β(−dy2) =

u3α+β(−y)uα+β(−by)u2α+β(y)u3α+2β(−hby2)uβ(−cy)u3α+2β(−dy2) =

uβ(−cy)uα+β(−by)u2α+β(y)u3α+β(−y)u3α+2β((ci− d− bh)y2). (6.52)

Ñðàâíåíèå (6.51) è (6.52) äà¼ò:
c = −1, b = 1, 2d+ i− h = 0. (6.53)

Âìåñòå ñ ôîðìóëàìè (6.46) ðàâåíñòâà (6.53) äàþò íàì:

a = c = −1, b = 1, e = 2, f = g, 2d = −h− i, d+ 1 = f − i. (6.54)

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî n−1
β u3α+β(x)nβ = u3α+2β(x), êîòîðîå ïåðåïèñûâàåòñÿ:

uβ(−1)u3α+β(x)uβ(1) = u−β(−1)u3α+2β(x)u−β(1). (6.55)
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Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ (6.40), è ïðàâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ (6.43), ÷òîáû ïîëó÷èòü:

u3α+β(x)u3α+2β(ix) = u3α+2β(x)u3α+β(ix), (6.56)

îòêóäà i = 1. Íàêîíåö, èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî n−1
α uα+β(y)nα = u2α+β(y), çàïèñàííîå â âèäå:

uα(−1)uα+β(y)uα(1) = u−α(−1)uα(1)u2α+β(y)uα(−1)u−α(1). (6.57)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ (6.38), à ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ (6.39), ÷òîáû ïîëó÷èòü

uα+β(y)u2α+β(2y)u3α+β(fy)u3α+2β(gy2) = u−α(−1)u2α+β(y)u3α+β(−hy)u−α(1). (6.58)

Ïåðåäâèæåíèå u−α(1) âëåâî òðåáóåò ïåðåñòàíîâêè ñ u3α+β è çàòåì ïåðåñòàíîâêè ñ u2α+β(y), êîòîðûå íå äàþò
íîâûõ ñèìâîëîâ âèäà u3α+β â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.58). Ñëåäîâàòåëüíî, f = −h è, èñïîëüçóÿ ôîðóìóëû
(6.54), ïîëó÷àåì:

a = c = −1, b = d = i = 1, e = 2, f = g = 3, h = −3, (6.59)

òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàÿ ïåðâûå ÷åòûðå ôîðìóëû èç (á). Ïÿòàÿ ôîðìóëà èç (á) ñëåäóåò èç (6.42).
Îñòàëîñü äîêàçàòü (à). Ìû äåéñòâóåì òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ëåììàõ:

nαnβnα = tαn
−1
3α+β . (6.60)

nβ(nαnβ)2 = tβ(n−1
β tαnβ)(n−1

β n−1
3α+βnβ) = tαn

−1
3α+2β . (6.61)

nα(nβnα)3 = n−1
α n−1

3α+2βnα = n−1
3α+2β . (6.62)

nβ(nαnβ)4 = tβn
−1
β n−1

3α+2βnβ = tβn3α+β . (6.63)

nα(nβnα)5 = tα(n−1
α tβnα)(n−1

α n3α+βnα) = tαtαtβnβ = n−1
β . (6.64)

Íàêîíåö, (nαnβ)6 = (nβnα)6 = e.

�8 Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ ãðóïï

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå ìû íå ðàññìàòðèâàëè âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ. Òèïû A�D
íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè, â òî âðåìÿ êàê òèïû E�F íàçûâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè.

Îäíîñâÿçíûå ãðóïïû òèïà An è Cn èçîìîðôíû ìàòðè÷íûì ãðóïïàì SLn+1(F) è Sp2n(F) è âñå îñòàëüíûå
ãðóïïû ýòèõ òèïîâ ïîëó÷àþòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïû ïî ïîäãðóïïå èç öåíòðà. Äëÿ òèïà Bn ãðóïïà SO2n+1(F) =
PSO2n+1(F) èìååò ïðèñîåäèí¼ííûé òèï, è äëÿ òèïà Dn ãðóïïà PSO2n(F) èìååò ïðèñîåäèí¼ííûé òèï, â òî
âðåìÿ êàê ôàêòîðãðóïïà SO2n(F)/PSO2n(F) èìåå ïîðÿäîê 2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîñâÿç-
íûõ ãðóïï íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå ñïèíîðíûå ãðóïïû, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ êàê ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðûõ àëãåáð Êëèôôîðäà.

Çàìåòèì, ÷òî âñå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè, òàê íàçûâàåìûõ, ãðóïï Øåâàëëå. Ïðè-
ñîåäèí¼ííûå ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè äëÿ âñåõ òèïîâ êîðíåâûõ ñèñòåì ïîñòðîåíû, íà-
ïðèìåð, â [3]. Òàì æå ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â êîììóòàòîðíîé ôîðìóëå
Øåâàëëå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîðíåé.



Ãëàâà 7. Ïîäãðóïïû è àâòîìîðôèçìû

àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

�1 Ðàçëîæåíèå Ëåâè

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà P ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé,
åñëè îíà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.5.13 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû P âûïîëíåíî P = NG(P ). Çàôèêñèðóåì ïîäãðóïïó Áîðåëÿ B è ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîäåðæàùèõ ïîäãðóïïó B. Ïî ñëåäñòâèþ 5.5.14 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äâå
ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ñîäåðæàùèå B, ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîâïàäàþò. Êðî-
ìå òîãî, ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ BN -ïàðîé, ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå B
íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé Π êîðíåâîé
ñèñòåìû Φ (ñì. ëåììû 6.1.4 è 6.1.7). Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå P = PI , ãäå I ⊆ Π.

Ðàññìîòðèì óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë Ru(PI). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà I = Π èëè I = ∅ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
Pi = G èëè Pi = B ñîîòâåòñòâåííî è ñòðîåíèå óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà î÷åâèäíî. Îáîçíà÷èì çà Ψ ïîäñèñòåìó
ñèñòåìû Φ, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì I. Â âåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.1.1. Ru(PI) ïðÿìî ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì {Uα|α ∈ Φ+ \Ψ}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé òîð T , ðàäèêàë Ru(P ) ÿâëÿåòñÿ T -èíâàðèàíòíîé
çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé. Ïî ëåììå 6.4.1 îí ïðÿìî ïîðîæäàåòñÿ òåìè Uα, êîòîðûå â íåãî â õîäÿò. Ïîñêîëüêó äëÿ
ëþáîãî α ∈ Ψ åãî ïðîòèâîïîëîæíûé êîðåíü −α òàêæå ëåæèò â Ψ, à U−α íå íîðìàëèçóåò Uα, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
íèêàêàÿ ãðóïïà Uα, α ∈ Ψ íå ëåæèò â Ru(PI). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé σα, ãäå α ∈ I îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâî Φ+ \Ψ, îòêóäà ñëåäóåò ëåììà.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ëè L(P ) = p ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó l ⊕ u, ãäå l = t ⊕
⊕

α∈Ψ gα è
u = L(Ru(PI)) =

⊕
α∈Φ+\Ψ gα. Ïîñêîëüêó [gα, gβ ] ⊆ gα+β (äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ïîëó÷åííîé êëàññè-

ôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è èçâåñòíûõ ñâîéñòâ àëãåáð Ëè), òî l ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé, à u �
èäåàëîì àëãåáðû p. Íàøà çàäà÷à â äàííîì ïàðàãðàôå ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïû PI â âèäå PI = l i V , ãäå V = Ru(PI) è L äîëæíà áûòü ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïîé ìàêñèìàëüíîãî
ðàíãà ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Ψ. Òàêîå ðàçëîæåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëåâè, à
ïîäãðóïïà L � ôàêòîðîì Ëåâè.

Ïîäãðóïïó L ìîæíî ïîñòðîèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû PI :

L = 〈T,Uα|α ∈ Ψ〉.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî α ∈ Ψ åãî ïðîòèâîïîëîæíûé −α òàêæå ëåæèò â Ψ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L ðåäóêòèâíà.
Êðîìå òîãî, â ñèëó êîììóòàòîðíîé ôîðìóëû Øåâàëëå (ëåììà 6.6.8), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíåâàÿ ñèñòåìà
ïîäãðóïïû L ñîâïàäàåò ñ Ψ, ñëåäîâàòåëüíî, L(L) = t⊕

⊕
α∈Ψ gα è L ∩ U = {e}.

Äðóãîé ñïîñîá � ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó B− ∩ P = B1 è ïîëîæèòü L = B1WIB1 (ãðóïïà WI îïðåäåëåíà
â � 3 ãëàâû 2). Çäåñü, îäíàêî, åñòü íåêîòîðûå òðóäíîñòè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî L ðåäóêòèâíà è íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ V .

Òðåòèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Ðàññìîòðèì òîð Z = (∩α∈IKer(α)) è
îïðåäåëèòü L = CG(Z). Ïî ñëåäñòâèþ 5.7.8 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Êîðíè, êîòîðûå òðèâèàëüíû íà Z � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè, ëåæàùèå â Ψ ïî ïîñòðîåíèþ. Â ÷àñòíîñòè,
L(L) = l = t⊕

⊕
α∈Ψ gα ≤ p. Â ñèëó ðàâåíñòâà öåíòðàëèçàòîðîâ äèàãîíàëèçèðóåìûõ ïîäãðóïï â àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ãðóïïàõ è â àëãåáðàõ Ëè (ëåììà 5.3.6), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L ≤ PI è ÷òî L∩V êîíå÷íà è T -èíâàðèàíòíà,
çíà÷èò, LV = {e}.
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Çàìåòèì, ÷òî Z � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê êîìïîíåíòà åäèíèöû öåíòðà ãðóïïû L, òàê ÷òî ZV = R(PI) è
Z � ìàêñèìàëüíûé òîð ðàäèêàëà R(PI).. Åñëè òåïåðü L1 � äðóãîé ôàêòîð Ëåâè ãðóïïû PI , òî òîãäà L1 =
CG(Z(L1)0) è Z(L1)0 = Z1 ≤ ZV , òî Z1 � äðóãîé ìàêñèìàëüíûé òîð ðàäèêàëà R(PI). Â ñèëó ñîïðÿæ¼ííîñòè
ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ (òåîðåìà 5.4.3), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ V , ÷òî Zx1 = Z. Îòñþäà Lx1 = L
è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.1.2. Ëþáàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà P ãðóïïû G èìååò ðàçëîæåíèå Ëåâè P = L i V , ãäå
V = Ru(P ) è L �- ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ L =
CG(Z(L)0). Áîëåå òîãî, ëþáûå äâà ôàêòîðà Ëåâè ñîïðÿæåíû íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç V .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè P 6= G, òî V 6= {e}. Ïîýòîìó ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà L èìååò ìåíüøèé ïîëóïðîñòîé
ðàíã, ÷åì ãðóïïà G, ÷òî äà¼ò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûé èíäóêöèîííûé èíñòðóìåíò èçó÷åíèÿ ðåäóêòèâíûõ
ãðóïï.

�2 Òåîðåìà Áîðåëÿ-Òèòñà

Ïóñòü U � çàìêíóòàÿ, íî íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Îïðåäåëèì N1 =
NG(U), U1 = U · Ru(N1) è çàòåì èíäóêòèâíî Ni = NG(Ui−1), Ui = Ui−1 · Ru(Ni). Ïîñêîëüêó óíèïîòåíòíûå
ðàäèêàëû ñâÿçíû, ÿñíî, ÷òî ëèáî dimUi+1 > dimUi, ëèáî Ui+1 = Ui. Â ÷àñòíîñòè, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàìêíóòûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G äîëæíà ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ íà íåêîòîðîì k, ò. å. Uk = Uk+1 = . . . è
Nk = Nk+1 = . . .. Îïðåäåëèì P(U) = Nk, V = Uk. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû U
âèäà Intx, x ∈ G ñòàáèëèçèðóåò N1, çíà÷èò, ñòàáèëèçèðóåò Ru(N1), çíà÷èò, ñòàáèëèçèðóåò U1, . . . , çíà÷èò,
ñòàáèëèçèðóåò P(U).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ëåæèò â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ ãðóïïû G (ýòîãî íåëüçÿ óòâåðæäàòü, åñëè U
íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿ ëþáîé Ui.

Ëåììà 7.2.1. Ïóñòü H � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ è A � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû
B. Åñëè S � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H, íîðìàëèçóåìàÿ ìíîæåñòâîì A, òî S ·A ëåæèò â
íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ ãðóïïû H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A â H/B
íåïóñòî è S ñòàáèëèçèðóåò X. Ïîñêîëüêó S ñâÿçíà è ðàçðåøèìà, îíà ôèêñèðóåò íåêîòîðóþ òî÷êó ïðîåêòèâ-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ X (ñì. òåîðåìó 5.1.5), ò. å. S ëåæèò â ïîäãðóïïå Áîðåëÿ, ñîäåðæàùåé A.

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé ïîäãðóïïå V = Uk, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî V ñîäåðæèò óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû
NG(V ) (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ íèì), à òàêæå U . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî U (ñëåäîâàòåëüíî, V ) ëåæèò â íåêî-
òîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ, ìû äîêàæåì, ÷òî P(U) ïàðàáîëè÷åñêàÿ è ÷òî V ñâÿçíà. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî NG(U) ≤ P(U), ïîñêîëüêó ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè íîðìàëèçàòîðàìè, è òàêæå,
÷òî U ≤ Ru(P(U)) = V .

Ëåììà 7.2.2. Ïóñòü V � çàìêíóòàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, N = NG(V ). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî V ëåæèò â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ ãðóïïû G, è ÷òî V ≥ Ru(N) (ýêâèâàëåíòíî V 0 = Ru(N)).
Òîãäà N ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G è V = Ru(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ V è ïîëîæèì S = (B ∩N)0. Òîãäà
S ëåæèò â ïîäãðóïïå Áîðåëÿ B1 ãðóïïû N , è ìû ìîæåì âûáðàòü ¾ïðîòèâîïîëîæíóþ¿ ïîäãðóïïó Áîðåëÿ
n−1B1n, ãäå n ∈ N , ò. å. Ru(B1 ∩ n−1B1n) = Ru(N) (ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 5.7.10 ê N0/Ru(N)). Òîãäà íàø
âûáîð âëå÷¼ò Ri(N ∩ B ∩ n−1Bn) ≤ Ru(N) ≤ V . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, n íîðìàëèçóåò V , çíà÷èò, V ëåæèò â
óíèïîòåíòíîé ÷àñòè ðàçðåøèìîé ãðóïïû N ∩ B ∩ n−1Bn. Ýòî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî, â ÷àñòíîñòè, V = Ru(N)
ñâÿçíà. Áîëåå òîãî, V ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè B ∩B′, ãäå B′ = n−1Bn. Åñëè áû V áûëà ìåíüøå, ÷åì Ru(B ∩B′,
å¼ íîðìàëèçàòîð â ýòîé ãðóïïå èìåë áû ðàçìåðíîñòü á�îëüøóþ, ÷åì V (ñì. ñëåäñòâèå 5.1.4), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ðàâåíñòâó Ru(N ∩ B ∩ B′) = V . Ñëåäîâàòåëüíî, V = Ru(B ∩ B′), çíà÷èò, B ∩ B′ ≤ N . Íî B ∩ B′ ñîäåðæèò
ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G (óïðàæíåíèå 6.4.4), çíà÷èò N èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã â G.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîðíåâóþ ñèñòåìó ãðóïïû G, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîé. Ïóñòü Π � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåâîé ñèñòåìû Φ, îïðåäåë¼ííàÿ ïîäãðóïïîé Áîðåëÿ B
(íàïîìíèì, ÷òî çàäàíèå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, à çàäàíèå ìíîæå-
ñòâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ïî ëåììå 2.1.4). Ïóñòü Ψ �
êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû N îòíîñèòåëüíî T . Åñëè Uα ≤ V (α ∈ Π), òî α ∈ Ψ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Uα ≤ B,
íî Uα 6≤ V âëå÷¼ò Uα 6≤ B′ è, â ñâîþ î÷åðåäü, U−α ∈ B′. Ïóñòü B′′ = σαBσα, å¼ êîðíè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè
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ãðóïïû B, çà èñêëþ÷åíèåì êîðíÿ α, êîòîðûé ìåíÿåòñÿ íà −α (ñì. ëåììó 2.1.9). Äàëåå, U−α íîðìàëèçóåò è
B′ è Ru(B∩B′′), çíà÷èò, íîðìàëèçóåò òàêæå Ru(B∩B′′∩B′) = Ru(B∩B′) = V . Ïîýòîìó −α ∈ Ψ. Ïîñêîëüêó
U−α ëåæèò â B′ è íå ëåæèò â B, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Uα íîðìàëèçóåò V , ò. å. α ∈ Ψ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Π ⊆ Ψ, è, çíà÷èò, B ≤ N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, íàçûâàåìóþ òàêæå òåîðåìîé Áîðåëÿ-Òèòñà.

Òåîðåìà 7.2.3. Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, U � óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,
ñîäåðæàùàÿñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Áîðåëÿ ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
P ãðóïïû G, ÷òî NG(U) ≤ P è U ≤ Ru(P ).

�3 Öåíòðàëèçàòîðû ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ

Òåîðåìà 7.3.1. Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, s ∈ G � ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò ãðóïïû G
è T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîäåðæàùèé s (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî òîðà ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.5.2).

Òîãäà CG(s) ïîðîæäàåòñÿ, òåìè êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Uα, äëÿ êîòîðûõ s
α = e è CNG(T )(s). Êðîìå òî-

ãî, CG(s)0 ïîðîæäàåòñÿ òîðîì T è òåìè êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè Uα, äëÿ êîòîðûõ sα = e è CG(s)/CG(s)0

èçîìîðôíà ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ W ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò, öåíòðàëèçó-
þùèé s, ëåæèò â CG(s)0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, ñîäåðæàùàÿ òîð T , Uα � êîðíåâûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
G îòíîñèòåëüíî òîðà T è U = Ru(B). Äëÿ ëþáîãî n ∈ NG(T ) îáîçíà÷èì ÷åðåç n̄ åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà NG(T ) 〉NG(T )/T = W . Î÷åâèäíî (ñì. òåîðåìó 5.8.2(â)), ÷òî âñå ãðóïïû Uα,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ sα = e è CNG(T )(s) ëåæàò â CG(s). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïîäãðóïïû ïîðîæäàþò
CG(s). Ïóñòü x ∈ CG(s). Â ñèëó òî÷íîé ôîðìû ðàçëîæåíèÿ Áðþà (òåîðåìà 6.2.9) ýëåìåíò x åäèíñòâåííûì
îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x = unv, ãäå u ∈ U , n ∈ NG(T ), v ∈ Un̄. Ïîñêîëüêó x ∈ CG(s), òî xs = x, îòêóäà
us = u, ns = n, vs = v. Ââèäó äåéñòâèÿ ýëåìåíòà s íà êîðíåâûõ ïîäãðóïïàõ, îïðåäåë¼ííîãî â òåîðåìå 5.8.2(â),
à òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî U ïðÿìî ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè Uα (ëåììà 6.4.1) ñëåäóåò, ÷òî u, v ∈ 〈Uα|sα = e〉,
îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå äëÿ CG(s).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó R ãðóïïû CG(s), ïîðîæä¼ííóþ òîðîì T è ãðóïïîé 〈Uα|sα = e〉. Ïî òåîðåìå
4.1.8 îíà çàìíóòà è ñâÿçíà. Êðîìå òîãî CG(s)/R ' CNG(T )(s)/(CNG(T ) ∩R) èçîìîðôíà ñåêöèè ãðóïïû Âåéëÿ
è ïîòîìó êîíå÷íà. Çíà÷èò, R = CG(s)0, îòêóäà ñëåäóåò òåîðåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû òðåáóåò äëèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è èçó÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ãðóïï ê
àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì, ïîýòîìó ìû íå áóäåì çäåñü åãî ïðèâîäèòü, îãðàíè÷èâøèñü ëèøü ññûëêîé.

Ëåììà 7.3.2. [18, Ïðåäëîæåíèå 2.10] Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, s � å¼ ïîëóïðî-
ñòîé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Òîãäà CG(s)/CG(s)0 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ∆(G)
ãðóïïû G.

Òåîðåìà 7.3.3. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, s � å¼ ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà Òîãäà CG(s)/CG(s)0 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ∆(G) ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà s êîíå÷åí, òî òåîðåìà ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 7.3.2. Åñëè ïî-
ðÿäîê áåñêîíå÷åí, ðàññìîòðèì çàìûêàíèå S öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì s. Â ñèëó ëåììû
3.4.5, åñëè ìîðôèçì Intx äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå 〈 s 〉 ãðóïïû S, òî îí äåéñòâóåò
òîæåñòâåííî è íà S. Ïîýòîìó CG(s) = CG(S). Äàëåå ãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìîé (êàê çàìûêàíèå
äèàãîíàëèçèðóåìîé ãðóïïû), ïîýòîìó òåîðåìà 5.2.9 âëå÷¼ò, ÷òî S = S0 × H, ãäå S0 � òîð è H � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Åñëè H = {e}, òî ïî òåîðåìå 5.5.4 öåíòðàëèçàòîð CG(S) = CG(S0) ñâÿçåí è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå çàïèøåì s = s0h, ãäå s0 ∈ S0 è h ∈ H. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì S → S/S0 ' H,
êîòîðûé äåéñòâóåò êàê èçîìîðôèçì íà H, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Ïðîîáðàç ýëåìåíòà h â S çàìêíóò è ñîäåðæèò s, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ S. Çíà÷èò,
〈h 〉 = H è CG(H) = CG(h). Ïî ëåììå 7.3.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî CG(h)/CG(h)0 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû
∆(G). Ïîñêîëüêó CG(S) = CCG(h)(S0) è CCG(h)0(S0) ñâÿçíà, îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äàííàÿ òåîðåìà èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå, ââèäó åãî âàæíîñòè, ñôîðìóëèðóåì îòäåëüíî.

Ñëåäñòâèå 7.3.4. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà (ò. å. ∆(G) = {e}). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ýëåìåíòà s ãðóïïû G åãî öåíòðàëèçàòîð CG(s) ñâÿçåí.
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�4 Àâòîìîðôèçìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, êàê àáñòðàêòíûõ
ãðóïï (äåëî â òîì, ÷òî íå ëþáîé àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì).

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ñïåöèàëüíûå òèïû èçîìîðôèçìîâ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû. Ïóñòü f � íåêî-
òîðûé àâòîìîðôèçì ïîëÿ F. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîðíåâàÿ ïîäãðóïïà Uα èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ
F, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü f êàê àâòîìîðôèçì êàæäîé èç êîðíåâûõ ïîäãðóïï Uα. Ïîñêîëüêó êîíñòàíòû
â êîììóòàòîðíîé ôîðìóëå Øåâàëëå ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 3, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè íà äàííûõ êîí-
ñòàíòàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ýëåìåíòû ïîëÿ F àâòîìîðôèçì f äåéñòâóåò òðèâèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó êîììóòàòîðíîé ôîðìóëû Øåâàëëå, f ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó
U ãðóïïû G.

Ïóñòü α1, . . . , αn � Z-áàçèñ ðåø¼òêè X(T ). Äëÿ êàæäîãî αi îïðåäåëèì ýëåìåíò hi(t) ∈ T (ãäå T � ìàêñè-
ìàëüíûé òîð ãðóïïû G, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îïðåäåëåíû ãðóïïû Uα) ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: (hi(t))αi = t
è (hi(t))αj = e ïðè i 6= j (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà ãàðàíòèðóåò íàì ëåììà 5.2.8). Ïîñêîëüêó α1, . . . , αn
ÿâëÿåòñÿ Z-áàçèñîì ðåø¼òêè X(T ), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé hi(t) îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïóñòü
Hi = 〈hi(t)|t ∈ F∗〉. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà êàæäîãî èç Hi. Êðîìå òîãî, ëþáîé ýëåìåíò èç
T åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Hi, i = 1, . . . , n (ïîðÿäîê íåâàæåí,
â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû T ). Òàêèì îáðàçîì, f ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû T . Ïî ëåììå
5.8.2(â) àâòîìîðôèçì f ñîãëàñóåòñÿ ñ äåéñòâèåì òîðà T íà U , ñëåäîâàòåëüíî, f ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèç-

ìà ãðóïïû B. Òàê êàê nα = uα(1)u−α(−1)uα(1), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî n
f
α = nα, îòêóäà f äåéñòâóåò òðèâèàëüíî

íà NG(T )/T è ìû ïîëó÷àåì ïðîäîëæåíèå f íà NG(T ). Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ Áðþà, ìû ïîëó÷àåì ïðîäîëæåíèå
àâòîìîðôèçìà f íà âñþ ãðóïïó G.

Óïðàæíåíèå 7.4.1. Äîêàçàòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûé f ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ.

Àâòîìîðôèçì f ãðóïïû G, îïðåäåë¼ííûé âûøå, íàçûâàåòñÿ ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G. Çàìå-
òèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûé ïîëåâîé àâòîìîðôèçì íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëåâîé
àâòîìîðôèçì èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F. Íî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ìîðôèçìàìè, àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F èçîìîðôíà F∗ è óìíîæåíèå íè íà êàêîé èç íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ
èç F∗ íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ F.

Ïóñòü âíîâü G = G1 ∗ G2 ∗ . . . ∗ Gk � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ãäå G1, . . . , Gk � ïðîñòûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû.
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