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ÑÅÍÑÎÐÍÛÅ ÑÅÒÈ È ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÊÐÓÃÀÌÈ 1

Ñ.Í. Àñòðàêîâ, À.È. Åðçèí, Â.Â. Çàëþáîâñêèé

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ýíåðãîýôôåêòèâíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ ïëîñêîé
îáëàñòè ñåíñîðàìè ñ äâóìÿ âûáèðàåìûìè ðàäèóñàìè ìîíèòîðèíãà. Â ðàáîòå óòî÷íÿþòñÿ è
óñèëèâàþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î êà÷åñòâå ïîêðûòèé, à òàêæå îïòèìèçèðóþòñÿ ñóììàðíûå
ýíåðãîçàòðàòû íà ìîíèòîðèíã è ïåðåäà÷ó äàííûõ ìåæäó ýëåìåíòàìè ñåíñîðíîé ñåòè. Â ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ïëàíå ïîñòàâëåíû è ðåøåíû íåñêîëüêî çàäà÷ ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè êðóãàìè â äóõå
êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Ë.Ô. Òîòà î ðàñïîëîæåíèÿõ íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðåííûå çàäà÷è, îòíîñÿñü
ê êîíêðåòíûì òèïàì ïîêðûòèé, äàþò òåì íå ìåíåå íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îá îáùåé ñèòóàöèè.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî âàðèàòèâíîñòü ðàäèóñîâ ïîêðûòèÿ îêàçàëàñü àêòóàëüíîé è ïåðñïåêòèâíîé â
ïðèêëàäíîì àñïåêòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåíñîðíàÿ ñåòü, ïîêðûòèå ïëîñêîñòè êðóãàìè, ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ.

1 Ââåäåíèå
Áåñïðîâîäíàÿ ñåíñîðíàÿ ñåòü (ÁÑÑ) ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà ñåíñîðîâ, êîòîðûå ðàç-
ìåùåíû â îáëàñòè ìîíèòîðèíãà è èñïîëüçóþò áåñïðîâîäíóþ ñâÿçü äëÿ îáìåíà èíôîðìà-
öèåé. Îñíîâíûìè ôóíêöèÿìè ñåíñîðà ÿâëÿþòñÿ ñáîð (ìîíèòîðèíã), ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà
è ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì, îáëàñòü ìîíèòîðèíãà êàæäîãî ñåíñîðà îáû÷íî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå êðóãà îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñåíñîðà,
è ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñåíñîð ïîêðûâàåò ýòîò êðóã [11]. Âåñüìà îñòðî ñòîèò âîïðîñ îá ýêîíî-
ìèè ýíåðãèè ñåíñîðîâ [2, 3, 5, 4, 10], êîòîðàÿ â îñíîâíîì ðàñõîäóåòñÿ íà ìîíèòîðèíã è
ïåðåäà÷ó äàííûõ âíóòðè ñåòè [7], è ïîýòîìó å¼ òðàòû òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè ñåòè.

Ýôôåêòèâíîñòü ïîêðûòèÿ ïëîñêîé îáëàñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóììàðíûì ïåðåêðûòèåì
êðóãîâ ìîíèòîðèíãà ñåíñîðîâ. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìîäåëåé ðàçìåùåíèÿ
ñåíñîðîâ èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàäèóñû ìîíèòîðèíãà R âñåõ ñåíñîðîâ îäèíàêîâû.
Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ýíåðãî¼ìêîñòè ìîíèòîðèíãà äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàæäàÿ òðîéêà
ñîñåäíèõ ñåíñîðîâ îáðàçóåò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé R

√
3 [6, 12] (ñì.

ðèñ. 1a). Ïîÿâëåíèå ñåíñîðîâ ñ ðåãóëèðóåìûì ðàäèóñîì ìîíèòîðèíãà äàåò äîïîëíèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÁÑÑ.

Íàçîâåì ïîêðûòèåì ïëîñêîé îáëàñòè S òàêóþ ñîâîêóïíîñòü êðóãîâ C, ÷òî êàæäàÿ òî÷-
êà îáëàñòè ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç íèõ. Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ êàê
îòíîøåíèå ïëîùàäè âñåõ êðóãîâ C ê ïëîùàäè îáëàñòè S. Ïîä ðåãóëÿðíûì ïîêðûòèåì
COVk(p, q) áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ïîêðûòèå ïëîñêîñòè êðóãàìè, ïðè êîòîðîì âñÿ îáëàñòü
ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ïðàâèëüíûå k-óãîëüíèêè (ïëèòêè), îáðàçóÿ áåñêîíå÷íóþ ðåãó-
ëÿðíóþ ðåøåòêó. Ïðè ýòîì âñå k-óãîëüíèêè äîëæíû ïîêðûâàòüñÿ îäèíàêîâî p êðóãàìè q
ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ, è êàæäûé óçåë ðåøåòêè (âåðøèíà k-óãîëüíèêà) äîëæåí áûòü öåí-
òðîì îäíîãî êðóãà. Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ êàæäîé
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Ðèñ. 1: a) Ïîêðûòèå T1; b) Ïîêðûòèå Q1.

ïëèòêè (îòíîøåíèå ïëîùàäåé êðóãîâ âíóòðè ïëèòêè ê ïëîùàäè ïëèòêè) îäèíàêîâà, ÷òî
äàåò îñíîâàíèå ãîâîðèòü î ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ âñåé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè êðóãàìè ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ èññëåäîâàíà ñðàâíèòåëüíî
ìàëî. Â ðàáîòå [8] íàéäåíà íèæíÿÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ,
ðàâíàÿ ïðèáëèçèòåëüíî 1.0189. Îäíàêî ïðåäëîæåííûé òàì ñïîñîá ïîêðûòèÿ (ñì. ðèñ. 2a)
ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà êðóãîâ ìàëîãî ðàäèóñà (íåïîêðûòîå ïðî-
ñòðàíñòâî ìåæäó òðåìÿ ñîñåäíèìè êðóãàìè áîëüøåãî ðàäèóñà ïîêðûâàåòñÿ áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì îäèíàêîâûõ êðóãîâ ìåíüøåãî ðàäèóñà, è íèæíÿÿ îöåíêà ïëîòíîñòè äîñòèãàåòñÿ
â ïðåäåëå, êîãäà ìàëåíüêèé ðàäèóñ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Ýòî äåëàåò åãî íåïðèåìëåìûì äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

a) b)

Ðèñ. 2: a) Ïîêðûòèå êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ [8]; b) Ïîêðûòèå êðóãàìè òð¼õ ðàäèóñîâ [11].

Ñóùåñòâóþò òðè òèïà � T , Q è H � ðåøåòîê, êîòîðûå çàìîùàþò ïëîñêîñòü ïðàâèëü-
íûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíàÿ (k = 3), êâàäðàòíàÿ (k = 4) è ãåê-
ñàãîíàëüíàÿ (k = 6). Ïîñêîëüêó òðåòèé òèï ëèáî ñâîäèòñÿ ñ ïåðâîìó, ëèáî ïðîèãðûâàåò
åìó ïî êà÷åñòâó, äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåòêè äâóõ òèïîâ � T è Q.

Çàäà÷à Pk(p, q) ñîñòîèò â ïîèñêå ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ COVk(p, q) ìèíèìàëüíîé



ïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ T -ðåøåòîê è Q-ðåøåòîê çàäà÷ó Pk(p, q) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç T (p, q) è Q(p, q). Ïîêðûòèÿ äëÿ çàäà÷ T (3, 1) è Q(4, 1) îáîçíà÷èì
÷åðåç T1 è Q1, è îòíåñåì ê ïåðâîìó óðîâíþ. Ïîêðûòèÿ äëÿ çàäà÷ T (4, 2) è Q(5, 2) � êî
âòîðîìó óðîâíþ è îáîçíà÷èì ÷åðåç èõ T2 è Q2, åñëè êðóãè ñ öåíòðàìè â ñìåæíûõ âåð-
øèíàõ ïëèòêè (�ãëàâíûå êðóãè�) êàñàþòñÿ, è ê òðåòüåìó óðîâíþ (îáîçíà÷èì � T3 è Q3),
åñëè ãëàâíûå êðóãè ñ öåíòðàìè â ñìåæíûõ âåðøèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ.

Èçâåñòíî íàèìåíåå ïëîòíîå ïîêðûòèå T1 ïëîñêîñòè îäèíàêîâûìè êðóãàìè [6, 12], êî-
òîðîå â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è T (3, 1), à òàêæå
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è T (p, 2) [8] è íèæíÿÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî-
êðûòèÿ â çàäà÷å T (p, p) [1]. Â îáùåì æå ñëó÷àå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
p è q) îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è Pk(p, q) íå èçâåñòíû.

Ïîêðûòèÿ T1 è T2 èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå â ñåíñîðíûõ ñåòÿõ [11, 12]. Ïîêðûòèÿ æå Q1
è Q2 â ÁÑÑ íå èñïîëüçîâàëèñü, ò.ê. ïðè ó÷åòå òîëüêî ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ïîêðûòèÿ îíè
ïðîèãðûâàþò ïîêðûòèÿì T1 è T2. Ïîêðûòèÿ T3 è Q3 ïðåäëîæåíû íàìè âïåðâûå, è îíè
äàþò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå.

2 Ïîêðûòèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé
2.1 Ïîêðûòèÿ ïåðâîãî óðîâíÿ.
Â ïîêðûòèÿõ ïåðâîãî óðîâíÿ èñïîëüçóþòñÿ êðóãè îäíîãî ðàäèóñà R. Â ïîêðûòèè T1 ëþáûå
òðè ïîïàðíî ñìåæíûå óçëà ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
(A1A2A3 íà ðèñ. 1a) ñî ñòîðîíîé R

√
3, è êðóãè ñ öåíòðàìè â ýòèõ âåðøèíàõ ïåðåñåêàþòñÿ

â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ïîêðûòèå T1 âïåðâûå ðàññìîòðåíî â 1939 ãîäó â ðàáîòå [6], ãäå
äîêàçàíà åãî îïòèìàëüíîñòü äëÿ çàäà÷è T (3, 1). Ïîçæå îíî íàøëî ïðèìåíåíèå â ñåíñîðíûõ
ñåòÿõ [12].

Â ïîêðûòèè Q1 ÷åòûðå ïîïàðíî ñìåæíûå óçëà ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà
(B1B2B3B4 íà ðèñ. 1b) ñî ñòîðîíîé R

√
2, è êðóãè ðàäèóñà R ñ öåíòðàìè â ýòèõ âåðøèíàõ

ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå.
Ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ � îòíîøåíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè Sf âñåõ ÷àñòåé êðóãîâ âíóòðè

ïëèòêè ê ïëîùàäè Sp ïëèòêè � T1 ðàâíà

DT1 =
SfT1

SpT1

=
πR2/2

3R2
√

3/4
=

2π

3
√

3
≈ 1.2091,

à ïîêðûòèÿ Q1 ðàâíà
DQ1 =

SfQ1

SpQ1

=
πR2

2R2
=

π

2
≈ 1.5708.

Â ëèòåðàòóðå, îòíîñÿùåéñÿ ê ñåíñîðíûì ñåòÿì, íå âñåãäà ïðàâèëüíî îöåíèâàåòñÿ êà-
÷åñòâî ïîêðûòèÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [11] ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíî-
øåíèå ïëîùàäè òðåõ ñîñåäíèõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ îáðàçóþò âåðøèíû òðåóãîëü-
íîé ïëèòêè, ê ïëîùàäè, ïîêðûòîé ýòèìè êðóãàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà
D

[11]
T1 = 6πµs/(4π + 3

√
3) ≈ 1.0615µs, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîêðû-

òèè T1 êàæäûé êðóã ïåðåñåêàåòñÿ ñ øåñòüþ äðóãèìè êðóãàìè, â òî âðåìÿ êàê àâòîðû
ðàáîòû [11] ó÷èòûâàþò òîëüêî äâà ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè âçÿòü îòíîøåíèå ïëîùàäè m 6= 3
êðóãîâ ê ïîêðûòîé èìè ïëîùàäè, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãàÿ âåëè÷èíà ïëîòíîñòè. Ìû æå ó÷è-
òûâàåì âñå ïåðåñå÷åíèÿ êðóãîâ âíóòðè ïëèòêè, è â ñèëó òîãî, ÷òî ïëèòêè çàìîùàþò âñþ



îáëàñòü áåç ïåðåñå÷åíèé, íàøè âû÷èñëåíèÿ êîððåêòíû. Áîëåå òîãî, â [6] ïîêàçàíî, ÷òî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðóãîâ N , äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîêðûòèÿ ïëîùàäè S êðóãàìè îäèíàêî-
âîãî ðàäèóñà R ¿ S, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ NπR2/S = 2π/

√
27 ≈ 1.2091. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ îáëàñòè îäèíàêîâûìè êðóãàìè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
2π/

√
27 ≈ 1.2091, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè â [6] è ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì ðàáîòû

[11].

1R
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r
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a) b)

Ðèñ. 3: a) Ïîêðûòèå äëÿ çàäà÷è T (3, 3); b) Ïîêðûòèå äëÿ çàäà÷è T (4, 4).

Ëåììà 1. Ïîêðûòèå T1 (ñîîòâåòñòâåííî Q1) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷
T (3, q), q = 1, 2, 3 (ñîîòâåòñòâåííî Q(4, q), q = 1, 2, 3, 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ïîêðûòèÿ T1, äëÿ Q1 îíî äîêàçûâàåò-
ñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1, ðàäèóñû êðóãîâ, ïîêðûâàþ-
ùèõ òðåóãîëüíèê, ðàâíû R1, R2, R3, è âñå ýòè êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ñì.
ðèñ. 3a). Ñîõðàíÿÿ ðàäèóñ R1 íèæíåãî êðóãà, ïîëîæèì ðàäèóñû äðóãèõ êðóãîâ ðàâíûìè
R′

2 = R′
3 = (R2 + R3)/2. Ïðîñòûì ñðàâíåíèåì ïëîòíîñòåé ïîêðûòèé äî è ïîñëå èçìåíåíèÿ

ðàäèóñîâ ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ íå óâåëè÷èëàñü. Ïðè ýòîì íèæíÿÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ R′

2 è R′
3 íàõîäèòñÿ â êðóãå ðàäèóñà R1. Ïóñòü

R = R(R1) ≤ (R2 + R3)/2 ðàäèóñ âåðõíèõ (ñì. ðèñ. 3a) îêðóæíîñòåé, ïðè êîòîðîì òî÷êà
èõ ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R1. Òîãäà R(R1) =

√
1/4 + (

√
3/2−R1)2.

Ìèíèìèçàöèÿ ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ òðåóãîëüíèêà ïðèõîäèò ê ðàâåíñòâó R = R1 =
√

3/3.
Ò.å. â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è T (3, q), q = 1, 2, 3 ðàäèóñû êðóãîâ ñîâïàäàþò, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïîêðûòèþ T1. Ëåììà äîêàçàíà.

2.2 Ïîêðûòèÿ âòîðîãî óðîâíÿ.
Â ïîêðûòèÿõ âòîðîãî óðîâíÿ êàæäàÿ ïàðà ãëàâíûõ êðóãîâ ðàäèóñà R ñ öåíòðàìè â ñìåæ-
íûõ âåðøèíàõ ïëèòêè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, è ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîóãîëüíèêà ìåæäó
íèìè ïîêðûâàåòñÿ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì êðóãîì (ñì. ðèñ. 4). Â ïîêðûòèè T2 ðàäèóñ äî-
ïîëíèòåëüíîãî êðóãà ðàâåí r = R/

√
3, à â ïîêðûòèè Q2 ðàäèóñ äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà

ðàâåí r = R. Ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ Q2 ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ïîêðûòèÿ Q1, à ïëîòíîñòü
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Ðèñ. 4: a) Ïîêðûòèå T2; b) Ïîêðûòèå Q2.

ïîêðûòèÿ T2 ðàâíà
DT2 =

SfT2

R2
√

3
=

5πR2/6

SpT2

=
5π

6
√

3
≈ 1.5115,

÷òî ñóùåñòâåííî áîëüøå ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ T1. Ðàçëè÷èå ìåæäó âåëè÷èíîé DT2 è ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïëîòíîñòüþ, âû÷èñëåííîé â [11],

D
[11]
T2 =

π(3R2 + r2)

(
√

3 + 5π/2)R2
=

20π

6
√

3 + 15π
≈ 1.0924

ñòàíîâèòñÿ åùå çàìåòíåå, ÷åì ìåæäó DT1 è D
[11]
T1 , ÷òî îáóñëîâëåíî íåêîððåêòíîñòüþ âû-

÷èñëåíèé â ðàáîòå [11].

3 Ïîêðûòèÿ òðåòüåãî óðîâíÿ
Åñëè ãëàâíûå êðóãè ñ öåíòðàìè â ïîïàðíî ñìåæíûõ âåðøèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà ÷àñòè÷íî
ïåðåñåêàþòñÿ, òî, êàê è â ïîêðûòèÿõ âòîðîãî óðîâíÿ, ïîêðûâàåòñÿ íå âñÿ ïëèòêà. Ïîýòîìó
äëÿ ïîêðûòèÿ âñåé ïëèòêè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå
êðóãè.

3.1 Ïîêðûòèå T3

Â ïîêðûòèè T3 äîïóñêàåòñÿ îäèíàêîâîå ïåðåñå÷åíèå ãëàâíûõ êðóãîâ ðàäèóñà R, öåíòðû
êîòîðûõ îïðåäåëÿþò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, è íàõîäèòñÿ ðàäèóñ r îäíî-
ãî äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà, ìèíèìèçèðóþùèé ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ ïëèòêè (ñì. ðèñ. 5a).
Ñòîðîíà òðåóãîëüíîé ïëèòêè îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ðàçìåùåíèÿ öåíòðîâ ãëàâíûõ êðóãîâ.
Î÷åâèäíî, çàäàíèå ðàäèóñà r îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå ãëàâíûõ êðóãîâ ðàäèóñà
R.

Òåîðåìà 1. Îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå êðóãîâ â ïîêðûòèè T3 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ: r = R/

√
31 ≈ 0.1796R; a = 6R

√
3/
√

31 ≈ 1.8665R, ãäå a �
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Ðèñ. 5: a) Ïîêðûòèå T3; b) Ïîêðûòèå Q3.

ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ êðóãîâ ðàäèóñà R (ñòîðîíà òðåóãîëüíîé ïëèòêè),
÷òî ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ DT3 = 11π/(18

√
3) ≈ 1.1084.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = R − a/2. Èìååì r = t/
√

3 − √R2 − t2, ãäå t = R −
x. Òîãäà SpT3 = a2

√
3/4 = (R − x)2

√
3 = t2

√
3; SfT3 = πR2/2 + π(t/

√
3 − √

R2 − t2)2.
Äëÿ ìèíèìèçàöèè ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ
çàäà÷ó îäíîé ïåðåìåííîé:

DT3 =
SfT3

SpT3

=
πR2/2 + π(t/

√
3−√R2 − t2)2

t2
√

3
=

π√
3

(
3R2

2t2
− 2

3
− 2

√
R2 − t2

t
√

3

)
→ min

t
.

Åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ t = 3R
√

3/
√

31, ÷òî îïðåäåëÿåò x = R(
√

31−3
√

3)/
√

31 è r = R/
√

31.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì SpT3 = 27R2

√
3/
√

31; SfT3 = 33πR2/62; DT3 = SfT3/SpT3 =
11π/(18

√
3) ≈ 1.1084. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì áëèçîñòü ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ ê íèæíåé îöåíêå 1.0189 [8]. Êðîìå òîãî, ðàäèóñ
r äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà â ïîêðûòèè T3 íà 39% ìåíüøå ðàäèóñà äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà â
ïîêðûòèè T2. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ T3 óìåíüøèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ
â T2 íà 41%. Ïîêðûòèå T3 ýôôåêòèâíåå ïîêðûòèÿ T1 íà 10%.

Ëåììà 2. Ïîêðûòèå T3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è T (4, 2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàäèóñû êðóãîâ ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà ñîâïà-

äàþò, òî âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ïîêðûòèå T3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ
ïîêðûòèÿ òðåóãîëüíèêà èñïîëüçóþòñÿ êðóãè äâóõ ðàäèóñîâ, êðîìå ïîêðûòèÿ T3, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî ïîêðûòèå, â êîòîðîì äâà êðóãà ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà
èìåþò îäèíàêîâûé ðàäèóñ R. Òîãäà ðàäèóñû êðóãà ñ öåíòðîì â òðåòüåé âåðøèíå ïëèò-
êè è äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà äîëæíû ñîâïàäàòü (ïóñòü îíè ðàâíû r), è äîïîëíèòåëüíûé
êðóã äîëæåí öåëèêîì íàõîäèòüñÿ âíóòðè ïëèòêè (èíà÷å äëÿ ïîêðûòèÿ òðåóãîëüíèêà áóäåò
èñïîëüçîâàíî áîëåå ÷åòûðåõ êðóãîâ). Äàæå åñëè äîïîëíèòåëüíûé êðóã âïèñàí â òðåóãîëü-
íèê, îí áóäåò êàñàòüñÿ òàêîãî æå êðóãà ñ öåíòðîì â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 6a).
Çíà÷èò, äëÿ ïîêðûòèÿ âñåãî òðåóãîëüíèêà, äâà äðóãèõ êðóãà (ðàäèóñà R) äîëæíû ïåðå-
ñåêàòüñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ êðóãîâ ðàäèóñà r, è äîïîëíèòåëüíûé êðóã ðàäèóñà r ÿâëÿåòñÿ â
ýòîì ïîêðûòèè èçëèøíèì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ òðåóãîëüíèêà ÷åòûðüìÿ êðóãàìè ðàçëè÷íûõ ðàäè-
óñîâ. (ñì. ðèñ. 3b), íî ïîêðûòèå T3 îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì è äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷,
÷òî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Ðèñ. 6: a) Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 2; b) Ðåøåíèå çàäà÷è Q(8,2).

Òåîðåìà 2. Ïîêðûòèå T3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷ T (4, p), p = 1, 2, 3, 4.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.

3.2 Ïîêðûòèå Q3

Â ïîêðûòèè Q3 ïëèòêà � ýòî êâàäðàò, îïðåäåëÿåìûé öåíòðàìè ÷åòûðåõ ïîïàðíî ïåðåñåêà-
þùèõñÿ êðóãîâ ðàäèóñà R, è âñå ýòè êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì êðóãîì
ðàäèóñà r (ñì. ðèñ. 5b).

Òåîðåìà 3. Ðàçìåùåíèå êðóãîâ â ïîêðûòèè Q3, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü ïîêðû-
òèÿ ìèíèìàëüíà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ: r = R/

√
5 ≈

0.4472R; a = 4R/
√

5 ≈ 1.7889R, ãäå a � ðàññòîÿíèå ìåæäó êðóãàìè ðàäèóñà R (ñòî-
ðîíà êâàäðàòíîé ïëèòêè). Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ ðàâíà DQ3 = 3π/8 ≈ 1.1788.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = R − a/2. Òîãäà r = t − √
R2 − t2, ãäå t = R − x.

Âû÷èñëèì SpQ3 = 4(R − x)2 = 4t2; SfQ3 = πR2 + π(t − √
R2 − t2)2. Äëÿ ìèíèìèçàöèè

ïëîòíîñòè ðåøèì çàäà÷ó:

SfQ3

SpQ3

=
πR2 + π(t−√R2 − t2)2

4t2
=

π

2

(
R2

t2
−
√

R2 − t2

t

)
→ min

t
.

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 2R/
√

5, îòêóäà a = 4R/
√

5 è r = R/
√

5. Â ðåçóëüòàòå èìååì
SpQ3 = 16R2/5; SfQ3 = 6πR2/5; DQ3 = SfQ3/SpQ3 = 3π/8 ≈ 1.1788. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïëîòíîñòü DQ3 íà 33% ìåíüøå ïëîòíîñòè ïîêðûòèé Q1 è
Q2.

Ëåììà 3. Ïîêðûòèå Q3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷ Q(5, 2) è Q(4, 2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â çàäà÷å Q(5, 2) äîïóñòèìûìè ïîêðûòèÿìè, êðîìå Q3, ÿâëÿþòñÿ

ïîêðûòèÿ, â êîòîðûõ n (n = 1, 2, 3) êðóãîâ ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ êâàäðàòà èìåþò ðàäèóñ



R, à 4− n êðóãîâ ñ öåíòðàìè â äðóãèõ âåðøèíàõ êâàäðàòà è äîïîëíèòåëüíûé êðóã èìåþò
ðàäèóñ r ≤ R. Áîëåå òîãî, ðàäèóñ r íå äîëæåí ïðåâîñõîäèòü ïîëîâèíû ñòîðîíû êâàäðàòà,
èíà÷å â ïîêðûòèè êâàäðàòà áóäåò ó÷àñòâîâàòü áîëåå 5 êðóãîâ. Ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå
âàðèàíòû ïîêðûòèé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîêðûòèå Q3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ
çàäà÷è Q(5, 2). Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïîêðûòèå, â êîòîðîì n = 1 è ïóñòü ñòîðîíà
êâàäðàòà ðàâíà 1. Òîãäà R < 1 è äëÿ ïîêðûòèÿ âñåõ òî÷åê êâàäðàòà íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
r = 1/2. Äàæå åñëè ïîëîæèòü R = r, ìû èìååì ïîêðûòèå Q2, êîòîðîå õóæå Q3.

Òî, ÷òî ïîêðûòèå Q3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì è äëÿ çàäà÷è Q(4, 2), âèäíî
ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ äðóãîé Q-ðåøåòêè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì (ïîä óãëîì 45%
ê ãîðèçîíòàëè) áëèæàéøèõ äðóã ê äðóãó öåíòðîâ êðóãîâ ðàäèóñîâ R è r. Ëåììà äîêàçàíà.

4 Ñóììàðíûå ýíåðãîçàòðàòû
Âåðíåìñÿ ê ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âñåé ÁÑÑ, è ïîêàæåì, ÷òî ó÷åò ñóì-
ìàðíûõ çàòðàò ýíåðãèè íà ìîíèòîðèíã è íà îáìåí äàííûìè ìåæäó ñåíñîðàìè ïðèâîäèò
ê äðóãèì ñîîòíîøåíèÿì ðàäèóñîâ R è r â ïîêðûòèÿõ òðåòüåãî óðîâíÿ. Â ÁÑÑ ñåíñîðû,
îáåñïå÷èâàþùèå ïîêðûòèå, äîëæíû ïîðîæäàòü ñâÿçíûé ãðàô. Ïðè ýòîì ýíåðãîçàòðàòû
íà ïåðåäà÷ó äàííûõ ðàâíû µcd

b, ãäå d � äàëüíîñòü ïåðåäà÷è, à µc > 0 è b ∈ [2, 6] � çà-
äàííûå êîíñòàíòû [11]. Äëÿ îöåíêè ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ñâÿçè èñïîëüçóåòñÿ óäåëüíàÿ
ýíåðãîåìêîñòü ïåðåäà÷è CE (ýíåðãèÿ ñåíñîðîâ, ïîòðà÷åííàÿ íà ïåðåäà÷ó, îòíåñåííàÿ ê
ïëîùàäè îáëàñòè ïîêðûòèÿ). Ïðè ïîäñ÷åòå âåëè÷èíû CE ìû, êàê è â [11], ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âñå ñåíñîðû ó÷àñòâóþò â ïåðåäà÷å äàííûõ, è êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ îñòî-
âîì T ìèíèìàëüíîãî âåñà, ãäå âåñ ðåáðà (i, j) � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåíñîðàìè i è j, è
íàïðàâëåíèå ïåðåäà÷è äàííûõ ïî êàæäîìó ðåáðó ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå T3 è íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà äîïîëíèòåëüíîãî
êðóãà r, ïðè êîòîðîì ñóììàðíûå ýíåðãîçàòðàòû ÁÑÑ ìèíèìàëüíû, ðåøèâ çàäà÷ó

TET3 = SET3 + k · CET3 → min
r∈[0,R

√
3/2]

,

ãäå SET3 � óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîíèòîðèíãà, à k ∈ [0, 1] � çàäàííàÿ êîíñòàíòà, îòðàæàþùàÿ
äîëþ çàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ â îáùèõ ýíåðãîçàòðàòàõ [11].

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â ìèíèìàëüíîì îñòîâå T â ïîêðûòèè T3 êàæäûé öåíòð ãëàâíîãî
êðóãà ðàäèóñà R áóäåò ñâÿçàí ñ öåíòðîì êðóãà ðàäèóñà r, à öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà
ìîæåò áûòü ñâÿçàí êàê ñ öåíòðîì áëèæàéøåãî êðóãà ðàäèóñà r, òàê è ñ áëèæàéøåé âåð-
øèíîé òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê âñå ýòè ðåáðà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó dT3 = 6R/

√
31, òî

CET3 = 1.5µcd
b
T3/SpT3.

Ïóñòü ýíåðãèÿ ìîíèòîðèíãà êðóãà ðàäèóñà R ðàâíà µsR
a, a ∈ [2, 4], ãäå µs > 0. Ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèé r = t√
3
−√R2 − t2, dT3 = 2t√

3
è SpT3 = t2

√
3 (ïàðàìåòð t èìååò òîò æå ñìûñë,

÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1), çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

µs
0.5Ra + ra

t2
√

3
+ kµc

1.5d b
T3

t2
√

3
→ min

t∈[R
√

3/2,(3+
√

21)R/8]
.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ r è dT3, óïðîñòèì âûðàæåíèå, ïîëîæèâ α = µs/
√

3, β =
2b−1kµc/(

√
3)b−1, è ïåðåïèøåì çàäà÷ó

f(t) = α
0.5Ra

t2
+ α

(
t√
3
−√R2 − t2

)a

t2
+ βtb−2 → min

t∈[R
√

3/2,(3+
√

21)R/8]
.



Îòìåòèì, ÷òî ïðè b = 2 òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(t) íå çàâèñèò îò ýíåðãîçàòðàò íà
ïåðåäà÷ó. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå t â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå, íî
â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(t) åãî ìîæíî íàéòè ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ε ñ òðóäîåìêîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé O(log2 R/ε).

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ïîêðûòèå Q3 è íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà r äî-
ïîëíèòåëüíîãî êðóãà, ïðè êîòîðîì ñóììàðíûå ýíåðãîçàòðàòû (íà ìîíèòîðèíã è ïåðåäà÷ó
äàííûõ) ìèíèìàëüíû:

TEQ3 = SEQ3 + k · CEQ3 → min
r∈[0,R]

.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé r = t−√R2 − t2, dQ3 = t
√

2 (â ìèíèìàëüíîì îñòîâå öåíòðû êðóãîâ
ðàäèóñà R ñîåäèíÿþòñÿ ñ öåíòðîì äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà) è SpQ3 = 4t2 (çäåñü ïàðàìåòð
t èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3), ïåðåïèøåì çàäà÷ó â âèäå:

g(t) =
1

4t2

(
µsR

a + µs

(
t−

√
R2 − t2

)a
+ 2kµc(t

√
2)b−2

)
→ min

t∈[R/
√

2,R]
.

Â îáùåì ñëó÷àå ìèíèìóì ôóíêöèè g(t) òàêæå íå óäàåòñÿ âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå, íî â
ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè îí ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà b = 2, òî÷êà ìèíèìóìà g(t), êàê è â ïîêðûòèè T3, íå çàâèñèò îò
ýíåðãîçàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, ïðè a = 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî SEQ3 >
SET3. Â ñëó÷àå æå ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ∈ [2, 4], à òàêæå ïðè ó÷åòå ñóì-
ìàðíûõ ýíåðãîçàòðàò, ñîîòíîøåíèå âåëè÷èí TET3 è TEQ3 çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
µs, µc, a, b è k. Íàïðèìåð, ïðè µs = µc = 1, a = 4, b = 4, k = 0.3 èìååì íåðàâåíñòâî
TET3 < TEQ3, à ïðè µs = µc = 1, a = 4, b = 6, k = 0.3 ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
TET3 > TEQ3. À ïðè a = 4 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå SET3 > SEQ3.

5 Çàìå÷àíèÿ è íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì êðóãîâ äâóõ ðàäèóñîâ. Ïðè ýòîì ìîæíî
íåñêîëüêî óìåíüøèòü ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ ïóòåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà êðóãîâ, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ïîêðûòèè ïëèòêè. Íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è T (6, 2), ïîêàçàííîå íà ðèñ. 7a, èìååò
ïëîòíîñòü 1.082. Èñïîëüçîâàíèå æå äëÿ ïîêðûòèÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ìåæäó
òðåìÿ ãëàâíûìè êðóãàìè ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ êðóãîâ (ñì. ðèñ. 7b) ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ äî âåëè÷èíû 1.1428. Àíàëîãè÷íî â ïîêðûòèè Q âìåñòî îäíîãî
äîïîëíèòåëüíîãî êðóãà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷åòûðå îäèíàêîâûõ êðóãà (ñì. ðèñ. 6b), ÷òî
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Q(8, 2). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü òàêî-
ãî ïîêðûòèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ïîêðûòèÿ Q3, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ íà òðè êðóãà
ìåíüøå.

Âîçìîæíî óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ êðóãîâ ñ
áîëüøèì ÷èñëîì ðàäèóñîâ, õîòÿ ýòî íå âñåãäà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïëîòíîñòè ïîêðû-
òèÿ. Íàïðèìåð, â ïîêðûòèè T2 èñïîëüçóþòñÿ êðóãè äâóõ ðàäèóñîâ, à ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ
âûøå, ÷åì â ïîêðûòèè T1 îäèíàêîâûìè êðóãàìè. Êðîìå òîãî, â [11] ðàññìîòðåíî ðåãóëÿð-
íîå ïîêðûòèå êðóãàìè òðåõ ðàäèóñîâ (ñì. ðèñ. 2b) è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî òàêîå ïîêðûòèå
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç èçâåñòíûõ â ñâîåì êëàññå, îäíàêî ïðîâåäåííàÿ íàìè êîððåêò-
íàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî ïîêðûòèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îíî óñòóïàåò



R

r

a)

Rr

b)

Ðèñ. 7: a) Ðåøåíèå çàäà÷è T (6, 2); b) Ðåøåíèå çàäà÷è T (7, 2).

ïîêðûòèþ T1, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ êðóãè îäíîãî ðàäèóñà. Íàìè ïëàíèðóåòñÿ ïðîâå-
ñòè èññëåäîâàíèÿ k-óðîâíåâûõ ôðàêòàëüíûõ ïîêðûòèé, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êðóãè k
ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ.
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6 Ïðèëîæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2
Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé åäèíè÷íîé äëèíû ÷åòûðüìÿ
êðóãàìè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è T (4, p). Öåíòðû òðåõ ãëàâíûõ êðóãîâ ñîâïà-
äàþò ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, è èõ ðàäèóñû ðàâíû r1, r2 è r3, à ÷åòâåðòûé äîïîëíè-
òåëüíûé êðóã K èìååò ðàäèóñ r. Ïðè ýòîì ãëàâíûå êðóãè îñòàâëÿþò íåïîêðûòûì êðèâî-
ëèíåéíûé òðåóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 3b), êîòîðûé ïîêðûâàåòñÿ êðóãîì K, ãðàíèöà êîòîðîãî
ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ýòîãî êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîëîæåíèå êðóãà K îïðå-
äåëÿåòñÿ åãî öåíòðîì M . Ïîêàæåì, ÷òî ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè êðóã K
íàõîäèòñÿ â öåíòðå òðåóãîëüíèêà, ò.å. ïðè r1 = r2 = r3. Ïðè ýòîì, ðàäèóñ êðóãà K îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ ýêâèâàëåíòíî ìèíè-
ìàëüíîñòè ñóììû r2

1 +r2
2 +r2

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå
âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è ñëåäñòâèÿ.

Ëåììà 4. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå äî âñåõ åãî ñòî-
ðîí íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êó M , íàõîäÿùóþ-
ñÿ âíóòðè ABC, èëè íà åãî ãðàíèöå. Ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè M ïàðàëëåëüíî ïðîèçâîëüíîé
ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, íàïðèìåð AC, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ñòîðîíû AC íå ìåíÿåòñÿ,
à ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ äðóãèõ ñòîðîí îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òîæå ñàìîå ïðîèñõîäèò
ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïàðàëëåëüíî îñòàëüíûì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ òî÷êó òðåóãîëüíèêà, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü êðóã K íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà
ñóììà ðàññòîÿíèé îò êðóãà K äî âñåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íå çàâèñèò îò åãî ïîëîæå-
íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M öåíòð êðóãà, è ïóñòü ðàäèóñ êðóãà ðàâåí r.
Òàê êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî êàæäîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû äî êðóãà íà âåëè÷èíó r, òî, ñ ó÷åòîì Ëåììû 4, ýòî äàåò
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà äî âñåõ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà L(M) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå åñëè òî÷êà M íàõîäèòñÿ
â öåíòðå òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò òî÷êè M äî âåðøèí ðàâíà L(M) = |AM |+ |BM |+ |CM |. Èç òî÷êè M îïóñòèì
ïåðïåíäèêóëÿðû MA1 íà ñòîðîíó BC, MB1 íà ñòîðîíó AC è MC1 íà ñòîðîíó AB. Ïî



Ëåììå 4 ñóììà S(M) = |MA1| + |MB1| + |MC1| íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M . Ðàñ-
ñìîòðèì ëîìàííûå AMA1, BMB1 è CMC1. Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ìèíèìàëüíóþ äëèíó
åñëè ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà, è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M � öåíòðîì òðåóãîëüíèêà.
Òàê êàê |AMA1|+ |BMB1|+ |CMC1| = S(M)+L(M) è S(M) = const, òî L(M) ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà M � öåíòð òðåóãîëüíèêà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M âíóòðè ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà äî âåðøèí ìèíèìàëüíà, åñëè òî÷êà M íàõîäèòñÿ â öåíòðå òðå-
óãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî âåðøèíû i è a =
3∑

i=1
ai/3 =

L(M)/3 � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå. Òîãäà
3∑

i=1

a2
i =

3∑

i=1

(ai − a)2 + (L(M))2/3.

Åñëè òî÷êà M íàõîäèòñÿ â öåíòðå òðåóãîëüíèêà, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ ðàâíî íóëþ, à âòîðîå (ñîãëàñíî Ëåììå 5) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2 ìîæíî óñèëèòü. Ïóñòü ai � ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà
èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü
3∑

i=1
ai = const. Òîãäà ñóììà

3∑
i=1

a2
i ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå, êîãäà âñå ai ðàâíûå ìåæäó ñîáîé.
Ëåììà 6. Ïóñòü êðóã K íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ñóììà

ðàññòîÿíèé îò êðóãà K äî âñåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ìèíèìàëüíà, êîãäà öåíòð êðóãà K
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 5.
Ëåììà 7. Ïóñòü êðóã K íàõîäèòñÿ âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ

êàæäîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îïðåäåëèì áëèæàéøóþ ê íåé òî÷êó êðóãà è ñîåäèíèì
åå îòðåçêàìè ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ýòîé ñòîðîíû. Òîãäà ñóììà ýòèõ îòðåçêîâ, à òàêæå
ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ îòðåçêîâ ïðèíèìàþò ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà öåíòð êðóãà K ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà.

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1 è 3, à òàêæå Ëåììû 6.
Ëåììà 8. Ïóñòü òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé CD, ïàðàëëåëüíîé îòðåçêó AB. Òîãäà

ñóììà äëèí îòðåçêîâ AM è BM , à òàêæå ñóììà èõ êâàäðàòîâ ìèíèìàëüíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M ëåæèò íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò A è B (ïåðåñå÷åíèå
ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB è ïðÿìîé CD). Áîëåå òîãî, ýòè ñóììû ìîíîòîííî
âîçðàñòàþò ïðè óäàëåíèè òî÷êè M îò ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âìåñòî îòðåçêà MB ðàññìîòðåòü ðàâ-
íûé åìó îòðåçîê MB′, ãäå B′ � òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CD.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 2.
Òåîðåìà 2. Ïîêðûòèå T3 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷ T (4, p), p = 1, 2, 3, 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷åíî â íà÷àëå ðàçäåëà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàäèóñîâ ãëàâíûõ êðóãîâ r2
1 + r2

2 + r2
3 äîñòèãàåò

ìèíèìóìà ïðè r1 = r2 = r3. Íà ðèñ. 8 äëèíû îòðåçêîâ |Aa| = |Ac| = r1, |Ba| = |Bb| = r2 è
|Cb| = |Cc| = r3. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå 2r2

1+2r2
2+2r2

3 = |Aa|2+|Ac|2+|Ba|2+|Bb|2+|Cb|2+
|Cc|2 è îöåíèì ñíèçó åãî çíà÷åíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïàðó îòðåçêîâ Ac è Cc çàìåíèì
íà îòðåçêè Ac′ è Cc′ îäèíàêîâîé äëèíû, ãäå òî÷êà c′ íàõîäèòñÿ íà ñðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê AC íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì ðàññòîÿíèþ îò AC äî êðóãà K. Ñîãëàñíî Ëåììå 8 è
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Ðèñ. 8: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 2.

î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì èìååì |Ac| + |Cc| ≥ |Ac′| + |Cc′|. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè
a′ äëÿ îòðåçêîâ Aa, Ba è b′ äëÿ îòðåçêîâ Bb, Cb. Ïóñòü ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýòèì îòðåçêîì â òî÷êå D, ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ýòèì îòðåçêîì â òî÷êå E, è ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BC ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýòèì îòðåçêîì
â òî÷êå F . Òîãäà

2r2
1 + 2r2

2 + 2r2
3 ≥ |Aa′|2 + |Ac′|2 + |Ba′|2 + |Bb′|2 + |Cb′|2 + |Cc′|2 =

2|Ea′|2 + 2|Fb′|2 + 2|Dc′|2 + 3/2.

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ òî÷åê a′, b′ è c′ ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 1 ñóììà |Ea′|+ |Fb′|+ |Dc′| =
const, òî ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 3 âûðàæåíèå |Ea′|2 + |Fb′|2 + |Dc′|2 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå, êîãäà |Ea′| = |Fb′| = |Dc′|. Çíà÷èò, íèæíÿÿ îöåíêà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå, êîãäà öåíòð êðóãà K ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà (Ëåììà 7). Íî â ýòîì
ñëó÷àå íèæíÿÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ 2r2

1 + 2r2
2 + 2r2

3. Òåîðåìà äîêàçàíà.


