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2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: astrakov90�gmail.om, adilerzin�math.ns.ru�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ ïîëîñû êðóãàìè îäíî-ãî, äâóõ è òðåõ ðàäèóñîâ. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íîâûå ìîäåëè ðåãóëÿðíûõïîêðûòèé. �àçðàáîòàííûå ìåòîäû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò �óíäàìåíòàëü-íîå çíà÷åíèå, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê èíñòðóìåíòàðèé äëÿ ýíåðãî-ý��åêòèâíîãî ìîíèòîðèíãà ñåíñîðíûìè ñåòÿìè ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíèòîðèíã, ýíåðãîý��åêòèâíîñòü, áåñïðîâîäíûå ñåíñîðíûåñåòè.ÂâåäåíèåÏðîáëåìû ïîèñêà ý��åêòèâíûõ ïîêðûòèé ïëîñêèõ îáëàñòåé êðóãàìè ðàçëè÷íîãî ðàäè-óñà âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [1 � 5℄. Â äàííîé ðàáîòå ýòà ïðî-áëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèìåíåíèè ê ñåíñîðíûì ñåòÿì, îñóùåñòâëÿþùèì ìîíèòîðèíãïîëîñû. Êàê è â [4℄, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ìîíèòîðèíãà ñåíñîðà ÿâëÿåòñÿ êðóãîìîïðåäåëåííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñåíñîðà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òîñåíñîð ïîêðûâàåò ÷àñòü ïëîñêîñòè, íàõîäÿùóþñÿ âíóòðè åãî êðóãà ìîíèòîðèíãà. Ïëîñ-êàÿ îáëàñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîêðûòîé ìíîæåñòâîì ñåíñîðîâ C, åñëè êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòèïîêðûòà õîòÿ áû îäíèì ñåíñîðîì èç C.Ïëîòíîñòüþ ïîêðûòèÿ ïëîñêîé îáëàñòè êðóãàìè íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ñóììû ïëî-ùàäåé êðóãîâ ïîêðûòèÿ ê ïëîùàäè îáëàñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü íå ìîæåò áûòüìåíüøå åäèíèöû è îòêëîíåíèå åå çíà÷åíèÿ îò åäèíèöû õàðàêòåðèçóåò ý��åêòèâíîñòüïîêðûòèÿ. Òàê êàê ýíåðãîçàòðàòû ñåíñîðà íà ìîíèòîðèíã ïðîïîðöèîíàëüíû ïîêðûòîéèì ïëîùàäè, îñíîâíàÿ çàäà÷à ñåíñîðíûõ ñåòåé � ìàêñèìèçàöèÿ æèçíè � ñâîäèòñÿ êðåøåíèþ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ.Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ ïîêðûòèÿ ïëîñêîé îáëàñòè êðóãàìè ðàçëè÷íîãî ðàäèó-ñà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå [4�8℄ àâòîðû ðàññìàòðè-âàþò òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî ñóæàåò ìíîæåñòâî äîïó-ñòèìûõ ïîêðûòèé è ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü àíàëèç îïðåäåëåííîãî êëàññà ïîêðûòèé.Â ðåãóëÿðíîì ïîêðûòèè ïëîñêàÿ îáëàñòü (âèðòóàëüíî) çàìîùàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêàìè(ïëèòêàìè) è âñå ìíîãîóãîëüíèêè ïîêðûâàþòñÿ êðóãàìè îäèíàêîâî. Ïðè ýòîì ñåíñîðû
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à á â�èñ. 1. Ïîêðûòèå ïðÿìîé ëèíèè êðóãàìè: à � ðåãóëÿðíîå áåç ïåðåñå÷åíèÿ êðóãîâ, á � íåðåãó-ëÿðíîå, â � ðåãóëÿðíîå ãàðàíòèðîâàííîå(öåíòðû êðóãîâ) ðàñïîëàãàþòñÿ â îïðåäåëåííûõ ìåñòàõ ïëèòîê è îïðåäåëÿþòñÿ îïòè-ìàëüíûå ðàäèóñû ìîíèòîðèíãà ñåíñîðîâ [4, 5℄.Ïîêðûòèþ êðóãàìè âñåé ïëîñêîñòè ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé. Ïðèïîêðûòèè îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé îñíîâíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò íà ãðàíèöå îáëàñòè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åííàÿ ïðîáëåìà íàèìåíååïëîòíîãî ïîêðûòèÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû êðóãàìè. Ïðåäëîæåíû ïîêðûòèÿ, èñïîëüçóþ-ùèå êðóãè îäíîãî, äâóõ è òðåõ ðàäèóñîâ. Ó÷òåíû âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ãðàíè÷íûåý��åêòû è ïðîâåäåí àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ ïîêðûòèé.Ìíîãèå ðåàëüíûå îáúåêòû ìîäåëèðóþòñÿ áåñêîíå÷íî äëèííûìè ïîëîñàìè. Ýòî àâòî-ìîáèëüíûå äîðîãè è æåëåçíîäîðîæíîå ïîëîòíî, ðàçëè÷íûå ëèíèè ñâÿçè, ãîñóäàðñòâåí-íûå ãðàíèöû, òðóáîïðîâîäû è ïðî÷èå ñîîðóæåíèÿ, èìåþùèå íåçíà÷èòåëüíóþ êðèâèçíó,äëèíà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò øèðèíó. Çàäà÷è ìîíèòîðèíãà ïîäîáíûõ îáúåê-òîâ òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäåëåé ïîêðûòèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäå-ëåííûì òðåáîâàíèÿì.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðÿìóþ L, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîêðûòü îäèíàêîâûìè êðó-ãàìè ðàäèóñà R. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû òðè âàðèàíòà ïîêðûòèÿ. Â ñëó÷àå à ëèíèÿ ïîêðûòàêàñàþùèìèñÿ êðóãàìè, îäíàêî òî÷êè êàñàíèÿ âõîäÿò â ïîêðûòèå áåç ñâîèõ îêðåñòíî-ñòåé, è òàêîå ïîêðûòèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî íàäåæíûì. Â ñëó÷àå â ëèíèÿ Líàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé ïîëîñå, ãðàíèöû êîòîðîé ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿîêðóæíîñòåé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ãàðàíòèðîâàííîå ïîêðûòèå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïîêðûòèè ïîëîñû ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ãàðàíòèðîâàííîì ïîêðûòèè ïðÿ-ìîé ëèíèè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè ëþáîé �èçè÷åñêèé ïðåäìåò èìååò øèðèíó (òîëùè-íó). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ ïîëîñû, îòîæäåñòâëÿÿý��åêòèâíîñòü ïîêðûòèÿ ñ åãî ïëîòíîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ïîêðûòèè îá-ëàñòü ìîíèòîðèíãà ðàçáèâàåòñÿ íà ðàâíûå îäèíàêîâî ïîêðûòûå ìíîãîóãîëüíèêè. Äàëååâ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ.Íàçîâåì ïîêðûòèå n-ñëîéíûì, åñëè öåíòðû âñåõ åãî êðóãîâ ðàñïîëàãàþòñÿ íà n ïðÿ-ìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ãðàíèöàì ïîëîñû. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû ðåãóëÿðíûåìíîãîñëîéíûå ïîêðûòèÿ ïîëîñû êðóãàìè îäíîãî, äâóõ è òðåõ ðàäèóñîâ. Ïðè ýòîì ðà-äèóñû êðóãîâ � ðåãóëèðóåìûå ïàðàìåòðû ïîêðûòèé. Â êàæäîì êëàññå ïîêðûòèé âûäå-ëåíû íàèáîëåå ý��åêòèâíûå è ïîêàçàíû èõ ïðåèìóùåñòâà. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû,íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíûé àíàëèç ìíîãîîáðàçèÿ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîêðûòèé, äå-ìîíñòðèðóþò îáùèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ ïîêðûòèé, êîòîðûå ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.



28 Ñ.Í. Àñòðàêîâ, À.È. Åðçèí1. Ïîêðûòèÿ ïîëîñû êðóãàìè îäíîãî ðàäèóñàÑóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé ïîëîñû êðóãàìè îäíîãî ðàäèóñà. Ïðèýòîì ý��åêòèâíîñòü ïîêðûòèÿ çàâèñèò êàê îò ÷èñëà åãî ñëîåâ, òàê è îò ðàñïîëîæåíèÿêðóãîâ. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ ïî-êðûòèÿ.1.1. Îäíîñëîéíûå ïîêðûòèÿÌîäåëü 1. �àññìîòðèì ðåãóëÿðíîå ïîêðûòèå ïîëîñû øèðèíîé h (ðèñ. 2) è íàéäåì ðà-äèóñ êðóãà R, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü òàêîãî ïîêðûòèÿ ìèíèìàëüíà. Ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿîäíîñëîéíûì, òàê êàê öåíòðû êðóãîâ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.Ïóñòü òî÷êè A è B � öåíòðû äâóõ ñîñåäíèõ êðóãîâ ïîêðûòèÿ. ×åðåç ýòè òî÷êèïðîâåäåì äèàìåòðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îòðåçêó AB (è ñòîðîíàì ïîëîñû), à ÷åðåç òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé � îòðåçêè CD è EF , ïàðàëëåëüíûå AB. Ïðÿìîóãîëüíèê
CDFE ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîëîñû è ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ ïîëóêðóãàìè ñ ñóììàðíîé ïëî-ùàäüþ πR2. Ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ âñåé ïîëîñû ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ïðÿìîóãîëüíèêàè ðàâíà D = Sd/Sr, ãäå Sd = πR2 � ïëîùàäü êðóãîâ, ïîêðûâàþùèõ CDFE, à Sr �ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà CDFE. Îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèå, èìåþùåå ìèíè-ìàëüíóþ ïëîòíîñòü. Íàéäåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñà êðóãà R è ðàññòîÿíèå dìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ êðóãîâ â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû ïîëîñû h. Ñîãëàñíî îáî-çíà÷åíèÿì ðèñ. 2

d = |AB| = 2R cosα, h = 2R sinα.Ñëåäîâàòåëüíî,
Sr = dh = 4R2 cosα sinα = 2R2 sin 2α, D(α) = π/(2 sin 2α).Ïëîòíîñòü D(α) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîéè åå ìèíèìóì π/2 ≈ 1.5708 äîñòèãàåòñÿ ïðè α = π/4. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûåçíà÷åíèÿ R = h/

√
2 è d = h.1.2. Äâóõñëîéíûå ïîêðûòèÿÏëîòíîñòü ïîêðûòèÿ ìîæåò áûòü óìåíüøåíà ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëîåâ.Äâóõñëîéíûå ïîêðûòèÿ êðóãàìè îäíîãî ðàäèóñà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî-ðàçíîìó.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà (ðèñ. 3).
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�èñ. 2. �åãóëÿðíîå îäíîñëîéíîå ïîêðûòèå îäè-íàêîâûìè êðóãàìè; ìîäåëü 1 �èñ. 3. Äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå ïîëîñû îäè-íàêîâûìè êðóãàìè ñ òðåóãîëüíîé ðåøåò-êîé; ìîäåëü 2



Ïîñòðîåíèå ý��åêòèâíûõ ìîäåëåé ïîêðûòèÿ... 29Ìîäåëü 2. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, h � øèðèíà ïîëîñû, R � ðàäèóñ êðóãà, d = |AB| �ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ êðóãîâ îäíîãî ñëîÿ, α � óãîë ìåæäó ðàäèóñîì,ïðîâåäåííûì ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ îêðóæíîñòåé îäíîãî ñëîÿ, è ïðÿìîé
AB, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû êðóãîâ ýòîãî ñëîÿ. Îáîçíà÷èì b = R sinα. Òîãäà

h = R + 3b = R(1 + 3 sinα), d = 2R cosα,

Sr = dh = 2R2 cosα(1 + 3 sinα), Sd = 2πR2.Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå
D(α) =

π

cosα(1 + 3 sinα)
.Ìèíèìèçèðóÿ �óíêöèþ D(α), ïîëó÷èì

sinα = (
√
73− 1)/12 ≈ 0.62867, α ≈ 38.95◦,

R = h/(1 + 3 sinα) = 4h/(3 +
√
73) ≈ 0.3465h, d =

2h
√

70 + 2
√
73

3(3 +
√
73)

≈ 0.5389h.Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü òàêîãî ïîêðûòèÿ ðàâíà
min
α

D(α) =
48π

(3 +
√
73)
√

70 + 2
√
73

≈ 1.3998.Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò. Òðåóãîëüíèê ABC, îáðàçîâàí-íûé öåíòðàìè òðåõ ñîñåäíèõ êðóãîâ, íå ïðàâèëüíûé, êàê ïðè ïîêðûòèè ïëîñêîñòèîäèíàêîâûìè êðóãàìè [6℄, à ðàâíîáåäðåííûé. Ýòî îáóñëîâëåíî ãðàíè÷íûì ý��åêòîì.Â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ áîëüøå è ñîñòàâëÿåò
4π/(5

√
3) ≈ 1.451.1.3. Ìíîãîñëîéíûå ïîêðûòèÿÌîäåëü 3. �àññìîòðèì ìíîãîñëîéíûå ïîêðûòèÿ ïîëîñû êðóãàìè îäíîãî ðàäèóñà. Ïîàíàëîãèè ñ ìîäåëüþ 2 ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ:åñëè n = 3, òî h = 2R + 4b, Sr = d(2R+ 4b) = 2R2 cosα(2 + 4 sinα), Sd = 3πR2;åñëè n = 4, òî h = 3R + 5b, Sr = d(3R + 5b) = 2R2 cosα(3 + 5 sinα), Sd = 4πR2. Âýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n èìååì

h = (n− 1)R + (n + 1)b = R((n− 1) + (n+ 1) sinα),

Sr = dh = 2R2 cosα((n− 1) + (n+ 1) sinα), Sd = πnR2,

D(α) =
Sd

Sr

=
πn

2(n− 1 + (n + 1) sinα) cosα
.Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè

2 sin2 α +
n− 1

n+ 1
sinα− 1 = 0.



30 Ñ.Í. Àñòðàêîâ, À.È. ÅðçèíÈç ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõïîêàçàòåëåé
sinα = 0.25





√

(

n− 1

n+ 1

)2

+ 8− n− 1

n+ 1



 = 0.25
(

√

p2 + 8− p
)

,

cosα = 0.25

(
√

8− 2p2 + 2p
√

p2 + 8

)

,ãäå p =
n− 1

n + 1
. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïî-êðûòèÿ D(α) è îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì è øèðèíîé ïîëîñû

R =
h

n− 1 + (n + 1) sinα
.Ïðè n → ∞ ïîëó÷èì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ p = 1 è sinα = 1/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

α = π/6. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè
lim

n→+∞

D =
2π

3
√
3
≈ 1.2092.Çàìå÷àíèå 2. Äàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ðå-çóëüòàòó äëÿ ïîêðûòèÿ âñåé ïëîñêîñòè êðóãàìè îäíîãî ðàäèóñà [6℄, êîòîðûé îáúÿñíÿ-åòñÿ òåì, ÷òî ïðè áîëüøîé øèðèíå ïîëîñû âëèÿíèå ãðàíèö íåñóùåñòâåííî.2. Ïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè äâóõ è òðåõ ðàäèóñîâÌîäåëü 4. Ïóñòü öåíòðû êðóãîâ ðàäèóñà R ðàñïîëîæåíû íà ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû èäâà ñîñåäíèõ êðóãà ïåðåñåêàþòñÿ, îñòàâëÿÿ íåïîêðûòîé îáëàñòü îêîëî ãðàíèöû ïîëî-ñû, ïîêðûâàåìîé êðóãàìè ðàäèóñà r (ðèñ. 4). Ïëîòíîñòü òàêîãî ïîêðûòèÿ çàâèñèò îòïàðàìåòðîâ α è β, ãäå α � óãîë ìåæäó ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà êðóãà ðàäèó-ñà R â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ êðóãîâ ðàäèóñà R, è ñðåäíåé ëèíèåé ïîëîñû, β �óãîë ìåæäó ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà êðóãà ðàäèóñà R â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðóãàðàäèóñà R ñ ãðàíèöåé, è âåðòèêàëüþ (ñì. ðèñ. 4). Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD èäðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

Sr = 4R2 cosα cos β,

R

r

D

B

C

A

h/2

h/2

�èñ. 4. Òðåõñëîéíîå ïîêðûòèå êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ; ìîäåëü 4
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r = R

(√
2

2
cos

α− β

2
+

√
2

2
sin

α− β

2
− sinα

)

,

Sd = πR2 + 2πr2 = πR2

(

2 + 2 sin2 α + sin(α− β)− 4 sinα sin

(

π

4
+

α− β

2

))

.Îòñþäà ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ
D(α, β) =

π

4 cosα cos β

(

2 + 2 sin2 α + sin(α− β)− 4 sinα sin

(

π

4
+

α− β

2

))

.Ìèíèìóì �óíêöèè D(α, β) íå óäàåòñÿ íàéòè àíàëèòè÷åñêè, à ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðè
R ≈ 0.6266h, r ≈ 0.1825h, α ≈ 27◦, β ≈ 37◦ äàþò

min
α,β

D(α, β) ≈ 1.294Ìîäåëü 5. �àññìîòðèì ÷åòûðåõñëîéíîå ïîêðûòèå (ðèñ. 5). Òðè ñîñåäíèõ êðóãà ðà-äèóñà R (äâà ñ îäíîãî ñëîÿ è îäèí ñ äðóãîãî) ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êåè èõ öåíòðû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Êðóãè ðàäèóñà r ïîêðû-âàþò îñòàâøèåñÿ íåïîêðûòûìè ãðàíè÷íûå ó÷àñòêè ïîëîñû.Ïóñòü öåíòðàëüíûé óãîë äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, îòñåêàåìîé îêðóæíîñòüþ ðà-äèóñà r, ðàâåí 2ϕ. Òîãäà ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ
D(ϕ) =

π√
3(3 + 4 sin(π/6 + 2ϕ))

(

4 +
(√

3 tan(
π

6
+ ϕ)− 1

)2
)

.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ϕ ≈ 11.5◦, R ≈ 0.3229h, r ≈ 0.0859h íàõîäèìîïòèìàëüíîå çíà÷åíèå:
min
ϕ

D(ϕ) ≈ 1.2542.Çàìå÷àíèå 3. Äîáàâëåíèå êðóãîâ ðàäèóñà r ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ 2.
R

h

r

2

�èñ. 5. ×åòûðåõñëîéíîå ïîêðûòèå êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ; ìîäåëü 5



32 Ñ.Í. Àñòðàêîâ, À.È. ÅðçèíÌîäåëü 6. �àññìîòðèì ïîêðûòèå (ðèñ. 6), ñîñòîÿùåå èç êðóãîâ òðåõ ðàäèóñîâ. Êðó-ãè ðàäèóñà R îïðåäåëÿþò îñíîâíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñòðóêòóðó, ðàäèóñà r1 � èñïîëüçó-þòñÿ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïîëîñû, ðàäèóñà r2 � íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöàõ ïîëîñû. Òàêîåïîñòðîåíèå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè îïòèìèçàöèþ çà ñ÷åò èçìåíåíèé íåñêîëüêèõ õàðàêòåðè-ñòèê ïîêðûòèÿ.Âûäåëèì ïðÿìîóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ãðàíèöàìè ïîëîñû è ïðÿìûìè, ïðîõîäÿ-ùèìè ÷åðåç öåíòðû ñîñåäíèõ êðóãîâ ðàäèóñà R. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âûðàçèìèñêîìûå âåëè÷èíû ÷åðåç ðàäèóñ êðóãà R:
h = 2R cosα + 2R cos(π/2− α− 2ϕ) = 2R(cosα + sin(α + 2ϕ)),

r1 = R(cosα− sinα), r2 = R(cosα tan(α + ϕ)− sinα), d = 2R cosα,ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ ñîñåäíèõ êðóãîâ îäíîãî óðîâíÿ ðàäèóñà R,
2α è 2ϕ � öåíòðàëüíûå óãëû îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì ïðè ïå-ðåñå÷åíèè ñîñåäíèõ îêðóæíîñòåé. Ïðèâåäåì ðàñ÷åòû ïëîòíîñòè:

Sr = hd = 4R2 cosα(cosα + sin(α+ 2ϕ)),

Sd = 2πR2 + πr21 + 2πr22 = πR2(3− sin 2α+ 2(sin(α + ϕ)− sinα)2),

D(α, ϕ) =
Sd

Sr

=
π(3− sin 2α + 2(cosα tan(α+ ϕ)− sinα)2)

4 cosα(cosα+ sin(α + 2ϕ))
.Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü

min
α,ϕ

D(α, ϕ) ≈ 1.2335äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 26.36◦, ϕ ≈ 13, 18◦, R ≈ 0.2956h, r1 ≈ 0.1336h, r2 ≈ 0.0874h.Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ïðèíÿòü r1 = r2 = r, òî ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòóþ ìîäåëü ñïëîòíîñòüþ
D(α) =

π(5− 3 sin 2α)

4(1 + cos 2α)
, min

α
D(α) ≈ 1.2566

R

r
2

2

r
1

h

�èñ. 6. Ïÿòèñëîéíîå ïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè òðåõ ðàäèóñîâ; ìîäåëü 6



Ïîñòðîåíèå ý��åêòèâíûõ ìîäåëåé ïîêðûòèÿ... 33ïðè α ≈ 30.94◦, R ≈ 0.2915h, r ≈ 0.1001h. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïëîòíîñòü óâåëè÷èëàñü,â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàííîé ìîäåëè ìîæåò áûòü îòäàíî ïðåäïî÷òåíèå â ñðàâíåíèè ñìîäåëüþ 6.Ìîäåëü 7. �àññìîòðèì ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç êðóãîâ òðåõ ðàäèóñîâ (ðèñ. 7). Öåí-òðû êðóãîâ ðàäèóñà R îïðåäåëÿþò îñíîâíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó è ýòè êðóãè îñòàâ-ëÿþò íåïîêðûòîé âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå ÷àñòè ïîëîñû. Êðóãè ðàäèóñà r1 ïîêðûâàþòâíóòðåííèå êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè, ðàäèóñà r2 � ïîêðûâàþò ãðàíè÷íûå ÷àñòèïîëîñû. Ïîêðûòèå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ øåñòèñëîéíûì.Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ, ïðèíÿòûõ â ìîäåëè 6, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèåäëÿ ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ:
D(α, ϕ) =

π(1 + (cosα/
√
3− sinα)2 + (cosα tan(α + ϕ)− sinα)2)

cosα(
√
3 cosα + 2 sin(α + 2ϕ))

.Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü äëÿ äàííîé ìîäåëè
min
α,ϕ

D(α, ϕ) ≈ 1.2039äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 21.77◦, ϕ ≈ 14.32◦, R ≈ 0.3175h, r1 ≈ 0.0525h, r2 ≈ 0.0972h.Çàìå÷àíèå 5. Åñëè óïðîñòèòü ìîäåëü, ïîëîæèâ r1 = r2 = r, òî ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿçàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé r è ìèíèìóì ïëîòíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, îñòàâàÿñü âìåñòåñ òàì äîñòàòî÷íî ìàëûì:
D(α) =

2π

3
· 7− 2 cos 2α− 2

√
3 sin 2α

2
√
3 + 2

√
3 cos 2α− sin 2α

, min
α

D(α) ≈ 1.2339ïðè α ≈ 17.72◦, ≈ 0.3338h, r ≈ 0.2457R ≈ 0.082h.Èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîêðûòèé ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ èõ ïëîòíîñòèíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå �àêòîðû: 1 � êîëè÷åñòâî óðîâíåé, 2 � ðàñïîëîæåíèåêðóãîâ, 3 � ðàäèóñû êðóãîâ, 4 � ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàäèóñàìè ðàçëè÷íûõ êðóãîâ, 5 �ñòðóêòóðó ïîêðûòèÿ. Ïðè âûáîðå ïîêðûòèé ïðåäëîæåíèå îòäàåòñÿ òåì èç íèõ, êîòîðûåèìåþò íå òîëüêî íèçêóþ ïëîòíîñòü, íî è íàèáîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó. Èñõîäÿ èç ýòî-ãî áûëà ïðîâåäåíà êëàññè�èêàöèÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäîå
R

r
2

r
1

h
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34 Ñ.Í. Àñòðàêîâ, À.È. ÅðçèíÑâîäíàÿ òàáëèöà ðåçóëüòàòîâÊëàññ Ëó÷øàÿ ìîäåëü Ïëîòíîñòü Ñòðóêòóðàïîêðûòèÿ P (n, k) êëàññà ïîêðûòèÿ ïîêðûòèÿ
P (1, 1) Ìîäåëü 1 1.571 Îäíîñëîéíàÿ
P (2, 1) Ìîäåëü 2 1.399 Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà
P (n, 1) Ìîäåëü 3 1.209 (ïðè n → ∞) Ìíîãîñëîéíàÿ
P (3, 2) Ìîäåëü 4 1.294 Òðåõñëîéíàÿ
P (4, 2) Ìîäåëü 5 1.254 Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà
P (5, 3) Ìîäåëü 6 1.234 Ïðÿìîóãîëüíàÿ ðåøåòêà
P (6, 3) Ìîäåëü 7 1.204 Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêàïîêðûòèå îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç êëàññîâ P (n, k), ãäå n � ÷èñëî ñëîåâ ïîêðûòèÿ, k �÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ êðóãîâ (ñì. òàáëèöó).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ, êàê è â ðàáîòàõ [4, 5, 9℄ ðàäè-óñû êðóãîâ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè. Âìåñòå ñ òåì â íåêîòîðûõ ïðèëîæå-íèÿõ ðàäèóñû êðóãîâ ìîãóò áûòü çàäàíû è òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíåå ïëîòíîå ïîêðûòèåíåîáõîäèìîé øèðèíû. Íàïðèìåð, åñëè 2R ìåíüøå øèðèíû ïîëîñû h, òî îäíîñëîéíîåïîêðûòèå ïîëîñû êðóãàìè ðàäèóñà R âîîáùå íåðåàëèçóåìî. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíûõ ïîêðûòèé êðóãàìèçàäàííûõ ðàäèóñîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Asano T., Brass P., Sasahara S. Disovering problem with appliation to digital halftoning // LNCS 3045. 2004. P. 14�17.[2℄ Bulusu N., Heidemann J., Estrin D. GPS-less low ost outdoor loalization for very smalldevies. Tehnial Report. Computer Siene Department. Univ. of Southern California, 2000.[3℄ Pottie G.J. Wireless integrated network sensors // Communiat. CM. 2000. Vol. 43, No. 5.P. 51�58.[4℄ Wu J., Yang S. Energy-e�ient node sheduling models in sensor networks with adjustableranges // Intern. J. of Foundat. of Comput. Si. 2005. Vol. 6, No. 1. P 3�17.[5℄ Àñòðàêîâ Ñ.Í., Åðçèí À.È., Çàëþáîâñêèé Â.Â. Ñåíñîðíûå ñåòè è ïîêðûòèå ïëîñêî-ñòè êðóãàìè // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. 2009. Ò. 16, � 3. Ñ. 3�19.[6℄ Kershner R. The number of irles overing a set // Amer. J. of Math. 1939. Vol. 61, No. 3.P 665�671.[7℄ Òîò Ë.Ô. �àñïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, íà ñ�åðå è â ïðîñòðàíñòâå. Ì.: Èçä. �èç.-ìàò.ëèòåðàòóðû, 1958. 365 ñ.[8℄ Zhang H., Hou J.C.Maintaining sensing overage and onnetivity in large sensor networks //Ad Ho & Sensor Wireless Networks. 2005. Vol. 1, No. (1-2). P. 89�124.[9℄ Cardei M. Improving Network Lifetime using Sensors with Adjustable ensing Ranges // Intern.J. of Sensor Networks. 2006. No. 1. P. 41�49. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 ìàðòà 2011 ã.,ñ äîðàáîòêè � 25 îêòÿáðÿ 2011 ã.
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