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Ñåòåâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà âçâåøåííûì ãðàôîì. Âåðøèíàì ãðàôà ïðèïèñàíû ðåñóð-
ñû, êîòîðûå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå (âðåìÿ äèñêðåòíî) ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó èíöè-
äåíòíûìè ðåáðàìè. Âåëè÷èíà ðåñóðñà êàæäîé âåðøèíû íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñåòè � ýòî âàðèàíò ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ âåðøèí ïî ðåáðàì. Íà êàæ-
äîì øàãå ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà i íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âåðøèí ãðàôà îöåíèâàåò êà÷åñòâî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñìåæíîé âåðøèíîé j ïî çíà÷åíèþ çàäàííîé ôóíêöèè cij(xij , xji), çàâè-
ñÿùåé îò âåëè÷èí ðåñóðñîâ xij è xji, ðàñïðåäåëåííûõ íà ðåáðî (i, j) îáåèìè âåðøèíàìè i è
j. Òàê êàê ðåñóðñû âåðøèí ïåðåðàñïðåäåëÿþòñÿ íà êàæäîì øàãå, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ñîñòîÿíèå ñåòè ìåíÿåòñÿ. Â ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëü-
íûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñåòåâîé ìîäåëè è ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ
äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé cij .

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ñåòåâóþ ìîäåëü (íàçîâåì åå ñèñòåìîé), çàäàííóþ ãðàôîì G = (V, E), |V | = n.
Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå i ∈ V ïðèïèñàí ðåñóðñ â êîëè÷åñòâå qi ≥ 0, êîòîðûé íà ëþáîì âðåìåííîì
øàãå k ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó èíöèäåíòíûìè ðåáðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk

ij êîëè÷åñòâî
ðåñóðñà âåðøèíû i, ðàñïðåäåëåííîãî íà øàãå k íà ðåáðî (i, j) ∈ E. Ïðåäñòàâëÿÿ êàæäîå ðåáðî
(i, j) ïàðîé äóã (i, j) è (j, i), âåëè÷èíû xk

ij è xk
ji íàçîâåì âåñàìè ýòèõ äóã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íà÷àëüíûå âåñà x0
ij :

∑
j∈Vi

x0
ij = qi, i ∈ V, j ∈ Vi = {l ∈ V : (i, l) ∈ E}, èçâåñòíû.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà i íà øàãå k +1, k = 0, 1, . . ., îöåíèâàåò îòíîøåíèÿ ñî ñìåæíîé
âåðøèíîé j ∈ Vi ïî çíà÷åíèþ èçâåñòíîé ôóíêöèè cij(x

k
ij, x

k
ji) è ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèé cij, j ∈ Vi. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðøèíà i âûáèðàåò òàêèå íîâûå
âåñà xk+1

ij , j ∈ Vi, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è.

max
j∈Vi

cij(x
k+1
ij , xk

ji) → min
{xk+1

ij }
; (1)

∑
j∈Vi

xk+1
ij = qi; (2)

xk+1
ij = 0, (i, j) /∈ E, (3)

ãäå âåñà xk
ji, j ∈ Vi èçâåñòíû.

Òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà i ∈ V íà ïðîèçâîëüíîì øàãå k ïåðåðàñïðåäåëÿåò ñâîé ðåñóðñ
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âåðøèí, ñèñòåìà ïåðåéäåò â íîâîå ñîñòîÿíèå Xk = (xk

ij) = Φ(Xk−1), êî-
òîðîå â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ñîñòîÿíèÿ, ê êîòîðîìó ñòðåìèëàñü âåðøèíà i. Çíà÷èò, íà
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ñëåäóþùåì øàãå k + 1 âåðøèíû ãðàôà îïÿòü ïåðåðàñïðåäåëÿò ñâîè ðåñóðñû. Ýòîò ïðîöåññ ìî-
æåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî, è ïîèñê óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ lim

k→∞
Xk

ÿâëÿåòñÿ íå òðèâèàëüíîé çàäà÷åé.
Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå k +1, âåñà äóã, íàéäåííûå ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(3), íå ìåíÿþòñÿ, ò.

å. xk+1
ij = xk

ij äëÿ âñåõ i ∈ V, j ∈ Vi, òî òàêîå ñîñòîÿíèå Xk : Xk = Φ(Xk) íàçîâåì ñòàöèîíàðíûì
èëè ðàâíîâåñíûì.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà èç-
ìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, à òàêæå âû÷èñëåíèå ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðèâåäåì îäíó èç ñîäåðæàòåëüíûõ ïîñòàíîâîê ïðîáëåìû, êîòîðàÿ áûëà ðàññìîòðåíà â [3].
Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà � ýòî ãëîáàëüíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü. Ïðîèçâîëü-
íàÿ âåðøèíà i èìååò ðåñóðñ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ àïïàðàòíûìè, ïðîãðàììíûìè è äðóãèìè
ñðåäñòâàìè, è îòâå÷àåò çà êà÷åñòâî ñâÿçè ñ êàæäîé ñìåæíîé âåðøèíîé j ∈ Vi. Ðåñóðñ âåðøèíû i
ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî èíöèäåíòíûì ðåáðàì (i, j), j ∈ Vi, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ñóììàðíûå âåñà
xij + xji áûëè îäèíàêîâûìè. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò ñìûñë, êîãäà âñå èíöèäåíòíûå ðåáðà ðàâ-
íîçíà÷íû, à èõ êà÷åñòâî ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó âûäåëåííîãî ðåñóðñà. Íàïðèìåð,
åñëè ðåñóðñ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîôèëàêòèêè çàðàæåíèÿ êîìïüþòåðíûì âèðóñîì, òî íåâàæíî,
îòêóäà ïðèäåò âèðóñ. Íåîáõîäèìî îáåçîïàñèòü âñå íàïðàâëåíèÿ â ðàâíîé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì ðå-
ñóðñ, â ÷àñòíîñòè, èäåò íà ìîíèòîðèíã êîììóíèêàöèé, íà ðàçâèòèå àïïàðàòíîé ÷àñòè, à òàêæå
íà ðàçðàáîòêó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê ñåòè.

Â ëèòåðàòóðå ïîñòàâëåííàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à íå ðàññìàòðèâàëàñü. Â ðàáîòàõ [4, 6, 8]
èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñòàöèîíàðíûõ öåíòðàëèçîâàííûõ
ñèñòåì ñ ôóíêöèÿìè âèäà cij(xij, xji) = xji− xij. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ
âåñàìè xij = xji, èëè â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, cij(xij, xji) = 0, (i, j) ∈ E. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà
ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ âîïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ áàëàíñà ñèë ñòîðîí.

Ðàññìàòðèâàåìóþ â äàííîé ðàáîòå ïðîáëåìó ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå èãðîé n ëèö [5, 10, 11], â
êîòîðîé âåðøèíà � ýòî èãðîê ñ èçâåñòíûì êîëè÷åñòâîì ñðåäñòâ. Äâà ëèöà èãðàþò äðóã ñ äðó-
ãîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ãðàôà G ñìåæíû. Åñëè ôóíêöèÿ cij(xij, xji) çàäàåò ïëàòó
èãðîêà i èãðîêó j, òî êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ìàêñèìàëüíûé ïðîèãðûø.
Òàêèì îáðàçîì, èãðîê i íà êàæäîì õîäå k âûáèðàåò ñòðàòåãèþ, êàê òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå R|Vi|.
Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ðàíåå òàêèå èãðû íå ðàññìàòðèâàëèñü.

Âûáîð ôóíêöèé cij è èíòåðïðåòàöèÿ òåðìèíîâ �ðåñóðñ� è �âçàèìîîòíîøåíèå âåðøèí� ñâÿçà-
íû ñ êîíêðåòíûìè ïðèëîæåíèÿìè. Òàê â òåîðèè êîíôëèêòîâ ôóíêöèè cij îïðåäåëÿþò óãðîçó
ýëåìåíòó i îò ýëåìåíòà j è èìåþò âèä cij(x, y) = y − x [4]. Åñëè àíàëèçèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåí-
íàÿ ñåòü ñâÿçè, óïîìÿíóòàÿ âûøå, òî, ïîëàãàÿ, ÷òî êà÷åñòâî ñâÿçè (i, j) ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-
íî êîëè÷åñòâó ðåñóðñà, âûäåëåííîãî îáåèìè âåðøèíàìè i è j, ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü â âèäå
cij(x, y) = x + y [3].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãðàô G è ôóíêöèè âèäà cij = axij+bxji, ãäå
a, b ∈ R. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà èçìåíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, çàäàííîãî ñòðàòåãèåé (1)-(3). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà
íà êàæäîì øàãå ïåðåðàñïðåäåëÿåò ñâîé ðåñóðñ ñîãëàñíî ðåøåíèþ çàäà÷è (1)-(3) è íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ âåðøèí, òî â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé áóäåò èìåòü ïðåäåëüíûå è
ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ, è êàê ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî íàéòè?

Åñëè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìåíÿþòñÿ áåç âìåøàòåëüñòâà èçâíå è ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ñîñòî-
ÿíèå, òî òàêóþ ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ñàìîñòàáèëèçèþùåéñÿ. Èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ
òàêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ âû÷èñëèòåëüíûìè è êîììóíèêàöèîííûìè ñåòÿìè, ïîñâÿùå-
íû, íàïðèìåð, ðàáîòû [9, 12].

Èññëåäóåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ âïåðâûå. Íàìè íàéäåíû óñëîâèÿ ñó-
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ùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, à òàêæå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýòèõ ñîñòîÿíèé. Òðóäîåìêîñòü íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé íå ïðåâîñõî-
äèò O(n3), õîòÿ, äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (äëÿ ïîëíîãî èëè ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà îòíîøåíèé)
ñóùåñòâåííî ìåíüøå [1].

×àñòíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû àâòîðàìè â ðàáîòàõ [1, 3].

2 Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ
Íà øàãå k + 1 ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà i ïåðåðàñïðåäåëÿåò ñâîé ðåñóðñ ìåæäó èíöèäåíòíûìè
ðåáðàìè (i, j) ∈ E, çíàÿ òåêóùèå çíà÷åíèÿ âåñîâ xk

ji, j ∈ Vi, è ðåøàÿ çàäà÷ó (1)-(3). Ðåøåíèå
çàäà÷è (1)-(3) â íàøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèé

axk+1
ij + bxk

ji = fk
i , j ∈ Vi, (4)

ãäå âåëè÷èíû fk
i íå çàâèñÿò îò j è ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû fk
i ïðè ôèêñèðîâàííûõ k è i ïðîñóììèðóåì ðàâåíñòâà (4) ïî

j ∈ Vi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç di = |Vi| ñòåïåíü âåðøèíû i, à ÷åðåç pk
i =

∑
j∈Vi

xk
ji � îáùåå êîëè÷åñòâî

ðåñóðñà, íàïðàâëåííîãî íà âåðøèíó i íà øàãå k. Òîãäà

fk
i =

1

di

∑
j∈Vi

cij =
aqi + bpk

i

di

,

è ïðåîáðàçîâàíèå Φ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿ

xk+1
ij = − b

a
xk

ji +
aqi + bpk

i

adi

, i ∈ V, j ∈ Vi. (5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (5). Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ, çàäàííûé ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
(5), íå âñåãäà ñõîäèòñÿ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, à òàêæå ôîðìóëû
äëÿ ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

3 Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå
çàìå÷àíèÿ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìíèì èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èç ìàòðè÷íîãî àíàëèçà.
Ïóñòü â äàëüíåéøåì: Mn � ìíîæåñòâî n×n äåéñòâèòåëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö; Aτ � òðàíñ-

ïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A; Γ � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G; D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ di â
i-îé ñòðîêå; ∆ = D−1Γ; ∆̃ = b

a
∆; I � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö; I1 � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç

åäèíèö; ei � i-ûé îðò (ñòîëáåö); d̃ = (d1, . . . , dn); r(A) � ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå
÷èñëî ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà ïåðå-
ñòàíîâîê P , ÷òî

A = P

(
B C
0 D

)
P τ ,
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ãäå B è D êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàô Γ(A) = (V, E) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå A, åñëè aij 6= 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (i, j) ∈ E.

Î÷åâèäíî, ãðàô G ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöàì Γ, ∆ è ∆̃. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ìàòðèö â
íàøåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî ïåðåíóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà.

Òåîðåìà 1 [7]. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ(A)
ñâÿçåí.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ñâÿçíûõ ãðàôîâ, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàæäàÿ êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà îòäåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàåì ìàòðèöû Γ, ∆
è ∆̃ íåðàçëîæèìûìè.

Òåîðåìà 2 (Ôðîáåíèóñà) [11]. Íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A âñåãäà èìååò
ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî r, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà. Ìîäóëè îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿò r. Ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåí-
íîìó ÷èñëó r ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Åñëè ïðè ýòîì èìååòñÿ h
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ r, òî âñå îíè ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé è ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè óðàâíåíèÿ xh − rh = 0. Ïðè h > 1 ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ñëåäóþùåì (áëî÷íîì) âèäå:

A =




0n1×n1 A1,2
n1×n2

0 · · · 0 0

0 0n2×n2 A2,3
n2×n3

· · · 0 0
0 0 0n3×n3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0nh−1×nh−1

Ah−1,h
nh−1×nh

Ah,1
nh×n1

0 0 · · · 0 0nh×nh




.

Ñëåäñòâèå 1 [11]. Çíà÷åíèå r(A) íå ìåíüøå íàèìåíüøåé è íå áîëüøå íàèáîëüøåé ñóììû
ýëåìåíòîâ ñòðîê íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñ-
ëè r(A) åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì (ò. å. h = 1). Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé è h � èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè.

Òåîðåìà 3 (Ðîìàíîâñêîãî) [7]. Ïóñòü íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A ñîîò-
âåòñòâóåò ãðàôó Γ(A). Äëÿ âåðøèíû i ââåäåì ìíîæåñòâî Li = {k1, k2, . . .}, ãäå kj � ÷èñëî ðåáåð â
öèêëå j, ñîäåðæàùåì âåðøèíó i. Ïóñòü gi � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
Li. Òîãäà g1 = g2 = . . . = gn = h.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè ìàòðèö ∆ è ∆̃ ðàâåí 1 äëÿ íå äâóäîëüíûõ ãðàôîâ
è ðàâåí 2 äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

4



Ëåììà 1 [7]. Ïóñòü A ∈ Mn, λ êîìïëåêñíîå ÷èñëî è x, y òàêèå âåêòîðû, ÷òî Ax = λx; Aτy =
λy è xτy = 1. Îáîçíà÷èì L = xyτ . Òîãäà, åñëè λ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
ìàòðèöû A ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì |λ| = r(A) > 0, è äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ≤ |λn| = r(A), òî

• r(A− λL) ≤ |λn−1| < r(A);

• (Aλ−1)m = L + (Aλ−1 − L)m −→ L, ïðè m → +∞;

• Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ρ, |λn−1|
r(A)

< ρ < 1, òî ‖ (r−1A)m − L ‖∞≤ Cρm, ãäå ÷èñëî C

çàâèñèò îò ρ è A. (Çäåñü è äàëåå ÷åðåç ‖ A ‖∞ èëè ïðîñòî ‖ A ‖ îáîçíà÷åíà ìàòðè÷íàÿ
íîðìà: ‖ A ‖∞= max

i=1,...,n

n∑
j=1

|aij|).

Óòâåðæäåíèå 1 [7]. Ïóñòü A ∈ Mn. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

m=0

Am ê ìàòðèöå (E − A)−1,
à òàêæå äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà lim

m→∞
Am = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî

íåðàâåíñòâî r(A) < 1.

Òåîðåìà 4 (Ïåððîíà) [7]. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà è ïðèìèòèâíà,
r åå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî è Ax = rx, yA = ry (x, y ≥ 0; yx = 1), òî lim

m→∞
(r−1A)m =

L = xy è ‖ (r−1A)m−L ‖∞≤ Cρm, ãäå |λn−1| < ρ < r (λn−1 � ñëåäóþùåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî A ïîñëå r. C îïðåäåëåíà âûøå).

Òåîðåìà 5 [11]. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà, à íåêîòîðàÿ åå ñòåïåíü As

ðàçëîæèìà, òî ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè ñòðîê ìàòðèöà As ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîì âèäå ñ áëîêàìè {A1, . . . , Ad}, ãäå âñå ìàòðèöû Aj ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè è
èìåþò îäíî è òî æå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, à ÷èñëî d ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì ñòåïåíè s è èíäåêñà èìïðèìèòèâíîñòè h.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ñòåïåíåé ìàòðèö ∆ è ∆̃, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
r(∆m) = 1 è r(∆̃m) =| b

a
|m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû ∆m ðàâíà 1 äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà m. Òîãäà ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 1 ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû ∆m ðàâåí 1, à
ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû ∆̃m ðàâåí | b

a
|m.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r

(
m−1∑
t=0

∆2t

)
= m.

Ëåììà 4. Â ñëó÷àå íå äâóäîëüíîãî ãðàôà G, èìååò ìåñòî ïðåäåë lim
m→∞

∆m = L =


 dj

n∑
i=1

di




i,j=1,...n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå íå äâóäîëüíîãî ãðàôà ìàòðèöà ∆ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé. Ëåâûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó (ðàâíîìó 1) ðàâåí
x = (1, . . . , 1)τ = I1, à ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð � y = (d1, . . . , dn) = d̃. Ïî Òåîðåìå 4 ïîëó÷àåì
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óòâåðæäåíèå ëåììû.

Â ñëó÷àå äâóäîëüíîãî ãðàôà Òåîðåìà 4 íåïðèìåíèìà, ò.ê. ìàòðèöà ∆ èìïðèìèòèâíà. Ïî-
ýòîìó ðàññìîòðèì ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñòåïåíè ìàòðèöû ∆ îòäåëüíî. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ
äâóäîëüíûì, òî ìàòðèöà ∆ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

∆ =

(
0 ∆1

∆2 0

)
.

Ïóñòü âåðøèíû ãðàôà G çàíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðèâåäåííîå âûøå
ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ∆. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí V ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà
V 1 è V 2, | V 1 |= n1, | V 2 |= n2. Òîãäà ∆1 ∈ Mn1×n2 è ∆2 ∈ Mn2×n1 , è ñóììû ýëåìåíòîâ êàæäîé
ñòðîêè ýòèõ ìàòðèö ðàâíû 1, à ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå j ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
âåðøèíû j. Â äàëüíåéøåì ñòåïåíü âåðøèíû j áóäåì îáîçíà÷àòü dl

j, j ∈ V l, l = 1, 2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

∆2 =

(
∆1∆2 0

0 ∆2∆1

)
,

è ýòà ìàòðèöà ðàçëîæèìà, à åå áëîêè íåðàçëîæèìûå ïðèìèòèâíûå è èìåþò ìàêñèìàëüíûå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ðàâíûå 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé èìååì

∆2k =

(
(∆1∆2)

k 0
0 (∆2∆1)

k

)
, ∆2k+1 =

(
0 (∆1∆2)

k∆1

(∆2∆1)
k∆2 0

)
, k = 1, 2, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 4 ê áëîêàì, ïîëó÷àåì

lim
k→∞

∆2k =

(
L1 0
0 L2

)
,

ãäå Ll =


 dl

j
nl∑

i=1
dl

i




i,j=1,...nl

, l = 1, 2.

Çíà÷èò, ∆1∆2I
1
n1

= I1
n1

, ∆2∆1I
1
n2

= I1
n2
. Îáîçíà÷èì d̃l âåêòîð-ñòðîêó ñòåïåíåé âåðøèí äîëè

l = 1, 2. Òîãäà

d̃1∆1∆2 =


∑

j∈V 2
1

d1
j

1

d1
j

· · ·
∑

j∈V 2
2

d1
j

1

d1
j


 ∆2 = d̃2∆2 = d̃1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 ìàòðèöû ∆1∆2, ýòî d̃1,
à ïðàâûé � I1

n1
. Ïóñòü sl =

nl∑
i=1

dl
i, l = 1, 2. Ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâàíèå Òåîðåìû 4, ïîëó÷àåì

L1 = s−1
1 I1

n1
d̃1 = s−1

1

(
d1

j

)
i,j=1,...,n1

.

Àíàëîãè÷íî,
L2 = s−1

2 I1
n2

d̃2 = s−1
2

(
d2

j

)
i,j=1,...,n2

.

Äëÿ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé èìååì

lim
k→∞

∆2k+1 = lim
k→∞

(
0 (∆1∆2)

k∆1

(∆2∆1)
k∆2 0

)
=

(
0 L1∆1

L2∆2 0

)
=

(
0 s−1

1 I1
n1

d̃2

s−1
2 I1

n2
d̃1 0

)
.

6



Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ëåììà 5. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òî

lim
k→∞

∆2k = L =

(
L1 0
0 L2

)

è
lim
k→∞

∆2k+1 =

(
0 L1∆1

L2∆2 0

)
.

Èç Ëåììû 1 ñëåäóåò

Ëåììà 6.
m−1∑
t=0

∆2t =
m−1∑
t=0

(
(∆− L)2

)t
+ mL =

m−1∑
t=0

(∆2 − L)t + mL

è äëÿ ëþáîãî ãðàôà G, r(∆2 − L) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

m−1∑
t=0

(∆2 − L)t = (E − (∆− L)2)−1.

4 Àíàëèç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé
Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5) ñîõðàíÿþò êîëè÷åñòâî ðåñóðñà êàæäîé âåðøèíû, ò. å. qk+1

i =
qk
i , i ∈ V, k = 0, 1, . . . Äåéñòâèòåëüíî,

qk+1
i =

∑
j∈Vi

xk+1
ij = − b

a

∑
j∈Vi

xk
ji +

1

a

∑
j∈Vi

fk
i = − b

a
pk

i +
di

a

aqk
i + bpk

i

di

= qk
i .

Â äàëüíåéøåì (âïðî÷åì, êàê è ðàíåå) áóäåì ïèñàòü qi âìåñòî qk
i .

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (äëÿ k = 1, 2, . . .) ñîîòíîøåíèÿ (5), ïîëó÷èì

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

x2m
ij =

(
b

a

)2m

x0
ij +

1

a

[
f 2m−1

i +

(
b

a

)2

f 2m−3
i + . . . +

(
b

a

)2m−2

f 1
i

]
−

b

a2

[
f 2m−2

j +

(
b

a

)2

f 2m−4
j + . . . +

(
b

a

)2m−2

f 0
j

]
. (6)

Êàê âèäíî èç (6) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íåîáõîäèìî çíàòü
âåëè÷èíû fk

i äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , i ∈ V . Äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû i0 ∈ V èìååì

fk
i0

=
aqi0

di0

+
b

di0


− b

a

∑
i1∈Vi0

xk−1
i0,i1

+
1

a

∑
i1∈Vi0

fk−1
i1


 =
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=
a2 − b2

adi0

qi0 +
b

adi0


 ∑

i1∈Vi0

a2 − b2

adi1

qi1


 +

b2

adi0

∑
i1∈Vi0

1

di1

∑
i2∈Vi1

fk−2
i2

= . . .

. . . =
a2 − b2

adi0

q
(
E + ∆̃ + . . . + ∆̃k−1

)
ei0 + f 0D∆̃k ei0

di0

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ k = 0, 1, . . . è i ∈ V , ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

fk
i =

a2 − b2

adi

q
(
E + ∆̃ + . . . + ∆̃k−1

)
ei + f 0D∆̃k ei

di

. (7)

Ïîäñòàâèâ (7) â (6), ïîëó÷èì âåñà äóã âûðàæåííûå ÷åðåç íà÷àëüíûå âåñà x0
ij, âåëè÷èíû qi è

âåêòîð f 0.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå | b

a
|> 1 ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü

òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ âåñàõ è ñïåöèàëüíîì ãðàôå G. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
íåðàâåíñòâî | b

a
|≤ 1 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà ïðè

ëþáûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è äëÿ ëþáîãî ãðàôà G.

5 Ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

5.1 Ñëó÷àé | b
a |< 1

Â ýòîì ñëó÷àå ïî Óòâåðæäåíèþ 1 è Ëåììå 2 âûðàæåíèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

fk
i =

a2 − b2

adi

q
(
E − ∆̃k

)(
E − ∆̃

)−1

ei + f 0D∆̃kei. (8)

Ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè | b
a
|< 1, òî

lim
k→∞

fk
i =

a2 − b2

adi

q
(
E − ∆̃

)−1

ei. (9)

Èç (6) è (8) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 7. Åñëè | b
a
|< 1, òî

x2m
ij =

(
b

a

)2m

x0
ij +

qi

di

[
1−

(
b

a

)2m
]

+ q
(
E − ∆̃

)−1

v+

+

(
b

a

)2m−2 [
a2 − b2

a2
q
(
E − ∆̃

)−1

− 1

a
f 0D

] (
m−1∑
t=0

∆2t

)
v, (10)
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ãäå v = ∆̃ ei

di
− b

a
ej

dj
.

Ïî Ëåììå 3 ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû
m−1∑
t=0

∆2t ðàâåí m. Çíà÷èò, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ìàòðèöû
(

b
a

)2m
m−1∑
t=0

∆2t ðàâåí
(

b
a

)2m
m, è îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå m.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

x2m
ij =

qi

di

+ q
(
E − ∆̃

)−1

v = q
(
E − ∆̃

)−1
(

ei

di

− b

a

ej

dj

)
. (11)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ïðåäåë íå÷åòíûõ âåñîâ:

lim
m→∞

x2m+1
ij = lim

m→∞

(
− b

a
x2m

ji +
1

a
f 2m

i

)
=

= − b

a
q
(
E − ∆̃

)−1
(

ej

dj

− b

a

ei

di

)
+

a2 − b2

a2
q
(
E − ∆̃

)−1 ei

di

= q
(
E − ∆̃

)−1
(

ei

di

− b

a

ej

dj

)
.

Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8. Åñëè | b
a
|< 1, òî

lim
m→∞

x2m
ij = lim

m→∞
x2m+1

ij = q
(
E − ∆̃

)−1
(

ei

di

− b

a

ej

dj

)
,

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ âåñîâ äóã.

5.2 Ñëó÷àé | b
a |= 1

Â äàííîì ñëó÷àå ïî (6) è (7) èìååì

fk
i = f 0D∆̃k ei

di

=

(
b

a

)k

f 0D∆k ei

di

; (12)

è

x2m
ij = x0

ij +
1

a
f 0D

(
m−1∑
t=0

∆2t

)
v = x0

ij +
1

a
f 0D

m−1∑
t=0

b

a

(
∆2t+1 ei

di

−∆2t e
j

dj

)
. (13)

Äëÿ íå äâóäîëüíîãî ãðàôà èç Ëåììû 4 âûòåêàåò ðàâåíñòâî Lei = s−1diI
1. Çíà÷èò, â ñëó÷àå

a = b, ïðåäåë

lim
k→∞

fk
i = f 0DL

ei

di

= s−1f 0DI1 = s−1

n∑

k=1

f 0
kdk = s−1

n∑

k=1

(aqk + ap0
k) =

2aQ

s
,

ãäå Q =
n∑

i=1

qi.

Åñëè a = −b, òî fk
i = (−1)kf 0D∆k ei

di
. Âûðàæåíèå f 0D∆k ei

di
ñòðåìèòñÿ ê s−1

n∑
k=1

(aqk − ap0
k),

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå k. Âåëè÷èíû (−1)k îãðà-
íè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî
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Ëåììà 9. Â ñëó÷àå | b
a
|= 1 è íå äâóäîëüíîãî ãðàôà G ïðåäåë

lim
k→∞

fk
i =

{
2aQ

s
, a = b;

0, a = −b.
(14)

Èç Ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî
m−1∑
t=0

∆2t =
m−1∑
t=0

(∆2 − L)t + mL. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
ìàòðèöû L (Ëåììà 1), èìååì

(
m−1∑
t=0

∆2t

)
v =

[
m−1∑
t=0

(∆2 − L)t + mL

](
∆̃

ei

di

− b

a

ej

dj

)
=

b

a

[
m−1∑
t=0

(∆2 − L)t

] (
∆

ei

di

− ej

dj

)
.

Çíà÷èò, èç (13), ñëåäóåò, ÷òî

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij +
1

b
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
, (15)

è äëÿ íå÷åòíûõ øàãîâ
lim

m→∞
x2m+1

ij = − b

a
lim

m→∞
x2m

ji +
1

a
lim

m→∞
f 2m

i =

= − b

a
x0

ji −
1

a
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ej

dj

− ei

di

)
+

(a + b)Q

as
.

Â ñëó÷àå äâóäîëüíîãî ãðàôà G àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿõ ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 10. Åñëè G äâóäîëüíûé ãðàô è a = b, è Ql =
∑

i∈V l

qi, l = 1, 2, òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû

i ∈ V 1,

lim
k→∞

f 2k
i =

{
a(Q1+Q2)

s1
, a = b;

a(Q1−Q2)
s2

, a = −b;

è
lim
k→∞

f 2k+1
i =

{
a(Q1+Q2)

s2
, a = b;

a(Q1−Q2)
s1

, a = −b.

Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 11. Â ñëó÷àå | b
a
|= 1 ïðåäåë

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij +
1

b
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
,

ãäå ìàòðèöà L ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâóþùèé âèä â çàâèñèìîñòè îò âèäà ãðàôà G (ÿâëÿåòñÿ ëè
îí äâóäîëüíûì èëè íåò).
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6 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ïîäâîäÿ èòîã, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. Åñëè | b
a
|≤ 1, òî èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (5) ñõîäèòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà

G è ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ âåðøèí. Áîëåå òîãî,

1. Åñëè | b
a
|< 1, òî ïðåäåëüíîå è ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå îäíî, îíî íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è ðàâíî

lim
m→∞

xm
ij = q(E − ∆̃)−1

(
ei

di

− b

a

ej

dj

)
.

2. Åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òî

• Åñëè a = b, òî ñóùåñòâóåò äâà ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿ: ÷åòíîå

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij +
1

a
f 0D

[
E − (∆− L)2

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
,

è íå÷åòíîå

lim
m→∞

x2m+1
ij = −x0

ji −
1

a
f 0D

[
E − (∆− L)2

]−1
(

∆
ej

dj

− ei

di

)
+

2Q

s
.

• Åñëè a = −b, òî ñóùåñòâóåò òàêæå äâà ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿ: ÷åòíîå

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij −
1

a
f 0D

[
E − (∆− L)2

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
,

è íå÷åòíîå

lim
m→∞

x2m+1
ij = x0

ji −
1

a
f 0D

[
E − (∆− L)2

]−1
(

∆
ej

dj

− ei

di

)
.

3. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òî

• Åñëè a = b, òî

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij +
1

a
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
;

lim
m→∞

x2m+1
ij = −x0

ji −
1

a
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ej

dj

− ei

di

)
+

Q

sl

.

• Åñëè a = −b, òî

lim
m→∞

x2m
ij = x0

ij −
1

a
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ei

di

− ej

dj

)
;

lim
m→∞

x2m+1
ij = x0

ji −
1

a
f 0D

[
E − (∆2 − L)

]−1
(

∆
ej

dj

− ei

di

)
+

Ql −Ql+1

sl

,
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ãäå l = 1, åñëè i ∈ V 1 è l = 2, åñëè i ∈ V 2, à l + 1 = 2, åñëè i ∈ V 1 è l + 1 = 1, åñëè i ∈ V 2.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íåîáõîäèìî îáðàòèòü ìàò-
ðèöû. Ýòà ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé. Â íàøåì
ñëó÷àå ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n3) è ïàìÿòüþ O(n2).

Çàìå÷àíèå 2. Èç ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé (÷åòíîãî è íå÷åòíîãî) ìîæíî íàéòè ðàâíîâåñíûå
ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé (5). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
íå÷åòíîå XO =‖ lim

m→∞
x2m+1

ij ‖ è ÷åòíîå XE =‖ lim
m→∞

x2m
ij ‖ ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ. Î÷åâèäíî,

ñîîòíîøåíèÿ (5) ïåðåâîäÿò XO è XE äðóã â äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå X = λXO + (1−
λ)XE ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1]. Îíî íå ìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé
(5) è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (ðàâåíñòâà (2) ñïðàâåäëèâû).
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