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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ïîòîêà â ïðîèçâîëüíîé îðèåíòèðîâàííîé

ñåòè ñ íåîãðàíè÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ äèñ-
êðåòíî, è íà ëþáîì âðåìåííîì øàãå êàæäàÿ âåðøèíà ðàñïðåäåëÿåò ïðèøåäøèé â íåå ïî-
òîê ïî èñõîäÿùèì äóãàì â çàäàííîé ïðîïîðöèè. Íà÷àëüíûé ïîòîê è ìîùíîñòè âåðøèí-
èñòî÷íèêîâ èçâåñòíû. Ïîòîê, ïðèøåäøèé â êàæäóþ âåðøèíó-ñòîê, ïîãëîùàåòñÿ ïîëíîñòüþ.

Ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïîòîêà ñõîäèòñÿ (ñòàáèëèçèðóåòñÿ) ê íåêîòîðîìó ñáàëàíñèðîâàííî-
ìó ïîòîêó íå âñåãäà. Â ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ïîòîêà, îöåíåíà
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîöåññà, ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðå-
äåëüíîãî ïîòîêà.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), |V | = n. Êàæäîé âåðøèíå
i ∈ V ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâà Ii = {k : (k, i) ∈ E} è Oi = {k : (i, k) ∈ E}, i ∈ V .
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñòîêîâ ãðàôà G ÷åðåç T = {i ∈ V : Oi = ∅}. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ∈ V \T
ïîëàãàåì èçâåñòíûì åå ïîòåíöèàë qi ≥ 0, êîòîðûé ðàâåí êîëè÷åñòâó ïîòîêà, âîçíèêàþùåãî â
äàííîé âåðøèíå â åäèíèöó âðåìåíè. Âåðøèíû, èìåþùèå ïîëîæèòåëüíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿþòñÿ
èñòî÷íèêàìè.

Ïîòîêîì â ñåòè íàçîâåì ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë xij, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå ðåáåð
(i, j) ∈ E. Ïðè ýòîì, xij ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà ïî äóãå (i, j). Ïîòîê X = {xij, (i, j) ∈ E}
ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîõðàíåíèÿ

qi +
∑
p∈Ii

xpi =
∑
j∈Oi

xij, i ∈ V \T. (1)

Ïîëàãàåì, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå i /∈ T ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåíèå ïðèõîäÿùåãî â íåå ïîòîêà
âìåñòå ñ ïîòåíöèàëîì qi ïî èñõîäÿùèì äóãàì (i, j), j ∈ Oi â çàäàííûõ ïðîïîðöèÿõ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé âåðøèíû i /∈ T çàäàíû äîëè aij ≥ 0, j ∈ Oi,

∑
j∈Oi

aij = 1, ïîòîêà, íà-

ïðàâëÿåìîãî èç âåðøèíû i â âåðøèíó j ∈ Oi. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ V \ T
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

xij = aij(qi +
∑
p∈Ii

xpi), j ∈ Oi. (2)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòîê X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (2), ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì,
òàê êàê äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1). Çíà÷èò, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîòîêà
äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó (2). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n3). Äåéñòâèòåëüíî,
ñîêðàòèì êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå
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λi =
xij

aij

, j ∈ Oi.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó èç |V \T | ≤ n óðàâíåíèé

λi = qi +
∑
p∈Ii

apiλp (3)

äëÿ ïåðåìåííûõ λi è O(|E|) ñîîòíîøåíèé xij = aijλi, i /∈ T, j ∈ Oi. Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3) îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(n3) [2].

Íà ïðàêòèêå, äàæå åñëè ñáàëàíñèðîâàííûé ïîòîê ñóùåñòâóåò, ñòàáèëèçàöèÿ ïîòîêà çàíèìàåò
íåêîòîðîå âðåìÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåòü ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ âåíòèëÿöèîííîé ñèñòåìû, â êîòî-
ðîé âåðøèíû-èñòî÷íèêè � ýòî ìåñòà çàáîðà âîçäóõà, à âåðøèíû-ñòîêè ìåñòà âûâîäà âîçäóõà
èç ñåòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîòîê èçâåñòåí, è ïóñòü îí ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì. Äîïó-
ñòèì òîïîëîãèÿ ñåòè èçìåíèëàñü, èëè äîáàâëåí/óäàëåí èñòî÷íèê, èëè èçìåíèëèñü ïîòåíöèàëû
èñòî÷íèêîâ. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ïîòîêîì? Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåëüíûé ïîòîê? Åñëè äà, òî êàê
áûñòðî ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïîòîêà ñîéäåòñÿ ê ïðåäåëüíîìó ïîòîêó? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû íå
î÷åâèäíû.

Â ðàáîòå èçìåíåíèå ïîòîêà âî âðåìåíè ìîäåëèðóþòñÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì, â êîòîðîì
îäíà èòåðàöèÿ ñîîòâåòñâóåò îäíîìó âðåìåííîìó øàãó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà i ∈ V \T
íà ïðîèçâîëüíîì øàãå k+1 ïåðåðàñïðåäåëÿåò ïðèøåäøèé â íåå â ìîìåíò k, k = 0, 1, . . ., ïîòîê
ïî èñõîäÿùèì äóãàì (i, j), j ∈ Oi ñîãëàñíî íåèçìåííûì ïðîïîðöèÿì aij ≥ 0, j ∈ Oi. Ïåðåïèøåì
(2) ñ ó÷åòîì øàãà ïî âðåìåíè, êàê ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

xk+1
ij = aij(qi +

∑
p∈Ii

xk
pi), i ∈ V \T, j ∈ Oi, k = 0, 1, . . . , (4)

ïîëàãàÿ íà÷àëüíûé ïîòîê X0 = {x0
ij, (i, j) ∈ E} èçâåñòíûì.

Îòìåòèì, ÷òî ïîòîê Xk+1 = {xk+1
ij , (i, j) ∈ E}, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4), íå îáÿ-

çàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîõðàíåíèÿ (1). Åñëè ïðîöåññ, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4)
ñõîäèòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

k→∞
xk

ij = x∗ij, (i, j) ∈ E, òî ïðåäåëüíûé ïîòîê X∗ = {x∗ij}
áóäåò ñáàëàíñèðîâàííûì.

Ïîòîê Xk, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4), íàçîâåì ðàâ-
íîâåñíûì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïðîöåññà, îïðåäåëåííîãî ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè (4) (èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ïðîöåññà (4)), ïðåäåëüíûé ïîòîê íå ìåíÿåòñÿ
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì.

Çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê óñëîâèé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà èçìåíåíèÿ çàäàííîãî
íà÷àëüíîãî ïîòîêà X0 â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4).

Â ðàáîòå íàéäåíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äàííîãî ïðîöåññà ê
ñáàëàíñèðîâàííîìó ïîòîêó, óäîâëåòâîðÿþùåìó ñîîòíîøåíèÿì (1) è (2), îïðåäåëåíà ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè è ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîòîêà. Òðó-
äîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî (ñáàëàíñèðîâàííîãî) ïîòîêà ðàâíà O(n3). Ïîêàçàíî, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî ïðîöåññ (4) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó íå çàâèñÿùåìó îò íà÷àëüíîãî ïîòîêà ïðåäåëü-
íîìó ñîñòîÿíèþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ñèñòåìà (2). Ïðè
ýòîì ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðè-
öà ñèñòåìû (2) âûðîæäåíà è ñáàëàíñèðîâàííûé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ïðîöåññ (4)
èìååò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü èñêîìûì ñáàëàíñèðîâàííûì ïîòîêîì.

2



2 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè ìàòðèö.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mm,n ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m×n à ÷åðåç Mn ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé íà Mm,n:
‖A‖ = max

i=1,...,m

n∑
j=1

|aij|. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíåé íîðìîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γ = {γij}, γij =

{
1, (i, j) ∈ E;
0, èíà÷å

ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà G = (V, E).
Ãðàô H = (V (H), E(H)) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû åãî âåðøèí

i, j ∈ V (H) ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû i â âåðøèíó j.
Ïîäãðàô H ′ ãðàôà H íàçîâåì ñèëüíîé êîìïîíåíòîé ãðàôà H, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí

V (H ′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñèëüíî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà. Èíûìè ñëîâàìè, ñèëüíàÿ êîìïîíåíòà åñòü ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî âåð-
øèí, ïîïàðíî ñâÿçàííûõ ïóòÿìè. Î÷åâèäíî, äóãè ìåæäó âåðøèíàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèëüíûõ
êîìïîíåíò âñå îðèåíòèðîâàíû èç îäíîé êîìïîíåíòû â äðóãóþ. Ïî ãðàôó G îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ
ãðàô åãî ñèëüíûõ êîìïîíåíò. Ýòî ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûå êîìïîíåíòû
{Gk}, à äóãà (Gk, Gl) ïðèíàäëåæèò ãðàôó â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò äóãà
èç íåêîòîðîé âåðøèíû êîìïîíåíòû Gk â íåêóþ âåðøèíó êîìïîíåíòû Gl. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ãðàô êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô.

Çàìå÷àíèå 1. Ãðàô ñèëüíûõ êîìïîíåíò ìîæíî ïîñòðîèòü ñ òðóäîåìêîñòüþ O(|V | + |H|)
[3].

Ââåäåì ìàòðèöó A = {αij}, αij = aijγij

Ïóñòü q � âåêòîð (ñòðîêà) ïîòåíöèàëîâ âåðøèí, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è ei åå i-é ñòîëáåö
(i-é êîîðäèíàòíûé îðò).

Ìàòðèöà íåîòðèöàòåëüíà, åñëè âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíûå.
Ìàòðèöà A ïðèâîäèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P , ÷òî

PAP τ =

(
B C
0 D

)
,

ãäå B è D êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íåïðèâîäèìà.
×åðåç Spec(A) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ñïåêòð) ìàòðèöû A.
Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì ìàòðèöû A íàçîâåì ÷èñëî r(A) = max

λ∈Spec(A)
|λ|.

Íåïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé, à
èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì.

Ìàòðèöà A ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó G, åñëè åå ýëåìåíò aij 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(i, j) ∈ E.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìàòðèöà A ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó G, P � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíî-
âîê, A′ = PAP τ , òî ìàòðèöà A′ ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó G′, ïîëó÷àåìîìó èç G ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåíóìåðàöèåé âåðøèí.

Çàìå÷àíèå 3.([2], ï. 6.2) Ïóñòü ìàòðèöà A ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó G. Òîãäà A íåïðèâîäèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô.
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Çàìå÷àíèå 4.([1], XIII, �4) Åñëè A ïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòà-
íîâîê P , ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ìàòðèöà A ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

PAP τ =




A1 0
... 0 A1,g+1 A1,g+2

... A1,m A1,m+1

0 A2
... 0 A2,g+1 A2,g+2

... A2,m A2,m+1

· · · · · · . . . · · · ... ... ... ... ...
0 0

... Ag Ag,g+1
... ... ... ...

Ag+1 Ag+1,g+2
... ... ...

Ag+2
... ... ...

0
. . . Am−1,m

...
0 Am Am,m+1

0




Çäåñü Ai � íåïðèâîäèìûå êâàäðàòíûå áëîêè. Â êàæäîì �áëî÷íîì ñòîëáöå� A1,f , A2,f ,. . . ,
Af−1,f (f = g+1, . . . , m+1) åñòü õîòÿ áû îäíà íåíóëåâàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òîãî, ìàòðèöà P òàêàÿ,
÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ñòðîê â ìàòðèöå A, â ìàòðèöå PAP τ îíè ôîðìèðóþò
ïîñëåäíþþ �áëî÷íóþ� ñòðîêó ñ íîìåðîì (m + 1). Åñëè â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê, òî
è â ìàòðèöå PAP τ èõ òîæå íåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò �áëî÷íîãî ñòîëáöà� ñ íîìåðîì m + 1.
Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå �ñèììåòðè÷íîå� çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 4'. Åñëè A ïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P , ïîä
äåéñòâèåì êîòîðîé ìàòðèöà A ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

PAP τ =




A1 0
... 0

0 A2
... 0

· · · · · · . . . · · · 0

0 0
... Ag

Ag+1,1 Ag+1,2 · · · Ag+1,g Ag+1

Ag+2,1 Ag+2,2 · · · · · · Ag+2,g+1 Ag+2
... ... . . .

Am,1 Am,2 · · · · · · · · · · · · Am,m−1 Am

Am+1,1 Am+1,2 · · · · · · · · · · · · · · · Am,m+1 0




Çäåñü Ai � íåïðèâîäèìûå êâàäðàòíûå áëîêè. Â êàæäîé �áëî÷íîé ñòðîêå� Af,1, Af,2,. . . , Af,f−1

(f = g + 1, . . . , m + 1) åñòü õîòÿ áû îäíà íåíóëåâàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òîãî, ìàòðèöà P òàêàÿ,
÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A, â ìàòðèöå PAP τ îíè ôîðìèðóþò
ïîñëåäíèé �áëî÷íûé� ñòîëáåö ñ íîìåðîì (m + 1). Åñëè â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ, òî è
â ìàòðèöå PAP τ èõ òîæå íåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò �áëî÷íîé ñòðîêè� ñ íîìåðîì m + 1.

Çàìå÷àíèå 5. Ââåäåííàÿ â íà÷àëå ðàçäåëà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé. Âñå ñòðî÷-
íûå ñóììû (ñóììà ýëåìåíòîâ îäíîé ñòðîêè) ìàòðèöû A ðàâíû ëèáî 0 (â ñëó÷àå ñòîêîâ), ëèáî
1 (äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí).

Óòâåðæäåíèå 1.([2]) Ìàòðèöà A â ñòåïåíè k ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîé ìàòðèöå ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì ðîñòå ñòåïåíè (ò. å. lim

k→∞
Ak = 0 ), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ìàòðèöû A ìåíüøå åäèíèöû: r(A) < 1.
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Óòâåðæäåíèå 2.([2]) Ðÿä
∞∑

k=0

Ak ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(A) < 1, è ñóììà

ðÿäà ðàâíà ìàòðèöå (E − A)−1.
Óòâåðæäåíèå 3.([2], ï. 8.1) Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.

min
i

n∑
j=1

aij ≤ r(A) ≤ max
i

n∑
j=1

aij

min
j

n∑
i=1

aij ≤ r(A) ≤ max
j

n∑
i=1

aij

Ïðè÷åì, ðàâåíñòâî â îäíîì èç íåðàâåíñòâ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòðî÷íûå èëè ñòîëáöîâûå ñóììû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Óòâåðæäåíèå 4. (Òåîðåìà Ðîìàíîâñêîãî, [2], ï. 8.5) Ïóñòü A íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåðàç-
ëîæèìàÿ ìàòðèöà, è ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {Pi} ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå A. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Li = {k1

i , k
2
i , . . . } êîëè÷åñòâà äóã âî âñåâîçìîæíûõ êîíòóðàõ èç Pi â Pi, à ÷åðåç gi íàèáîëü-

øèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ Li. Òîãäà g1 = g2 = · · · = gn = h, ãäå h èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè
ìàòðèöû A.

Óòâåðæäåíèå 5. (Òåîðåìà Ïåððîíà, [2], ï. 8.5) Ïóñòü A íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðèìèòèâíàÿ
ìàòðèöà è r(A) åå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

k→∞
( 1

r(A)
A)k = L, ãäå L =

xy, Ax = r(A)x, yA = r(A)y, yx = 1.
Óòâåðæäåíèå 6. ([2], ï. 5.6) Ïóñòü A ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n è çàäàíî íåêîòîðîå

÷èñëî ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò k âåëè÷èíà C = C(A, ε), ÷òî äëÿ âñåõ
k ∈ N è i, j = 1, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |(Ak)ij| ≤ C(r(A) + ε)k.

Óòâåðæäåíèå 7.(íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ôðîáåíèóñà, [1], XIII, �2)
Íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A âñåãäà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî r,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ìîäóëè äðóãèõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿò r. �Ìàêñèìàëüíîìó� ñîáñòâåííîìó ÷èñëó r ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé
âåêòîð z ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Åñëè ïðè ýòîì A èìååò h ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ìàê-
ñèìàëüíûì ìîäóëåì r, òî âñå îíè ðàçëè÷íû è ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xh − rh = 0.

Çàìå÷àíèå 6. Ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà ñèñòåìà (3).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = (λ1, . . . , λ|V \T |). Òîãäà ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä λ(E−A) = q è áóäåò ðàçðå-
øèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû A.
Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, è áóäóò
íàéäåíû óñëîâèÿ, êîãäà îí ñòðîãî ìåíüøå 1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñèñòåìà (3) áóäåò îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìà. Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôðîáåíèóñà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå,
êîãäà r(A) = 1, åäèíèöà îáÿçàòåëüíî áóäåò ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì,
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü (3) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ r(A) < 1, èëè ñóùåñòâîâàíèþ ïóòè, ñî-
åäèíÿþùåãî ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ñ íåêîòîðûì ñòîêîì. Òîãäà λi = q(E − A)−1ei, è ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) èìååò âèä xij = aijq(E − A)−1ei. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (êîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ðàâåí 1), ñèñòåìà ëèáî èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ëèáî íåñîâìåñòíà.

3 Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
Íàéäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà, çàäàííîãî ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
(4). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ k è i îòíîøåíèÿ xk

ij/aij = const äëÿ âñåõ j ∈ Oi. Âîñ-
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ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

λk
i =

xk
ij

aij

, j ∈ Oi.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (3) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

λk
i = qi +

∑
p∈Ii

apiλ
k−1
p ,

èëè â âåêòîðíîì âèäå

λ(k) = q + λ(k−1)A,

ãäå âåêòîð-ñòðîêà λ(k) = (λk
1, . . . , λ

k
n).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæíî
ñâåñòè ê îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ðàçíîñòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

{
λ(k) = q + λ(k−1)A,
λ(0) = λ0.

Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïîñëåäíåé çàäà÷è íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñïåêòð
ìàòðèöû A ëåæàë ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Ê ñîæàëåíèþ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå
ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà íå ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö ñ ãàðàíòèðîâàííîé
òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó âîïðîñ ïðèíàäëåæíîñòè ñïåêòðà ìàòðèöû âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà
äîëæåí ðåøàòüñÿ îòäåëüíî. Â ðàáîòå [5], íàïðèìåð, äàí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ñïåêòðà
åäèíè÷íîìó êðóãó â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Â íàøåì ñëó÷àå, êàê
áóäåò âèäíî äàëåå, íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèáåãàòü ê óïîìÿíóòîìó êðèòåðèþ.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ(k) = q

k−1∑

l=0

Al + λ0Ak.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçâåðòûâàÿ ðåêóðñèþ, ïîëó÷èì

λ(k) = q + λ(k−1)A = q + (q + λ(k−2)A)A = q(E + A) + λ(k−2)A2 = q(E + A + A2) + λ(k−3)A3 =

= q(E + A + A2 + A3) + λ(k−4)A4 = · · · = q(E + A + A2 + · · ·+ Ak−1) + λ(0)Ak.

Çàìåòèì, ÷òî
λ0Aei =

∑
p∈Ii

x0
pi

api

api =
∑
p∈Ii

x0
pi = p0

i .

Ïåðåõîäÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì xk
ij, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðèâîäÿò ê âûðà-

æåíèÿì
xk+1

ij = aijq(E + A + A2 + · · ·+ Ak)ei + aijp
0Akei, (5)

ãäå p0 = (p0
1, . . . , p

0
n) âåêòîð-ñòðîêà, i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà ñóììàðíîìó ïîòîêó, âõîäÿ-

ùåìó â i-þ âåðøèíó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
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Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå ïîòåíöèàëîâ q äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà r(A) < 1. Â ýòîì
ñëó÷àå

x∗ij = aijq(E − A)−1ei, (6)
è ýòî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå (ïðåäåëüíûé ïîòîê) íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïîòîêà. Íåòðóäíî
âèäåòü òàêæå, ÷òî ïðåäåëüíûé ïîòîê, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì (6), áóäåò ðàâíîâåñíûì.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïîòåíöèàëîâ äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (4) äî-
ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ r(A) < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå íå
çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïîòîêà è çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6).

Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Èç âûðàæåíèÿ (5) èìååì

xk+1
ij = aijq(E + A + A2 + · · ·+ Ak)ei + aijp

0Akei =

aijq(E − A)−1ei − aijq(E − A)−1Ak+1ei + aijp
0Akei = x∗ij − aij(qA(E − A)−1 − p0)Akei.

Òàêèì îáðàçîì,
‖Xk+1 −X∗‖ ≤ D(A, q, p0)‖Ak‖,

ãäå âåëè÷èíà D(A, q, p0) íå çàâèñèò îò k. Îöåíèì íîðìó ‖Ak‖. Òàê êàê r(A) < 1, òî ìîæíî
âûáðàòü òàêîå ε > 0, ÷òî r(A) + ε < 1. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 6 èìååì íåðàâåíñòâî

‖Ak‖ ≤ nC(r(A) + ε)k.

Çíà÷èò,
‖Xk+1 −X∗‖ ≤ F (A, q, p0, ε)(r(A) + ε)k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A ìåíüøå åäèíèöû. Ïåðåíó-

ìåðóåì âåðøèíû ãðàôà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìàòðèöà A ïðèìåò ñëåäóþùèé íîðìàëüíûé âèä.

A =




A1 0
... 0 A1,g+1 A1,g+2

... A1,m A1,m+1

0 A2
... 0 A2,g+1 A2,g+2

... A2,m A2,m+1

· · · · · · . . . · · · ... ... ... ... ...
0 0

... Ag Ag,g+1
... ... ... ...

Ag+1 Ag+1,g+2
... ... ...

Ag+2
... ... ...

0
. . . Am−1,m

...
0 Am Am,m+1

0




, (7)

ãäå íóëåâûì ñòðîêàì ñîîòâåòñòâóþò ñòîêè ãðàôà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñòîêîâ â ãðàôå íåò, òîãäà r(Am) = 1 (òàê êàê âñå ñòðî÷íûå ñóììû ðàâ-

íû åäèíèöå è ìàòðèöà íåðàçëîæèìà). À òàê êàê Spec(A) =
m⋃

i=1

Spec(Ai), òî r(A) = 1 è çíà÷èò
ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4), â îáùåì ñëó÷àå ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëåå
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â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîêè â ãðàôå åñòü. Òîãäà Spec(A) =
m⋃

i=1

Spec(Ai)
⋃{0}. Çíà-

÷èò, äëÿ òîãî ÷òîáû ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A áûë ìåíüøå 1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû r(Ai) < 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m. Â âèäó íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèö Ai, ýòè íåðàâåíñòâà ýê-
âèâàëåíòíû óñëîâèþ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñòðî÷íûõ ñóìì ìàòðèöû ìåíüøå 1 (ñì. óòâåðæäåíèå
3). Ñòðî÷íûå ñóììû ìàòðèöû A ðàâíû 1 èëè 0 (äëÿ ñòîêîâ). Çíà÷èò, â íîðìàëüíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ìàòðèöû A åñòü íåíóëåâûå áëîêè êàê â �áëî÷íûõ ñòîëáöàõ�, òàê è â �áëî÷íûõ ñòðîêàõ�
è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 1. Â êàæäîé ñòðîêå Af,g+1, Af,g+2, . . . ,Af,m+1 (f = 1, . . . , g) è â êàæäîì ñòîëáöå
A1,f ,A2,f ,. . . , Af−1,f (f = g + 1, . . . , m + 1) åñòü õîòÿ áû îäíà îòëè÷íàÿ îò íóëåâîé ìàòðèöà. Â
÷àñòíîñòè, íåíóëåâîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Am,m+1.

Ñêàçàííîå âûøå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òàê êàê ìàòðèöà A ñîîò-
âåòñòâóåò ãðàôó G, òî áëîê Ai, â ñèëó ñâîåé íåïðèâîäèìîñòè, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñè-
ìàëüíîìó ïî âêëþ÷åíèþ ñèëüíî ñâÿçíîìó ïîäãðàôó ãðàôà G (òî åñòü, ñèëüíîé êîìïîíåíòå
ãðàôà). Ïîñòðîèì ãðàô ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñ âåðøèíàìè {vj} .. Åãî ìàòðèöà ñìåæ-
íîñòè M (ðàçìåðíîñòè (m + 1) × (m + 1)) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äèàãîíàëüíîìó áëîêó Ai ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 0, à íåäèàãîíàëüíîìó Aij ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå 0, åñëè Aij = 0 è 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ñâîéñòâî 1 îçíà÷àåò, ÷òî â M íåò
íóëåâûõ ñòðîê (êðîìå ïîñëåäíåé) è íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Òî åñòü, ãðàô ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Âåðøèíû 1, . . . , g � ýòî èñòî÷íèêè, à (m + 1)-ÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ
ñòîêîì. Êàæäàÿ âåðøèíà ñâÿçàíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ñ áîëüøèì íîìåðîì vj, j > i. Â
êàæäóþ âåðøèíó vi, i = g +1, . . . , m+1, âåäåò õîòÿ áû îäíà äóãà. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò äóãà
(vm, vm+1).

Òàêèì îáðàçîì, èç êàæäîé ñèëüíîé êîìïîíåíòû åñòü ïóòü â ñòîê. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âíóòðè
êàæäîé êîìïîíåíòû åñòü ïóòè ìåæäó ëþáûìè ïàðàìè âåðøèí, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óñëîâèå r(A) < 1
ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà G åñòü ïóòü â êàêîé-íèáóäü
ñòîê. (Âïîëíå åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî, íàïðèìåð, âåíòèëÿöèîííîé ñåòè.)

Çàìå÷àíèå 7. Ñêàçàííîå âûøå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæ-
äàÿ ñèëüíàÿ êîìïîíåíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòîêîì ãðàôà êîìïîíåíò, ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó.

Ïðè ýòîì ïðîöåññ, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4), ñõîäèòñÿ ê ïîòîêó, îïðåäåëÿåìîìó ñîîòíî-
øåíèÿìè (6), ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ îáðàò-
íîé ìàòðèöû è ðàâíà O(n3).

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïîòåíöèàëîâ q äëÿ ñòàáèëèçàöèè ïîòîêà, îïðå-
äåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè (4), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G ñóùåñòâîâàë
ïóòü â ñòîê. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïîòîêà è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6).

4 Ñõîäèìîñòü â ñëó÷àå íóëåâîãî âåêòîðà ïîòåíöèàëîâ
Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïîòåíöèàëîâ q. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà q = 0. Èç âûðàæåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå qi = 0, i ∈ V ,
ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

xk+1
ij = aijp

0Akei, k = 0, 1, . . . , (i, j) ∈ E. (8)
Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ïîòîêà â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâå-
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äåíèå ñòåïåíåé ìàòðèöû A. Ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå åñòü ïóòü èç êàæäîé âåðøèíû â ñòîê, áûë
ðàññìîòðåí âûøå. Ïîýòîìó, äàëåå â äàííîì ðàçäåëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå èç âñåõ âåðøèí ãðàôà
ñóùåñòâóåò ïóòü â ñòîê. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå ñòîêîâ íåò
âîîáùå. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ìàòðèöó A â âèäå, óêàçàííîì â çàìå÷àíèè 4'. Â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíèå (7) ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâîâàëî íóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà îò èñòî÷íè-
êîâ ê ñòîêàì ãðàôà ñèëüíûõ êîìïîíåíò. Òåïåðü áóäåò óäîáíåå íóìåðîâàòü âåðøèíû îò ñòîêîâ
ê èñòî÷íèêàì. Òîãäà ìàòðèöà A ïðèìåò âèä

A =




A1 0
... 0

0 A2
... 0

· · · · · · . . . · · · 0

0 0
... Ag

Ag+1,1 Ag+1,2 · · · Ag+1,g Ag+1

Ag+2,1 Ag+2,2 · · · · · · Ag+2,g+1 Ag+2
... ... . . .

Am,1 Am,2 · · · · · · · · · · · · Am,m−1 Am

Am+1,1 Am+1,2 · · · · · · · · · · · · · · · Am,m+1 0




(9)

Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè íà äèàãîíàëè, êàê è ðàíåå, íàõîäÿòñÿ êâàäðàòíûå íåðàçëîæèìûå
áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèëüíûì êîìïîíåíòàì ãðàôà G. Âåðõíèé ëåâûé êâàäðàò � ýòî áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîêàì ãðàôà êîìïîíåíò, à â áëî÷-
íûõ ñòðîêàõ g + 1, . . . , s õîòÿ áû îäíà ìàòðèöà (íå ñòîÿùàÿ íà äèàãîíàëè) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé.

Ñõåìàòè÷íî ìàòðèöó A çàïèøåì â âèäå

A =

(
B 0
C D

)
, (10)

ãäå B � ýòî ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíåìó ëåâîìó êâàäðàòó â ïðåäñòàâëåíèè (9).
Çàìåòèì, åñëè â G åñòü ñòîêè, òî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè êîìïîíåíòàìè ãðàôà, à

çíà÷èò, èì ñîîòâåòñòâóþò îäíîìåðíûå íóëåâûå áëîêè â ìàòðèöå B. Òî åñòü, åñëè G ñîäåðæèò
ñòîêè v1, . . . , vs, òî ïåðâûå s ñòðîê ìàòðèöû A íóëåâûå. Èçîáðàçèòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

A =




0 0 0
0 B1 0
C1 C2 D




Ñòðîêè áëîêà C1 èìåþò òå æå íîìåðà, ÷òî è âåðøèíû, ñâÿçàííûå äóãàìè ñî ñòîêàìè ãðàôà
G. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ñèëüíûå êîìïîíåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòîêàìè â ãðàôå êîìïîíåíò, ñîäåðæàò
ïî îäíîìó ýëåìåíòó (B = 0), ìàòðèöà B1 â ïîñëåäíåì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöû A áóäåò îòñóò-
ñòâîâàòü. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùèé
ïîòîê áóäåò íóëåâûì (çàìå÷àíèå 7). Ïîýòîìó äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïîíåí-
òû, ñîäåðæàùèå áîëåå îäíîé âåðøèíû è ÿâëÿþùèåñÿ ñòîêàìè ãðàôà êîìïîíåíò.

Ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû A â ñòåïåíü k ïîëó÷èì

Ak =




0 0 0
0 Bk

1 0
Dk−1C1 Qk Dk


 ,
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ãäå Qk =
k−1∑
j=0

DjC2B
k−j−1
1 . Òàê êàê ìàòðèöà D èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä, òî Spec(D) =

m⋃
i=g+1

Spec(Ai), ãäå âñå ìàòðèöû Ai íåðàçëîæèìûå è èìåþò ñïåêòðàëüíûå ðàäèóñû ìåíüøå 1.

Çíà÷èò, r(D) < 1, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî lim
k→∞

Dk = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {Bk

1 , k = 1, . . . } (è, ñîîòâåòñòâåííî, íîðìû ñòåïåíåé ìàòðèöû B1 îãðàíè÷åíû ñâåðõó
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K), òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Qk, k = 1, . . . },
ðàâíûé Q∞. Äåéñòâèòåëüíî,

‖Qk‖ ≤
k−1∑
j=0

‖D‖j‖C2‖‖B1‖k−j−1 ≤ K‖C2‖
k−1∑
j=0

‖D‖j =
K‖C2‖
1− ‖D‖(1− ‖D‖k) → K‖C2‖

1− ‖D‖

Ðÿä èç íîðì ñõîäèòñÿ, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ è ìàòðè÷íûé ðÿä.
Â äàëüíåéøåì ìû óáåäèìñÿ, ÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñòåïåíè B1 (à çíà÷èò è A) íå èìå-

þò ïðåäåëà. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðîãî h åñòü ïðåäåëû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà {Br+kh
1 }k∈N

(r = 0, 1, . . . , h−1). Òîãäà ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü íå ê ñàìîé ìàòðè-
öå A, à ê Ah. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî D áóäåò ìàòðèöà Dh, C2 ñëåäóåò çàìåíèòü íà

k−1∑
j=0

DjC2B
h−j−1
1 ,

à B1 íà Bh
1

Èòàê, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
k→∞

Bk
1 = B∞, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

k→∞
Ak = A∞. Íàéäåì

A∞. Èç ðàâåíñòâà AA∞ = A∞, ñëåäóåò



0 0 0
0 B1 0
C1 C2 D







0 0 0
0 B∞

1 0
0 Q∞ 0


 =




0 0 0
0 B∞

1 0
0 C2B

∞
1 + DQ∞ 0


 =




0 0 0
0 B∞

1 0
0 Q∞ 0


 .

Çíà÷èò, Q∞ = (E −D)−1C2B
∞
1 è

lim
k→∞

Ak =




0 0 0
0 B∞

1 0
0 (E −D)−1C2B

∞
1 0


 . (11)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå (11) íå çàâèñèò îò ìàòðèöû C1. Áîëåå òîãî, ïðè óìíîæå-
íèè ýòîé ïðåäåëüíîé ìàòðèöû ñïðàâà íà âåêòîð p0, ïðîèçâåäåíèå íå áóäåò çàâèñåòü îò êîìïîíåíò
p0

1, . . . , p
0
s (îíè âñå áóäóò óìíîæåíû íà 0). Ïîýòîìó, ïðè ïîèñêå ïðåäåëüíîãî ïîòîêà ìîæíî íå

ó÷èòûâàòü âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ ñóììàðíûõ ïîòîêîâ, íàïðàâëÿåìûõ â ñòîêè, à òàêæå çàðàíåå
ïðèïèñàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïîòîêàì ïî äóãàì, âåäóùèì â ñòîêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòîêè ìîæíî
âîîáùå óäàëèòü âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè èì äóãàìè è ðàññìàòðèâàòü ðåäóöèðîâàííûé ãðàô. Ïðè
ýòîì èç âåêòîðà p0 óäàëèì êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè óäàëåííûõ âåðøèí. Åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ
îäíîýëåìåíòíûõ ñòîêîâ, ïîëó÷åííûé ãðàô êîìïîíåíò ñîäåðæèò íîâûå ñòîêè (óæå íåâàæíî, îä-
íîýëåìåíòíûå èëè íåò) � èõ îïÿòü ìîæíî óäàëèòü. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî
ìàòðèöà ñìåæíîñòè ðåäóöèðîâàííîãî ãðàôà èìååò âèä

A =




B1 0 0
0 D1 0

C22 D21 D2


 .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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Ak =




Bk
1 0 0

0 Dk
1 0

C
(k)
22 D

(k)
21 Dk

2


 ,

ãäå C
(k)
22 =

k−1∑
j=0

Dj
2C22B

k−j−1
1 , D(k)

22 =
k−1∑
j=0

Dj
2D21D

k−j−1
2 . Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ñòåïåíåé

ìàòðèöû B1, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
k→∞

C
(k)
22 è lim

k→∞
D

(k)
21 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

lim
k→∞

Ak =




B∞
1 0 0
0 0 0

C
(∞)
22 0 0


 ,

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âèäà ìàòðèö D1 è D21. Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû
íà âåêòîð p0, ðåçóëüòàò íå áóäåò çàâèñåòü îò êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè ñòðîê èç ìàòðèöû D1.
Ïîýòîìó ïîëó÷åííûé â õîäå ðåäóêöèè ñòîê òàêæå ìîæíî óäàëèòü. Òàêèì îáðàçîì, îáîñíîâàíà
ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà.

Ïðîöåäóðà ðåäóêöèè ãðàôà. Ïóñòü çàäàíû ãðàô G0 è âåêòîð p0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(G)
ãðàô êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôó G. Íà êàæäîé èòåðàöèè k + 1, k = 0, 1, . . . , â K(Gk)
óäàëÿåòñÿ îäèí ñòîê âìåñòå ñ äóãàìè, ñâÿçûâàþùèìè åãî ñ îñòàëüíîé ñåòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíåíî k èòåðàöèé. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ òðåõ øàãîâ.

Øàã 1. Íàéòè âåðøèíó i, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì â ãðàôå Gk = (Vk, Ek). Ïîëîæèòü
Gk+1 = (V (Gk+1), E(Gk+1)), ãäå V (Gk+1) = V (Gk)\{i}, E(Gk+1) = {(m, l)|(m, l) ∈ E(Gk), l 6= i}.
Ïîñòðîèòü âåêòîð pk+1 èç pk, óäàëèâ i-þ êîîðäèíàòó. Åñëè ãðàô Gk+1, íå ñîäåðæèò ñòîêîâ, òî
ïåðåéòè íà øàã 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü k = k + 1 è ïåðåéòè íà øàã 1.

Øàã 2. Ïóñòü â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷åí ãðàô Gk, è K(Gk) ñîäåðæèò êîìïîíåí-
òó-ñòîê Hj, íå âñòðå÷àþùóþñÿ â K(G0). Òîãäà ïåðåõîäèì íà øàã 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöå-
äóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Øàã 3. Ïîñòðîèòü ãðàô Gk+1, ïîëîæèâ Vk+1 = Vk\V (Hj), E(Gk+1) = {(m, l)|(m, l) ∈ E(Gk),
l /∈ V (Hj)}. Ïîñòðîèòü âåêòîð pk+1, óäàëèâ èç pk êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà V (Hj).
Ïîëîæèòü k = k + 1 è ïåðåéòè íà øàã 2.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàáîòû ïðîöåäóðû.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü èñõîäíûé ãðàô ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1a. Êðóæêè � ýòî ñèëüíûå êîìïîíåí-

òû, à ÷åðíàÿ òî÷êà � ýòî âåðøèíà-ñòîê. Â ðåçóëüòàòå ïåðâîé èòåðàöèè ãðàô ïðåîáðàçóåòñÿ â
ãðàô, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1b. Âòîðàÿ èòåðàöèÿ ïðèâîäèò ê ãðàôó íà ðèñ. 1c è òðåòüÿ � ê ãðàôó
íà ðèñ. 1d.

ðèñ1.pcx

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðèâåäåííîé âûøå ïðîöåäóðû èç ãðàôà G áóäóò óäàëåíû âñå ñòîêè, à
òàêæå ñèëüíûå êîìïîíåíòû, ñîåäèíåííûå ñî ñòîêàìè ïóòÿìè. Óäàëÿåìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà
p0, êàê ïîêàçàíî âûøå, íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ïðåäåëüíûé ïîòîê. Òàêèì îáðàçîì, óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü íå èñõîäíûé ãðàô, à ðåäóöèðîâàííûé (íå ìåíÿÿ, îäíàêî, âåëè÷èí aij è αij ).

Çàìå÷àíèå 8. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîòîêà óäîáíî ðàáîòàòü ñ ðåäóöèðîâàííûì ãðà-
ôîì. Ïîëó÷èâ ïðåäåëüíûé ïîòîê äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî ãðàôà, íåñëîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåëü-
íûé ïîòîê â èñõîäíîì ãðàôå, ïîëîæèâ ïîòîê ïî óäàëåííûì (â õîäå ðåäóêöèè) äóãàì ðàâíûì
íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò âèä (10) è íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê.
Ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå ìàòðèöû òåïåðü ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Ýòî îçíà÷àåò,
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÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4), íà ãðàôå áåç ñòîêîâ, êîãäà∑
j∈Oi

aij ≤ 1.

Èòàê, äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû áåç ñòîêîâ. Ïóñòü ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê âèäó
(9), ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåííîìó âûðàæåíèåì (10). Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîçâîëÿ-
þò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè ïðåäåë ñòåïåíåé ìàòðèöû B ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë
ñòåïåíåé ìàòðèöû A

lim
k→∞

Ak =

(
B∞ 0

(E −D)−1CB∞ 0

)
. (12)

Òàê êàê B = diag{A1, . . . , Ag}, òî Bk = diag{Ak
1, . . . , A

k
g} è ïðåäåë ñòåïåíåé ìàòðèöû Â

ñóùåñòâóåò âìåñòå ñ ïðåäåëàìè ñòåïåíåé âñåõ ìàòðèö Ai. Ýòè ìàòðèöû íåðàçëîæèìû, èõ ìàê-
ñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî 1, íî îíè íå îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíû (ìîãóò áûòü è äðóãèå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ðàâíûå ïî ìîäóëþ 1). Ïîýòîìó âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû
Ïåððîíà íåïîñðåäñòâåííî íå óäàåòñÿ. Íî åñëè èçâåñòåí èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè hi (êîëè÷å-
ñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì ìàòðèöû Ai), òî ìàòðèöà Ahi

i áóäåò áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ñ ïðèìèòèâíûìè íåðàçëîæèìûìè áëîêàìè íà äèàãîíàëè. Òî åñòü ïðåäåë lim

k→∞
Akhi

i

ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, åñëè âçÿòü h ðàâíûì íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó âñåõ hi, i = 1, . . . , g,
òî áóäóò ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëû lim

k→∞
Bkh = Bh∞ è lim

k→∞
Akh = Ah∞. Òàê êàê ìàòðèöà ñîîò-

âåòñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíîìó ïîäãðàôó ãðàôà G, òî hi ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå Ðîìàíîâñêîãî.
Èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû Ai ðàâåí íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ äëèí êîíòóðîâ â
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëüíîé êîìïîíåíòå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé ìàòðèöû
A ðàçáèâàåòñÿ íà h ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà Ar+kh, r = 0, . . . , h, ñ ïðåäåëàìè Ãr = ArAh∞.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4), òàêèì îáðàçîì, ïðèâîäÿò ê h ïðåäåëüíûì ñîñòîÿíèÿì X̃r, îïðåäåëÿåìûì
ñîîòíîøåíèÿìè (8). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ñîñòîÿíèå X̃r ïå-
ðåõîäèò â ñîñòîÿíèå X̃r+1, òàê ÷òî â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî âçÿòü ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå 1

h

h−1∑
i=0

X̃ i.

Îñòàëîñü íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäåëîâ lim
k→∞

Akhi
i . Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ïåððîíà. Òàê

êàê íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äëèí êîíòóðîâ â ñèëüíîé êîìïîíåíòå Gi, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöå Ai, ðàâåí hi, òî Gi èìååò ñòðóêòóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 2 (äëÿ hi = 3).

ðèñ2.pcx

Âñå âåðøèíû Gi ðàçáèâàþòñÿ íà hi íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ V i
1 , . . . , V i

hi
. Äóãè íàïðàâëåíû èç

âåðøèí ìíîæåñòâà V i
j â âåðøèíû ìíîæåñòâà V i

j1
. Çíà÷èò, ìîæíî òàê ïåðåíóìåðîâàòü âåðøèíû

Gi, ÷òî ìàòðèöà Ai ïðèìåò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä:

Ai =




0 Bi
1 0 0

0 0 Bi
2 0

· · · · · · . . . · · ·
Bi

hi
0 · · · 0


 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
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Ahi
i =




0 Bi
1B

i
2 . . . Bi

hi
0 0

0 0 Bi
2 . . . Bi

hi
Bi

1 0

· · · · · · . . . · · ·
Bi

hi
Bi

1 . . . Bi
hi−1 0 · · · 0


 ,

ãäå íà äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ïðèìèòèâíûå íåïðèâîäèìûå êâàäðàòíûå áëîêè. Îáîçíà÷èì èõ
÷åðåç A′

j, j = 1, . . . , hi. Î÷åâèäíî, ìàòðèöà lim
k→∞

Akhi
i òàêæå èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä.

Ñòðî÷íûå ñóììû, êàê ìàòðèöû Ai, òàê è ëþáîé åå ñòåïåíè, ðàâíû 1. Ïîýòîìó, ïðàâûì ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A′

j, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1, ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ñî-
ñòàâëåííûé èç 1, ðàçìåðíîñòè |V i

j |. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ïåððîíà òðåáóåòñÿ íàéòè òàêæå
ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ñäå-
ëàòü ýòî äîâîëüíî ïðîñòî � åñëè âñå ìàòðèöû A′

j äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå (òî åñòü, êàê ñòðî÷íûå,
òàê è ñòîëáöîâûå ñóììû ðàâíû 1).

∑
j∈Or

arj =
∑

j∈Ir
⋂

Gk

ajr, r ∈ V (Gk). (13)

Òîãäà

lim
k→∞

Akhi
i =




1
|V i

1 |
I1 0

. . .
0 1

|V i
hi
|Ihi


 , (14)

ãäå Ij ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè |V i
j |, ñîñòàâëåííàÿ èç åäèíèö.

Êîãäà æå (13) íå âûïîëíÿåòñÿ, íåîáõîäèìî èñêàòü ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ìàòðèö
Bi

1B
i
2 . . . Bi

hi
, Bi

2 . . . Bi
hi

Bi
1, Bi

hi
Bi

1 . . . Bi
hi−1, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 è ïîëüçîâàòü-

ñÿ òåîðåìîé Ïåððîíà. Åñëè ýòè âåêòîðû (ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè, óêàçàííîé â òåîðåìå Ïåððîíà:
ñóììà êîìïîíåíò êàæäîãî âåêòîðà ðàâíà 1) åñòü vi

1, . . . , v
i
hi

ñîîòâåòñòâåííî, òî

lim
k→∞

Akhi
i = ∆i =




∆i
1 0

. . .
0 ∆i

hi


 , (15)

ãäå ∆i
j êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè |V i

j |, âñå ñòðîêè êîòîðîé îäèíàêîâû è ðàâíû vi
j.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (8), ñõîäèòñÿ ê h
öèêëè÷åñêè ñìåíÿþùèì äðóã äðóãà ïðåäåëüíûì ñîñòîÿíèÿì,

x
(r+1)+h∞
ij = aijp

0Ar+h∞ei, r = 0, . . . , h− 1, (i, j) ∈ E, (16)
à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (13) ìîæíî ÿâíî óêàçàòü çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ. Ïðåäåë âèäà Ah∞ ëåãêî
ïîëó÷àåòñÿ èç (12) è (15), à ïðåäåëû âèäà Ar+h∞, r = 0, . . . , h, ïîëó÷àþòñÿ èç óìíîæåíèåì íà
Ar.

Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå q = 0 ïðîöåññ, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè (4), ñõîäèòñÿ âñåãäà. Â ïðå-
äåëå ïîëó÷àåòñÿ h öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ñîñòîÿíèÿ (h ðàâíî íàèìåíüøåìó
îáùåìó êðàòíîìó íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé äëèí êîíòóðîâ â ñòîêàõ ãðàôà êîìïîíåíò, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî G). Êîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (13), òî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (12) è (14),
ìîæíî âûïèñàòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòîêà ÿâíî.
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5 Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ïîòîêà â îðèåíòèðîâàííîé ñåòè ñ íåîãðàíè-
÷åííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã. Ñåòü ñîäåðæèò âåðøèíû-èñòî÷íèêè èçâåñòíîé ìîù-
íîñòè è âåðøèíû-ñòîêè íåîãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè. Âåðøèíû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñòîêàìè,
ðàñïðåäåëÿþò ïðèøåäøèé â íèõ ïîòîê ïî èñõîäÿùèì äóãàì â çàäàííûõ (íå çàâèñÿùèõ îò âðå-
ìåíè) ïðîïîðöèÿõ.

Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîòîêà, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì è äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ñó-
ùåñòâîâàíèå ïóòè èç êàæäîé âåðøèíû â íåêîòîðûé ñòîê ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõî-
äèìîñòè ïðîöåññà, è ïðåäåëüíûé ïîòîê â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è íå çàâèñèò
îò íà÷àëüíîãî ïîòîêà â ñåòè. Ïðåäëîæåíû ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíûõ è ðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèé, òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ðàâíà O(n3).

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íå èç êàæäîé âåðøèíû ñóùåñòâóåò ïóòü â íåêîòîðûé ñòîê,
öèêëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè íóëåâîì âåêòîðå ïîòåíöèàëîâ âåðøèí.

Â ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèè ïîòîêà, ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè. Çíà÷èò, ñáàëàíñèðîâàííûé ïðåäåëüíûé ïîòîê ìîæåò áûòü íàéäåí äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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