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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ ïîëîñû ýëëèïñàìè îä-
íîãî, äâóõ è òð¼õ òèïîâ. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íîâûå ìîäåëè ðåãóëÿðíûõ
ïîêðûòèé, êîòîðûå îáîáùàþò ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àâòîðîâ äëÿ ïîêðû-
òèÿ ïîëîñû êðóãàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò êàê ôóíäàìåíòàëüíîå, òàê è
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýíåðãîýô-
ôåêòèâíîé ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ áåñïðîâîäíûìè ñåíñîð-
íûìè ñåòÿìè.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíûõ ïîêðûòèé ïëîñêèõ îáúåêòîâ ïëîñêèìè ôèãóðà-
ìè âîçíèêàþò â êîíòåêñòå ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Ïðè ýòîì ïîä ïëîòíîñòüþ ïîêðûòèÿ
ïëîñêîé îáëàñòè ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ñóììû ïëîùàäåé ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ê ïëî-
ùàäè ïîêðûâàåìîé îáëàñòè.

Íàèáîëåå èçó÷åííàÿ ïðîáëåìà � ýòî ïîêðûòèå ïëîñêèõ îáúåêòîâ êðóãàìè [3, 4, 5, 8].
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ýòî íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî âòîðóþ ìîëîäîñòü â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì
áåñïðîâîäíûõ ñåíñîðíûõ ñåòåé (ÁÑÑ) [6, 7, 9, 10]. ÁÑÑ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà àâòîíîì-
íûõ óñòðîéñòâ (ñåíñîðîâ), îñíàù¼ííûõ íåâîçîáíîâëÿåìûìè ýëåìåíòàìè ïèòàíèÿ îãðà-
íè÷åííîé ¼ìêîñòè. Åñëè ïðèíÿòü �êðóãîâóþ ìîäåëü�, â êîòîðîé êàæäûé ñåíñîð ïîêðû-

âàåò (îñóùåñòâëÿåò ìîíèòîðèíã) êðóã íåêîòîðîãî ðàäèóñà ñ ñåíñîðîì, ðàñïîëîæåííûì
â öåíòðå ýòîãî êðóãà, òî ïîòåðè ýíåðãèè ñåíñîðà ïðîïîðöèîíàëüíû ïîêðûòîé ñåíñîðîì
ïëîùàäè [6, 7, 9, 10]. Â ñîâðåìåííûõ ÁÑÑ ñåíñîð ñïîñîáåí ðåãóëèðîâàòü ñâîþ îáëàñòü
ìîíèòîðèíãà, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàþò îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåò-
ðèè ïî ïîèñêó íàèìåíåå ïëîòíûõ ïîêðûòèé ïëîñêèõ îáëàñòåé êðóãàìè ðàçëè÷íîãî ðà-
äèóñà, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (æèçíè) ÁÑÑ [1, 2, 7, 9].

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîêðûòèé ïëîñêèõ îáëàñòåé
ðàçëè÷íûìè ôèãóðàìè, â ëèòåðàòóðå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ. Ïðè
ýòîì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîêðûòèé òàêæå êîíòèíóàëüíî, íî â ðåãóëÿðíîì ïîêðûòèè îá-
ëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíàêîâûå ìíîãîóãîëüíèêè (ïëèòêè) è âñå ïëèòêè ïîêðûâàþòñÿ
îäèíàêîâî. Ýòî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîêðûòèé îäíîé ïëèòêè. Â ëè-
òåðàòóðå â êà÷åñòâå ïëèòêè â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè
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(òðåóãîëüíèêè, êâàäðàòû è øåñòèóãîëüíèêè), ïîýòîìó â ðàáîòå [1] ìû ââåëè ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå äëÿ êëàññîâ ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè � COVk(p, q). Â ïîêðûòèè
èç êëàññà COVk(p, q) îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïðàâèëüíûå k-óãîëüíèêè, è êàæäàÿ ïëèòêà
ïîêðûâàåòñÿ îäèíàêîâî p êðóãàìè q ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ.

Îäíàêî òàêîå îáîçíà÷åíèå êëàññîâ îêàçàëîñü íå ñîâñåì óäîáíûì äëÿ îïèñàíèÿ ðåãó-
ëÿðíûõ ïîêðûòèé ïîëîñû. Â ðàáîòå [2] ìû íàçâàëè ïîêðûòèå ïîëîñû n-ñëîéíûì, åñëè
öåíòðû êðóãîâ ïîêðûòèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà n ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ ãðàíèöàì ïîëîñû,
è ââåëè îáîçíà÷åíèå P (n, k) äëÿ êëàññà n-ñëîéíûõ ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé êðóãàìè k
ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíûõ ðåãóëÿð-
íûõ ïîêðûòèé ïîëîñû ýëëèïñàìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáëàñòü ïîêðûòèÿ (ìîíèòîðèíãà)
ñåíñîðà � ýòî ýëëèïñ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè âèäåîíàáëþäåíèè çà
ïîâåðõíîñòüþ, êîãäà çîíà ìîíèòîðèíãà ñåíñîðà � ýòî êîíóñ, à ñàì ñåíñîð ðàñïîëîæåí
íàä ïîâåðõíîñòüþ. Çíàÿ ïàðàìåòðû ýëëèïñà, ëåãêî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ðåãóëèðóåìûõ
ïàðàìåòðîâ ñåíñîðà (âûñîòó ðàçìåùåíèÿ, íàïðàâëåíèå è óãîë îáçîðà). Åñëè ñåíñîð èñ-
ïîëüçóåò íàïðàâëåííóþ àíòåííó, òî ïðîåêöèÿ çîíû óâåðåííîãî ðàäèîïðè¼ìà � ýòî òîæå
ýëëèïñ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåíñîð ïîêðûâàåò ÷àñòü ïëîñêîñòè íàõîäÿùóþñÿ âíóòðè
åãî ýëëèïñà ìîíèòîðèíãà. Ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîêðûòîé ìíîæåñòâîì ñåíñîðîâ
C, åñëè êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè ïîêðûòà õîòÿ áû îäíèì ñåíñîðîì èç C.

Ïîêðûòèå ïîëîñû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïîëîñà ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà îäè-
íàêîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè (ïëèòêè), è âñå ïëèòêè ïîêðûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî. Â ðàáîòå
ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé ïîëîñû ýëëèïñà-
ìè îäíîãî, äâóõ è òð¼õ òèïîâ. Ïðè ýòîì êîíãðóýíòíûå ýëëèïñû ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Îòìåòèì, ÷òî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïóò¼ì ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ âäîëü ïîëîñû ñäåëàòü íåêîòîðûå ýëëèïñû êðóãàìè, è ìû
áóäåò àêòèâíî ýòèì ïîëüçîâàòüñÿ, ÷òîáû óïðîñòèòü âûêëàäêè.

2. Îäíîñëîéíûå ïîêðûòèÿ

Â [2] ðàññìîòðåíî îäíîñëîéíîå ïîêðûòèå ïîëîñû øèðèíîé h êðóãàìè. Áûëî äîêàçàíî,
÷òî â îïòèìàëüíîì (ìèíèìàëüíîé ïëîòíîñòè, ðàâíîé π/2 ≈ 1.5708) ïîêðûòèèè ýòîãî
êëàññà èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå êðóãè è íàéäåí îïòèìàëüíûé ðàäèóñ R = h/

√
2 ýòèõ

êðóãîâ.

Ðàññìîòðèì îäíîñëîéíîå ïîêðûòèå, îáîçíà÷èì åãî E(1, 2), ïîëîñû øèðèíû h ðàç-
ëè÷íûìè ýëëèïñàìè, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 1. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü îäíîñëîéíîãî ïîêðûòèÿ E(1, 2) ∈ P (1, 2) ïîëî-
ñû øèðèíîé h ðàâíà π/2 ≈ 1.5708 ïðè äëèíàõ âåðòèêàëüíûõ ïîëóîñåé h/

√
2 è ïðîèç-

âîëüíûõ äëèíàõ ãîðèçîíòàëüíûõ îñåé ýëëèïñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ ýëëèïñà. Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, àô-
ôèííûì îòîáðàæåíèåì îäèí èç ýëëèïñîâ ìîæíî ñäåëàòü îêðóæíîñòüþ (ïóñòü ýòî ëåâûé
ýëëèïñ íà ðèñ. 1), ïóñòü å¼ ðàäèóñ R. Äëèíó ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñè ñîñåäíåãî (ñïðà-
âà) ýëëèïñà îáîçíà÷èì ÷åðåç a, à äëèíó âåðòèêàëüíîé ïîëóîñè � ÷åðåç b. Ìèíèìàëüíàÿ
ïëèòêà ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ � ýòî ïðÿìîóãîëüíèê ABDE íà ðèñ. 1 ñî ñòîðîíàìè h/2
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Ðèñ. 1. Îäíîñëîéíîå ïîêðûòèå E(1, 2) ∈ P (1, 2). Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü π/2 ≈ 1.5708
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Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëîùàäü ýëëèïñà (πab) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè
b = h/

√
2 è a = h/(

√
2 tg β).

Ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé R = h
2 sinα

è 1
sin2 α

= 1 + ctg2 α, ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ E(1, 2)
ðàâíà

D(α, β) =
π
4
(R2 + ab)

h
2

(
h

2 tgα
+ h

2 tg β

) =
π (1 + ctg2 α + 2 ctg β)

4 (ctgα + ctg β)
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè D(α, β) = π/2 äîñòèãàåòñÿ ïðè α = π/4 è ïðîèçâîëü-
íîì 0 < β < π/2 (ñîîòâåòñòâåííî 0 < a < +∞). Ïðè ýòîì R = b = h/

√
2. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Â îïòèìàëüíîì îäíîñëîéíîì ïîêðûòèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëëèïñîâ
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè ïðèâîäèò ê ïîâòîðåíèþ
îäèíàêîâûõ ôðàãìåíòîâ ïîêðûòèÿ. Ìû ðàññìîòðåëè ïàðó ñîñåäíèõ ýëëèïñîâ ïîêðû-
òèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äâóõ ýëåìåíòîâ). Ñ òàêèì æå óñïåõîì ìîæíî ïîâòîðÿòü
ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëëèïñîâ. Òîãäà ïëèòêîé ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ áó-
äåò ïðÿìîóãîëüíèê � ÷àñòü ïîëîñû ìåæäó öåíòðàìè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëëèïñîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Ìíîãîñëîéíûå ïîêðûòèÿ

Äàëåå ðàññìîòðèì äâóõ�, òð¼õ�, ÷åòûð¼õ� è ïÿòèñëîéíûå ïîêðûòèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýëëèïñîâ äâóõ è òð¼õ òèïîâ. Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíûé îõâàò ìíîãîîáðàçèÿ ïîêðûòèé,
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Ðèñ. 2. Äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå E(2, 2) ∈ P (2, 2). Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ≈ 1.4156

ìû ïðèâåä¼ì ëèøü òå ìîäåëè, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåêîðäíûå ïî ïëîòíîñòè
ðåçóëüòàòû.

3.1. Ïîêðûòèå ýëëèïñàìè äâóõ òèïîâ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïðåäñòàâëåíû äâóõ�, òð¼õ� è ÷åòûð¼õñëîéíûå ïîêðûòèÿ.

3.1.1. Äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå

Â [2] ðàññìîòðåíî äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå ïîëîñû îäèíàêîâûìè êðóãàìè, ïëîòíîñòü êî-
òîðîãî áëèçêà ê âåëè÷èíå 1.3998. Ïðè ýòîì öåíòðû òð¼õ ñîñåäíèõ êðóãîâ, ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ â îäíîé òî÷êå, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðèìåíÿÿ
àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñæàòèå/ðàñòÿæåíèå âäîëü ïîëîñû), ìîæíî ïîëó÷èòü äâóõ-
ñëîéíîå ïîêðûòèå E(2, 1) ∈ P (2, 1) îäèíàêîâûìè ýëëèïñàìè ñ ôèêñèðîâàííîé äëèíîé
âåðòèêàëüíîé îñè è ïðîèçâîëüíîé äëèíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè.

Äðóãîå äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü îäèíà-
êîâûå ýëëèïñû (ìîæíî ïîëîæèòü èõ êðóãàìè) ïåðåñåêàþòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû (íàïðè-
ìåð, ñíèçó) íà ãðàíèöå ïîëîñû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû (ñâåðõó) íà ëèíèè ïàðàëëåëüíîé
ãðàíèöå. Íåïîêðûòûå êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè ñâåðõó ïîêðûâàþòñÿ îäèíàêîâû-
ìè ýëëèïñàìè (ðèñ. 2). Ìèíèìàëüíîé ïëèòêîé òàêîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê ABDF íà ðèñ. 1.

Î÷åâèäíî, òî÷êà C èìååò êîîðäèíàòû (R sinα,R cosα), à òî÷êà E � êîîðäèíàòû
(R cos β,R sin β). Òîãäà R = h/(sin β + cosα), è ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ âûðàæàåòñÿ ôóíê-
öèåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ

D(α, β) =
π

2
√
27

√
27 + 4(cos β − sinα)(cosα− sin β)

(sin β + cosα) cos β
.
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Ðèñ. 3. Òð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå E(3, 2) ∈ P (3, 2). Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ≈ 1.2615

Ìèíèìóì D(α, β) ≈ 1.4156 äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 0.4459 ≈ π/7.05 β ≈ 0.6854 ≈ π/4.58.
Â ðåçóëüòàòå äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå ýëëèïñàìè äâóõ òèïîâ èìååò ïëîòíîñòü áîëü-

øå äâóõñëîéíîãî ïîêðûòèÿ îäèíàêîâûìè ýëëèïñàìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íîå
äâóõñëîéíîå ïîêðûòèå êðóãàìè äâóõ ðàäèóñîâ èç êëàññà P (2, 2) èìååò ìèíèìàëüíóþ
ïëîòíîñòü áëèçêóþ ê 1.4513.

3.1.2. Òð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå

Ðàññìîòðèì òð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå äâóìÿ òèïàìè ýëëèïñîâ E(3, 2) ∈ P (3, 2) ïðåäñòàâ-
ëåííîå íà ðèñ. 3. Ìèíèìàëüíîé ïëèòêîé ýòîãî ðåãóëÿðíîãî ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê ABCE íà ðèñ. 3, â ïîêðûòèè êîòîðîãî ó÷àñòâóåò ÷åòâåðòü ýëëèïñà ñ öåíòðîì,
ðàñïîëîæåííûì íà ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû, è ïîëîâèíà ýëëèïñà ó ãðàíèöû ïîëîñû.

Òåîðåìà 2. Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ E(3, 2) ∈ P (3, 2) ðàâíà D ≈ 1.2615.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñäåëàåì ýëëèïñû ñ öåíòðàìè
íà ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû êðóãàìè íåêîòîðîãî ðàäèóñà R. Ïóñòü äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîëóîñè ýëëèïñà îêîëî ãðàíèöû ïîëîñû ðàâíà a, à äëèíà âåðòèêàëüíîé ïîëóîñè � b. Ñ
ó÷¼òîì îáîçíà÷åíèé íà ðèñ. 3, èìååì x = R cos(α + β), y = R sin(α + β). Äëèíà õîðäû,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x, y) è D, ðàâíà 2R sin α

2
. Îòêóäà

h = 2
(√

4R2 sin2 α

2
− (R cos β −R cos(α + β))2 +R sin β

)
èëè

R =
h

2
(√

(1− cosα)(1 + cos(α + 2β)) + sin β
) . (1)

Èç ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè (x, y) ýëëèïñó ó ãðàíèöû ïîëîñû èìååì

(R cos β −R cos(α + β))2

a2
+

(R sin β + b−R sin(α+ β))2

b2
= 1,
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îòêóäà âûðàçèì

a =
Rb(cos β − cos(α + β))√

b2 − (R(sin β − sin(α + β)) + b)2
. (2)

Ïîäñòàâèì (1) è (2) â ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ

D(R, a, b, β) =
π(R2 + 2ab)

2Rh cos β
(3)

è ðåøèì óðàâíåíèå ∂D
∂b

= 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

b =
4

3
R sin

α

2
cos

α+ 2β

2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â (3) è óïðîùåíèÿ, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ïëîò-
íîñòè îò äâóõ ïåðåìåííûõ

D(α, β) =
π

36 cos β
· 8

√
3(1− cosα) sin(α + 2β) + 9

sin β +
√
(1− cosα)(1 + cos(α + 2β))

.

Ìèíèìóì D(α, β) ≈ 1.2615 äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 0.4808 ≈ π/6.5334, β ≈ 0.545 ≈
π/5.7642. Òåðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïîêðûòèÿ êðó-
ãàìè D ≈ 1.294 [2]. Áîëåå òîãî, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ àôôèííîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ âäîëü ïîëîñû) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîëüíûå âçàè-
ìîñâÿçàííûå ýëëèïñû. Íàïðèìåð, ýëëèïñû íà ãðàíèöå ìîæíî ñäåëàòü êðóãàìè, òîãäà
ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü öåíòðàëüíîãî ýëëèïñà áóäåò êîðî÷å âåðòèêàëüíîé îñè.

3.1.3. ×åòûð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åòûð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå ýëëèïñàìè äâóõ òèïîâ E(4, 2) ∈ P (4, 2)
(ðèñ. 4). Â ýòîì ïîêðûòèè öåíòðû òð¼õ ñîñåäíèõ êðóãîâ ðàäèóñà R ÿâëÿþòñÿ âåðøè-
íàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, à ýëëèïñû íà ãðàíèöå ïîëîñû èìåþò ãîðèçîíòàëüíóþ
ïîëóîñü äëèíû a, à âåðòèêàëüíóþ � äëèíû b.

Òåîðåìà 3. Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ E(4, 2) ∈ P (4, 2) ðàâíà D ≈ 1.2372.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïëèòêè âîçüì¼ì ïðÿìîóãîëüíèê ABDG íà ðèñ. 4, äëè-
íà âåðòèêàëüíîé ñòîðîíû êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ h, à øèðèíà ðàâíà R cos π

6
= R

√
3/2.

Â ïîêðûòèè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ó÷àñòâóþò äâå ïîëîâèíû êðóãîâ ðàäèóñà R è äâå
ïîëîâèíû ýëëèïñîâ îáùåé ïëîùàäüþ π(R2 + ab).

Ñîãëàñíî ðèñ. 4, êîîðäèíàòû òî÷êè C ðàâíû (R sinα,R cosα), öåíòð âåðõíåãî ýë-
ëèïñà � òî÷êà E � èìååò êîîðäèíàòû (R

√
3/2, R/2 + b), à êîîðäèíàòû òî÷êè F �

(R
√
3/2, R/2). Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ýëëèïñà ñ ó÷¼òîì ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê C è F

ýëëèïñó. Èìååì
R2(

√
3/2− sinα)2

a2
+

(R(cosα− 1/2)− b)2

b2
= 1.
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Ðèñ. 4. ×åòûð¼õñëîéíîå ïîêðûòèå E(4, 2) ∈ P (4, 2). Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü D ≈ 1.2372

Îòêóäà

a2 =
b2(

√
3− 2 sinα)2R2/4

b2 − (R(cosα− 1/2)− b)2
,

è ïëîùàäü ýëëèïñà

πab =
πRb2(

√
3− 2 sinα)

2
√
2Rb(cosα− 1/2)−R2(cosα− 1/2)2

çàâèñèò îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ R è α ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ýëëèïñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè ïðè b = 2R(cosα− 1/2)/3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ïîêðûòèÿ E(4, 2)

D(α) =
4π

9
√
3
· 9 + 2

√
3(cosα− 1/2)(

√
3− 2 sinα)

3 + 4 cosα
.

Ê ñîæàëåíèþ íå óäà¼òñÿ íàéòè ìèíèìóì ïëîòíîñòè àíàëèòè÷åñêè äàæå â ýòîì ñëó÷àå.
×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òîminD(α) ≈ 1.2372 äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 0.561 ≈ π/5.6.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íîå ïîêðûòèå êðóãàìè èìååò ïëîòíîñòü D ≈ 1.2542 [2].

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ïÿòèñëîéíîãî ïîêðûòèÿ ýëëèïñàìè äâóõ òèïîâ íàì íå óäàëîñü
îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ïëîòíîñòü èç-çà ñëîæíîñòè âîçíèêàþùåé îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è. Îäíàêî áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïÿòèñëîéíîå ïîêðûòèå, ìèíèìàëüíàÿ
ïëîòíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 1.1853.

3.2. Ïîêðûòèå ýëëèïñàìè òð¼õ òèïîâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ïîêðûòèÿ ïîëîñû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì E(5, 3) ∈ P (5, 3).
Öåíòðû îäèíàêîâûõ êðóãîâ (ýòî ìû â î÷åðåäíîé ðàç âîñïîëüçîâàëèñü àôôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì), ðàäèóñû êîòîðûõ ðàâíû R, ðàñïîëîæåíû íà öåíòðàëüíîé ëèíèè ïîëîñû,
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Ðèñ. 5. Ïÿòèñëîéíîå ïîêðûòèå ýëëèïñàìè òð¼õ òèïîâ E(5, 3) ∈ P (5, 3). Ïëîòíîñòü D ≈ 1.1607

øèðèíó êîòîðîé ïîëîæèì, äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé, ðàâíîé 2. Íåïîêðûòàÿ ÷àñòü ó
ãðàíèöû ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êðóãàìè ïîêðûâàåòñÿ îäíèì ýëëèïñîì ñ äëè-
íàìè ïîëóîñåé a (âåðòèêàëüíàÿ) è b (ãîðèçîíòàëüíàÿ) è äâóìÿ îäèíàêîâûìè ýëëèïñàìè
ñ îïòèìàëüíûì íàêëîíîì (ðèñ. 5).

Òåîðåìà 4. Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ E(5, 3) ∈ P (5, 3) ðàâíà D ≈ 1.1607.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè G = (x, 1) âåðòèêàëüíîìó ýëëèïñó èìå-
åì

(R cosα− x)2

b2
+

(1−R sinα− a)2

a2
= 1.

Îòêóäà, ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà R = 1/ cosφ, âûðàæàåì

x =
cosα

cosφ
−

b
√
((2a− 1) cosφ+ sinα)(cosφ− sinα)

a cosφ
.

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

a ≥ cosφ− sinα

2 cosφ
. (4)

Òî÷êà F òàêæå ïðèíàäëåæèò âåðòèêàëüíîìó ýëëèïñó. Ñëåäîâàòåëüíî,

(R cosα−R cos(α + β))2

b2
+

(R sinα + a−R sin(α + β))2

a2
= 1.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå R è âûðàçèì

b =
a(cosα− cos(α + β))√

(sin(α + β)− sinα)(2a cosφ+ sinα− sin(α+ β))
.



Ñåíñîðíûå ñåòè è ïîêðûòèå ïîëîñû ýëëèïñàìè 9

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ïðèíèìà-
åò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (4). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
ïîëîæèì

a =
cosφ− sinα

2 cosφ
+ ε, ε ≥ 0.

Ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü ýëëèïñà îïèñàííîãî îêîëî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè E, F è G
ðàâíà

Se =
2π√
27

(x−R sinφ)(1−R sin(α + β)),

èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè

Se =
2π(cosφ− sin(α+ β))√

27 cos2 φ

cosα− sinφ−
(cosα− cos(α + β))

√
2ε cosφ(cosφ− sinα)√

(sin(α+ β)− sinα)(cosφ+ 2ε cosφ− sin(α + β))

 .

Ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ

D =
cosφ

cosα

(
π

4 cos2 φ
+

πab

2
+ Se

)
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè îò ÷å-
òûð¼õ ïåðåìåííûõ D(ε, α, β, φ). ×èñëåííûé àíàëèç ýòîé ôóíêöèè ïîçâîëèë îïðåäåëèòü
minD(ε, α, β, φ) ≈ 1.1607, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè α ≈ 0.4228 ≈ π/7.43, β ≈ 0.4204 ≈
π/7.47, φ ≈ 0.4181 ≈ π/7.51, ε ≈ 0.0406 è a ≈ 0.3161h, b ≈ 0.2737h. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíûõ ïîêðûòèé ïëîñêèõ îáëàñòåé, â ÷àñòíîñòè ïî-
ëîñû, ýëëèïñàìè ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Îòñóò-
ñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî âîçíèêàþùèå
ïðè ìèíèìèçàöèè ïëîòíîñòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñëîæíû äëÿ ðåøåíèÿ. Íåâîçìîæíî íàé-
òè íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óæå â ïðîñòåéøèõ êëàññàõ, íî äàæå ðåøèòü çàäà÷ó
÷èñëåííî. Ýòî îáóñëîâëåíî íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèîíàëîâ è îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ìíî-
ãîýêñòðåìàëüíîñòüþ âîçíèêàþùèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ ýëëèïñà-

ìè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ïîêðûòèÿ êðóãàìè. Ïîñëåäíåé çàäà-
÷å ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé, ñðåäè êîòîðûõ íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé [3, 4, 5].
Áîëåå òîãî, çàäà÷è ïîêðûòèÿ ýëëèïñàìè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, èíîãäà
ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, ïðè ìîíèòîðèíãå ïîëîñû ÷àñòî çàïðå-
ùåíî ðàçìåùàòü ñåíñîðû âíóòðè ïîëîñû. Èñïîëüçóÿ ýëëèïñû, âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ñåíñîð íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ïîëîñû, ëèáî âíå å¼. Äëÿ ýòîãî,
îïðåäåëèâ ìîäåëü ïîêðûòèÿ, äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü ñæàòèå âäîëü ïîëîñû, ÷òîáû âñå
ôèãóðû ïîêðûòèÿ ñòàëè ýëëèïñàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñåíñîðû áûëè ðàçìåùåíû íà
îïðåäåë¼ííîé âûñîòå, íàïðèìåð, íà ãðàíèöå ïîëîñû.
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Ïîêðûòèå Ïëîòíîñòü Ïðèìå÷àíèå
E(1, 2) ∈ P (1, k) π/2 ≈ 1.5708 Ëþáàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k ýëëèïñîâ,

ó êîòîðûõ ôèêñèðîâàííà äëèíà âåðòèêàëüíîé îñè

E(2, 1) ∈ P (2, 1) ≈ 1.3998 Ýëëèïñû ñ ôèêñèðîâàííîé äëèíîé âåðòèêàëüíîé îñè
è ïðîèçâîëüíîé äëèíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè

E(2, 2) ∈ P (2, 2) ≈ 1.4156 Ïðîèãðûâàåò ïîêðûòèþ îäèíàêîâûìè ýëëèïñàìè.
Ïëîòíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè ≈ 1.4513

E(3, 2) ∈ P (3, 2) ≈ 1.2615 Ïëîòíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè ≈ 1.294
E(4, 2) ∈ P (4, 2) ≈ 1.2372 Ïëîòíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè ≈ 1.2542

E(5, 3) ∈ P (5, 3) ≈ 1.1607 Îñè ýëëèïñîâ èìåþò ïðîèçâîëüíûé íàêëîí
Òàáëèöà 1: Ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ ïîëîñû ýëëèïñàìè îäíîãî, äâóõ è òð¼õ òèïîâ

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùóþ ñðàâíèòü êà÷åñòâî ïðåäëîæåííûõ
ìîäåëåé ïîêðûòèÿ ïîëîñû ýëëèïñàìè îäíîãî, äâóõ è òð¼õ òèïîâ.
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Ñåíñîðíûå ñåòè è ïîêðûòèå ïîëîñû ýëëèïñàìè
Sensor networks and stripe covering with ellipses
Àñòðàêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷
Astrakov Sergey Nikolaevich
Åðçèí Àäèëü Èëüÿñîâè÷
Erzin Adil Il'yasovich
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà íàèìåíåå ïëîòíîãî ïîêðûòèÿ ïîëîñû ýëëèïñàìè îäíîãî,

äâóõ è òð¼õ òèïîâ. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íîâûå ìîäåëè ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèé, êî-
òîðûå îáîáùàþò ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àâòîðîâ äëÿ ïîêðûòèé ïîëîñû êðóãàìè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò êàê ôóíäàìåíòàëüíîå, òàê è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ýíåðãîýôôåêòèâíîé ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà
ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ.

The problem of less density covering of a stripe with ellipses of one, two and three types
is considered. We proposed and investigated the new regular covers, which generalize the
authors results for stripe covering by disks. We got the new fundamental results which can
be applied as well for design of power e�cient sensing systems of lengthy objects by wireless
sensor networks.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñïðîâîäíûå ñåíñîðíûå ñåòè, ýíåðãîýôôåêòèâíîñòü, ïëîòíîñòü
ïîêðûòèÿ.

Keywords: wireless sensor networks, energy e�ciency, covering density.


